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Tor  wort. 

Etwa  drei  und  ein  viertel  Jahre  sind  verflossen,  seit  ich  im 
April  1898  das  Vorwort  zur  ersten  Auflage  dieses  III.  Bandes  nieder- 
schreibend mit  einer  Art  von  schmerzlicher  Frende  auf  die  Fortsetzung 
des  Werkes  verzichtete,  zu  welcher  ich  seihst  den  Muth  nicht  mehr 
habe,  für  so  wünsehenswerth  ich  sie  halte.  In  beiden  Beziehungen 
konnte  meine  Sinnesmeinung  selbstredend  keine  Aenderung  erfahren. 
War  damals  mindestens  ein  IV.  Band  noch  erwünscht,  so  ist  er  heute 
fast  zur  Noth wendigkeit  geworden;  konnte  ich  daroala  mich  nicht 
entschliessen ,  weiter  zu  arbeiten,  so  haben  die  seitdem  verflossenen 
drei  Jahre  mich  jedenfalls  nicht  jünger  gemacht,  und  trotz  mehr- 
seitiger schmeichelhafter  Aufforderungen,  selbst  die  Hand  ans  Werk 
zu  legen,  verabschiede  ich  mich  zum  zweiten  Male  von  meinem 
Buche  und  von  meinen  Lesern. 

Die  neue  Auflage  ist  von  der  ersten  in  den  Hauptpunkten  nicht 
verschieden,  wenn  es  auch,  dank  dem  Aufschwünge,  welchen  die 
Wissenschaftsgeschichte  aller  Orten  genommen  hat,  möglich  und 
nothig  war,  an  Einzelheiten  die  bessernde  Hand  anzulegen.  Sogar 
während  des  Druckes  dieses  Bandes  ist  in  dankenswerther  Weise  da 
und  dort  eine  schöpferische  Kritik  geübt  worden,  deren  Ergebnisse 
ich  in  diesem  Vorworte  mitzutheilen  habe. 

Zunächst  mögen  einige  Druckfehler  berichtigt  werden. 
8.  323  Z.  34  statt  1711  lies  1713. 

S.  343  Z.    8   statt  0  +  1  +  1  +  1  +  1  +  .. -lies  0+1  +  2  +  3  +  4  +  -. 
S.  355  Z.  23  statt  Ars  Cogitandi  lies  Ars  Conjectandi. 
S.  466  Z.  33   statt  xdx  +  xyäy  lies  xdx  +  ydy. 

Ferner  ist  zu  bemerken: 

S.  12.  Nach  Riccardi  erschienen  die  von  E,  Astorini  heraus- 
gegebenen ApoHonii  Conica  restituta  erstmalig  in  Neapel  1698.  Den 
Archimedes  restikitus  erwähnt  der  gleiche  Gewährsmann  überhaupt 
nicht.     Dadurch  wird  sehr  zweifelhaft,  ob   ein  solcher  erschienen  ist. 

S.  17.  Dechales  war  nicht  der  einzige  mathematische  Schrift- 
steller, der  die  Exponenten  in  gleicher  Linie  mit  der  Grrundzahl 
drucken    liess,    also    z.  B.    4^3    statt   4:X^.     Ganz   ebenso    schrieben 
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IV  Vorwort, 

H.  Eiieström  zufolge,  auch  Jacques  de  Billy  (1602—1679}  und 
der  schwedische  Mathematiker  Andreas  Spole  (1630—1699). 

S.  22.  Die  von  Kochansky  behandelte  Aufgabe  ist  deut- 
licher dahin  zu  bezeichnen,  dass  er  verlangte,  den  Durchmesser 
ÄD  eines  Kreises  in  B  so  zu  theilen,  dass,  wenn  im  Theilungs- 
punkte  IB  die  zum  Durchmesser  senkrechte  BC  bia  zur  Peripherie 
gezogen  würde,  AB  .BC  =  BC :  BB  ^  BD  :  AB  stattfinde.  Er 
gibt  dazu  die  im  Texte  mitgetheilten  angenähert  richtigen  Zahlen- 
werthe  und  wünscht  eine  geometrische  Auffindung  des  Punktes  B, 
Er  selbst  schlägt  keine  solche  vor. 

S.  38.  Der  Name  Barreme  ist  allmählich  zu  einem  vollständigen 
Dingwort  geworden  und  bezeichnet  bei  den  beutigen  Franzosen  irgend 
eine  tabellarische  TJebersicht,  einen  Tarif  u.  dergl. 

S.  58,  Mercator  war  es,  der  nach  Edm.  Hoppe,  Notiz  sur 
Geschiente  der  Loga/riiltmentafeln  (Mittheilungen  der  Mathematischen 
Gesellschaft  in  Hamburg  IV,  52—56)  in  seiner  Logarithmotechnica 
(London  1668  pag.  4)  dem  ganzzahligen  Theüe  eines  Logarithmen 
den  Namen  der  Charakteristik  beilegte. 

S.  98.  H.  Fade  hat  mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
Hujgena  beiläufig  bemerkt,  dass,  wenn  in  irgend  einem  Theilbruche 
des  Kettenbruches  der  Nenner  durch  kleinere  Zahlen  ersetzt  werde, 
Zwischenbrüche  entstehen,  weiche,  je  nachdem  die  Veränderung  in 
einem  Theilbruche  un grader  oder  grader  Ordnung  erfolgt,  grösser 
beziehungsweise  kleiner  als  der  Kettenbruch  ausfallen.  Das  sind  die 
fradions  intermediaires ,  eingeschaltete  Näherungsbrüche,  denen  nach- 
mals Lagrange  seine  Aufmerksamkeit  zuwandte. 

S.  100.  H.  Vacca  (Bibliotii.  math.  1901,  pag.  149)  stellt  fest,  dass 
nicht  erst  Leibniz  darauf  aufmerksam  gemacht  habe,  jede  Primzahl 
mit  Ausnahme  der  2  und  der  3  müsse  von  der  Form  6k  +  1  sein, 
sondern  dass  Pietro  Bongo  (latinisirt  Bungus)  schon  1599  in 
seinem  Werke  Num^onim  mysteria  das  Gleiche  aussprach.  Ferner 
hat  H.  Vacca  in  dem  Leibnizischen  handschriftlichen  Nachlasse  in 
Hannover  eine  Stelle  aufgefunden,  welche  sich  als  Vorahnung  des 
Wilsonsehen  Sataes  zu  erkennen  gibt. 

S.  123.  H.  Eneström  bemerkt  mit  Recht,  dass  a^af  =  0  nicht 
durch  irgend  eine  Werthbe Stimmung  für  z  zur  Erfüllung  gebracht 
werden  könne.  Leider  steht  mir  RoUes  Traite  (VAlgehre,  welche  ich 
seiner  Zeit  aus  der  Münchner  Hofbibliothek  entliehen  hatte,  gegen- 
wärtig nicht  zur  Verfügung.  Ich  möchte  daher  solche  Fachgenossen, 
welche  in  der  Lage  sind,  jenes  Buch  zu  Rath  zu  ziehen,  bitten,  die 
nöthige  Veränderung  des  Textes  zu  ermitteln  und  etwa  in  der 
Biblioth.  math.  zu  veröffentlichen. 
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S.  137.  Wenn  Barrow  als  den  Veran]asser  seiner  Veröffent- 
lichungen  über  die  Infinitesimalrechnung  in  unzweideutiger  Weise 
Newton  bezeichnet,  allerdings  ohne  ihn  ausdrücklich  zu  nennen,  so 
halte  ich  es  doch  für  gänzlich  ausgeschlossen,  dass  auch  nur  ein 
geringer  Theil  des  so  Veröffentlichten  Newton  angehören  sollte. 
Wenn  dem  so  wäre,  so  hätte  Barrow  es  zuverlässig  auch  erklärt  und 
sich  nicht  damit  begnügt  zu  sagen,  Jener  habe  ihm  den  betreffenden 
Abschnitt  abgequält. 

S.  174.  Ausser  Fermat  hat,  wie  H.  Zeuthen  richtig  hervor- 
hebt, auch  Descartes  sich  einmal  eines  achicfwinkligeu  Coordinaten- 
systeras  bedient  und  zwar  bei  Behandlung  der  Aufgabe  des  Pappus. 
Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass  Descartes  diese  Tbatsache  nicht 
1  betonte 

S.  201  Z.  30  statt  qleidi,  einer  Constanten  muss  es  vielmehr 
einer  fndJtrhen  (rrösse. 

S.  215.  Wenn  auch  das  Wort  functio  erst  1694  von  Leibniz 
mit  einer  Definition  ver-^ehen  worden  ist,  so  hat  doch  Ebendieser, 
nach  einer  von  H  Piingsheim  in  der  Encyklop.  der  mathem. 
Wiasensch,  (Bd.  II  pag.  3)  veröffentlichten,  durch  H.  Eneström 
(Biblioth.  math.  1901,  pag.  150)  ergänzten  Bemerkung,  schon  1692 
in  einem  Aufsätze  De  Unea  ex  lineis  numero  infinitis  ordinattm 
ductis  etc.  (A.  E.  1692,  168—172,  insbesondere  p^.  170)  das  Wort 
ftmctio  gebraucht.  Etwa  gleichzeitig  mit  dem  Aufsatze  von  1694  ist 
ein  Brief  Leibnizens  an  Huygens  vom  28,  Juni  1694,  in  welchem  es 
heisst :  J'appeUe  fonctiotis  l'abscisse,  l'ordonm'e,  la  corde,  tangente,  per- 
pendieulaire  ....  et  quantite  d'autres. 

S.  218  Figur  40.  Im  Teste  fehlt  eine  Bestimmung  des  Punktes  P, 
welche  aber  leicht  ergänzt  werden  kann.  HF  ist  ein  als  gradlinig 
bes  Stückehen  der  Curve  BFG  und  die  Gerade  HFN  ist  dem- 
Berührungslinie    an   jene    Ourve.     Dann   ist   aber    GP  |]  FN 


S.  225  und  250.  Allerdings  geht  aus  dem  in  Stockholm  auf- 
bewahrten, von  H.  Eneström  durehgearbeiteteo ,  leider  aber  noch 
immer  nicht  dem  Drucke  übergebenen  Briefwechsel  zwischen 
Johann  Bernoulli,  De  L' Hospital  und  anderen  Mathematikern 
hervor,    dass    Johann   Bernoulli    1694   auf  ausdrückliches  Verlangen 

De  L'Hospitals  diesem  die  Methode  der  Auswerthung  von  -  -  nebst 
dem  klassisch  gewordenen  Beispiele  dazu  mittheilte.  Ebenfalls  in 
Stockholm  befindet  sich  auch  ein  Brief  De  Montraorta  an  Johann 
Bernoulli  vom  28.  October  1718  ähnlichen  Inhaltes  wie  einer  vom 
26.  Juni  1718,  aus  welchem  Auszüge  in  den  A.  E,  vom  Mai  1721  in 
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VI  Vorwort. 

einer  gegen  Taylor  gericbteten  Äbhandhiug  sieb  finden,  als  deren 
Verfasser  zwar  Jacob  Burkard  ans  Basel  genannt  ist,  deren  geistiger 
Urheber  aber  zweifellos  Johann  BernouUi  war.  Fand  doch  auch  die 
ganze  Abhandlung  ihren  Abdmek  in  Johann  Bernoullis  Werken 
(Opera  II,  483 — 512).  De  Montmort  schreibt  am  26,  Juni,  er  kenne 
seit  13  oder  14  Jahren  (fmmerhin  vermuthlich  nach  De  L'Hospifcals 
Tode  1704}  eine  Abschrift  der  von  Johann  BernonUi  für  Jenen  ver- 
fassten  Vorlesungen.  Pater  Heyneau  (1656 — 1728),  der  im  105.  Ka- 
pitel uns  wieder  begegnet,  sei  ihr  Besitzer  und  habe,  setzt  De  Mont- 
mort am  28.  October  hinzu,  einige  kleine  Fetzen  davon  in  seine 
Analyse  demontree  (1708)  aufgenommen.  Eine  andere  Abschrift  be- 
sass  ein  Pater  Bizanee,  an  welchen  De  L'Hospital  schrieb,  er  möge 
dieselbe  De  Montmort  mittheilen.  Allerdings  hatte  dieses  Ersuchen 
keinen  Erfolg,  und  De  Montmort  schreibt  diese  Tbatsache  einer  ge- 
heimen Verabredung  zu.  De  Montmort  glaubte  folglich  damals  aa 
die  Berechtigung  der  gegen  De  L'Hospital  erhobenen  Anschuldigung. 
Aber  was  will  das  gegen  die  zwischen  Johann  BernouUi  und  De  L'Ho- 
spital gewechselten  Briefe  sagen?  Aach  die  Frage,  wo  denn  die 
Handschrift  von  Bernoullis  Differentialrechnung  sei,  wird  durch  die 
Miitheilung,  verschiedene  Nachschriften  seien  vorhanden  gewesen, 
keineswegs  überflüssig.  Die  S.  225  aufgeworfene  Frage  kann  doch 
nicht  anders  als  in  dem  Sinne  verstanden  vrerden,  warum  Johann 
BernouUi  sein  Vorlesungaheft  der  Integralrechnung  sorgsam  auf- 
bewahrte, das  der  Diiferentialrechnung  nicht,  wenn  dieses  ebenso 
genau  ausgearbeitet  und  druckfähig  war?  Ja  BernouUi  selbst  be- 
stätigt gradezu  die  Unfertigkeit  seines  Heftes  über  Differential- 
rechnung, indem  er  Burkard  in  der  genannten  Abhandlung  von  1721 
fortfahren  lässt.  De  L'Hospital  habe  von  Johann  BernouUi  in  späteren 
Briefen  weit  mehr  gelernt  als  durch  jenen  ihm  1691  und  1692  in 
Paris  ertheilten  Unterricht. 

S.  227,  In  Johann  Bernoullis  Vorlesungen  über  Integralrechnung, 
welche  auf  1692  zurückgehen  sollen,  findet  sich,  wie  H.  Eneatröm 
hervoi^ehoben  hat,  auch  die  Integration  der  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung. In  der  That  heisat  es  dort  (Joh,  BernouUi, 
Opera  III,  422)  Sic  omnes  aequationes  di/fermtiales,  täii  mtlla  reperiiur 
littera  amstans  pro  mpplendis  homoffeneis,  posmnt  redud  ad  alias  se- 
pmaMles;  si  pro  x  mhsUtaatm-  zy  et  pro  dx,  sdy  -{-  yds,  vel  contra, 
pro  y,  zx  et  pro  dy,  zdx  -\-  xdz.  Der  Druck  dieser  Stelle  erfolgte 
erst  1742,  so  dass  Manfred!  mit  seiner  Veröffentlichung  von  1714 
die  unzweifelhafte  Priorität  zukommt  (S.  461).  Ob  aber  Daniel 
BernouUi,  als  er  1725  von  der  Integrirbarkeit  homogener  Differen- 
tialgleichungen als  von  einer  ganz  bekannten  Thaisache  sprach  (S.  479), 
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auf  Manfredis  Veröffentlichung  anspielte,  ob  er  die  Methode  durch 
seinen  Vater  kannte,  welcher  1720  in  den  A.  B.  (Job.  Bernoulli  Opera 
II,  437),  allerdings  ohne  den  einzuschlagenden  Weg  anzugehen,  die 
Integrir barkeit  jener  Gleichungen  behauptet  hatte,  das  dürfte  kaum 
zu  entscheiden  sein. 

S.  232.  Von  der  Linea  oder  Curva  logariQimica  ist,  wie  H.  Tan- 
nery  (Intermediaire  des  Mathematieiens  1900,  VII,  94 — 95)  bemerkt 
hat,  seit  1673  wiederholt  die  Rede.  Leibniz  kennt  sie  um  jene  Zeit 
und  Collins  nicht  minder.  Auch  im  Briefwechsel  zwischen  Descartes 
und  Debeaune  (ao  muss  H.  Tannery  zufolge  der  Name  geschrieben 
werden)  ist  schon  1638  und  1639  von  der  logarithmischen  Curve 
insofern  die  Rede,  als  Eigenschaften  einer  Curve  besprochen  sind, 
welche  auf  3"  ■  =  —  hinweisen.  Die  logarithmische  Spirale  wird 
gleichfalls  für  Descaries  in  Anspruch  genommen,  der  am  20.  Februar 
1639  die  Aufgabe  stellte,  eine  Curve  au  finden,  deren  Berührungslinie 
mit  dem  Leitatrahle  einen  constanteu  Winkel  bilde. 

8.  247.  Der  Briefwechsel  zwischen  Johann  Bemoulli  und  De 
L'Hospital  gibt  nach  H.  EnestrÖm  darüber  Auskunft,  wann  Beide 
ihre  Meinungen  über  Wendepunkte  austauschten.  Es  geschah  zwi- 
schen dem  7.  April  und  dem  16.  Juli  1694. 

S.  394.  Colson  hat,  worauf  uns  H.  Vacca  aufmerksam  machte, 
1726  in  den  P.  T.  (Nr.  396  in  Band  XXXIV,  161—173)  einen  Auf- 
satz unter  dem  Titel  A  short  account  of  negativo-afßrmative  Äritk- 
metic  veröffentlicht.  Colson  schlägt  darin  vor,  die  Zahlen  dadurch 
mit  so  niedrigen  Einzelziffem  als  nur  möglich  zu  schreiben,  dass 
man  jede  Ziffer  über  5  durch  deren  mittels  eines  kleinen  darüber 
befindlichen  Horizontalstrichea  als  negativ  gekennzeichneten  dekadi- 
schen Ei^nzung  ersetze.  Beispielsweise  ist  7304682  =  10305002 
—  3000320,  und  dieses  schreibt  Colson  als  13305322.  Einen  gleichen 
Gedanken  sprach  Caucliy  im  November  1840  in  den  Comptes  Rendiis 
der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  aus.  Colsons  Vorschlag 
hat  hei  dem  Anschreiben  der  Logarithmen  von  echten  Brüchen  sich 
in  England  und  Intalien,  auch  hei  vereinzelten  Deutsehen  und  Fran- 
zosen eingebürgert.  Anhänger  dieses  Verfahrens  schreiben  also 
logO,7  =  1,8450980  anstatt  log  0,7  =  0,8450980  ~1. 

S.  477.  Der  Satz  Daniel  Bemoulli  wartete  noch  zwei  Jahre  mit 
der  Veröffentlichung  seitier  Methode  muas  mit  Rücksicht  auf  das  im 
Texte  sich  unmittelbar  Anschliessende  durch  die  Worte  in  den  Ä.  E. 
er^nzt  werden. 

S.  646.  Die  Meinung,  das  Moivresche  Binomialtheorem  sei 
zum  ersten  Male  in  den  Miscellanea  analytiea  von  1730  veröffentlicht 
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worden,  ist  irrig.  H.  ?.  Braunmühl  (Eiblioth.  math.  1901  pag.  97 
bis  102)  hat  auf  eine  Notiz  De  Moivres  von  1707  und  auf  eine 
zweite  desselben  Verfassers  von  1722  hingewiesen,  welche  beide  in 
den  P.  T.  (Nr.  309  pag.  2368—2371  und  Nr.  374  pag.  228—230)  im 
Drucke  erschienen,  und  deren  erste  das  genannte  Theorem  schon 
voraussetzt,  vrährend  die  zweite  mit  ausdrückUcher  Berufung  auf  die 
erste  den  Satz  ausspricht:  „Sind  x  und  t  die  Sinus  versus  zweier 
beliebiger  Bögen,  die  sich  wie  1  :  n  verhalten,  und  eliminirt  man 
zwischen  den  beiden  verwandten  Gleichungen  X-^^z" -\- ^'"=  —  2£"i 
und  1  ■ — 'Zs  \  z^  =  —  2sx  die  Grösse  s,  so  gibt  die  entstehende 
Gleichung  die  Beziehung  zwischen  x  und  t."  H.  v.  Braunmühl  hat 
aber  durch  Vornahme  jener  Elimination  gezeigt,  dass  dieselbe  das 
Theorem  genau  in  der  Form  von  1730  hervorbringt. 

S.  701,  Bevor  Euler  im  2.  Kapitel  des  I.  Bandes  der  Intro- 
duetio  auf  die  Zerlegung  der  Brüche  in  Partialbriiche  mit  möglich 
einfachsten  Nennern  eingeht,  schickt  er  die  Zerlegung  in  nur  zwei 
Brüche  voraus,  deren  Nenner  zu  einander  theilerfremd  sind  und  mit 
einander  vervielfacht  als  Product  den  Nenner  des  zu  zerlegenden 
Bruches  hervorbringen. 

S.  798.  H.  Brocard  hat  (Intermediaire  des  Mathematiciens  1901, 
VIII,  8)  hervorgehoben,  dass  Koersma  ein  Werk  Frincipes  gmeraux 
des  Maikematigues  divisez  en  trois  Parties  verfasst  bat,  von  welchem 
er  in  der  Bibliotheque  universelle  bistorique  für  1689,  XII,  565  bis 
568  (Amsterdam  1700)  eine  Anzeige  veröffentlichte.  In  dieser  ist 
eine  Beschreibung  der  Cardioide  enthalten,  ohne  dass  der  Curve  ein 
besonderer  Name  beigelegt  wäre. 

Heidelberg,  Juli  1901. 

Moritz  Caiitor. 
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Geschichte  der  Mathematik.     Klassikeraasgaben. 
Elementargeometrie. 

Die  gleichen  Namen,  welclie  am  Schlüsse  des  VIII,  Abschnittes 
im  I.  Bande  dieses  Werkes  auftraten,  und  welche  als  die  der  Träger 
einer  neuen  Zeit  angekündigt  wurden,  eröffneten  im  II.  Bande  den 
IX.  Abschnitt.  Ein  ähnlicher  Absehluss  wie  dem  I.  Bande  konnte 
auch  dem  IL  gegeben  werden,  ein  Zeichen  dafür,  daas  die  von  uns 
benutzte  Eintheilung  keine  bloss  äusserliehe  ist.  Der  XV".  Abschnitt 
kündigte  in  seinen  letzten  Sätzen  wieder  zwei  Männer  an,  Leibniz 
und  Newton,  deren  geschichtliche  Bedeutung  es  bilden  sollte,  Me- 
thoden, welche  vorher  den  Gipfelpunkt  bezeichneten,  bis  zu  welchem 
nur  besonders  ausgewählte  Geister  aufzusteigen  vermochten,  der  All- 
gemeinheit zugänglich  zu  machen.  Auf  dem  früher  imerreichbar 
steilen  Gipfel  konnte  man  nunmehr  daran  denken,  einen  neuen  mächtig 
in  die  Höhe  ragenden  Bau  aufzuführen,  an  dessen  Errichtung  aber- 
mals Jahrhunderte  gearbeitet  haben,  und  noch  immer  arbeiten. 

Werden  wir  den  XVI.  Abschnitt  damit  beginnen  können,  die 
wissenschaftliche  Thätigkeit  eben  jener  beiden  Männer  genau  zu 
schildern?  Was  wir  in  den  vorhergehenden  Zeilen  über  die  Bedeu- 
tung von  Leibniz  und  Newton  ausgesprochen  haben,  genügt,  um  die 
aufgeworfene  Frage  zu  verneinen.  Noch  war  die  Infinitesimalrech- 
nung das  letzte  Ziel  mathematischen  Denkens,  Noch  boten  niedriger 
gelegene  Gebiete  Raum  und  Gelegenheit  zu  erfolgreicher  Forschung. 
Ihre  Geschichte  haben  wir  gleichfalls  zu  erzählen,  und,  wie  uns  däucht, 
ist  es  nicht  bloss  der  seitherigen  Darstellung  inbesondere  des  XIV. 
und  XV.  Abschnittes  entsprechender,  sondern  in  der  That  saclige- 
mässer,  auch  die  drei  Abschnitte  dieses  letzten  Bandes,  deren  jeder 
eine  Zeitdauer  von  ungefähr  30  Jahren  umfassen  soll,  so  zu  gliedern, 
dass  die  einzelnen  Kapitel  etwa  der  Schwierigkeit  der  in  ihnen  be- 
arbeiteten Gegenstände  ihre  Eiangfolge  verdanken,  während  als  Ein- 
leitung diejenigen  Arbeiten  besprochen  werden  sollen,  welche  inner- 
halb des  jedesmaligen  Zeitraumes  geschichtlichen  Untersuchungen 
sich  zuwandten. 
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Im  gegenwärtigen  Abschnitte  sind  es  vier  Männer,  von  welchen 
wir  geschichtliche  Leistungen  zn  erwähnen  haben,  ein  Deutscher,  ein 
Engländer,  ein  Franzose,  ein  Schwede. 

Georg  Albrecht  Hambergeri)  (1662—1716)  war  Professor 
der  Mathematik,  später  der  Physik  an  der  Universität  Jena.  Er  hat 
1694  zwei  Schriften  herausgegeben,  dereji  Titel  beanspruchen  dürfen 
hier  genannt  zu  werden:  De  mcritis  Germanorum  in  mathesin  und 
I)e  um  matheseos  in  theologia. 

John  Wallis  (1616—1703)  ist  uns  im  vorigen  Bande  wieder- 
holt begegnet  {Bd.  II,  S.  686  und  häufigerj.  Sein  Treatise  of  Algebra 
boih  Mstwical  <md  practkal  mth  some  addifiotud  treaMses  (London  1685) 
ist  in  lateinischer  Bearbeitung  1693  im  II.  Bande  der  Werke  von 
Wallis  abermals  gedruckt.  Auf  den  Werth  dieser  Algebra  als  solcher 
kommen  wir  später  zu  reden,  über  deren  gesehichtüehen  Theil  müssen 
wir  das  Urtheil  ergänzend  wiederholen,  welches  wir  |Bd.  II,  S.  792 
Note  3J  gelegentlich  aussprachen.  Er  ist  überhaupt  kein  geschicht- 
licher Theil,  sondern  eine  von  englischem  übermässigem  National- 
stolze  beeinflusste  Parteischrift.  Eine  Verherrlichung  von  Thomas 
Harriot,  von  Isaac  Newton,  von  Wallis  selbst  ist  beabsichtigt, 
und  namentlich  der  erstgenannte  hat,  wenn  man  Wallis  Glauben 
schenkt,  so  ziemlich  Alles  erfunden,  was  von  hervorragender  Wichtig- 
keit in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  ist.  Durch  das  Studium 
Harriots  soll  z.  B.  Descartes  auf  den  Satz  von  Zeiche nwechsel  und 
Zeichenfolge  gekommen  sein^J,  von  welchem  jener  nicht  ein  Wort 
gesagt  hat,  noch  sagen  konnte,  weil  für  ihn  negative  Wurzeln  nicht 
vorhanden  waren.  Sich  selbst  schreibt  Wallis  die  Äusziehung  der 
Kubikwurzel  ans  einem  ßinomium  VA  -f-V-ß,  zu;  er  will  diese  Lehre 
und  ihre  Anwendung  bei  dem  irreductiblen  Falle  der  Gleichung  dntten 
Grades  erfunden  haben  ^),  Dinge  von  damals  schon  mehr  als  hundert- 
jährigem Alter,  Das  schlimmste  war,  daas  kritiklos--  Leset  den  zu- 
versichtlich ausgesprochenen  Behauptungen  vertrauten,  und  so  ent- 
standen Irrthümer,  welche  lange  Zeit  unangefochten  von  Lehrbuch 
zu  Lehrbuch  sich  forterbten. 

Claude  Fran^ois  Milliet  Dechales*)  (1621  —  1678)  in 
Chambery  in  Savoyen  geboren,  war  Mitghed  des  Jesuitenordens  und 
fand  bald  als  Missionai  in  der  Türkei,  bald  als  Lehrer  an  verschie- 
denen Anstalten,  m  Marseille,  m  Lyon,  in  Chambery,  Verwendung. 
Sein  Gvrsus  sm  Mundas  mafbemahcm  erschien  1674  in  Lyon  in  drei 
Foliobänden,  und  1690  folgte  eine  auf  vier  Bände  angewachsene  aber 


■)  Poggendorff  I,  1007.         »)  ■Wallis  Opera  K,  171,         ")  Ebenda  187. 
*)  Biographie  itniveiselk  VII,  637  s,  v,  Challe. 
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dadurch  keineswegs  verbesserte  zweite  Auflage.  Dechales  war  in- 
zwiaclieii  längst  verstorben,  so  dass  es  zweifelhaft  eraeheinen  könnte, 
wie  weit  man  berechtigt  ist,  ihn  für  die  108  Seiten  starke  Abhand- 
lung Tractaius  prooemialis  de  proijressu  matkeseos  et  illustrihus  maihe- 
maticis,  welche  in  der  zweiten  Auflage  das  Werk  eröffnet,  während 
die  erste  Auflage  sich  durch  ihr  Fehlen  vortheilhaffc  auszeichnet, 
verantwortlich  zu  machen.  Der  Zweifel  achwindet  jedoch  gegenüber 
der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage.  Pater  Aime  Varcin,  der  durch 
den  Bruder  des  Verstorbenen  mit  der  Aufgabe  den  Neudruck  zu 
leiten  betraut  war,  und  dem  Dechales'  schriftlicher  Nachlass  dazu  zur 
Verfügung  stand,  erklärt  dort  ausdrücklich,  er  habe  jene  Abhandlung, 
welcher  er  nicht  genug  Lob8prüche  ertheilen  kann,  vorgefunden. 
Fachmänner  sind  nicht  im  Stande,  jenem  Lobe  zuzustimmen,  ver- 
mögen vielmehr  zu  Dechales'  Entschuldigung  höchstens  zu  vermuthen, 
dieser  habe  nur  einen  ersten,  keineswegs  für  die  Oeffeutlichkeit  be- 
stimmten Entwurf  niederzuschreiben  die  Zeit  gehabt,  den  er  vor  dem 
Drucke  noch  Zeile  für  Zeile  abgeändert  haben  würde.  Wäre  dem 
nicht  so,  so  müsste  man  dem  strengen  Urtbeile  sich  ansch Hessen, 
welches  einer  der  gründlichsten  Kenner  des  Älterthums  gefällt  hat^): 
„Wer  dieses  oft  gelobte  Buch  nicht  gelesen  hat,  hat  gar  keine  Vor- 
stellung davon,  mit  welcher  Gedankenlosigkeit  diese  vorgebliche  Ge- 
schichte der  Mathematik  zusammengestoppelt  ist."  Kein  Mensch 
kann  es  Dechales  zum  Vorwurfe  machen,  dass  ihm  damals  nur  hand- 
schriftlieh zerstreut  vorhandene,  aber  noch  nicht  herausgegebene  Schrift- 
steller unbekannt  waren;  auch  das  mangelnde  Quellenstudium  der  be- 
reits gedruckten  Mathematiker  könnte  man  allenfalls  entschuldigen; 
wenn  er  nur  wenigstens  die  Schriften  von  Ramus  (Bd.  II,  S.  546),  von 
Vossius  (Bd.  II,  S.  652)  genügend  benutzt  hätte!  Und  unter  allen 
Umständen  rechtfertigt  sich  der  härteste  Dechales  gemachte  Vorwurf, 
der  der  Gedankenlosigkeit,  durch  die  fortwährend  zu  Tage  tretenden 
Verwechslungen,  aus  welchen  der  Leser  nicht  klug  werden  kann,  wenn 
er  nicht  selbst  mit  besseren  Kenntnissen  versehen  ist,  als  sie  bei 
Dechales  ihm  aufgetischt  werden.  Man  weiss  aus  Proklus  (Bd.  I, 
8.  136),  dass  ein  Bruder  des  Stesichorus  als  Geometer  gerühmt  wurde. 
Dessen  Name  wird  bald  Mamerkus,  bald  Mamertinus,  bald  Ameristus 
geschrieben;  im  Tractatus  prooemialis  pag,  7  heisst  es:  Thaleti  proxime 
successit  Mamertinm  insignis  Geometra  guique  mvUa  geomeirica  adin- 
vmisse  didtur,  Eodem  ferc  tempore  vixU  Ameihistus  ....  Frater 
fuit  Stesichori  poetae.  Aus  einem  Mathematiker  sind  mithin  deren 
zwei   geworden.     Geminus   von  Rhodos   lebte   zu    drei   verschiedenen 

')  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen  K,  lü  — 13. 
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Zeiten:  auf  pag.  8  vor  Euklid,  auf  p.  79  iils  Zeitgenosse  Ciceros 
und  Sullas,  atif  pag.  11  imd  pag.  47  als  Lehrer  des  Proklus  im  IV, 
nachchristlichen  Jahrhunderte.  Dieser  letzteren  Zeit  gehörte  gemäss 
p.  11  auch  Eudemus  an.  Theon  von  Smyrna  hat  zweimal  gelebt: 
auf  pag.  61  im  IL,  auf  pag.  12  und  pag.  30  im  XII.  Jahrhunderte. 
Auf  der  ersten  Kolumne  von  pag.  13  wird  zum  X.V.  Jahrhunderte 
berichtet:  Fraier  Jwcas  de  Burgo  sancH  sepulchri  Minorita  de  Geormtria 
et  de  divina  proporiione  scripsÜ;  auf  der  zweiten  Kolumne  heisst  es: 
1508  Frater  Lucas  Fatioltts  Suygensis  Minorita  iractatma  edidit  geo- 
metricum  Itdliattn  de  mensuratione  sdlicet,  et  productione  corporum 
sphaerae  inscript^hÜiwm.  Dass  hier  nur  eine  und  dieselbe  Person  ge- 
meint ist,  ist  schwer  zu  errathen.  In  ähnlichem  Widerspruche  steht 
pag.  13:  Decimo  quinlo  saeculo  loatmes  de  Monteregio  inter  multa 
opus  de  triangidis  edidit  tarn  de  rectUineis,  quam  spliaertcit  zu  pag.  14: 
1561  Joannes  Eegiomontaniis  Trigonometriam  edidit.  Wie  es  nun  gar 
mit  der  Vollständigkeit  beschaffen  ist,  dafür  mag  als  Beispiel  dienen, 
dass  keine  einzige  algebraische  Schrift  des  Cardano  genannt  ist. 

HaraIdValleriusi)(1646— 1716),  seit  1690  Professor  der  Mathe- 
matik in  Upsala,  veröffentlichte  1694  eine  20  Seiten  starke  Abhand- 
lung De  matheseos  incrcmentis,  welche  durch  Beispiele  zu  belegen 
suchte,  wie  weit  die  damalige  Mathematik  der  der  Alten  Überlegen  sei. 

Den  geschichtlichen  Werken  schliessen  wir  das  Auftreten  von 
in  regelmässiger  Wiederkehr  erscheinenden  Schriften  an,  in  welchen 
neue  wissenschaftliche  Ergebnisse  mitgetheilt  werden  konnten,  was 
früher,  wie  wir  wissen,  sofern  der  Urheber  die  Buchform  nicht  wählen 
wollte,  oder  nicht  zu  wählen  im  Stande  war,  nur  durch  gelehrten 
Briefwechsel  zu  geschehen  pflegte.  Gelehrte  Gesellschaften  fanden 
derartige  Veröffentlichungen  seit  ihrem  Entstehen  als  ihren  Zwecken 
entsprechend. 

Die  Accademia  del  Cimento  (Bd.  II,  S,  6G1),  gegründet  im 
Juni  1657,  aber  schon  1667  wieder  geschlossen  —  wie  man  sagt, 
weil  der  Papst  die  Verleihuiig  des  Cardinalhutes  an  Leopold  von 
Medici,  den  Gründer  jener  Akademie,  an  diese  Bedingung  knüpfte  — 
gab  1667  das  wäbreud  der  zehn  Jahre  ihres  Bestandes  durch  ihren 
Sekretär  Lorenzo  Magalotti  (1637 — 1712)  geführte  Tagebuch  ihrer 
Sitzungen  heraus. 

Die  Royal  Society  in  London  constituirte  sich  nach  wobl 
zwölfjährigem  geheimen  Bestehen  am  16.  November  1660  öffentlich 
und  erhielt  1662  die  königliche  Bestätigung^).  Ihr  erster  Präsident 
war  Lord  Brouncker  (Bd.  II,  S.7G5),  ihr  Sekretär  Heinrich  Olden- 

')  Poggendorff  II,  1168.  —  Eneström  in  Bibliotheca  mattematiiia  188<J 
S.  3.        ^  A.  Hume,  The  leamed  societies  etc.  (London,  1853)  pag.  G7. 
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bürg')  (etwa  1615—1677)  neben  John  Wilkins^  (1614—1672). 
Ersterer  in  Bremen  geboren,  war  1653  als  Conaul  seiner  Vaterstadt 
nach  England  übergesiedelt  und  hatte  später  als  Hofmeister  einiger 
jungen  Adligen  Eingang  in  hochgestellte  Familien  gewonnen.  Die 
Royal  Society  bediente  sich  seiner  zur  Führung  des  auswärtigen  Brief- 
wechsels und  insbesondere  auch  zur  Herausgabe  der  akademischen 
Schriften,  welche  den  Namen  der  PJnlosophical  Transactions  erhielten. 
Der  erste  Band  gilt  für  das  Jahr  1665. 

Die  Gründung  der  Pariser  Academie  des  sciences  fällt  in 
das  Jahr  1666  (Bd.  H,  S.  675).  Ihr  Sekretär  war  Jean  Baptiste 
DuhameP)  (1624—1706),  ein  Mitglied  der  Congregation  des  Orato- 
riums und  seit  1656  Älmosenier  des  Königs  Ludwigs  XIV.  Daneben 
bekleidete  er  die  Professur  der  Philosophie  am  College  de  France. 
Duhamel  gab  in  der  Hisi^ire  de  l'Äcademie  des  sciences  einen  sehr 
unregelmässigen  und  unvollständigen  Bericht  über  den  Inhalt  der 
Sitzungen  dieser  gelehrten  Körperschaft,  und  erst  seit  deren  neuen 
Satzungen  Ton  1699  lenkte  die  VerÖffenthchung  in  geregelte 
Bahnen  ein. 

Aber  inzwischen  waren  wissenschaftliche  Zeitschriften  entstanden, 
welche  auch  allgemeineren  Wünachen  durch  die  Einrichtung  ent- 
gegenkamen, daaa  sie  nicht  nur  solche  Mittheilungen  brachten,  welche 
vorher  in  einer  Sitzung  einer  Akademie  hatten  vorgetragen  werden 
können.  Die  erste  solche  Zeitschrift  war  das  Journal  des  S^avans 
und  weil  sie  die  erste  war,  mag  von  ihrer  Geschichte  etwas  ausführ- 
licher die  Rede  sein*).  Denis  de  Sallo,  Sieur  de  la  Coudraye 
(1526 — 1669)  war  seit  1652  Nachfolger  seines  Vaters  als  Parlaments- 
rath  in  Paris.  Sein  wesentlicher  Charakterzug  war  eine  auf  alle 
Gebiete  sich  erstreckende  Wissbegierde,  die  er  dadurch  zu  befriedigen 
suchte,  dass  er  las  was  immer  neu  erschien,  und  dass  er  Leute  be- 
soldete, welche  für  ihn  die  Stellen  abschrieben,  die  er  bezeichnete, 
und  denen  er  Bemerkungen  und  eigene  Gedanken  zu  diesen  Stellen 
in  die  Feder  diktirte.  Auf  Grund  dieser  Sammlung  von  wichtigen 
Auszügen  war  De  Sallo  in  den  Stand  gesetzt,  binnen  sehr  kurzer 
Zeit  Abhandlungen  über  die  entlegensten  Dinge  zu  verfassen,  und  so 
lehrte  ihn  die  eigene  Erfahrung  den  Nutzen  gut  gemachter  Bücher- 
auszüge. Er  fasste  den  Gedanken  einer  Zeitschrift,  welche  ihrem 
Leserkreise   das   biete,    was  er  für  sich   allein   mit   grossem   Kosten- 

')  Eis,  Henry  Oläetihurg,  first  seerelary  of  tke  royal  soeietiy  in  der  Zeit- 
aohrift  Nature  Vol.  49  pag.  9—12  iLondon,  1893).  *)  Eees,  Cijclopaedia  XXXVIII 
(London,  1819).  ')  NmveUe  Biographie  urtiverselk  XV,  99—102  (Parie,  1856), 
')  Jacques  Koyer,  Denis  de  Sallo  fondateur  d'i  Journal  des  SQavans  et  s<m 
oexm-e  in  der  Hevue  scientiflque  (Revue  rose)  LH,  400—401  vom  23.  Septbr.  1893. 
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aufwand  zu  beschaffen  sieh  gewöhnt  hatte.  Er  fand  Mitarbeiter, 
welche  bereit  und  befähigt  waren,  auf  seinen  Plan  einzugehen,  darunter 
den  Abbe  Jean  aallois^)  (1632-1707),  Professor  des  Griechischen 
am  College  Royal  zu  Paris,  der  zu  derartigen  Arbeiten  wie  geboren 
erschien.  Der  damals  allmächtige,  den  Wissenschaften  günstige  Mi- 
nister Colbert  (1619—1683)  wurde  ins  Interesse  gezogen  und  liess 
der  neuen  Zeitschrift  ein  Privilegium  zu  Theil  werden,  und  am  Montag 
5.  Januar  1665  erschien  die  erste  Nummer  des  Journal  des  S^avans 
auf  anderthalb  Druckbogen  in  Quart.  Als  Herausgeber  war  Hedou- 
ville  genannt,  ein  Diener  De  Sallos.  Die  Auszüge  waren  aber  auch 
Kritiken,  und  so  zahm  diese  gehalten  waren,  verliehen  sie  doch  der 
Zeitschrift  eine  gewisse  Macht  und  schufen  ihr  Feinde.  Besonders 
verhasst  war  sie  dem  Jesuitenorden,  De  Sallo  war  überdies  des  Jan- 
senismus  verdächtig,  und  als  nun  gar  eine  Stelle  gedruckt  wurde, 
welche  als  Tadel  einer  Inquisitionsmassregel  aufgefasst  werden  konnte, 
trat  der  päpstliche  Nuntius  als  Kläger  auf.  Colbert  sah  sich  genöthigt, 
De  Sallo  die  Fortführung  der  Zeitschrift  zu  untersagen.  Seine  eigent- 
liche Herzensmeinung  äusserte  sich  dadurch,  dass  er  De  Sallo,  um 
ihn  für  den  Verlust  zu  entschädigen,  in  der  Finanzvei'waltung  unter- 
brachte und  die  Leitung  der  Zeitschrift,  welche  nicht  unterdrückt 
wurde,  dem  seitherigen  Mitarbeiter  Gallois  übertrug,  in  dessen  Hän- 
den sie  1666  bis  1675  blieb.  Von  1675  bis  1686  war  Abbe  La 
Roque  der  Herausgeber,  auf  ihn  folgte  der  Präsident  Cousin,  und 
1701  übernahm,  der  Staat  die  Zeitschrift,  mit  deren  Leitung  eine 
Vereinigung  mehrerer  Gelehrten  betraut  wurde.  Das  ist  die  Gestalt, 
in  welcher  sie  bis  1792  fortbestand,  in  welcher  sie  1816  neubegründet 
wurde. 

Italien  war  das  erste  Land,  welches  dem  in  Frankreich  gegebenen 
Beispiele  folgte^.  Francesco  Nazari  gab  in  Rom  1668 — 1681  das 
Giomale  de'Leüei-ati  heraus,  eine  Uebersetzung  des  Journal  des  S^avans 
unter  Beifügung  von  Berichten  über  italienische  dort  vernachlässigte 
Arbeiten,  Pietro  Moretti  und  Francesco  Miletti  leiteten  1671 
— 1689  das  Giomale  veneto,  Roberti  und  Bacchini  traten  1686 — 
1689  an  die  Spitze  des  Giomale  di  Parma.  Aehnliche  Unterneh- 
mungen waren  das  Giornale  di  Modena  1692 — 1697,  das  Giomale  di 
Ferrara  1688 — 1689,  die  in  Venedig  erscheinende  Galleria  di  Minerva 

')  Nomelle  Biographie  rniiverseUe  SIX,  326—327  (Paris  1857).  2)  Gino 
Loria,  II  Giomale  de"  Letterati  d'ltalia  di  Vemzia  e  la  Saeeolta  Calogerä  come 
fonti  per  la  storia  delle  matematiche  nel  Seeolo  XVIII.  Hiat.  Festfichr.  1899, 
8.  243—274,  besonders  S.  243—344  und  S.  255—256-  Unter  Hist.  Festsckr.  1899 
soll  die  Festschrift  verstanden  sein,  welche  ais  Neuntes  Heft  der  Abhandlungen 
zur  Geschichte  der  Mathematik  1899  in  Leipzig  (bei  B.  G.  Teubner)  erschien. 
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1696,  das  Gran  Gwm(de  di  FmU  1701,  Aber  alle  diese  Zeitschriften 
bestanden  nur  Verhältnis  am  assig  kurze  Zeit.  Lebenskräftiger  erwies 
sich  das  Giomale  de  hiteralt  d'Italia  1710  — 1740  gegründet  von 
Äpostolo  Zeno  unter  Beihilfe  von  dessen  Bmder  Pier  Catarino 
Zeno  und  von  Soipione  Maffei,  Antonio  Vallisneri,  Giovanni 
Poieni,  während  der  Groasberzog  von  Toscana  das  Unternehmen 
durch  Geldmittel  unterstütate.  War  bei  den  erwähnten  Zeitschriften 
der  Hauptzweck  der  der  Börichteretattung  ohne  selbständige  Mitthei- 
lungen auszuschliessen,  so  gründete  Angelo  Calogerä  (1699—1766) 
im  Jahre  1728  eine  ausschliesslich  für  selbständige  Arbeiten  be- 
stimmte Raccolta  di  OpuscoU  sdentifici  e  ftMogid,  gewöhnlicb  Baccolta 
Cahgerä  genannt,  von  welcher  51  ^nde  kleinsten  Formates  (Octodez- 
Bändchen)  in  Venedig  erschienen. 

In  Deutschland  wurde  das  Pariser  Journal  des  S^avans  Vorbild  der 
von  1682  bis  1774  in  Leipzig  herausgegebenen  Acta  Eruditorum,  seit 
1707  Nova  Acta  Erudümum,  welche  Otto  Mencke')  {1644—1707J 
ins  Leben  rief. 

In  Holland  wuiden  ähnliche  Unternehmungen  ins  Werk  gesetzt, 
die  NouveUes  de  la  repiibhgue  des  teures  1684—1718,  die  BihlioÜteque 
universelle  ei  kistaiique  1686 — 1693,  die  Histoire  des  ouvrages  des  sa- 
vants  1687  —  1709,  denen  msgesammt  ein  nur  kleines  Format  — 
Duodez  —  gegeben  wurde. 

Das  sind  die  wichtigsten  Fundorte  für  Einzelveröffentlichungen 
zunächst  in  der  Zeit,  mit  welcher  dieser  Abschnitt  sich  beschäftigt, 
aber  auch  noch  über  jene  Zeit  hinaus. 

Als  gleichfalls  an  die  geschichtlichen  Arbeiten  sich  anschliessend 
nannten  wir  die  Veranataltung  von  Ausgaben  klassischer  Schriftsteller. 
Deren  Anzahl  beginnt  aus  einem  doppelten  Grunde  abzunehmen. 
Erstens  gab  es  nachgrade  schon  Ausgaben  der  am  meisten  berühmten 
Werke  des  Alterthums,  dem  eigentlichen  Bedürfnisse  war  also  schon 
genügt;  und  zweitens  hat  die  zweite  Hälfte  des  XVII.  Jahrh.  wenig- 
stens in  Frankreich  und  England  eher  eine  Abneigung  gegen  das 
Alterthum,  eine  Minderschätzung  seiner  Leistungen,  als  eine  besondere 
Vorliebe  desselben,  welche  kritische  Ausgaben  hätte  ins  Leben  rufen 
können,  heranwachsen  sehen.  Beide  Gründe  wirkten  gemeinsam, 
wenn  auch  nicht  so  zwingend,  dass  nicht  Ausnahmen  von  der  Regel 
in  den  meisten  Ländern  Europas  zu  verzeichnen  wären. 

In  Paris  gab  Claude  Perrault  (1613—1688),  ein  Mann  von 
vielseitiger  Bildung,    der   uns    im   91.  Kapitel    wiederbegegnen   wird, 


')   Allgemeine   deutsche  Biographie   XXI,  313—313  (Artikel  von  MuUt 
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1673  den  Vitniv  heraus.  Ebenda  erschien  1603  unter  dem  Titel 
Veterum  maiImnaUcorum  opera  omnia  eine  toii  Melchisedech  The- 
venot  veranstaltete  Sammlang  alter  Kriegsschriftsteller.  In  Amster- 
dam besorgte  Wilhelm  Gfoesius  1674  die  römischen  Feldmesser 
zum  Dructe. 

In  England  begegnen  wir  einer  Persönlichkeit,  welche  mit  min- 
destens gleicher  Vorliebe  die  Veröffentlichung  von  Schriften  der 
jüngsten  Vergangenheit  neben  solchen  des  Altertums  Jiach  Kräften 
förderte.  Wir  meinen  John  Collins^)  (1625—1683).  Er  war  in 
seiner  Jugend  Lehrling  bei  einem  Buchhändler;  später  ging  er  zum 
Rechenfache  über;  während  der  englischen  Revolution  war  er  SchifFs- 
mann.  Nach  der  Wiederherstellung  des  Königthums  kamen  für  Col- 
lins  ruhigere  und  auch  bessere  Zeiten.  Von  einem  königlichen  Jahres- 
gehalte lebend,  wurde  er  Mitglied  der  Royal  Society.  Er  fährte 
einen  so  ausgedehnten  gelehrten  Briefwechsel,  dass  derselbe  von  ge- 
schichtlicher Wichtigkeit  für  die  Entdeckungen  des  letzten  Drittels 
des  XVn.  Jahrb.  geblieben  ist,  trotzdem  gerade  damals,  wie  wir  oben 
sagten,  Akademieschriften  und  Zeitschriften  die  Briefwechsel  in 
grossem  Maassstabe  allmälig  verdrängten.  Collins  also  vermittelte 
1668  den  Druck  der  mit  Zusätzen  von  Pell  versehenen  Brancker- 
schen  Uebersetzung  der  Algebra  von  Rahn  (Bd.  II,  S.  777),  Er  soll 
bei  Herausgabe  der  Algebra  von  Kersey  1673—1674  betheiligt 
gewesen  sein.  Er  übergab  167Ö  Bearbeitungen  der  Werke  des 
Ärchimed,  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  dem  Drucke,  welche 
Isaac  Barrow  verfasst  hatte,  und  auch  schon  1669 — 1670  eigene 
Schriften  desselben  Gelehrten.  Wenn  Collins  auch  eine  Mitwirkung 
bei  dem  Drucke  der  1687,  mithin  vier  Jahre  nach  seinem  Tode  er- 
schienenen Algebra  des  Wallis  nachgerühmt  wird,  so  kann  dieselbe 
höchstens  darin  bestanden  haben,  dass  er  den  Verfasser  zur  Heraus- 
gabe ermunterte. 

Wir  haben  Isaac  Barrow^)  (1630—1677)  genannt.  Er  war 
in  erster  Linie  und  aus  vollster  Ueberzeugang  Theologe,  aber  um 
ein  guter  Theologe  zu  sein,  musste  er,  wie  von  einem  Lobredner  ge- 
sagt worden  ist,  Chronologie  verstehen,  Chronologie  schliesst  Astro- 
nomie, Astronomie  Mathematik  ein,  und  auf  diese  Weise  wurde 
Barrow  zum  Mathematiker.  Die  Anfänge  seiner  Laufbahn  waren 
schwierig.  Barrow  gehörte  gleich  Lord  Brouncker,  gleich  John  Wallis, 
gleich  William  Oughtred  der  strenggläubigen  Partei  an  und  musste 

')  National  Biographij  SI,  369  (London,  1887,  edited  by  Leslie  Stephen), 
*)  Natio>ml  Biographij  III,  20ö~305  (Loudoö,  1886,  edited  by  LosUe  Stephen), 
W,  W.  RouseBall,  Ahistonjof  thesludi/ ofmalhematiesat  Cambridge  iit^.  i6—i9 
(Cambridge,  1838).     Opera  mathemaUca  Barrowii  (1860  ed.  Whewell), 
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die  Verfolgungen  erdulden,  unter  welchen  alle  seine  Gesinnungs- 
genossen litten.  Bei  Wiedereinsetzung  des  KönigtLums  erhielt  Barrow 
die  sogenannte  Gresham- Professur  der  Geometrie.  Er  gah  sie  1663 
wieder  anf,  als  er  zu  der  damals  durch  letztwillige  Verfügung '  von 
Henry  Lucas  gegründeten  Professur  der  Geometrie  nach  Cambridge 
berufen  wurde,  und  aueh  diese  Stellung  legte  er  1669  zu  Gunsten 
seines  Schülers  Isaac  Newton  nieder,  um  von  da  an  geistliclie 
Aemter  zu  verwalten.  Die  frühsten  mathematischen  Arbeiten  Barrows 
greifen  bis  1655  zurück,  wo  er  die  Elemente,  und  1657,  wo  er  die 
Daten  Euklids  in  lateinischen  Bearbeitungen  veröffentlichte,  welche 
1676  abermals  gedruckt  wurden  und  bis  zum  Anfange  des  XVIII.  Jahrh, 
in  England  ausschliesslich  iu  Gebrauch  blieben.  Dann  folgten  1675 
jene  vorerwähnten,  durch  Aufforderung  von  CoUins  her  vorgerufenen 
Bearbeitungen  der  Werke  des  Arciximed  und  der  Kegelschnitte  des 
ApoUonius,  auch  eine  Bearbeitung  der  Sphärik  des  Theodosius.  Die 
Archimedbearbeitung  enthält  auch  die  aus  einer  arabischen  Ueber- 
setzung  1659  durch  Samuel  Foster  (Bd.  11,  S.  585)  bekannt  ge- 
wordenen Wahlsätze  (Bd.  I,  S.  283).  Eine  nachgelassene,  1678  ge- 
druckte Schrift  Barrows  LecHo  in  qua  iheoremata  Archimedis  de  sphaera 
et  cylindro  per  meöiodiim  indivisibilium  invesUgata  exhibenüir  darf  hier 
gleichfalls  genannt  werden. 

Mit  der  wirklichen  Heransgabe  des  Archimed  und  zwar  ia 
deutscher  Sprache  beschäftigte  sich  Johann  Christoph  Sturm') 
(1635 — 1703).  Er  hat  schon  während  der  Zeit,  da  er  als  Prediger 
zu  Deiiiingen  im  Oettingschen  angestellt  war,  1667  eine  deutsche 
Uebersetzung  der  arcbimedischen  Sandessald  veröffentlicht,  und  als 
er  1669  als  Nachfolger  von  Abdias  Trew  zuoi  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  in  Altdorf  ernannt  wurde,  Hess  er  1670  den  Deutschen 
Archimed  nachfolgen,  eine  von  zahlreichen  Anmerkungen  begleitete 
Uebersetzung  auch  der  übrigen  archimedischen  Schriften  mit  Aus- 
nahme der  Wahlsätze,  deren  Auffindung  Sturm  entgangen  sein  dürfte. 
Schon  in  der  Sandeszahl  hat  Sturm  Gewicht  darauf  gelegt,  deutsche 
Ausdrücke  an  die  Stelle  der  fremdländischen  zu  setzen.  Eine  Nota, 
welche  das  Vonvort  schliesst,  sagt  ausdrücklich:  Damit  der  begierige 
Leser  durch  einige  scheinende  Neuigkeit  etlicJier  verteutscliter  KuirtstwÖrter 
nidit  aufgehalten  werde,  so  sdl  er  wissen,  dass  hierinnen  ein  Durchmesser 
so  viel  heisse  als  sonsten  Diameter,  der  Halbmesser  so  viel  als  Semidia- 
meter,  Propartio  ist  voti  uns  eine  Verhäihtiss ,   Proportionalia  gleichver- 

')  Poggendorff  II,  1043—1044.  S.  Günther,  Die  mathematiachen  und 
Naturwissena chatten  an  der  niirnhergi sehen  Universität  Altdorf  (Separatabzug 
aus  dem.  3.  Hefte  der  Mittheihmgen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Stadt  Nürn- 
berg) S.  28— 2'J. 


y  Google 


12  83.  Kapitel. 

futUtnde  htnqe  Ciilintinib  niif  Eumi  Saw/e  ttc  lethtif^chei  In  dem 
Deutsuhen  Archirned  iRt  sodann  der  Gelammt  vor  rath  deutschei  Aus 
druckp  in  dem  Maasse  angewachsen,  dass  ein  qedoppiltft  Megitki  nach 
der  deutschen  und  nach  der  1  tteini sehen  und  griechiacht,n  Buchstaben 
folge  auf  3^/;  Fohoseiten  im  \orbeiiebte  abgedruckt  werden  konnte 
Wir  erwähnen  aus  dem  ersten  deutsch  geordneten  Register  ff/eicA 
lau/fende  Litieeii  fai  PaialMa,  Folye  fiii  Co->ollanmn  Hulfs-sat/:  fm 
Lemma,  Lehrsatz  für  Proposttw  dann  aus  dem  zweiten  Kegistei 
Centrum  der  Mittelpunkt,  Latus  redum  der  Müme^ser  m  denen  Kp^el 
limen  Postulatum  eine  Fordenmg  Vertex  der  SckeHelpunkt  u  s  w 
Aüsdriicke,  welche  wohl  aum  grossten  Theil  von  Stuim  ^luerst  benutzt 
worden  sein  mögen  Sem  Mdme^'S  r  durfte  dem  einige  dreissig  Tahie 
früher  m  !Piaukreich  entatandenen  Paiamtfie  nachgebildet  sein  Die 
Sandeszahl  von  lblj7  ist  dem  Deutschen  Archimed  von  lh70  aK 
letzter  Abschnitt  beigefugt,  hit  abei  die  alten  mit  1  anfangenden 
Seitenzahlen  beibehalten  Von  einer  zufalligen  Anheitung  durch  den 
Buchbmdtr  kann  nicht  die  Rede  sein,  denn  m  dem  zu  Anfing  he 
findliehen  ^ei^eidint''  daer  m  dwein  Weil  hegriffenen  hchmteduchin 
Süinfften  ist  die  Sandeszih!  ils  \n  Schritt  angekündigt  Man  wird 
also  annehmen  müssen,  dass  von  dem  Drucke  \on  lbii7  noch  so 
viele  Exemplare  auf  La^ei  sich  befanden,  dass  es  unnothig  war, 
diesen  Abschnitt  1670  neu  zu  drucken. 

Jakob  Kreza*)  (1648 — ^1715)  ist  in  Smrschitz  in  Mähren  ge- 
boren. Er  war  Jesuit  und  lehrte  Mathematik  in  Prag,  Olraiitz,  Madrid, 
zuletzt  in  Brunn,  wo  er  starb.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Madrid 
übersetzte  Kreza  die  6  ersten  Bücher,  das  11.  und  das  12.  Buch  der 
Euklidischen  Elemente  ins  Spanische  und  fügte  einige  Sätze  des 
Archimed  hinzu.  Der  Band  wurde  1688  in  Brüssel  gedruckt.  Eigene 
Schriften  Kreza's  Über  Arithmetik,  Trigonometrie  u.  s.  w.  genossen 
insbesondere  an  den  Ordenaau stalten  einen  sehr  guten  Ruf. 

In  Italien  finden  wir  Elia  Ästorini^)  (1651  —  1702),  einen 
Garmehtermönch,  der  weite,  lang  ausgedehnte  Reisen  machte  und  in 
Marburg  und  Groningen,  zuletzt  in  seinem  Heimathlande  in  Siena 
als  Universitätslehrer  thätig  war.  Er  gab  in  Italien  1601  die  Elemente 
des  Euklid,  1702  die  Kegelschnitte  des  Äpollonius  heraus.  Von  einem 
Ärchimedes  restitutus  finden  wir  gleichfalls   unbestimmte  Nachricht. 

Gehen  wir  von  den  Herausgebern  alter  Geometer  zu  den  Original- 
schriftstellem  über,  so  wird,  und  zwar  nicht  bloss  in  diesem  Kapitel, 
eine  Erscheinung  uns  entgegentreten,  auf  welche  wir  gleich  hier,  wo 

')  Briefliche  Mittheilung   von  H.  Studnitka   mit  Berufung   auf  Wydra, 
Historia  Matheaeos  in  Bobemia  et  Moravia  cultae.  —   Poggendorff  I,  1318. 
•)  Poggendoi-ff  1,  71. 
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es  um  die  Männer  sich  handelt,  welche  im  Geiste  und  nach  der  Weise 
der  Alten  Gfeometrie  trieben,  aufmertaam  machen  möchten:  die  Namen 
der  Schriftsteller,  welche  eine  grosse  geschichtliche  Bedeutung  er- 
worben haben,  sind  recht  dünn  gesäet.  Wir  müssen,  ura  nicht  allzn- 
viele  scheinbare  Lücken  gegen  bibliographische  Sammelwerke  aufzu- 
weisen, noch  Mittelgut  und  noch  Geringeres  erwähnen.  Nicht  als 
ob  in  dieser  Bemerkung  ein  Tadel  gegen  die  Leistungen  der  End- 
jahrzehnte des  XVIL  Jahrb.  ausgesprochen  sein  soll. 

Es  ist  ja  wahr,  dass  in  Deutschland  die  Nachwehen  des  dreissig- 
jährigen  Krieges  sich,  wie  überall  so  auch  in  den  mathematischen 
Wissenschaften,  wahrnehmen  liessen.  Es  ist  nicht  minder  wahr,  dass 
in  Frankreich  der  wachsende  Einfluss  der  Jesuiten,  welcher  in  der  Auf- 
bebung des  Ediktes  von  Nantes  am  22,  October  1Ö85  gipfelte,  zahl- 
reiche Persönlichkeiten  aus  dem  Lande  trieb,  welche  bei  ruhiger  ver- 
laufendem Leben  die  Mathematik  gerade  in  Frankreich  vielleicht  in 
dem  stetigen  Wachsthume  erhalten  hätten,  von  welchem  unser  XIV. 
und  XV.  Abschnitt  glänzende  Zeugnisse  gaben.  In  Italien  mag  eine 
ähnhche  Machte ntfaltung  des  gleichen  Ordens,  der  seit  seinem  Siege 
über  Galilei  allgewaltig  geworden  war,  unserer  Wissenschaft  schiidlich 
gewesen  sein.  Wollten  wir  unseren  Rundgang  durch  Europa  nach 
England  fortsetzen,  so  köimten  wir  dort  auf  die  Nachwirkung  der 
kaum  beseitigten  Staatsumwälzung,  könnten  wir  auf  neuerdings  be- 
ginnende politische  Wirren  hinweisen. 

Alle  diese  Störungen  waren  tbatsächlich  vorhanden.  Aber  wollten 
wir  irgend  einen  anderen  Zeitraum  von  annähernd  gleicher  Dauer 
und  innerhalb  desselben  die  pohtisehen  Verhältnisse  der  europäischen 
Reiche  unter  die  Lupe  nehmen,  so  würden  Störungsgründe  einer 
ruhigen  Entwicklung  gleichfalls  nicht  fehlen.  Haben  wir  doch  an 
manchen  Stellen  des  I.  wie  des  IL  Bandes  auf  Derartiges  aufmerksam 
gemacht.     Es  ist  vielmehr  ein  Andres,  was  in  Betracht  kommt. 

Je  näher  die  Zeit  an  unsere  Gegenwart  heranrückt,  um  so  mehr 
Bücher  haben  sich  erhalten,  deren  Verfasser  durch  den  Lokalpatrio- 
tismus ihrer  Heimaths-  oder  Ordensgenossen,  aber  auch  nur  durch 
diesen,  mit  dem  Lorbeer  der  Berühmtheit  belohnt  wurden.  Die  Ver- 
gessenheit hatte  noch  nicht  Zeit  sich  ihrer  zu  bemächtigen,  denn  nur 
langsam,  dann  aber  meistens  sicher  siebt  die  Gerechtigkeit  der  Nach- 
kommen. Um  ein  Beispiel  von  schlagender  Beweiskraft  anzuführen, 
wen  kennen  wir  aus  dem  grossenJahrbunderte  griechischer  Mathematik? 
Euklid,  Archimed,  Eratosthenes,  ApoUonius.  Glaubt  Jemand,  in  der 
Zeit,  welche  diese  Männer  hervorzubringen  im  Stande  war,  habe  neben 
ihnen  kein  einziger  anderer  Mathematiker  gelebt?  Gewiss  nicht,  aber 
jene  anderen  sind  meistens  vergessen.     Aehnlich  wird  es  mit  Dutzen- 
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den  von  Persönlichkeiten  gehen,  welche  dem  nicht  minder  | 
Jahrhunderte  angehören,  dessen  Darstellung  dieser  III.  Band  unserer 
Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  gewidmet  ist.  Wir 
fühlen  uns  nur  nicht  herechtigt  vorzugreifen  und  sie  heute  schon 
todtzuschweigen. 

Wir  nennen  deshalb  Gilles  Franko is  Gottigniez^)  (1030 
bis  1689),  einen  belgischen  Jesuiten,  der  seit  166ä  am  Collegio 
Romano  in  Born  lehrte,  und  der  dort  seit  16t5G  zahlmehe  Schriften 
veröffentlichte.  Sie  beziehen  sich  nicht  auf  Geometrie  allein,  sondern 
stellen  in  ihrer  Gesammtheit  einen  vollständigen  Lehrgang  der  Ele- 
mentarmathematik dar. 

Camillo  Guarino  Guarini^)  (1624 — 1683),  ein  italienischer 
Theatiner,  gab  1671  und  1676  zu  Turin  einen  Eudides  adauctus  et 
meikodicm  heraus,  dessen  XXXII.  Abschnitt  ein  Vorläufer  der  späteren 
descriptiven  Geometrie  genannt  worden  ist. 

Vitale  Giordano  Giordani«)  (1633—1711)  aus  ünteritalien 
kam  nach  wildem  Wanderleben  nach  Rom,  wo  er  Mathematiker  der 
dorthin  in  einer  Art  von  Selbstverbannung  zurückgezogenen  Königin 
Christine  von  Schweden  und  spater  Professor  der  Mathematik  an  ver- 
schiedenen gelehrten  Anstalten  wurde,  zunächst  1666  an  der  von 
Ludwig  XIV.,  König  von  Frankreich,  gestifteteu  Schule  für  Maler 
und  Bildhauer,  dann  1685  an  der  sogenannten  Sapienza.  Er  übergab 
1686  einen  Corso  di  matematica  dem  Drucke,  dessen  erster  Band  den 
besonderen  Titel  Euclide  restiiuto  führt.  In  diesem  Boche  ist  der 
Versuch  gemacht  zu  erweisen,  dass  der  Ort  der  Endpunkte  der  Senk- 
rechten von  gleicher  Länge  auf  dieselbe  Gerade  selbst  eine  Gerade 
sein  müsse.  Im  Jahre  1689  lernte  Giordano  Leibniz  kennen,  der 
sich  damals  in  Rom  befand.  Drei  kurz  darauf  zwischen  beiden  ge- 
wechselte Briefe  haben  sieh  erhalten*).  Sie  beziehen  sieh  auf  geo- 
metrische Definitionen. 

Nicolas  de  Male'zieu^)  unterrichtete  1696 — 1700  den  Duc  de 
Bourgogne  (1682 — 1712),  den  Sohn  Ludwig's  XIV.,  welcher  mathe- 
matisch begabt  gewesen  zu  sein  scheint,  Malezieu  verfasste  für  seinen 
Zögling  EUmens  de  geometrie,   in  welcher  der  Versuch   gemacht  ist, 

')  De  Backer,  BibliotMque  des  eerivams  de  la  Compagnie  de  Jims  II,  25a. 
Qu^telet,  Sistoire  des  Sciences  malMmatiq^Es  et  physigaes  cheeles  Beiges  png.  233. 
';  Ticaboacbi,  iSom  della  letteratura  italiana  VIII,  2J6,  Chaales,  Apercu  hist. 
345  (deutBch  363).  »)  Ebenda  1  c  VIII,  373.  Poggendorff  I,  801.  Stäckel 
und  Engel,  Die  Theorie  der  Paialiellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss  (Leipzig, 
1895)  S,  3S— 34.  Viel  ausführlicher  bei  Camerer,  Euclidis  Ekmentorum  Kbii 
sex  priores  I,  411—415  'j  Leibniz,  Mathematische  Schriften  herausgegeben 

von  C.  J.  Gerhardt  I,  195 — 300  '')  Histoire  de  TAeadcmie  des  scieneea  de 

Paris.    Aun^e  1727  (Histoire  pa,g  145— l&l). 
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(las  Parallelenasiom  zu  erweisen  und  zwar  ao,  dass  Widersprüche 
hervortreten,  wenn  zwischen  zwei  Parallelen,  vorausgesetzt  dass  sie 
keine  ihnen  gemeinsame  Senkrechte  besassen,  abwectselnd  von  dem 
Endpunkte  der  Senkrechten  auf  die  eine  Parallele  eine  solche  auf  die 
andere  gefällt  würde.  Die  Elemens  de  geometrie  erschienen  1715 
und  enthalten  die  Bemerkung,  die  Ergänzungen,  welche  es  bringe, 
rührten  von  dem  jungen  Herzoge  selbst  her.  Ob  diese  Behauptung 
lediglieh  Höflingsgeredc  war,  ob  zwischen  den  Elemens  de  geometrie 
und  dem  schon  1713  (also  auch  nach  dem  Tode  des  Due  de  Bour- 
gogne)  in  Padua  gedruckten  Buche  Serenissimi  Jßargundiae  Ducis 
Ekmenta  gcometrica  ex  Gallico  sermone  in  LaUnvm  translata^)  ein 
Zusammenhang  besteht,  wissen  wir  nicht  zu  sagen. 

Claude  Fran^ois  Milliet  Dechales  und  sein  Mundus  matiie- 
maticus  von  1674  und  1690  ist  uns  (S.  4 — 6)  durch  die  sehr  schwache 
geschichtliche  Einleitung  bekannt  geworden,  welche  als  Verachlimm- 
besserung -der  zweiten  Auflage  an  deren  Spitze  trat.  Im  Uebrigen 
kann  man  das  Lehrbuch  keineswegs  als  schlecht  bezeichnen,  wenig- 
stens nicht  in  dem,  was  es  enthält.  Es  beginnt,  wenn  wir  von  jener 
Einleitung  absehen,  mit  einer  Geometrie  nach  Euklid,  d.  h,  die  sechs 
ersten,  das  elfte  und  das  zwölfte  Buph  der  Elemente  sind  der  Hauptsache 
nach  vorhanden,  die  dazwischen  liegenden  Bücher  VII  bis  X  fehlen. 
Es  folgt  das  Beebnen,  und  zwar  zuerst  da'.  Zahlenrechnen  au  ganzen 
und  gebrochenen  Zahlen  mit  Einschlus'.  der  Ausziehung  von  Quadrat- 
und  Kubikwurzeln,  dann  die  Ärithmdv a  calculatoria  et  dimnatoria. 
Arithmetica  calculatoria  ist  das  alte  Limenrechnen  mit  Rechenpfennigen 
nebst  dessen  Anwendung  auf  benannte  Zahlen  Arithmetica  divina- 
toria  ist  eine  kleine  Sammlung  von  Rechenkunststückchen  und  der- 
gleichen, nuter  welchen  auch  die  Aufgabe  von  den  15  Christen  und 
15  Türken  (Bd.  II,  S.  362  und  öfter)  nicht  fehlt.  Nun  geht  der  Ver- 
fasser zu  der  Sphärik  des  Theodosius  in  freier  Uebersetzung  über 
und  nach  dieser  zur  Trigonometrie.  Deren  erstes  Buch  lehrt  den 
Zusammenhang  der  trigonometrischen  Funktionen  unter  einander  und 
die  Berechnung  trigonometrischer  Tafeln.  Das  zweite  Buch  lehrt 
Logarithmen  sowohl  der  trigonometrischen  Funktionen  als  der  Zahlen 
für  die  Basis  10  mit  sieben  DecimalsteUeu  berechnen  und  dieser 
Logarithmen  sich  bedienen.  Dann  folgt  eine  Logarithmentafel  selbst. 
Das  dritte  Buch  ist  der  ebenen,  das  vierte,  fünfte,  sechste  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  gewidmet.  Jetzt  kommen  lauter  Gebiete,  welche 
man  als  angewandte  Mathematik  oder  als  Physik  zu  benennen  pflegt: 
Praktische   Geometrie,   Mechanik,    Statik,    Geographie,   Magnetismus, 

')  Gino  Loria  in  Hist.  Festschr.  1899  S.  353. 
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Büi^rliche  Baukunst,  Zimmerkunst  (ars  tignoria),  Steinschuitt,  Kiifg^ 
baulnmst,  Hydrostatik,  Lehre  von  den  Quellen  und  Flüssen,  Hydraulik, 
Schifffahrtskunde,  Optik,  Perspektive,  Katoptrik,  Dioptrik,  Musik, 
Feuerwerkskunst,  Benutzung  der  Astrolabien,  Gnomonik,  Astronomie 
Kalenderkunde.  Auf  25  Folioseifcen  schliesst  sich  die  Astrologie  an 
oder  vielmehr  neben  der  Angabe  der  Regeln,  nach  welchen  die  Astro- 
logen beim  Aufstellen  der  Horoskope  verfahren,  eine  kräftige  Be- 
kämpfung der  HalluLinationen,  als  welche  dem  Verfasser  die  ganze 
Sterndeuterei  erseheint  Die  Zusammenstellung  der  Gründe,  um  deren- 
willen  man  auf  dis  Gerede  der  Astrologen,  Wetterpropheten  u.  s,  w. 
nichts  geben  dürfe,  ist  eine  so  vollständige,  dass  sie  auch  beute  noch 
gegen  manchen  Aberglauben,  der  in  wissenschaftlichem  Gewände  auf- 
tritt, mit  Erfolg  benutzt  werden  könnte.  Und  nun  kommen  als 
Schluss  des  ganzen  Werkes  noch  drei  Wissensgebiete,  die  man  an 
dieser  Stelle  gewiss  nicht  leicht  mehr  sucht:  Algebra,  Indivisibilien, 
Kegelschnittslebre.  Die  Algebra,  mehr  als  100  Folioseiten  in  acht 
Bücher  eingetheilt,  führt  den  Leser  auf  eine  Stufe,  welche  nicht  gaua 
mit  der  von  Vieta  erreichten  Höbe  übereinstimmt,  so  innig  auch 
iu  manchen  Dingen,  beispielsweise  in  dem  Gebrauche  fremdartiger 
Kunstausdrücke,  in  der  Nichtanerkennung  negativer  Gleichuugs  würze  In, 
in  der  Anwendung  der  Buchstaben  A,  E,  I,  0,  V,  Y  für  unbekannte 
Grössen,  die  Anlehnung  an  Vieta  ist.  Von  diesen  Vokalen  macht 
ferner  Deehales  ebenso  wenig  wie  Vieta  ausschliesslichen  Gebrauch. 
In  der  Algebra  tiuinerosa,  welche  von  der  Al-gebra  speciosa  unterschieden 
wird,  beisst  die  Unbekannte  nach  der  bei  Vieta  theilwcise  noch  er- 
haltenen Sitte  einer  weit  zurückliegenden  Zeit  R,  ihr  Quadrat  q,  ihr 
Kubus  c  u.  s.  w.  Diese  Buchstaben  werden  aber  bei  höheren  Po- 
tenzen nicht  addirt,  sondern  multiplicirt,  und  damit  ist  Vieta  gegen- 
über (Bd.  n,  S.  631)  ein  bewusater  Rückschritt  vollzogen.  Deehales 
hat  ihn  damit  zu  begründen  gesucht,  dass  er  sagt'),  man  könne  die 
fünfte  Potenz  doch  nicht,  'wie  es  Einige  wollen,  guadratocubus  nennen, 
da  sie  weder  ein  Quadrat  noch  ein  Kubus  sei.  Er  hat  aber  dabei 
nicht  bedacht,  dass  ihm  so  die  Multiplieationsregel  der  Potenzen  durch 
blosses  Nebeneinanderschreiben  ihrer  Zeichen  verloren  ging,  welche 
der  Gewinn  bei  Vieta's  Neuerung  war,  mochten  auch  sprachliche 
Einwendungen  gegen  sie  erhoben  werden  können.  In  der  Algebra 
speciosa,  in  welcher  die  Vokale  als  Vertreter  der  Unbekannten  auf- 
treten, werden  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  durch  rechts  von 

')  Quintus  mtmerus  ab  imitate  voeatur  ah  aliguthus  quadrato-ciibus  sed 
mdk  eum  neque  sit  qwtdralus,  ttfque  cubm,  atgm  adeo  nee  drei  possit  quadratm 
cubi,  nee  cubus  qttadrati:  euw  DOfobimus  supergoUdum  vel  surde  solidHm.  Mali 
relatum  primttm  dixerunt,  nos  illum  littera  S.  notabimws. 
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den  Buchstaben  aber  auf  gleicher  Linie  mit  ihnen  i 
Zahlen,  die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  angedeutet,  welche 
Exponenten  genannt  werden^).  Dem  Ausdrucke  „sie  werden  genannt" 
darf  man  wohl  entnehmen,  daas  Dechales  das  Wort  Exponent  einem 
Vorgänger  entlehnte,  und  dieser  Voi^änger  war  nach  aller  Wahr- 
scheinlichkeit Michael  Stifel,  der  in  seiner  Äritkmetica  integra^) 
das  gleiche  Wort  für  die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  welche 
solchen  einer  geometrischen  Iteihe  entsprechen,  in  Anwendung  brachte. 
Links  von  den  Buchstaben  stehen  abermals  Zahlen  als  Coefficienten, 
wie  Dechales  mit  Vieta  (Bd.  II,  S.  632)  aber  in  erweiterter  Bedeu- 
tung des  Wortes  sagt.  Demnach  ist  bei  Dechales  4^13  daa  Gleiche, 
was  Descartes  und  seine  Nachfolger  4»^  schrieben.  Dechales  be- 
handelt Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades,  letztere  indem  er 
sie  durch  Wegaehaffung  des  Gliedes  ersten  Grades  in  reinquadratische 
umwandelt,  wenn  er  auch  diesen  Grundgedanken  nirgend  deutlich 
ausspricht,  so  wenig  Vieta  es  gethan  hat.  Gleichungen  von  höherem 
Grade  werden,  wieder  im  Anschlüsse  an  Vieta  (Bd.  II,  S.  640),  durch 
ein  gewisses  Divisions  verfahren  numerisch  aufgelöst.  Der  Name  des 
Diophant  kommt  häufig  bei  Dechales  vor.  Einestheils  wird  bei 
quadratischen  Gleichungen  die  gewöhnliche  Auflösung  von  der  Dio- 
phantischen  unterschieden.  Unter  eraterer  versteht  Dechales  die  Zu- 
rückfährung der  Gleichung  auf  die  Form,  in  welcher  das  Quadrat 
der  Unbekannten  nur  noch  mit  dem  Coefficienten  1  versehen  ist, 
unter  letzterer  dagegen  die  vorbereitende  Vervielfachung  der  Glei- 
chung mit  dem  Coefficienten  des  quadratischen  Gliedes,  so  dasa  dieses 
einen  selbst  quadratischen  Coefficienten  erhält.  Ander ntheils  sind 
zahlreiche  Aufgaben  aus  den  beiden  ersten  Büchern  des  Diophant, 
und  zwar  sowohl  bestimmte  als  unbestimmte,  behandelt.  Die  unbe- 
stimmten sind  ihrem  Ursprünge  nach  von  höherem  als  dem  ersten 
Grade,  da  unbestimmte  Aufgaben  ersten  Grades  bei  Diophant  nicht 
vorkommen.  Bachets  methodisches  Verfahren  (Bd.  U,  S.  772 — 773) 
zur  Auffindung  ganzzahliger  Auflösungen  solcher  Gleichungen  ersten 
Grades,  deren  Unbekannte  an  Zahl  die  der  vorgelegten  Gleichungen 
Obertreffen,  darf  man  daher  bei  Dechales  nicht  suchen.  Am  Schlüsse 
jener  Diophantischen  Gleiehungabeispiele  meint  er  dann^)  einiger- 
masseu  naiv,  sie  genügten   dem   Anfänger,  um  sich  daran   zu  üben: 


')  Hi  numeri  progressiowi  arißimetieae  rtspondentes  numeris  cossicis  vocantur 
eorum  exponentes.  ')  Aritkmetiea  mtegra  fol.  350  reotor  Est  —  3  ea^onens 

ipsius  Y,  sicut  6  eaf  exp(mens  nvmeri  64  ei  3  est  ea^onem  numeri  8.  *)  Ätqite 
haee  sufficiant  ut  Tyro  se  exercere  possit,  et  intelligat  Diophantwm;  qui  pljtra  volet 
assumat  ijpsum  Diopkantmit,  cptem  ex  praemppositis  fwadamentis  perewrret  faeile. 
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wolle  einer  mehr,  so  solle  er  den  Diophant  selbst  zur  Hand  nehmen, 
den  er  nach  dem  Vorausgeschickten  leicht  werde  durchlaufen  können. 
Die  Behandlung  der  Indiyisibilien,  nach  Cavalieri  gearbeitet,  be- 
wahrt sich  eine  gewisse  Freiheit  von  dem  Vorbilde,  dem  nicht  alle 
Beweise  genau  so,  wie  sie  bei  Cavalieri  vorkommen,  entnommen  sind. 
Allerdings  haben  auch  nicht  alle  Satze  Cavalieris  Eingang  gefunden, 
und  beispielsweise  von  dem  wichtigsten  Ergebnisse  von  (Javalieris 
Untersuchungen  {Bd.  II,  S.  845),  welches  der  Forme! 


P 


"    ,  kab" 

-  dx  ^  ■ 


entspricht,  ist  keine  Rede.  Dagegen  sind  die  Untersuchungen  über 
die  Quadratrix  und  über  die  Spirale  vorhanden.  Bei  ersteren  lässt 
Dechales  aein  Licht  als  grosser  Geschichtskenner  leuchten.  Die  Qua- 
dratrix  stamme  von  Nieostratns  und  Nicomedes!  Es  gehört  fast 
eine  gewisse  Phantasie  dazu,  den  Namen  Dinostratus  hier  zu  er- 
kennen. Die  in  fünf  Büchern  behandelten  Kegelschnitte  bilden  den 
Schluss  des  Werkes.  Das  erste  Buch  handelt  von  der  Parabel,  das 
zweite  von  der  Ellipse,  das  dritte  von  der  Hyperbel,  wo  überall  die 
Curven  innerhalb  der  Ebene  betrachtet  sind.  Das  vierte  Buch  setzt 
sie  zu  dem  durch  eine  Ebene  geschnittenen  Kegel  in  Beziehung. 
Das  fünfte  Buch  lehrt  die  Ellipse  als  Cy  linder  schnitt  kennen.  In 
einer  Vorrede  erklärt  Dechales,  es  habe  ursprünglich  in  seiner  Ab- 
siebt gelegen.  Alles  zu  vereinigen,  was  man  von  den  Kegelschnitten 
wisse,  aber  er  habe  diese  Absicht  aufgegeben, 
weil  zu  den  früher  bekannten  vier  Büchern  des 
ApolloniuB  drei  weitere  Bücher  getreten  seien, 
weil  ausserdem  das  Werk  des  Gregorius  von 
St,  Vincentius  mit  mehr  als  tausend  Lehr- 
sätzen zu  benutzen  gewesen  wäre,  und  so  be- 
gnüge er  sich  mit  dem,  was  in  der  angewandten 
Mathematik,  namentlich  in  der  Optik  zur  An- 
wendung komme,  um  die  Leser  nicht  abzu- 
schrecken. Man  sieht,  dass  Dechales  die  Ar- 
beiten von  Mydorge,  von  Desargues,  von 
Pascal  ebenso  wenig  erwähnt  wie  die  von 
Fermat,  von  Descartes,  von  Wallis.  Was 
er  gibt,  ist  ein  Auszug  aus  Äpotlonius  mit  ge- 
ringen Zuthftten,  wie  z.  ß.  die  zweier  asympto- 
tischer Parabeln.  Dechales  versteht  darunter 
(Figur  1)  zwei  Parabeln  von  gleicher  Brennweite,  deren  Äxen  auf- 
einander liegen,  deren  Scheitel  aber  von  einander  entfernt  angi 
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werden.  Beide  Bchneideii  sich  erst  im  Tlneudlichen,  und  ihre  Ent- 
fernung nimmt  fortwährend  ab,  wenn  man  als  Entfernung  dag  Stück 
einer  zur  Axe  senkrechten  Geraden  von  einem  Punkte  der  einen 
Parabel  bis  zum  Darehschnitte  mit  der  anderen  Parabel  annimmt^). 
Die  Methode  der  Beweisführung  ist  die  altgriechische,  eine  analytische 
Geometrie  gibt  es  für  die  Leser  des  Mundus  mathematicus  noch  nicht. 
Einige  Kuustausdriicke,  wie  Parameter,  ordinatim  Applicata,  Focus 
haben  sich  allerdings  eingesehliehen.  Statt  Focus  wird  häufiger 
Umhilicus,  Nahelpunkt  gebraucht.  Die  auf  der  Äxe  gemessene  Ent- 
fernung von  dem  Scheitel  des  Kegelschnittes  bis  zum  Eintreffen  einer 
Ordinate  heisst  SagiÜa,  während  in  den  Indivisibilien  das  Wort  Äb- 
scissa  dafür  in  Gebrauch  war. 

Wir  haben  den  Mundua  mathematicus  recht  ausführhch,  mancher 
Leser  wird  vielleicht  denken  allzuausfiihrlich  geschildert.  Wir  haben 
es  gethan,  weil  er  ein  weit  und  breit  berühmtes  Lehrbuch  war,  weil 
er  die  Summe  des  Wissens  uns  kennzeichnet,  welche  am  Anfange  des 
letzten  Viertels  des  XVII.  Jahrb.  solche  Gebildete  besassen,  die,  ohne 
Mathematiker  von  Fach  zu  sein,  doch  ihrer  Kenntnisse  in  dieser 
Wissenschaft  sich  einigermafsen  rühmen  konnten. 

Dass  die  an  sich  ziemlich  beengten  Ausblicke  nach  einer  höheren 
Mathematik  am  Ende  des  ganzen  Werkes  vereinigt  sind,  fordert  fast 
zum  Vergleiche  mit  den  in  derselben  Zeit  durch  Mitglieder  desselben 
Ordens  veranstalteten  Klassikerausgaben  in  usum  Delphini  auf,  in 
welchen  alle  für  schlüpfrig  gehaltenen  Stellen  ausgemerzt,  dagegen 
am  Schlüsse  vereinigt  abgedruckt  waren,  und  nicht  minder  erinnert 
das  Ausweichen  vor  wirklichen  Schwierigkeiten  an  wieder  in  derselben 
Zeit  veranstaltete  Klassikerausgaben  mit  einer  Fülle  oberflächlicher 
Anmerkungen,  durch  welche  Minelli  eine  flüchtige  Berühmtheit  erlangte. 

Eine  wesentlich  bessere  Meinung  von  dem,  was  die  grosse  Menge 
am  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  von  einem  Lehrbuche  der 
Geometrie  verlangte,  flösst  uns  auch  die  Pratique  de  la  geotmirio  von 
Sehastien  Le  Clere^)  nicht  ein,  welche  1669  in  Paris  erschien, 
1682  und  1700  neu  aufgelegt  werden  musste,  1692  in  Amsterdam, 
1699  in  Bern  nachgedruckt  wurde,  und  zwar  in  Bern  unter  dem  er- 
schwerenden Umstände,  dass  fälschhch  Ozonam  (sie!)  als  Name  des 
iben  war.    Le  Clerc  war  ein  sehr  geschickter  Kupfer- 


')  Die  Gleichungen  der  beiden  Parabeln  heisaen:  Y^^^pX,  i/'=^j)(X  — ■  ii). 
Folglich  ist  y  —  !/'  ^=  pa,  y  —  y  ^^  v~vr~  '^'^'^  ^^  ^  ~i~  y  fortwährend 
wächst,  so  nimmt  Y  —  y  fortwährend  ab. 

*)  J.  H.  Graf,  Die  Geometrie  von  Le  Clerc  und  Üzoniiiu  in  der  Hist. 
Festschr.  1899,  S,  11.5-122. 
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Stecher  und  liebte  es,  die  geometrischen  Figuren  mit  Landachafts- 
bildem  zu  verquicken.  Das  verleiht  seinem  Buche  und  auch  den 
Nachdniekeii  einen  gewissen  Wert  für  Freunde  absonderlicher  Drucke, 
übt  aber  auf  den  wissenschaftlich  ganz  unbedeutenden  Inhalt  nicht 
den  geringsten  Einfluss. 

S'd.  Kapitel, 

Einzelne  geonietrisclie  (Intersacliangen.    Lelbnizens  Charaeteristica 
geometrica. 

Einen  Gegensatz  gegen  die  Vereinigung  sämmtlicher  elementaren 
mathematischen  Lehren  in  ein  Werk  bildet  die  Behandlung  einzelner 
geometrischer  Aufgaben.  Dahin  gehört  das  1678  in  Mailand  gedruckte 
Buch  De  lineis  rectis  se  imiieem  secantibtis  siatim  constructio  des  Gio- 
vanni Ceva').  Hier  ist  der  Satz  des  Menelaos  (Bd.  I,  S.  386)  mit 
^  Hülfe    von   Schwerpunktbetrach  tun- 

gen  bewiesen  (Figur  2).  In  a,  Ä,  C 
mögen  die  Massen  a^,  A^,  C^  sich 
befinden,  von  denen  a^  willkürlich 
ist,  A^,  Cy  aber  den  Bedingungen 
genügen,  dass  £  der  Schwerpunkt 
von  a^  und  C\  und  b  der  Schwer- 
punkt von  -4j  und  Cj  sei.  Dann  muss  aB  ■  ay  =  BC  ■  C\  sein  und 
durch  Addition  von  aB  ■  C^  =  aB  ■  C^  auch  aBia^  -\-  6\)  =  a(J  ■  6\, 
mithin  ^  =  —  '  ■  Weil  B  Schwerpunkt  von  «j  und  6j  ist, 
können  diese  beiden  Gewichte  durch  das  in  B  angebrachte  Gewicht 
a^  -j-  6'i  ersetzt  werden.  Der  Schwerpunkt  der  drei  Gewichte  «j,  .il,,  6j 
muss  erstens  auf  der  Verbindungsgeraden  von  a  mit  b  (als  dem 
Schwerpunkte  von  A^  und  6',)  liegen  und  zweitens  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden von  A  mit  B  (als  dem  Schwerpunkte  von  «j  und  Cj) 
d.  h.  in  dem  Durch schnittsp unkte  c  von  ab  und  AB.  Mithin  ist  das 
Produkt  von  Bc  in  das  nach  B  verbrachte  Gewicht  »^  -{-  6^  gleich 
dem  Produkte  von  cA  in  A^,  also  auch  -— ~ — -  =  -„  ■  Die  Verviel- 
fachung dieser  Gleichung  mit  der  oben  erhaltenen  — httt  =  "tt  gibt 
^  =  1^£  .  Weil  aber  A^  und  C'j  ihren  Schwerpunkt  gegebener- 
massen  in  h  besitzen,  muss  -j"  =  Tp  »ein,  und  so  entsteht  der  zu  be- 
weisende Produktensatz:  aB  -hC  •  cA  =  aC  ■  hA  ■  cB.    Ceva  hat  aber 

'j  Chaslea,  4p«-pK7iis(,2ü4— 296(deutBch299— 302).  Foggendorff  I,4U, 
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dann  auch  einen  zweiten  Produktensatz  für  die  Absciinitte,  die  auf 
den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  Ecktransveraalen  mit  gemein- 
samem Durchschnittspnntte  gebildet  werden,  bewiesen,  und  dieser 
Satz  pflegt  in  der  Geometrie  als  Satz  des  Ceva  benannt  zu  werden. 
Es  sei  (Figur  3)  D  der  Dnrcbseiinittspunkt  der  Transversalen  Act, 
Bß,  Cy.    In  A  denkt  man  sich  ein  be-  a 

liebiges  Gfewicht  A^,  in  £  und  C  solche 
Gewichte  Bj  und  C,,  dass  y  der  Schwer- 
punkt  von  Ä^  und  Bj,  ß  der  von  A^ 
und  Cj  ist.    Der  Schwerpunkt  der  drei 
Gewichte  A^,B,,  C,  muss  nun  ebenso- 
wohl auf  Cy  als  auf  j8/3  liegen,  d.  h.  in  I).  ^*^'  '■ 
Damit  ist  aber  festgestellt,  dass  jener  gemeinsame  Schwerpunkt  auch 
auf  den  Verbindungsgeraden  von  A  mit  dem  Schwerpunkte  der  B^ 
und   Cj   liegen   muss,    d.  h.   dass   a   dieser   letztere   Schwerimnkt   ist. 
In   den   drei  Punkten   a,  ß,  y   finden   demnach   die  Gleichungen  statt: 

Ca-Ci  =  Ba  ■  B„  Aß-A^-^Cß-  6',,  By  B,  =  Ay  ■  A^. 
Deren  Multiplikation  aber  führt  nach  Weglassung  der  auf  beiden 
Seiten  auftretenden  Faktoren  A^,B^,  Cj  zu  Ca-  Aß-By^Ba-  Cß-  Ay. 
Ceva  fügte  diesem  statischen  Beweise  noch  zwei  geometrische  hinzu, 
deren  einen  er  dem  Mailänder  Kriegsbaumeister  Pietro  Paolo  Cara- 
vaggio^)  (1617 — 1688)  als  Erfinder  zuschrieb.  Ceva  beweist  dann 
gleichfalls  auf  statischem  Wege  einen  ganz  ähnlichen  Satz  über  das 
Viereck,  dessen  Eckpunkte  nicht  alle  derselben  Ebene  angehören: 
werde  es  von  einer  Ebene  so  geschnitten,  dass  jede  Seite  in  zwei 
Abschnitte  zerfällt,  so  sei  das  Produkt  von  vier  von  diesen  Abschnitten, 
welche  keinen  Endpunkt  unter  sich  gemeinschaftlich  haben,  gleich 
dem  Produkte  der  vier  anderen.  Das  zweite  Buch  wendet  die  Ge- 
danken und  Sätze  des  ersten  Buches  auf  Kegelschnitte  an.  Hier  ist 
unter  Anderem  bewiesen,  dass  in  jedem  einem  Kegelschnitte  um- 
schriebenen Dreiecke  die  Eck  transversalen  nach  den  Berührungs- 
punkten einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  besitzen.  End- 
lich lehrt  ein  Anhang,  der  vielleicht  besser  als  besondere  Abhandlung 
bezeichnet  wäre,  Sätze,  die  sich  auf  die  F^cheninhalte  gewisser  ebenen 
Figuren  und  auf  die  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  von  Umdrehungs- 
korpern  zweiten  Grades  beziehen. 

Pater  Sigismund  Ferdinand  Hartmann^)  (1632—1681), 
Professor  der  Mathematik  in  Breslau  und  Olmtitz,  dann  Professor 
der  Mathematik  und  Theologie  in  Prag,  stellte  im  September  1679 
die  Aufgabe,    ein    gleichseitiges   Dreieck    zu  verdoppeln,   so    dass   es 

')  Poggendorff  I,  375.         =)  Ebenda  I,  iU23. 
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gleichseitig  bleibe,  bei  der  Auflösung  sollteu  aber  Proportionen  nicht 
angewandt  werden.  In  den  Acta  Eruditomm')  von  1682,  dem  ersten 
Bande  dieser  Zeitsclirift  (S.  9)  hai;  sich  ein  Ungenannter  mit  der  sehr 
leichten  Aufgabe  beschäftigt.  Die  Heidelberger  Universitätsbibliothek 
besitzt  ein  Exemplar  der  A.  E,,  in  welchejn  die  Namen  der  Verfasser, 
so  weit  sie  nicht  im  Drucke  genannt  sind,  in  schriftlicher  Eandnote 
beigesetzt  erscheinen.  Dort  ist  pag.  23  als  Verfasser  des  erwähnten 
Aufsatzes  Basilius  Titel,  Festungshauptmann  der  Pleisseiiburg  an- 
gegeben. Titel  also,  wenn  wir  jeuer  Randnote  Glaube  beimessen*}, 
fügte  noch  einige  Fragen  bei,  und  diese  beantwortete  auf  pag,  230 
des  gleichen  Jahrganges  ein  polnischer  Jesuit  Adam  Adamandus 
Kochanskj-,  früher  in  Prag  ansässig,  nachmals  Mathematiker  des 
Königs  von  Polen.  Kochansky  behauptet  ziigleich,  wenn  AD  Durch- 
messer eines  Kreises,  BG  eine  Senkrechte  auf  den  Durchmesser  im 
Punkte  B  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  der  Kreisperipherie  sei,  so 
verhalte  sich  nicht  nur,  wie  allgemein  bekannt  ist, 

AB:BC=BC:BD, 
sondern  es  sei  auch  weiter  BC:  BD  =  BD  :  AD,  oder  mit  anderen 
Worten  BC  und  BD  seien  die  zwei  mittleren  Proportionalen  zwischen 
AB  und  AD.  Kochansky  bestätigt  seine  jedenfalls  nur  näherungs- 
weise aufgestellte  Behauptung  durch  die  Zahlenwerthe 
^_D  =  20000  000000,  ^B  =  6  353  443  923,  WD  =  13  64fi55(J077, 
aus  welchen  BC=^  9  311  424  637  folgt,  und  diese  Zahlenwerthe  er- 
füllen die  zweite  der  behaupteten  Proportionen.  Ein  in  Wien  lebender 
Piarist  Augustin  Thomas  a  St.  Josephe")  hat  alsdann  1690  es 
der  Mühe  werth  gehalten,  ein  besonderes  Buchelchen  Mefamotplioiti> 
gei/melrka  propoi tionum  iinridis  ta-pedita  Über  die  ursprdnghche  Hart 
mannache  Aufgabe  zu  schieiben  und  dieser  ^elbe  Wiener  Mönch 
stand  in  Briefweihsel  mit  Leibniz,  dei  ihn  schätzte 

Der  vorhin  genannte  Kjchaniikv  hat  in  den  A  E  von  If^b 
einen  kleinen  Aufsatz  ubei  magische  Quadrate  veioflentlicht,  iber  er 
ist  am  bekanntesten  duich  eine  maaeist  elegante  naheiung& weise  voll 
zogene  Rectihcation  des  Kieisty     wekhe  ei    m   den  A  E    vcn  lb^5, 

')  Da  wir  die  4cti  Eriditorum  aussetordentlich  häutg  au  erwähnen  Laien 
werden,  ao  wollen  wir  gip  künftig  regelmasaig  nur  durch  A  E  bezeichnen 
')  Daae  dieeea  nicht  immer  statthaft  ist  frttzdem  auch  in  den  Bihliotheken 
von  Leipzig,  Dresden  n  a  w  Exemplare  mit  gleichen  Eandnoten  sich  befinden 
hat  F.  Giesel  nachgewiesen  Vprgl  dessen  Delitzscher  Programm  der  Höheren 
Bürgerschule  für  Oatei'n  ISbb  Pie  Entstehung  lea  Newton  Ltibniz  schien  Pno 
ritiitsstreites  hinsichtlich  dei  Erfinlung  dPi  Infinitesimalrechnung  Anmerkung  B3 
auf  S.  17—18.        ')  Poggcndorff  I   foa 
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pag.  394 — 398   unter  der  TJebersclirift   Ohservationes  Oychmetricae  ad 

fadlitandam  Protein  accomodatae  veröffentlichbe.    Man  zieht  (Figur  4) 

an    den    Endpunkten    des    Durchmessers    BJ)    die    Berühmngslinien 

BG,   DL   und   macht   DL 

dem   dreifachen  Halbmesser 

gleich.      Dann    zieht     man 

AC  J- BD    und    sehneidet 

Ton  C  aus  die  Bögen  CE  und 

CF  von  je  6CV  ab,  worauf 

man  AEJ,  AFK  bis   zum 

Durchschnitte  mit  BG,  DL 

zeichnet.    Verbindet  man  /  J)        K    H 

mit  L  geradlinig,  so  ist,  sagt 

Kochansky,  JL  =  arc  BOD  proxime.    Ist  der  Halbmesser  zur  Einheit 

gewählt,  und  berücksichtigt  man,  dass  das  Dreieck  ÄJB  und  ebenso 

das  ihm  gleiche  ÄKD  die  Hälfte  eines   gleichseitigen  Dreiecks   ist, 

so  ergibt  sich 

AD=l,    DE=y^^^]/l2,     DL  =  3, 

-E'L=3  — |-yT2,     ZX'  =  y  — -j/iä; 

femer  JK=BD  =  2,  JK^  =  4,  folglich 

JIß  =  ^  —  |/12  =  13,3333333  —  3,464101ö  =  9,869  2317 


und  Ji  ="|/9,8692317  =  3,1415  ■  ■  ■  also  eine  Zeichnung,  welche  den 
Werth  von  x  auf  vier  Decimalstellen  liefert. 

An  diese  angenäherte  Rectification  können  wir  eine  gleichfalls 
angenäherte  geometrische  Kreisthellung  auschliessen,  welche  Carlo 
Eenaldini')  (1615 — 1698)  zugeschrieben  wird,  der  sie  in  seiner 
Schrift  De  resoJ/uMone  et  composttione  mathemaika  veröffentlicht  haben 
soll,  ßenaldiui  war  seit  1649  Professor  in  Pisa  und  seit  1657  zu- 
gleich auch  Mitglied  der  Äccademia  del  Cimento.  Als  diese  Vereini- 
gung 1667  aufgelöst  wurde,  siedelte  Renaldini,  wie  man  sagt,  weil 
das  Klima  von  Pisa  ihm  nicht  zuträglieh  war,  nach  Padua  über,  von 
wo  er  1698  sich  nach  seiner  Vateistadt  Äntona  zurückzog.  Dort 
starb  er  nach  ganz  kurzer  Zeit.  Renaldini  gab  allerdings  1668  in 
Padua  ein  Buch  des  angeführten  Titels  heraus,  aber  es  war  nur  der 
wiederholte  Abdruck  eines  Abschnittes  eines  bereits  1655  als  Opus 
maÜtematictim  erschienenen  Werkes,  und  die  Methode  Eenaldinis  ist 
zudem   keine   andere   als  die   162h   duith  Antoine   de  Ville   zuerst 


')  Tiraboschi,  Storia  della  lettetatma  Hahmn  MII,  247, 
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veröffentlichte,  welche  alsdann  Abraham  Bosse  1665  verbesserte 
(Bd.  II,  S.  672).  Wir  nehmen  Gelegenheit,  sie  hier  nachträglich 
mitzutheilen')  (Figur  5).  Ueber  dem  Durchmesser  AB  des  Kreises 
wird  das  gleichseitige  Dreieck  ABC  gezeichnet  und  AB  in  n  gleiche 

f^.  Theile  getheilt,  so  dass  AE  =  ED ^  ■ 

De  Ville  schrieb  vor,  man  solle  C  mit  B  durch 
eine  Gerade  verbinden,  welche  verlängert  den 
Kreis  in  Q  treffe,  so  sei  AQ  der  2«te,  und  bei 
AQ=QP'  folglich  AP'  der  wte  Theil  des 
Kreisumfange-s.  Bosse  veränderte  die  Vorschrift 
■  dahin,  man  solle  0  mit  dem  zweiten  Theil- 
punkte  D  des  Durchmessers  durch  eine  Gerade 
verbinden,  welche  verlängert  den  Kreis  in  P 
treffe,  so  sei  AF  der  nte  Theil  des  Kreis- 
umfanges.  ßenaldinis  Vorschrift  deckt  sich  mit 
der  von  Bosse.  Ob  sie  schon  im  Opus  mathematicum  von  1655  ent- 
halten ist,  mithin  älter  als  die  Veröffentlichung  von  Bosse,  ob  sie 
jünger  als  letztere  erst  im  Äbdrueke  von  1668  erschien,  wissen  wir 
nicht  zu  entscheiden.  Zur  rechnerischen  Prüfung  des  Verfahrens 
führt  folgende  Betrachtung  ä).     Sei  ÄO=OB^  OP=l,  so  ist 

OC^V'^,     §^-i:^=y^'     sin  OPD  =  yr!- sin  OOP. 

Femer  ^i?  =  ^  =  ^,     DO^AO-AD^"~, 

i  4-  taug  06'«'        im'—  8»  +16 ' 


»„  OCP-Yf^^^,,  sinOPZ)-]/3.Bi.OCP-T/'"'ry"jl 

r    in —  öTt-|-lti'  r     in  — ow-f-lo 

tmd 

„„„  ,    -i/m'— 8M4-16"  /lün  ■    ~\  /Sn*—2in+iS 

arc  OGP  =  arcsin  i/  t— ö-  ■       ,  „ ,  arc  OrJJ  ^^  arcsin  1/  -— „ — - — ■--■  ■ 
t    in — oJi+iD'  r     in^^bn-^i6 

Aber 

180"  =  FOD  4-  90"  +  OCF  +  OPD, 

POi)  =  ^OP  =  900—  OCF—  OFD. 

Da  nun  j40P= sein  soll,  so  setzt  die  angegebene  Construction 


yw'  — 8W  +  16      I  .     -t/Sn'~2in-\-iS 

4n'— 8J1  +  16  ">    ^^  ^'"  y  in"  — in  +  IQ 


■)  Kästner,  Oeometrische  Abhandlungen,  I.  Sammlung,  S.  266— 2H1. 
A.  J.Preaaland,  On  the  kistory  and  degree  of  certain  geometricaX  approxtmations 
pag.  1 — 2.        *)  Diese  Prüfung  hat  Kästner  I.e.  angestellt. 
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Dieses  trifft,  wie  man  sofort  sieht,  bei  m  =  4  genau  ein,  aber  auch 
bei  grösseren  n  ist  der  Fehler  nicht  sehr  beträchtlich. 

Hier  können  wir  vielleicht  zweckmässig  auch  eine  Aufgabe  der 
praktischen  Geometrie  erwähnen,  das  sogenannte  Rüekwärtsein- 
schneiden  (Bd.  II,  S.  705).  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wurde  1692 
durch  Laurent  Pothenot  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
vorgelegt  und  im  X.  Bande  ihrer  Berichte  (1730)  gedruckt,  ohne  dass 
der  frühere  Bearbeiter  der  gleichen  Aufgabe  Willebrord  Snellius 
genannt  wäre.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  dieses  Verschweigen 
eines  Vorgängers  ohne  jede  böse  Absicht  stattfand  und  auf  ÜBkenntnia 
beruhte.  Pothenot^)  war  1679  Bewerber  um  die  damals  zu  besetzende 
Professur  der  Mathematik  am  College  Royal  de  France,  unterlag  aber 
gegen  einen  gewissen  La  Montre.  Als  dieser  nach  Rochefort  ver- 
setzt worden  war,  meldete  Pothenot  sich  neuerdings  und  zwar  ohne 
Wettbewerber  und  wurde  1684  in  Besitz  der  Professur  gesetzt,  welche 
er  bis  zu  seinem  Tode  1732  behielt.  Auch  Mitglied  der  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  war  Pothenot  seit  1682.  Vor  1699 
wurde  aber  sein  Sitz  wegen  fortgesetzter  Abwesenheit  des  Inhabers 
wieder  für  frei  erklärt.  Die  Professur  dagegen  wurde  ihm  offen  ge- 
halten, und  seit  1726  hielt  er  auch  wieder  selbst  Vorlesungen. 

Prinz  Ruprecht  von  der  Pfalz  (1619—1682)  der  dritte  Sohn 
Königs  Friedrich  V.  von  Böhmen  und  der  englischen  Prinzessin  Elisa- 
beth, der  mit  König  Karl  II.  von  England  in  dessen  Vaterland  kam, 
ist  in  der  Geschichte  der  Physik  bekannt.  Er  gehörte  der  König- 
lichen Gesellschaft  an  und  zeigte  in  ihr  die  sog,  Glasthränen.  Er 
stellte  und  löste  auch  die  Aufgabe  einen  Würfel  durch  einen  ihm 
gleichen  Würfel  hindurch  zustecken.  Nachmals  löste  ein  gewisser 
Ronayne,  der  sonst  gauz  unbekannt  ist,  die  gleiche  Aufgabe,  indem 
er  den  einen  Würfel  als  Drahtgestell  anfertigte^). 

Zur  elementaren  Geometrie  im  Sinne  der  Alten  haben  wir  im 
vorigen  Bande  auch  die  Streitfrage  über  den  Contingenzwinkel 
gerechnet  und  wenn  auch  allmälig  die  Behandlungs weise  jener  Frage 
sich  veränderte,  wenn  Gesichtspunkte  hervortraten,  deren  erstes  Er- 
auf  ganz  anderem   Gebiete  liegt  und  erst  in  viel  späteren 


')  L.  Am.  Södillot,  Les  professem-es  de  inatMmatiq  fes  et  df  fhynqte  gen« 
rak  au  ColUge  de  France  im  BvJletino  Boncompagni  II   444—446  *)  Nach 

brieflicher  Mittheilung  dos  Herrn  J.  C.  Klwjfer  in  Leiiea  findet  sich  eme 
Notiz  über  diese  Aufgabe  in  einer  Fusanote  zu  pag.  222  der  ersten  Ausgabe  von 
Montucla,  Histoire  des  mathömatiques  (Paris,  175S),  in  wekher  fir  he  Auf 
lösung  selbst  auf  Wallis,  Opera  II  verwiesen  sei,  Di  Erw  hnun^  1er  Auf 
löBung  des  Ronayne  fand  H.  Hennesey  (Philoeophicai  Maga?m  Sei  j  \ol  j)9 
pag,  181  sqq.)  in  einem  geschieh Uiclicu  Buche  von  1760. 
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Kapibeln  dieses  Abschnittes  uns  beschäftigen  wird,  so  halten  wir  es 
doch  für  zweckmässig  der  alten  Gewohnheit  treu  zu  bleiben.  Wir 
erinnern  uns,  dass  es  der  Hauptsache  nach  zwei  einander  wider- 
sprechende Meinungen  über  den  Conti ngenzwinkel  gab,  deren  letzte 
Vertreter  Clavius  und  Wallis  waren  (Bd.  II,  S.  687).  Elfterer 
nannte  den  Conti ngenzwinkel  zwar  einen  Winkel,  von  dessen  Grösse 
man  zu  reden  berechtigt  sei,  der  aber  von  heterogener  Natur  als  die 
durch  grade  Linien  gebildeten  Winkel  mit  diesen  nicht  verglichen 
werden  könne.  Der  letztere  behauptete,  der  Contingenzwinkel  sei 
überhaupt  ein  non-angulum,  ein  non-quanfMm.  Wir  wissen  ferner, 
dass  der  Jesuit  Leotaud  für  seinen  Ordensgenossen  Clavius  in  die 
Schranken  trat.  Es  geschah  dieses  in  der  CydortmUda  von  1662. 
Ihr  wieder  entgegenzutreten  schickte  sich  Wallis  1667  an.  Er  ver- 
fasste  einen  vom  17.  Februar  1667  datirten  Brief  an  Leotaud.  Dessen 
Herausgabe  unterblieb  jedoch  bis  1685,  wo  der  Brief  als  Theil  der 
Defensio  Tractaä*s  de  angulo  conta^tis  et  semidrcuU  Aufnahme  fand. 
Eine  zweite  Veröffentlichung  fand  statt,  als  1693  die  Gesammtwerke 
von  Wallis  im  Drucke  erschienen^).  Indem  Wallis  zunächst  darauf 
abhebt,  Leotaud  habe  wahrscheinlich  in  Clavius  mehr  den  Ordens- 
genossen als  den  Mathematiker  vertheidigt,  was  ihm  besonders  schlecht 
anstehe,  der  selbst  gegen  einen  Ordensgenossen,  gegen  Gregorius 
von  St.  Vincentius,  die  Feder  geführt  habe  (Bd.  II,  8.  716),  setzt 
er  hinzu,  zwei  andere  Ordensgenossen,  Aynscom  und  Tacquet, 
stünden  in  der  Berührungsfrage  auf  seiner  Seite  gegen  Clavius,  be- 
ziehungsweise gegen  Leotaud.  Aus  dem  eigentlichen  Inhalte  der 
Defensio  heben  wir  als  wesentlich  hervor,  dass  Wallis  deutlich  be- 
tont, man  müsse  wirklich  vorhandene  Grossen  von  solchen  unter- 
scheiden, die  nur  im  Entstehen  begriffen  seien.  Ein  Punkt  sei  keine 
Länge,  sondern  Anfang  einer  Länge.  Eine  Linie  sei  keine  Fläche, 
sondern  Anfang  einer  Fläche.  Geschwindigkeit  sei  keine  Bewegung, 
sondern  Antrieb  zur  Bewegung.  So  sei  auch  ein  Winkel  nicht  die 
Entfernung  zweier  Linien,  sondern  ihr  Bestreben  sich  von  einander 
zu  entfernen^).  Wie  weit  die  Linien,  die  im  Vereinigungspunkte  gar 
keinen  Winkel  bilden,  im  späteren  Verlaufe  sich  von  einander  ent- 
fernen, das  hängt  von  dem  Krümmungsgrade')  ab,  den  man  zu  ver- 
gleichen habe.  Ein  Kreis  mit  kleinem  Halbmesser  sei  in  höherem 
Grade  gekrümmt  als  ein  solcher  mit  grossem  Halbmesser,  weil  gleich- 
viel Krümmung  bei  ihm  auf  kürzerer  Strecke   vorhanden   sei*).     So 

')  Walüa,  Opera  II,  631—66*.         *)  Ebenda  II,  654:  An^ulm  (seu  gradm 
divaricatmnis)  DiUatttia  non  est  sed  Inceptivus  dütantiae.  ')  Ebenda  656 ; 

graävs  eui-vitaUe.  *)  Cireuli  minoiis  arcus  est  magis  cwvu«  ttt  qui  tantimdem 
GHTvitatis  habet  in,  minori  longitudine,  adeoqwe  est  intensive  eweior. 
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spitzt  sich  schliesslich  der  ganze  Streit  auf  eine  Benennungsfrago  zu. 
Clavius  nannte  Änguhis  Contactus,  was  Wallis  viel  richtiger  Gradus 
Curvitatis  nennt,  richtiger  weil  die  Benutzung  dieses  Ausdruckes  zeigt, 
dass  Krümmung  und  Krümmung  nach  einem  und  demselben  Maass- 
stabe verglichen  werden  können,  nicht  aber  Krümmung  und  Winkel. 
Die  Gerade  hat  die  geringste  Krümmung,  von  dem  Winkel  aber,  den 
sie  mit  einer  von  ihr  berührten  Curve  bildet,  kann  man  nicht  sagen, 


■  sei  grösser  oder  klei 


ner  als  der  Winkel,  den  eine  zweite  dort  be- 


rührte Curve  mit  der  ersten  bildet:  es  ist  beidemal  ein  Nichtwinkel. 
Wallis  hat  noch  eine  zweite  Schwierigkeit  der  elementaren  Geo- 
metrie der  Untersuchung  unterworfen:  das  ParaUeknaxiom.  Seinen 
vermeintlichen  Beweis  trug  er  im  Juli  lß63  in  Oxford  vor,  veröffent- 
lichte ihn  aber  erst  1693  in  der  Abhandlung  De  postulato  quinto^), 
mithin  nachdem  das  Buch  von  Giordani  (S.  14)  schon  im  Drucke  er- 
schienen war.  Wallis  bespricht  zuerst  die  Frage,  ob  man  es  mit  einer 
des  Beweises  bedürftigen  Annahme  oder  mit  einer  Forderung  zti  thun 
habe,  und  kommt  zur  Ueberzeugung,  eine  solche  Unterscheidung  sei 
nur  Wortklauberei.  Sodann  gibt  er  ^en  von  Nasir  Eddin  (Bd.  I, 
S.  735)  herrührenden  Beweis,  welchen  Edward  Poeock*)  (1604  bis 
1691),  Professor  der  arabischen  Sprache  in  Oxford,  für  ihn  Übersetzt 
hatte.  Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  den  in  unserem  I.  Bande  ver- 
nachlässigten Beweis  hier  anzudeuten.  Drang  doch  Nasir  Eddins  Unter- 
suchung jetzt  erst  in  lateinischer  Sprache  in  die  europäische  Mathematik 
ein,  für  welche  sie  bisher  nicht  vorhanden  war.  Der  Geometer  aus  Tüs 
beginnt  mit  drei  Hilfssätzen  (Figur  6).  Erstens:  wenn  zwei  Gerade 
AB,  CD  durch  die  GH,JK,LM  ...  ^  ^ 
so  geschnitten  werden,  dass  alle 
Schneidenden  auf  AB  senkrecht  stehen, 
d.  h.  mit  ihr  nur  rechte  Winkel  bil- 
den, mit  der  CD  dagegen  Winkel, 
welche  ihren  Nebenwinkeln  ungleich 
sind,  so  dass  die  gegen  C  sich  öffnen- 
den Winkel   sämmtlich   stumpf,    die 

gegen  D  sieh  öffnenden  sämmtlich  spitz  sind,  so  nehmen  die  Schnei- 
denden gegen  D  hin  fortwährend  ab  (^ff>  JK>  LM ■  ■  ■  und  um- 
gekehrt: wenn  die  insge<!immt  /.a  AB  senkrechten  Schneidenden  in 
dem  angegebenen  Sinne  an  Gtoshe  abnehmen,  so  bilden  sie  mit  der 
CD  gegen  C  hm  stumpfe,  gegen  D  hin  spitze  Winkel.  Zweitens: 
wenn  RH  und  SQ  zu  AB  senkrecht  stehen  und  unter  einander 
gleich  sind,  so  stehen  sie  auch  zu  der  B  mit  S  verbindenden  Geraden 


'■-'   JI   K  H 


'}  Wallis    Opera  II   06'.— 67b 


)ggf  n.lirff  II,  478. 
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£F  senkrecht.  Drittens:  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  haben  als 
Winkelsamme  zwei  Rechte.  Auf  sie  stützt  sich  dann  die  weitere 
Untersuchung.  Von  den  Hilfssätzen  selbst  wird  der  dritte  in  drei 
von  einander  unterschiedenen  Fällen  (rechtwinkliges,  stumpfwinkliges, 
spitzwinkliges  Dreieck)  mit  Hilfe  des  zweiten  bewiesen,  der  zweite 
in  indirekter  Beweisführung  mit  Hilfe  des  ersten;  der  erste  leuchte 
von  selbst  ein.  Sei  es,  wirft  Wallis  hier  ein'},  aber  ist  der  Satz 
von  dem  Durchschnitt  zweier  in  derselben  Ebene  sich  einander  nähern- 
den Geraden  nicht  noch  leichter  einleuchtend,  als  diese  ganze  Vor- 
bereitung? Und  am  Schlüsse  der  Darstellung  des  ganzen  Nasir 
EddJn'schen  Beweis  Verfahrens  kommt  er  wiederholt  zu  dem  Aus- 
spruche^), man  schlage  Unverdientermassen  auf  Euklid  wegen  seiner 
nicht  unbilligen  Forderung.  Wenn  Wallis  trotzdem  einen  ihm  selbst 
eigenthümlichen  Beweisversuch  anachliesst^),  so  kann  man  voraua- 
wiasen,  dass  auch  dieser  Versuch  auf  nichts  anderes  hinauslaufen 
wird,  als  auf  den  Ersatz  der  euklidischen  Forderung  durch  eine  minder 
Der  Kern  der  Sache  ist  folgender  (Figur  7).  Steht  eine 
Gerade  AB  auf  einer  anderen  AO 
unter  einem  Winkel  auf,  so  kann  der 
Winkel  weiter  geschoben  werden 
ohne  sich  in  seiner  Grösse  zu»  ver- 
ändern, und  zwar  durch  eine  Be- 
wegung, bei  welcher  der  Schenkel 
ÄC  immer  einen  Theil  derselben  un- 
endlichen Geraden  bildet.  Der  Winkel 
j..  '  j    "^  bei  J.  ist  dann  dem  gleichliegenden 

in  jeder  von  ihm  erzielten  Stellung 
gleich  und  vereinigt  sich  mit  dessen  Nebenwinkel  zu  zwei  Rechten. 
Ist  der  Winkel  J)CA  kleiner  als  jener  Nebenwinkel,  ao  muss  CP 
zwischen  AC  und  diejenige  Lage  von  AB  fallen,  welche  entsteht, 
wenn  A  bis  nach  C  verschoben  wird.  Vorher  kann  aber  unmöglich 
aß  etwa  ganz  zwischen  CD  und  CA  fallen,  denn  wie  wollte  die  plötz- 
liche Lagenänderung  eintreten,  dass  k^  nur  rechts,  eine  ihr  gleich- 
laufende Gerade  nur  links  von  CD  sich  befände?  Demnach  muas  aß 
die  CD  in  einem  Punkte  ■x  schneiden,  so  dass  ein  Dreieck  Casr  ent- 
steht. Läast  man  alle  diese  Schlüsse  gelten,  so  kommt  nun  noch 
eine  neue  Forderung,   welche  die  euklidische   an  Gewaltsamkeit  weit 

')  Wallis  n,  670:  i'sft».  At,  inquam,  eeqms  non  faeilius  coneeperit  ut  da- 
rum, Diias  rectas  {in  eodetn  pta*M)  convergentes ,  tandem  {si  proditeatttitr)  occur- 
Buras,  quam  hunc  fotum  apparatum.  *)  Wallis  II,  073:    Quo  confirmatior 

factus  sum,  imtnerito  suggiUafiim  iri  Euclidem  propter  hoc  (non  iniguum)  Postu- 
lofttm.         ')  Ebenda  674—678. 
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öbeHrifft.  Wallis  nimmt  nämlicli  beweislos  au,  zu  jeder  Figur  itönne 
eine  ihr  ähnliche  mit  beliebiger  Veränderung  der  einzelnen  Aua- 
messuugen  erzielt  werden.  Folglich  mösse  über  der  Grundlinie  CA 
ein  Dreiecif  gebildet  werden  können,  welches  dem  Dreiecke  C«ji 
ähnlich  sei.  Heisst  dieses  Dreieck  CAP,  so  ist  P  ein  Durchschnitta- 
punkt  der  AB  und  CD,  d.  h.  diese  beiden  Geraden,  welche  mit  AC 
Winkel  bilden,  die  beide  nach  innen  schauend  eine  geringere  Summe 
als  zwei  Rechte  besitzen,  schneiden  einander. 

Der  theoretischen  Begründung  von  Theilen  der  Elementargeo- 
metrie gab  sich  auch  ein  Mann  von  hoher  wissenschaftlicher  Bedeu- 
tung hin:  Gottfried  Wilhelm  Leibniz^)  (1646  —  1716).  Wir 
werden  bei  ihm  und,  sagen  wir  es  gleich  voraus,  bei  seinem  grossen 
Nebenbuhler  Newton  im  Verlaufe  unserer  Darstellung  vielfach  auf 
einzelne  Lebensereignisse  ein  erhebliches  Gewicht  z.u  legen  haben. 
Wir  müssen  deshalb  genauer  bei  der  Lebensgeschichte  beider  ver- 
weilen, zunächst  bei  der  von  Leibniz. 

Die  Familie  Leibniz  war  aus  Polen  eingewandert.  Ein  Mitglied 
derselben  wurde  in  Leipzig  Notar  und  Professor  der  Moral.  Er 
schrieb  sich  LeibnütK,  aber  der  Sohn  Gottfried  Wilhelm  Hess  auf 
seinen  ersten  Schriften  den  Namen  in  der  Form  Leibnuzius  und 
Leibnüzius  drucken,  später  Leibnitius.  Die  Unterschrift  war 
meistens  Leibniz  und  nur  ausnahmsweise  Leibnitz.  Ein  frühreifer 
Student  von  noch  nicht  15  Jahren  wurde  Leibniz  zu  Ostern  lüGl 
in  die  Listen  der  Leipziger  Hochschule  eingetragen.  Im  Frühjahre 
1663  vertheidigte  er  als  Baccalaureus  der  Philosophie  eine  die  Logik 
betreffende  Abhandlung  und  ging  dann  auf  ein  halbes  Jahr  nach 
Jena,  wo  er  unter  Erhard  Weigel  seine  in  Leipzig  schon  ohne 
Lehrer  begonnenen  mathematischen  Studien  fortsetzte.  Grosse  Förde- 
rung erhielt  Leibniz  offenbar  nicht  durch  Weigel,  wenigstens  sagt 
er  nirgend  dergleichen^}.  1664  erwarb  Leibniz  in  Leipzig  die  philo- 
sophische Mag  ister  würde,  1665  eben  dort  das  juristische  Baccalaureat, 
1666  erlangte  er  durch  die  Schrift  DisseriaUo  de  arte  combinatoria 
das  Recht  ein  akademisches  Lehramt  auszuüben.  Noch  in  demselben 
Jahre  wurde  er  in  Altdorf  Doctor  beider  Rechte,  eine  ihm  sofort 
dort  angebotene  aus.9erordentiiche  Profes,'5ur  lehnte  er  ab. 

Das  Jahr  1667  brachte  Leibniz  in  Beziehung  zu  Joh.  Christ, 
von  Boineburg,  dem  geistreichen  ehemaligen  kurmain zischen  Mi- 
nister, und  dieser  veranlasste  sein  erstes  Eintreten  in  eine  politisch 
bedeutsame  Thatigkeit,  welche  er  von  Frankfurt  am  Main,  spater  von 

')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XVIII,  172—209.  Artikel  von  Prantl, 
welcher  Bümmtliclies  bis  1882  heranagegehene  Material  an  Briefen  u.  s.  w.  be- 
fückaicMigt.      *)  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland  S.  IM. 
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Mainz  aus  ausübte.  In  dieae  Jahre  fallen  aber  auch  Leibnizens  erste 
Abhandlimgen  Über  die  Bewegangslehre  (1670  und  1671),  welche  ihn 
unter  Anderem  mit  Oldenburg  in  London,  mit  Honoratus  Pabri 
in  Rom  in  brie fliehe  Verbindung  brachten.  Im  März  1672  ging 
Leibniz  mit  politischen  Aufträgen  nach  Paris,  und  wenn  auch  die 
Absieliten  der  Auftraggeber  keinen  Erfolg  erzielten,  für  Leibniz  war 
der  Pariser  Aufenthalt,  der  ihn  mit  dortigen  Gelehrten  bekannt  machte, 
von  grÖsster  Bedeutung. 

Im  Januar  1G7S  begleitete  er  den  kurmainzi scheu  Gesandten 
nach  London.  Oldenburg  wurde  besucht,  Collina  aber  kann  Leibniz 
damals  bei  dem  ersti^n  etwa  siebenw  ochentlichen  Londoner 
Aufenthalte  von  167d  nicht  kennen  gelernt  haben.  Sonst  hatte 
Oldenburg  in  einem  Briefe  an  Leibniz  ^om  b  April  1673  nicht 
schreiben  können:  Sciot,  nw  scriptum  tuum  mipertnsac  DocUsst  nos^-o 
CoUink),  similiter  e  Socittatf  Eigia^)  Das  musste  Leibniz  von  CoUins 
wissen,  wenn  er  mit  ihm  zusammengetroffen  wäre  und  ein  Zusammen- 
treffen beider,  ohne  dass  Oldenburg  davon  Eenntniss  erhalten  hätte, 
ist  bei  dem  engen  Verkehre  der  Londoner  Gesellschaftsmitglieder 
unter  einander  voUenda  undenkbar.  Änfengs  März  war  Leibniz  wieder 
in  Paria,  etwa  fünf  Wochen  später,  am  9,  April,  ernannte  ihn  die 
Königliche  Gesellschaft  in  London  einstimmig  zu  ihrem  Mitgliede. 

Leibniz  blieb  inzwischen  in  Paris,  wo  er  jetzt  Hujgens  per- 
sönlich kennen  lernte,  und  wo  er,  während  er  nach  den  verschiedensten 
Seiten  E'Ohlung  nahm,  um  eine  sichere  Lebensstellung  zu  gewinnen, 
immer  tiefer  in  die  Mathematik  eindrang.  Zu  einzelnen  Arbeiten 
vereinigte  er  sich  mit  Walther  von  Tsehirnhaus,  welcher  im 
September  1675  von  London,  wo  er  mit  Oldenburg  und  Collins 
verkehrt  hatte,  nach  Paris  kam. 

Im  September  1676  erhielt  Leibniz  einen  Ruf  nach  Hannover 
als  Bibliotheks vorstand  und  Hofrath  mit  einem  Jahresgehalte  von 
600  Thalem.  Er  nahm  ihn  an,  ging  aber  zunächst  im  October  auf 
wenige  Wochen  nach  London.  Das  war  der  zweite  kurze  Lon- 
doner Aufenthalt  vom  October  1676,  während  dessen  Leibniz 
mit  Collins  verkehrte. 

Im  gleichen  Monate  war  Leibniz  in  Amsterdam  bei  Hudde. 
Auch  im  Haag,  in  Delft  hielt  er  sich  bei  Gelehrten  auf  Zu  Ende 
Deeember  16T6  traf  er  in  Hannover  ein  und  verweilte  hier  fast  volle 
11  Jahre  bis  zum  October   1687.     Die   in   dieser   Zeit   entstandenen 

')  heibühena  mathematische  Schriften  herBusgegeben  von  C,  J.  Gerhardt 
1,  38.  Wir  citiren  künftig  dieae  1849  bis  1863  im  Drucke  erschienene  Ausgabe 
kurz  als  Leibniz.  Die  Bände  I  bis  IV  enthalten  den  mathematischen  Brief- 
wechsel, die  Bände  V  bis  VH  Abhandlungen. 


y  Google 


Einaelne  geomfttriaclie  UaterauthuDgen.  Leihnizena  Characteristica  geoiuetrica.   31 

Arbeiten,  gleichwie  die  früheren,  gleichwie  die  späteren  werden, 
soweit  sie  mathematischen  Inhaltes  waren,  uns  noch  beschäftigen, 
zunächst  haben  wir  es  nur  mit  der  Herstellung  eines  Ort  und  Zeit 
in  Zusammenhang  bringenden  Rahmena  zu  thun. 

Im  October  16R7  verliess  Leibniz  Hanno\fer,  um  eine  wissen- 
schaftliche Reise  zur  Durchforschung  von  Bibliotheken  und  Archiven 
in  Deutschland  und  Italien  anzutreten.  Es  sollte  Stoff  zu  einer  Ge- 
schichte des  welflschen  Hauses  gesammelt  werden,  zu  deren  Anferti- 
gung Leibniz  sich  1680  verpflichtet  hatte.  Auch  Staatsgeschäfte  wurden 
auf  dieser  Reise  besorgt,   weiche  sich  bis  zum  Juni  1690  ausdehnte. 

Wieder  beginnt  ein  durch  zahlreiche  wissenschaftliche  und  staats- 
männische Arbeiten  ausgefüllter,  durch  kleine  Reisen  ab  und  zu  unter- 
brochener zehnjähriger  Aufenthalt  in  Hannover.  Zu  Anfang  März 
1700  lud  der  Kurfürst  von  Brandenburg  Leibniz  nach  Berlin  ein. 
Es  handelte  sich  um  eine  Verbesserung  des  Kalenders,  um  die  An- 
nahme eines  Reichskalenders,  der  in  den  Daten  mit  dem  gregoria- 
nischen Kalender  übereinstimmte.  Es  handelte  sich  zugleich  um  die 
Gründung  der  Berliner  Akademie. 

Wir  beabsichtigen,  unseren  XVI.  Abschnitt  mit  dieser  Gründung 
zu  schliessen.  Gleichwohl  sei  gestattet,  Leibnizens  Lebenslauf  über 
jene  Grenze  hinaus  in  die  dem  XVII.  Abschnitte  zugewiesene  Zeit 
zu  verfolgen.  Leibniz,  von  seinem  Kurfürsten  Georg  Ludwig  von 
Hannover  beurlaubt,  nahm  im  Mai  1700  die  Einladung  an.  Am 
11.  Juli  unterzeichnete  Kurfürst  Friedrich  III.  von  Brandenburg  den 
Stiftungsbrief  der  „Socktät  der  Wissenschaften",  am  folgenden  Tage 
ernannte  er  Leibniz  zu  deren  Präsidenten,  eine  Ernennung,  welche 
aber  staatsrechtliche  Dienste  keineswegs  ausschloss,  wie  denn  Leibniz 
auch  an  den  langathmigen  Unterhandlungen  betheiligt  war,  welche 
dahin  führten,  dass  sich  Kurfürst  Friedrieh  am  18.  Januar  1701  in 
Königsberg  die  Krone  aufs  Haupt  setzte  und  fortan  König  Friedrieh  I. 
von  Preussen  hiess. 

Auch  der  andere  Monarch,  dem  Leibniz  seine  Dienste  widmete, 
Kurfürst  Georg  Ludwig  von  Hannover,  hatte  die  Anwartschaft  auf 
eine  Königskrone,  und  wir  müssen  ausnahmsweise  die  Geschichte  der 
englischen  Thronfolge,  um  die  es  sich  handelt,  berühren.  In  Karl  H. 
war  1660  wieder  ein  Konig  eingesetzt  worden,  der  nach  wenigen 
Jahren  die  Zuneigung,  die  ihm  anfangs  entgegengebracht  wurde, 
neuerdings  verscherzte.  Aber  der  König  hatte  die  Macht  in  Händen 
und  brach  den  sich  regenden  Widerstand  mit  eiserner  Strenge,  die 
er  insbesondere  seit  1680  walten  liess.  Sein  Bruder,  der  zum  Katho- 
licismus  übergetretene  Herzog  von  York,  führte  thatsä«hlich  die  Re- 
gierung,  und  zahlreiche  Todesurtheile  wurden  gefällt  und  vollzogen. 
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Karl  II.  starb  1685,  sein  eben  genannter  Bruder  erbte  als  Jakob  II, 
die  Königswürde.  Er  batte  aus  der  Zeit,  in  welcher  er  noch  Protestant 
gewesen  war,  zwei  Tochter:  Maria  und  Anna,  jene  mit  Wilhelm  von 
Uranien,  diese  mit  Georg  von  Dänemark  vermählt.  Da  wurde  1688 
die  Geburt  eines  Kronprinzen  Jakob  verkündigt,  der  in  der  Volks- 
meinung für  ein  untergeschobenes  Kind  galt,  untergeschoben,  um  die 
protestantischen  Töchter  von  der  Regierung  auszuschli essen  und  das 
katholische  Königthum  erblich  zu  machen.  Jetzt  landete  Wilhelm 
von  Oranien  mit  bewaffneter  Macht  in  England.  Volk,  Armee,  Flotte 
jubelten  ihm  zu,  und  ein  zusammentretendes  Parlament  sprach  1689 
Maria  nebst  ihrem  Gemahle,  jetzt  Wilhelm  III.,  die  durch  neue  dem 
Parlamente  vorbehaltene  Hechte  ziemlich  beschränkte  Königswürde  zn. 
Nach  ihrem  kinderlosen  Tode  sollte  die  Krone  auf  Marias  Schwester 
Anna  übergehen  Maria  starb  1694,  Wilhelm  III.  1702,  Leibeserben 
beider  waren  nicht  vorhanden,  und  Königin  Anna  bestieg  den  Thron. 
Ein  Jahr  früher  (1701)  war  mit  dem  Parlamente  die  SuccessiortrÄct 
vereinbart  worden,  welche  auch  deu  Fall  des  kinderlosen  Todes  Annas 
vorsehend,  die  Kurfürstin  Sophie  von  Hannover,  die  jüngste  Tochter 
jener  englischen  Prinzessin  Elisabeth,  welche  einst  mit  Friedrich  von 
der  Pfalz  verheirathet  gewesen,  und  ihre  Nachkommen,  sofern  sie 
protestantisch  seien,  auf  Englands  Thron  berief.  Neben  den  hier  ge- 
schilderten pohtischen  Ereignissen  gingen  noch  andere  kriegerischer 
Natur  einher,  indem  Frankreich  die  Partei  des  vertriebenen  Jakob  U. 
und  seines  Sohnes,  der  als  Jakob  III.  Anspruch  auf  die  Thronfolge 
erhob,  ergriff,  ohne  wesentliche  Erfolge  erzielen  zu  können.  Auch 
Königin  Anna  war,  soweit  ihre  Macht  reichte,  geneigt,  dem  von  ihr 
persönheh  anerkannten  Bruder  Jacob  III.  die  Nachfolge  zu  verschaffen, 
und,  was  das  Auffallendste  ist,  Kurfürstin  Sophie,  die  berufene  Erbin 
des  englischen  Thrones,  theilte  die  gleiche  Neigung. 

Leibniz  war  es  vorbehalten,  durch  mündliche  und  schriftliche 
Ueberredung  es  dahin  z\i  bringen,  dass  Kurfürstin  Sophie  endlich  ein- 
willigte, jenes  die  Erbfolge  ordnende  Gesetz  ihrerseits  gut  zu  heissen. 
Königin  Anna  starb  am  .12.  August  1714.  Kurfürstin  Sophie  war 
ihr  am  14.  Juni  vorausgegangen.  Deren  Sohn,  der  mehrgenannte 
Georg  Ludwig,  bestieg  als  Georg  I.  den  englischen  Thron.  Es  ist 
begreiflich,  dass  Leibnizens  Thafcigkeit  in  der  ganzen  Frage  kein 
Geheimnis  blieb,  und  dass,  woran  wir  uns  später  erinnern  müssen, 
die  Gegner  der  Hannoverischen  Thronfolge  in  England  um 
so  erbittertere  Gegner,  ja  persönliche  Feinde  Leibnizens 
wurden. 

Die  ganze  Zeit,  deren  Bedeutung  für  die  englische  Geschichte 
wir  hier  zu  erläutern  hatten,  war  für  Leibniz  auch  in  jeder  anderen 
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Beziehung  reich,  ausgefüllt.  Schriftstellerische  Thätigkeit  der  mannig- 
fachsten Art,  ein  ausgedehnter  Briefwechsel,  in  welchem  kaum  ein 
Gebiet  menschlichen  Denkens  undurchsprochen  blieb,  staatsrechtliche 
Gutachten  über  fast  alle  Fragen  der  damals  so  bewegten  grossen 
Politik,  daneben  persönliche  Bestrebungen,  denen  zu  Liebe  Leibniz 
oft  zwischen  Hannover,  Berlin,  Wien  unterwegs  war,  und  die  doch 
ebenso  wie  die  um  ihretwillen  unternommenen  Reisen  geheim  bleiben 
sollten,  nahmen  Zeit  und  Gedanken  Leibnizens  in  fortwährend  wech- 
selnden Anspruch,  worauf  wir  auch  später  hinzuweisen  haben  werden. 
Seine  Gönner  sahen  diese  Zersplitisrung  mit  wachsendem  Unmuthe, 
und  in  Berlin  beispielsweise  gab  man  im  December  1710  der  Societät 
der  Wissenschaften  ohne  Leibnizens  Vorwissen  einen  neuen  Direktor 
und  den  neuen  Namen  der  „Akademie  der  Wissenschaften",  unter 
welchem  sie  am  19.  Januar  1711  gleichsam  neu  gegründet  wurde. 

Als  König  Georg  I.  1714  seine  Residenz  in  London  aufschlug, 
beabsichtigte  Leibniz  ihm  dahin  zu  folgen,  und  diese  üebersiedelung 
hätte  vermuthlich  zur  Klärung  mancher  Verhältnisse  zu  englischen 
Mathematikern  beigetragen,  allein  sie  wurde  ihm  gradezu  untersagt, 
weil  das  Ministerium  bezüglich  der  in  Hannover  und  in  England  ein- 
zuhaltenden Politik  seine  Meinung  nicht  theilte,  namentlich  in  dem 
Punkte  nicht  seiner  Ansicht  war,  man  müsse  sich  jeder  Einmischung 
in  englische  Partei  Verhältnisse  von  Hannover  aus  enthalten.  Die 
letzten  Jahre  des  so  bewegten  und  inhaltreichen  Lebens  erhielten 
dadurch  einen  bitteren  Geschmack,  erhöht  durch  schwere  körperliche 
Leiden.  Als  Leibniz  am  14.  November  1716  in  Hannover  starb,  be- 
theiligte sich  an  seinem  Leichenbegängnisse  weder  der  Hof  noch  die 
Geisthehkeit.  In  der  Pariser  Akademie,  welcher  Leibniz  seit  1699 
als  Mitglied  angehörte,  wurde  durch  Fontenelle  eine  Lobrede  auf 
ihn  gehalten.  Die  Berliner  Akademie  schwieg  den  Mann  todt,  der 
sie  ins  Leben  gerufen  hatte,  und  erst  viel  später  entschloss  man  sich 
zu  der  Sühne  der  noch  jetzt  Üblichen  alljährlichen  Leibnizfeier. 

Leibniz  verlebte  {S.  30)  von  December  1676  bis  October  1687 
elf  Jahre  ruhiger  Geistesarbeit  in  Hannover.  Li  dem  dritten  Jahre 
dieses  Zeitabschnittes  im  August  1G79  brachte  er  seine  Clutracferistka 
geometrica^)  zu  Papier,  die  Arbeit,  durch  welche  er  dem  gegenwärtigen 
Kapitel  angehört.  Charaktere  nennt  Leibniz  Dinge,  durch  welche 
die  gegenseitigen  Beziehungen  anderer  Dinge  dargestellt  werden, 
während  sie  leichterer  Behandlung  als  jene  zu^nglich  sind^).  So 
ist  ein  Modell  Charakter  einer  Maschine,  eine  Zeichnung  in  der  Ebene 

')  Leibaiz  V,  141  —  171.  Vergl.  Gerhardt,  Matli.  Deutechl.  184— I8Ö. 
^  Ebenda  V,  141 ;  Characteres  sunt  res  gttaedam,  quibus  täiarum  reruin  inter  se 
rAatioTtes  exprimmititr,  et  quarum  facilior  est  quam  illaruw  iractatio. 
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Oliarakter  eines  räuiuliclien  Gebildes,  ein  Buchstabe  Charakter  einer 
unbestimmt  gelassenen  Zabl.  Geometrisches  durch  Charaktere  zu  be- 
zeichnen sei  sehr  wünschenswerth,  damit  unter  Vermeidung  des  Ge- 
wirres vieiliniger  Figuren  Sätze  einfach  an  den  Charakteren  erwiesen 
werden  könnten.  Schon  gewisse  algebraische  Grössenbe Ziehungen 
genügen  unter  Umständen.  So  bedeute  AB  =  JiG  =  AG,  dass  ABG 
ein  gleichseitiges  Dreieck  sei.  So  sei  in  AB  -\-  BG  ^  AG  der  Satz 
enthalten,  dass  die  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader  Linie  liegen. 
Aber  das  Bestreben  müsse  doch  dahin  sich  richten,  das  Geometrische 
selbst  zu  charakterisireu,  und  dazu  habe  er  wohl  zehnmal  den  Anlauf 
genommen,  bis  er  zu  einer  ihm  genügenden  von  den  ersten  Grund- 
begriffen ausgehenden  Auffassung  gelangt  sei. 

Der  Punkt  ist  das  räumlich  Meistbegrenzte  und  drückt  einfach 
die  Ruhelage  im  Baume  aus^).  Alle  Punkte  können  zusammeaf allen, 
sind .  coDgruent.  Der  Weg  eines  Punktes  nach  einem  anderen  heisst 
Linie.  Er  ist  ein  Stetiges,  denn  jeder  Theil  desselben  hat  End- 
punkte, welche  ihm  mit  einem  vorhergehenden,  mit  einem  folgenden 
Theile  gemeinsam  sind.  Der  Weg  einer  Linie,  deren  Punkte  nicht 
immer  der  eine  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  ist  eine  Ober- 
fläche, und  der  Weg  einer  Oberfläche,  deren  Punkte  nicht  immer 
der  eine  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  ist  ein  Körper.  Der 
Körper  aber  kann  nicht  bewegt  werden,  ohne  dass  alle  seine  Punkte 
immer  einer  an  die  Stelle  des  anderen  gelangen,  er  bringt  daher 
keine  neue  Abmessung  hervor*). 

Unter  den  Linien  ist  die  Gerade  besonders  hervorzuheben.  Ihr 
Begriff  ist  gleichzeitig  mit  dem  der  begrenzenden  Punkte  als  ein- 
fachster Weg  —  via  simpUssima  —  vom  einen  zum  anderen  gegeben, 
aber  die  Entstehung  der  Geraden  kann  verschiedentlich  gelehrt  werden. 
Folgende  Erzen gungs weise  ist  die  einfachste:  Die  Gerade  enthält  alle 
Punkte,  welche,  während  ein  Körper  um  zwei  feste  unbewegliche 
Punkte  in  Bewegung  versetzt  wird,  mit  jenen  beiden  Punkten  in 
Ruhe  bleiben').  Als  eine  zweite  Entstehung  wird  die  derartige  Span- 
nung einer  biegsamen  Linie  bezeichnet,  dass  sie  nicht  zu  grösserer 
Länge  ausgedehnt  werden  kann.  Des  Weiteren  definirt  Leibniz  den 
Kreis,  die  Ebene*).  Wird  ein  Linienzug  AGB  so  in  Bewegung  ge- 
')  Leibniz  V,  144;  FufKtum  ea^rimü  id  quod  in  esdensione  inaxime  limi- 
tatum  est,  nempe  simplicem  sitmn.  *)  Ebenda  146;    Via  Uneae  eiusmodi,  i*i 

puncto  eius  «o«  semper  sibi  itwictm  suecedant.  Superficies  est;  et  via  swperfieiei, 
ut  puncta  eius  non  seither  sibi  invicem  sueeedtmt  est  Corpus.  Corpus  aufeta  mo- 
veri  non  potest,  qmn  omnia  eins  puneta  sibi  suecedant,  et  ideo  n^vam  dimensionem 
non  pfoducit.  ')  Ebenda  147 :  Sit  corpas  aliquod,  cutus  duo  puncfa  stnt  tmjttota 
et  fisca,  ipsum  autem  corpus  nibilominus  moveatur,  fitnc  omnia  puncta  corporis 
guiescentia  incident  in  reclam,  guae  per  duo  puncta  fixa  tramit.      *)  Ebenda  165. 
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setzt,  dass  seine  Punkte  Ä  und  B  unbewegt  bleiben,  so  beschreibt 
der  Punkt  C  eine  Kreislinie,  Der  Ort  aller  Punkte,  die  sieb  gleich- 
massig  zu  einem  Punkte  A  wie  zu  einem  anderen  Punkte  B  ver- 
halten, wird  Ebene  genannt 

Ein  Punkt,  der  eine  Linie  durchläuft,  kann  ,//  genannt  werden, 
wobei  der  links  angebrachte  Stellenzeiger  y,  der  aber  bei  Leibniz 
noch  durch  keinen  Kunstausdruck  wie  Index  oder  dergleichen  benannt 
wird,  die  verschiedensten  Zahlenwerthe  annimmt.  Die  ganze  Linie 
heisat  alsdann  ^b,  indem  der  Stellenzeiger  mit  einem  ihn  deckenden 
wagrechten  Strichelehen  versehen  wird.  Wird  die  Linie  so  bewegt, 
dass  der  frühere  Punkt  yb  nach  fi  gelangt,  so  entsteht  eine  Ober- 
fläche ^h.  Die  gleiche  Oberfläche  niuss  als  ^!i  entstehen,  wenn  durch 
Rück  war  tsbewegung  der  Linie  jeder  ihrer  Punkte  J}  nach  ^  gelangt. 
Man  erkennt  leicht  in  ^gj^  einen  Körper,  welcher  durch  die  soeben 
beschriebene  Oberfläche  erzeugt  wird. 

Leibniz  führt  nun  einige  neue  geometrische  Zeichen  ein.  ao  (das 
Gleichheitszeichen  von  Descartes  Bd.  H,  S.  794)  bedeutet  das  Zusammen- 
fallen oder  Identischsein  ^).  Dasselbe  /eichen  aufwärts  gestellt  ^  be- 
deutet Congruenz  oder  die  Möglichkeit  durch  Bewegung  zum  Zusammen- 
fallen gebracht  werden  zu  können.  Allerdings  hat  er  mit  beiden 
Zeichen  auch  gewechselt  Congruenz  wird  mitunter  durch  :^',  Coinci- 
denz  (also  Identität)  durch  [-^l  dargestellt^),  und  in  einem  Aufsatze 
Matfiesis  universalis,  welcher  undatirt  imter  dem  Leibnizschen  Nach- 
lasse sich  vorfand,  heisst  das  links  geschlossene  oo  (das  Unendlich- 
keitszeichen von  Wallis  Bd.  II,  S.  820)  Zeichen  der  Identität*).  Kehren 
wir  zu  den  im  August  16T9  benutzten  Zeichen  zurück,  so  ist  f^  (ein 
liegendes  s  als  Anfangsbuchstabe  von  similis)  Zeichen  der  Aehnlich- 
keit.  Aehnlich  aber  ist,  was  einzeln  für  sich  betrachtet  nicht  unter- 
schieden werden  kann*);  betrachtet  man  dagegen  Aehnliches  gemein- 
sam, so  erscheint  sofort  ein  Unterschied,  das  Grössersein  des  einen. 
Gleichheitszeichen  ist  n. 

Geometrisch  richtig  darf  man  folgende  Schlüsse  ziehen:  Wenn 
a^e,b^f,c^g,d^h,  so  ist  ffl  +  &  — c-f-rfnc+/'  — ^  +  Ä. 
Wenn  a'^b  und  arnb,  so  iat  a '^  b.  Wenn  a  :x>b,  so  ist  a  iii  b, 
rt  rn  J  und  a-^b.  Wenn  femer  «,  b  und  b,  c  durch  eines  der  Zeichen 
■^i  i^ )  "^j ''"'  verbunden  sind,  so  darf  dasselbe  Zeichen  zwischen  a,  c 
gesetzt  werden.  Dagegen  darf  nicht  geschlossen  werden,  dass,  wenn 
<i  nicht  aa  6  und  J}  nicht  3o  c,  auch  a  nicht  ^o  c  sei.  Bei  Coinci- 
denzen  iat  Addition  gestattet,  bei  Congruenzen  nicht.    Aus  »  so  c  und 

'j  Leibniz  V,  150:  atqiK  ita  eadem  esse  sive  eoincidere  dicentur. 
")  Ebenda  l»ö,  ^  Ebenda  VII,  57:  Nota  coincidentiae  seu  identitalis.  ')  Ebenda 
V,  153 :   Simüia  sunt  quae  singula  per  se  cotisiderata  discemi  ttoti  posmnt. 
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l :»  d  folgt  a-b-yDC-d;  aber  obwohl  A%C,B)^,  1),  wenn  A,  B,  C,  1) 
Punkte  bedeuten,  weil  je  »wei  beliebige  Pnnkte  congruent  sind,  folgt 
doch  nicht  A  ■  li  ^  CD.  Gestattet  dagegen  ist  A  ■  B  '^  D  •  B, 
B-C'^E-F,A-C^n-F  zu  ABC^DBF  zu    vereinigen. 

Leibniz  war  von  diesen  Gedanken  so  erfüllt,  dass  er  schon  am 
H.  September  1(571)  an  Huygens  darüber  schrieb'^).  Ich  bin,  sagte 
er,  mit  der  Algebra  noch  nicht  zufrieden,  weil  sie  weder  die  kürzesten 
Wege  der  Geometrie  einschlägt,  noch  deren  schönste  Constructionen 
kennen  lehrt.  Ich  glaube  daher,  man  bedürfe  einer  besonderen  geo- 
metrischen Analysis,  welche  uns  unmittelbar  den  situs  ausdrückt,  wie 
die  Algebra  die  magnitudo. 

Darauf  erläuterte  er  in  einer  Beilage^)  jene  Begriffe,  von  denen 
eben  die  Rede  war,  und  bewies  mit  deren  Hilfe  den  Satz,  dass  die 
Kugel  durch  eine  Ebene  in  einer  Kreislinie  geschnitten  wird.  Jeder 
Kugelpunkt  Y  ist  mit  dem  Kugelmittelpunkte  A  durch  eine  Gerade 
AY  verbunden,  welche  mit  einer  bestimmten  AC  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  kann,  oder  AC  "i^  AY  iat  der  Ausdruck  für  eine  Kugel. 
Der  Ausdruck  für  eine  Ebene  ist,  vermöge  deren  Definition  (S.  35), 
AY 'li  BY,  mithin  auch  AC't^BC,  vorausgesetzt,  dass  0  ein  Punkt 
der  Ebene  sein  soll.  Aus  BC  ^  AC  und  AC  '^  AY  nebst  AY  ^  BY, 
folgt  BO^BY.  Addirt  man  au  diesem  BC  i^  BY  das  früher  be- 
kannte AC  ^  AY  und  das  selbstverständliche  AB  ^  AB,  so  entsteht 
ABC  ^  ABY.  Letzteres  ist  aber  der  der  Definition  iß.  35)  ent- 
sprechende Ausdruck  für  eine  Kreislinie,  und  somit  ist  der  ausge- 
sprochene Satz  bewiesen, 

Huygens  antwortete  am  20.  November  in  wenig  ermuthigender 
Weise'),  er  glaube  nicht,  dass  auf  die  neue  Charakteristik  grosse 
HoflhuDgen  zu  gründen  seien.  Es  ist  wohl  anzunehmen,  daas  dieses 
abfällige  Urtheil  eines  Mannes,  den  Leibniz  ungemein  hoch  stellte, 
die  Schuld  trug,  dass  Jener  mit  seinen  für  die  damahge  Zeit  aller- 
dings durchaus  neuen  Gedanken  nicht  an  die  üeffentlichkeit  trat,  daas 
er  auch  in  seinen  handschriftlichen  Privatnotizen  nicht  weit  über  das 
an  Huygens  Mitgetheilte  hinausging.  Insbesondere  hat  sich  kein 
Versuch  Leibnizens  erhalten,  auch  die  Aehnlichkeit  und  die  Bewegung 
neben  der  Congruenz  in  den  Beweisen  zur  Geltung  zu  bringen,  was 
ursprünglich  in  seiner  Absicht  lag*J. 

An  die  Schriften  über  Geometrie  schlössen  wir  in  früheren  Ab- 
schnitten solche  an,  welche  in  der  Geometrie  zu  benutzende  Vorrich- 


')  Leibniz  I,  19.  =)  Ebenda  I,  22—26.  ")  Ebenda  I,  27.  -i)  Ebenda 
V,  172:  J¥m»c  autem  ad  explicandam  rem  saus  tum  ntsi  congruentia  uleiimr, 
sepositis  in  alium  locum  similitudine  et  motu. 
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tungen  kennen  lehrten.  Wir  haben  gegenwärtig  nur  einen  solchen 
Schriftsteller  allenfalls  zu  nennen:  Michael  Scheffelt^)  aus  Ulm 
(1682 — 1720),  welcher  einen  Messstah  erfand,  der  den  Neperschen 
Rechenstäben  (Bd.  ü,  S.  723)  nachgebildet  das  Rechnen  mit  geo- 
metrischen Grössen  auf  ein  Ablesen  zunickfährte.  Die  erste  Ver- 
öffentlichung ist  von  1697.  Ihr  folgten  vier  weitere  Auflagen  bis 
1T.'!2,  ein  Beweis,  dasa  man  damals  die  Erfindung  schätzte. 

Noch  älter  ist  eine  Vorrichtung,  von  welcher  wir  vielleicht  zweck- 
mässiger im  folgenden  Kapitel  sprächen,  weil  sie  dem  Rechnen  diente, 
welche  wir  indessen  ihres  mechanischen  Wesens  wegen  hier  nennen. 
Wir  meinen  die  Rechenmaschine  von  Leibniz.  Wir  wissen  (Bd.  II, 
S.  725),  dass  Leibniz  in  Paris  die  von  Pascal  erfundene  Rechen- 
maschine sah  und  schätzte.  Dieses  hinderte  aber  nicht,  dass  er  einige 
UnvoUkommenheiten  derselben  bemerkte,  gegen  welche  er  Abhilfe 
suchte.  Schon  1673  während  des  ersten  Londoner  Aufenthaltes  zeigte 
Leibniz  seine  Einrichtung  der  Königlichen  Gesellschaft  dort  vor^), 
und  als  er  weitere  Verbesserungen  angebracht  hatte,  fand  er  auch 
bei  der  Pariser  Akademie  Beifall.  Die  Besehreibung  der  Leibnizischen 
Maschine  wurde  allerdings  erst  wesentlich  später  1710  in  den  Druck- 
schriften der  Berliner  Akademie  unter  dem  Titel  Brevis  descripHo 
machinae  anthTmticae")  veröffentlicht.  Vollkommen  war  freilich  auch 
diese  Vorrichtung  noch  nicht,  wiewohl  Leibniz  bei  den  immer  er- 
neuerten Versuchen  der  Verbesserung  grosse  Summen  —  man  erzählt 
von  24000  Thalem  —  nach  und  nach  aufgewandt  hatte. 
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Die  h ervorragender ea  Schriftsteller  haben  im  letzten  Drittel  des 
XVII.  Jahrh.  nachgrade  aiifgehört,  ihre  Kräfte  dem  elementaren 
Rechnen  zu  widmen.  Was  an  Büchern  darüber  in  den  verschiedenen 
Ländern  gedruckt  wurde,  war  höchstens  mittelgut,  und  nur  ganz  ver- 
einzelte mögen  wegen  der  weiten  Verbreitung,  welche  sie  besassen, 
genannt  werden. 

')  Weyermann,  Nachrichten  von  Gelehrten,  KünsUem  und  anderen  merk- 
würdigen Personen  aus  Ulm  {Ulm,  1798),  S,  462—463.  ')  Klügel,  Mathe- 
mathisches  Wörterbuch.  I[,  741—742  unter  „Instrumentale  Arithmetik".  Vergl, 
auch  Leibniz  I,  33  einen  Brief  Leibnizena  an  Oldenburg  vom  8.  März  1673: 
In  instnnnenfo  meo  arlthmetico  laboratur  strefvue;  ferner  Leibniz  IQ,  72  Anmer- 
kung und  Gerhardt,  Math.  Deutschi.  S.  141.        ')  Miecellan.  Berolin.  T.  l. 
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Tobias  Beutel^)  verfasste  ein  Lehrbuch:  CkursächsiscJier  Cedem- 
wald,  eine  Äritlimetik  oder  selir  nütslidic  JiechenJcunst,  welches  seit  der 
Mitte  bis  zum  Ende  des  XVII,  Jahrh.  achtmal  aufgelegt  wurde.  Die 
Regeln  sind  in  Reime  gefasst,  damit  sie  um  so  leichter  erlernt  werden 
konnten.  Darauf  beruhte  gewiss  wenigstens  zum  Theil  die  vielfache 
Anwendung  des  Lehrbuches,  welche  zum  Beispiele  in  dem  Lehrplane 
der  Franckeschen  Stiftungsschule  in  Halle  von  1702  anbefohlen  ist'). 

Ein  Vorgänger  Beutel's  in  der  Stellung  Yon  in  Reime  gekleideten 
Aufgaben  war  Arnold  Möller,  Rechenmeister  zu  Lübeck,  mit 
seinem  Güldenen  Lehrsdtatz  von  1647.  Letztere  Schrift  hat  dann 
unmittelbar  Heinrich  tho  Aapern  (1631  —  1695)  in  einem  Buche 
von  1676  als  Muster  benutzt,  welches  zwar  bis  auf  unsere  Tage 
ungedruekt  blieb^),  aber  als  Handschrift  nachweislich  einflussreich 
wirkte,  Tho  Äspern's  Rechenbuch  zerfiel  in  vier  Klassen  und  einem 
Lustgärtlein.  Die  1.  Klasse  lehrte  die  vier  gemeinen  Rechnungsarten 
an  ganzen  Zahlen,  die  2.  Klasse  an  Brüchen.  Die  3.  Klasse  hatte  es 
mit  der  Regeldetri  zu  thuo,  die  4.  Klasse  mit  Mischungsrechnungen 
(ßegula  AUigaUonis),  unbestimmten  Aufgaben  (R.  Virgimim)  und  dem 
falschen  Ansatz  {R.  Fahi).  Das  Lustgärtlein  ging  dann  über  diese 
Aufgaben  noch  hinaus.  In  seinen  Beeten  — ■  so  hiessen  die  einzelnen 
Kapitel  —  wuchsen  Ausziehungen  von  Wurzeln  zweiten  bis  neunten 
Grades,  Auflösungen  von  Gleichungen  bis  zum  dritten  Grade  ein- 
schliesslich, Untersuchungen  über  figurirte  Zahlen. 

Pran^ois  Barreme*),  ein  Rechenmeister  zu  Paris,  veröffentlichte 
1677  L'ArifhmeUque  ou  le  Ihre  facüe  pour  apprendre  l'mithmetiqm 
soi  Jmme,  welche  zahlreiche  Auflagen  nöthig  machte  und  noch  heute 
ein  sprichwörtliches  Nachleben  in  Prankreich  führt,  wo  man  bei  ein- 
fachsten Rechnungsergebnisaen  sehr  häufig  Barreme  als  scherzhafte 
Beglaubigung  anführt,  ähnlieh  wie  in  Deutschland  Adam  Riese. 

Ein  Schriftsteller  von  vermeintlicher  erfinderischer  Kraft  auf 
elementarem  Gebiete  war  Erhard  Weigel'')  (1625 — 1699),  der  zu 
Weiden  in  der  Oberpfalz  geboren  in  Halle  zum  Studium  sich  vor- 
bereitet hat  und  dort  dem  weit  und  breit  bekannten  Astrologen 
Schimpfer  als  Schreiber  diente.  Weigel,  der,  seit  er  mit  elf  Jahren 
seinen  Vater  verloren,  auf  sich  selbst  angewiesen  war  und  schon  in 

')  Unger,  Die  Methoden  der  praktischen  Arithmetik  in  historiBohPi  Ent- 
wjckelung,  S.  75,  124—125.  *)  Ehenta  S  14"  ^  R  essen  Em  ungedrucfetes 
Rechenhuch  aus  dem  Jahre  1676  ((jluckatidter  Progrimmbeili^en  tur  1895  und 
1894).         ')   Poggendorff  I,  105  ^}   l<rhard  'Weigpl      Ein  Beitrag  zur  Ge 

schichte  der-mathematischeji  WissenBchiften  auf  len  deutschen  UmverBitäten  un 
17.  Jahrhundert  von  Dr.  Bartholomaci  (ZeitMchr  Math  Phjs  MK,  «lupplpm 
S.  1—44).    Edm.  8piesa,  Erhard  Weigel  (Teipzig   18*^I) 
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diesem  zarten  Alter  fast  gleichaltrige  Kinder  im  Schreiben  und  Rechnen 
zu  unterrichten  pflegte,  kam  in  Halle  mit  Studirenden  au9  Leipzig 
in  Berührung,  welche  nicht  selten  dorthin  reisten,  um  sieh  eben  von 
Schimpfer  ihre  Nativität  stellen  zu  lassen.  Ihr  Zureden  bewog  Weigel, 
sich  ebenfalls  zur  Leipziger  Hochschule  zu  wenden,  wo  er  lb50  die 
Würde  eines  Magisters  der  Philosophie  erwarb.  Unter  seine  dortigen 
ßönner  zählte  ein  Oberst  Titel,  Festungshauptmann  der  Pleissenhurg, 
vielleicht  ein  naher  Verwandter  jenes  Basilius  Titel  (S.  22),  der 
1682  dieselbe  Stellung  einnahm  und  Mitarbeiter  an  den  A.  E.  war. 
Im  Jahre  1653  starb  der  Jenaer  Professor  der  Mathematik  Heinrich 
Hofmann,  und  Weigei  wurde  zu  seiner  Nachfolge  berufen,  eine 
Stellung,  in  welcher  er  bis  zu  seinem  Tode,  mithin  46  Jahre  hin- 
durch, verblieb.  Eine  als  Ästroffnostisch-heraldinches  Collegium  von 
ihm  angekündigte  Vorlesung  zog  mehr  als  400  Zuhörer  an,  so  dass 
er  keinen  genügenden  Hörsaal  finden  konnte  und  vor  der  Stadt  im 
Freien  seine  Vorträge  halten  musste.  Den  Gegenstand  bildete  wahr- 
scheinhch  der  Europäische  Wappenhimmel,  d.  h.  die  Ersetzung  der 
althei dmachen  Sternbilder  durch  die  Wappen  der  Europäischen  Staaten. 
Weigels  Mathematik  kann  als  Beispiel  der  Bedürfn isslos igkeit  gelten, 
welche  damals  die  ausnahmslose  Regel  an  deutschen  Universitäten 
bildete.  Die  Schriften  von  Descartes  hat  er  niemals  studirt,  er 
würde  sie  auch  nicht  verstanden  haben.  Bildete  er  sich  doch  nicht 
wenig  auf  seine  Erfindung  des  divisor  vicinus,  d,  h.  auf  die  Erfindung 
einer  Regel  ein,  die  durch  die  Formel 

h- c         b   ^  b  —  c 

dargestellt  ist.     So  ist  z.  B.  998  =  1000  —  2  und  demnach 


998         1000     '  9Ü8 

Als  sein  Hauptwerk  betrachtete  er  vollends  seine  Tetractys,  welche 
er  in  drei  verschiedenen  Schriften  der  Gelehrtenwelt  empfahl,  ins- 
besondere in  einer  Schrift')  von  1673.  Tetractys  ist  das  Zahlen- 
system mit  der  Grundzahl  4,  welches  Weigei  dem  mit  der  Grund- 
zahl 10  weit  vorziehen  zu  müssen  glaubte.  Viertheilung  sei  das 
Natürliche  und  Nächstliegende,  während  die  Zehnzahl  eiji  künstlich 
Gemachtes  sei.  Einige  Namen  müssten  zur  volksthüm liehen  Einfüh- 
rung des  Vierersystems  allerdings  neu  erfunden  werden,  und  Weigei 

*)  Erhardi  Weigelii,  Artiwm  Architectonicarmn  Supremi  Direetoris  ef, 
Prof.  Pvhl.  Tetractys,  mmmwm  tum  ÄrifJimetKoe  tum  Htüosophiae  discursivm 
compendium,  atiis  magnae  seiendi  genuina  radix.    Jenae  MDCLSXIII. 
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schlägt  daher  mitten  im  lateinischen  Texte  derartige  deutsche  Namen 
vor.  Sie  lauten  Secht  statt  viermal  vier  und  Schock  statt  viermal 
viermal  vier.  Später  ersetzte  Weigel  auch  das  Wort  vier  durch  eine 
Neubildung  Er/f,  wodurch  die  Zusammensetzungen  und  Zusammen- 
ziehungen Ziverff'  und  Dreff  für  zweimal,  beziehungsweise  dreimal  vier 
sich  herstellen  liessen.  Noch  1690  ging  Weigel  mit  dem  Gedanken 
nm,  nach  London  zu  reisen,  um  der  dortigen  Königlichen  Gesellschaft 
seinen  Divisor  vicinua,  seine  Tetractys  und  verschiedene  technische 
Erfindungen  mit  Ausschluss  einer  Schnellpresse,  welche  er  nicht  zu 
veröffentlichen  beabsichtigte,  um  die  Buchdrucker  nicht  um  Arbeit 
und  Brod  zu  bringen,  vorzulegen.  Der  dazu  erbetene  Urlaub  wurde 
ihm  jedoch  glücklicherweise  verweigert,  und  so  unterblieb  der  Ver- 
such, der  in  einer  Zeit,  in  welcher  die  fnichtbarsten  Entdeckungen 
im  Gebiete  der  höheren  Mathematik  an  der  Tagesordnung  waren, 
Weigel  nur  hätte  lächerlich  machen  können.  Wir  mussten  grade 
wegen  der  Unbedeutendheit  des  Mannes  bei  ihm  verweilen,  denn,  wie 
wir  schon  sagten,  er  gibt  uns  den  Massstab  für  die  damals  an 
deutschen  Universitäten  gelehrte  Mathematik.  Und  dieser  Mann  war 
Leibnizens  Lehrer  (S,  29)? 

Es  bedürfte  kaum  der  ausführlicheren  Darstellung,  welche  Leibniz 
zum  Schlüsse  eines  im  April  1703  an  Jakob  Bernoulli  gerichteten 
Briefes  von  seinem  Studiengange  gab'},  um  die  sichere  Ueberzeugung 
zu  hegen,  er  müsse  wesentlich  sich  selbst  Lehrer  gewesen  sein.  „Als 
ich,"  heisst  es  in  der  Nachschrift  zu  jenem  Briefe,  welche  beim  wirk- 
liehen Ausfertigen  desselben  unterdrückt  wurde  und  erst  aus  dem 
Leibnizischen  Nachlasse  bekannt  geworden  ist,  „im  Jahre  1672  nach 
Paris  kam,  war  ich  Autodidakt  in  der  Geometrie,  aber  als  solcher 
wenig  durchgebildet^).  Mir  fehlte  die  Geduld,  durch  lange  Reihen 
von  Beweisen  hindurchzueilen.  Ich  hatte  als  Knabe  eine  für  Kinder 
geeignete  Algebra  eines  gewissen  Lanzius^),  dann  die  des  Clavius  zu 
Käthe  gezogen,  die  des  Cartesius  schien  mir  zu  verwickelt."  Wir 
bemerken  hierzu,  dass  unter  jener  Kinderalgebra  wahrscheinlich  die 
Jmtitutümes  arif/imeticae  geraeint  sind,  welche  der  Ingolstadter  Pro- 
fessor Johann  Lantz*)  1616  und  1619  in  München  herausgab.  Etwas 
weiter  unten  heisst  es  in  jener  Nachschrift  dann  weiter:  „In  dieser, 
ich  hätte  beinahe  gesagt  stolzen  Unwissenheit  in  der  Mathematik 
zog  ich  Geschichte  und  Rechtswissenschaft  in  Erwägung,  dass  ich 
ihrem  Studium  mich  widmete." 

Und    in    dieser   stolzen    Unwissenheit,    möchten    wir,    Leibnizens 

')  Leibniz  III,  71 — 73.  ^  Uram  ego  Geometra  autodidactus,  aed  parum 
suhactus.        ')  Älgebram  hanzü  eitvusdam  puenlem,        *)  Poggendorff  I,  1374. 
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Worte  wiederholend,  fortfahren,  schrieb  er  1G66  seine  Dissertatio  de 
arte  combinatoria'-'),  fasste  er  nur  kurze  Zeit  darauf  den  (S,  37)  be- 
reits zur  E«de  gebrachten  Gedanken  einer  Bechemnaschine. 

Combinatorische  Betrachtungen  waren  nichts  weniger  als 
neu.  Bei  Tartaglia,  bei  Cardano,  bei  Buteo,  am  ausführlichsten 
bei  Pascal  (Bd.  E,  S.  522,  532,  562,  752),  in  dessen  1665  durch  den 
Buchhandel  Yerbreiteteu  Tratte  du  triangle  arißtmetique  hätte  Leibuiz 
sehen  können,  wie  weit  man  ihm  zuvorgekommen  war.  Aber  eines- 
theils  waren  ihm  jene  Quellen  selbst  unbekannt,  soweit  ihr  Inhalt 
nicht  in  Schwentera  Erquickstunden  (Aufgabe  32  und  33  des 
I.  Buches  dieser  in  Deutsehland  damals  sehr  verbreiteten  Sammlung) 
übergegangen  war,  anderntheils  war  der  Ausgangspunkt  und  noch 
mehr  der  letzte  Zielpunkt  Leibnizeus  ganz  anderer  Natur  als  bei 
seinen  Vorgängern.  Bei  jenen  handelte  es  sich  um  kleine  mathema- 
tische Scherze,  wenn  wir  dieses  Ausdrucks  uns  bedienen  dürfen,  welche 
bei  Cardano  Anklänge  an  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erkennen  lassen, 
bei  Pascal  erst  zu  höherer  mathematischer  Bedeutung  sich  erheben. 
Leibniz  war  der  Zeitfolge  und  vielleicht  auch  der  Geiatesrichtung 
nach  erst  Philosoph  und  dann  Mathematiker.  Schon  seit  1663  sind 
in  seinem  Kopfe  die  Keime  einer  SdenUa  generalis  vorhanden  ge- 
wesen^), einer  allgemeinen  Wissenschaftslehre,  welche  alle  Einzel- 
wissenschaften als  Unter abtheilungen  oder  Anwendungen  in  sich  fassen 
sollte.  Der  allgemeinen  Wissenschaft  sollte  auch  eine  allgemeine 
Sprache,  Lingua  rationalis,  zur  Verfügung  stehen,  welche  dem  Ge- 
danken sich  so  genau  anzupassen  hätte,  dass  sie  als  flwm  meditandi, 
als  Leitfaden  des  Denkprozesses,  zu  dienen  im  Stande  sei,  ja  dass  die 
Schrift,  ohne  welche  die  Sprache  der  Mittheilbarkeit  ausser  in  engsten 
Kreisen  enthehren  würde,  die  gleiche  Eigenschaft  der  Gedankenhilfe 
besitze.  Auch  in  dieser  Kichtung  war  Leibniz  nicht  ohne  Vorgänger. 
Er  war  nicht  der  erste,  welcher  die  Möglichkeit  einer  Weltschrift 
wenigstens  ins  Auge  faaste,  mit  welcher  allerdings  eine  Weltsprache 
noch  nicht  gegeben  wäre.  Die  chinesische  Schrift  wird  thatsächlich 
von  verschiedenen  Völkern,  von  jedem  in  seiner  Sprache,  gelesen  und 
ermöglicht  zwischen  ihnen  schriftlichen  Verkehr,  während  sie  einander 
mündlich  nicht  verstehen.  Und  auch  in  Europa  waren  seit  1661 
Versuche  in  die  Oeffentlichkeit  getreten^). 

')  Leibniz  V,  7 — 79.  ')  Die  philosophischen  Schriften  von  Gottfried 

Wilhelm  Leibniz  herausgegeben  von  C,  J.  Gerhardt  VII,  12  lin.  3  v.  u.;  JRem 
entni  ja »  a  deeinw  octavo  aelatts  anno  agitavi  ei  ^otidianis  experimentis  in 
insMuto  SKin  confi)  mahis    tametsi  rudia  satis  prima  coyifata  essent.  ')  Die 

philosophischen  Schritten  \on  Gottfried  Wilhelm  Leibniz  herausgegeben  von 
C    T   Gerhardt  Vn  b— 9 
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Jolin  Wilkins  {1614 — 1672),  einer  der  Gründer  der  Royal 
Society  in  LoiidoQ,  Prediger  daselbst  und  von  1668  an  Bischof  von 
ehester,  gab  1641  eine  Schrift  heraus,  welche  den  Titel  führte: 
Mermry,  or  the  secret  and  swift  Messenger:  skewing  how  a  Man  maij 
wit/i  Frivaey  and  Spead  cominimicate  Jiis  Thoughts  to  a  Friend  at  a 
J)ist(mce,  und  in  ihr  versuchte  er  die  Begriffe  zu  ordnen  und  in  ein 
System  zu  bringen,  um  durch  gewisse  Zeichen,  welche  ebenfalls  einem 
Systeme  angehören  sollten,  alle  überhaupt  möglichen  Begriffe  augen- 
fällig zu  machen.  Ein  zweiter  Engländer,  George  Dalgarno,  führte 
den  Gedanken  weiter  aus  und  gab  ihm  1661  in  seiner  Ars  signorum, 
vulgo  character  universalis  et  lingua  pJiilosop/tica  praktische  Gestaltung. 
Er  bildete  17  Grundbegriffe,  welche  er  durch  einfache  Buchstaben 
des  lateinischen  und  des  griechischen  Alphabetes  (von  letzterem  nur 
9j  und  v)  darzustellen  vorschlug  und  glaubte  damit  auszukommen. 
Nach  ihm  wandte  Wilkins  sich  abermals  dem  vorher  schon  bear- 
beiteten Gegenstande  zu  und  veröffentlichte  1668  den  Essay  towards 
a  Betd  Ckaraeter  and  a  Philasophical  Langtioge,  with  a  alphabeUcal 
DicUonary.  Noch  späteren  Datums  dürfte  der  Versuch  von  P.  Labbe 
sein,  von  dem  Leibuiz  1709  erzählt^),  er  habe  die  Lateinische  mittelst 
einiger  Veränderungen  mr  allgemeinen  Sprach  machen  wollen. 

Als  Leibuiz  1663  zuerst  den  Plan  fasste,  eine  Seieutia  generalis 
zu  erfinden,  war  demnach  die  erste  Schrift  von  Wilkins  und  die  von 
Dalgarno  vorhanden,  aber  ob  irgend  Jemand  auf  dem  Festlande  von 
Europa  sie  damals  schon  gesehen  hatte,  ist  mindestens  als  zweifelhaft 
zu  bezeichnen;  von  dem  jungen  deutschen  Kandidaten  vollends  kann 
mit  an  Gewissheit  grenzender  Wahrscheinlichkeit  behauptet  werden, 
er  habe  keine  Gelegenheit  gehabt,  jene  Schriften  auch  nur  dem  Namen 
nach  kennen  zu  lernen. 

Später  freilich  wurde  das  anders.  Leibniz  hat  Dalgarnos  Werk 
besessen  und,  wie  er  es  mit  den  meisten  Büchern  machte,  die  in 
seinem  Nachlasse  aufgefunden  worden  sind,  mit  Randnoten  versehen^). 
Er  vereinigt  in  seinen  Bemerkungen  Lob  mit  Tadel.  Er  meint,  Dal- 
garnos Methode  und  ebenso  das,  was  Wilkins  daraus  machte,  liefere 
einen  leichten  Verkehr  zwischen  Personen  von  verschiedener  Sprache, 
aber  sie  sei  darum  doch  keine  Characterisüca  Hetdis,  wie  er  sie  zu 
bilden  beabsichtige.  Diese  müsse  beim  Erfinden,  beim  Behalten,  beim 
Beurtheilen  eine  unüberwindliche  Kraft  entwickeln.  Sie  müsse  gleich- 
viel bei  welchem  Denkstoffe  das  zuwege  bringen,  was  arithmetische 
und  algebraische  Symbole  in  der  Mathematik  leisten. 

')  Die  philosophischen  Schriften  von  Gottfried  Wilhelm  Leihniz  heraus- 
gegeben von  C.  J,  Gerhardt  VU,  36  lin,  13  v.  u.  »)  Bhenda  VII,  7. 
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Leider  hat  Leibniz  nie  und  nirgend  genau  dargelegt,  wie  seine 
grossartigen  Absichten  zur  Verwirklichung  kommen  können.  Er  hat 
die  Zerlegung  von  Begriffen  auf  der  einen  Seite,  die  Vereinigung  von 
Begriffen  auf  der  anderen  Seite  zum  Gegenstande  von  Arbeiten  ge- 
macht. Er  hat  die  Wichtigkeit  der  Erzielung  von  Vollständigkeit 
in  der  Bildung  von  Verbindungen  erkannt.  Er  hat  auch  mathema- 
tische Symbole  unter  wenig  veränderter  Gestalt,  wie  z.  B.  ein  ein- 
geringeltes Pluszeichen,  für  logische  Operationen  angewandt,  deren 
Verwandtschaft  mit  solchen  der  Arithmetik  ihm  einleuchtete.  Aber 
die  deutliche  Auseinandersetzung,  er  verstehe  das  und  das  unter  dem 
Namen  der  Characteristica  E«alis,  hat  er  niemals  gegeben. 

Wir  haben  (S.  33 — 36)  von  Leibnizens  Characteristica  geomefcrica 
gesprochen.  Wir  erkennen  jetzt,  das  jene  Abhandlung  von  1679 
einen  Theil  jener  Absichten  erfüllen  sollte,  welche  für  die  Characte- 
ristica realis  den  eigentlichen  Gegenstand  zu  bilden  bestimmt  waren, 
dass  sie  vermuthlieh  im  Nachsinnen  über  die  allgemeinere  Aufgabe 
entstand.  Dem  Leserkreise  unseres  Werkes  gegenüber  dürfen  wir 
ferner  uns  gestatten,  hier  schon  vorgreifend  Dmge  zu  erwähnen,  welche 
eigentlich  erst  im  89.  Kapitel  zur  Rede  kommen,  und  zu  bemerken, 
daas  die  Zerlegung  der  Begriffe  in  Elementartheile  mathematisch  zum 
Differential  führen  musate.  Das  gleiche  Bestreben  verliess  Leibniz 
ebenso  wenig  bei  seinen  eigentlich  philosophischen  Untersuchungen. 
Ohne  dieselben  in  Erörterung  ziehen  zu  dürfen,  erlauben  wir  uns 
den  Namen  der  Monade  zu  erwähnen,  der  1698  zuerst^)  gedruckt  bei 
Leibniz  vorkommt,  während  er  allerdings  auch  in  einem  Briefe  an 
Fardella  von  J697  schon  gebraucht  sein  soll. 

In  der  Abhandlung  von  1666,  zu  deren  eigentlichen  Besprechung 
wir  jetzt  erst  gelangen,  hat  Leibniz  denjenigen  Theil  seines  grossen 
Planes  in  Angriff  genommen,  der  in  der  Erzielung  von  Vollständig- 
keit der  Anzahl  möglicher  Begriffsverbindungen  besteht,  und  er  hat 
der  mathematischen  Auffassung  dieser  Aufgabe  den  Namen  der  Ars 
comhina/oria  beigelegt,  der  ihr  bleiben  sollte.  Sowohl  die  Versetz- 
ungen (Permutationen),  als  die  Verbindungen  (Combinationen  des 
heutigen  Sprachgebrauches)  werden  betrachtet^.  Die  Anzahl  der 
vorkommenden  Elemente  heisst  numerus,  die  Permutationen  werden 
variationes,  die  Combinationen  complexiomts  genannt,  und  exponens  ist 
die  Klasse,  zu  welcher  combinirt  wird.  Der  Exponent  wird  auch 
zur  Bildung  von  Wörtern  benutzt,  aus  welchen  man  die  Klasse  her- 
aushört, Wörter,   die  freilich   schon  ein  altes  Gepräge  tragen.     Com- 

'}  Die  philosophiachea  Schriften  von  Leibniz  herausgegeben  von  C.  J. 
Gerhardt  IV,  511  liii,  20.  ')  Leibniz  V,  14, 
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JnnaUo  für  Verbindung  zu  Zweien  kommt  bei  vielen  römischen  Schrift- 
steilem  Tor,  eontentatio  für  Verbindung  zu  Dreien  bei  Hyginua. 
Neu  ist  bei  Leibniz  die  Schreibweise,  beziehungsweise  der  Druck  in 
Gestalt  von  comänaUo  und  conSnaUo.  Leibniz  gibt  einige  Lehrsätze 
über  Permutationszahlen  ^) ,  welche,  wenn  die  Permutationszahl  für  n 
unter  einander  verschiedene  Elemente  d.  h.  also  1  ■  2  ■  3  ■  ■  ■  j;  =  P„ 
gesetzt  wird,  und  wenn  man  den  Begriff  und  die  Bezeichnung  der 
Congmenz  der  heutigen  Zahlentheorie  entnimmt,  in  folgender  Gestalt 
auftreten : 

P.(n>i)  ^-  0     (mod.  2)  P,(„>4)  =  0     (mod.  10) 

^P^^l     (mod.  2)  ^P„  =  ^     (mod.  10) 

P„~0     (mod.  P„|,„,))  2P„  — (m— 1)P,_,  =P„  +  P,_i 

Die    Zahlen   --- ,   -— ,  ■  -  ■  — -    bilden     eine    ganzzahlige    harmonische 

Reihe.  Die  Permutationszahl  bei  theilweise  wiederholt  vorkommen- 
den Elementen  ist  auffallenderweise  unrichtig  angegeben^):  um  die 
Permutationszahl  der  Töne  ut,  ut,  re,  mi,  fa,  sol  anzugeben,  bildet 
nämlich  Leibniz  nicht  -  ^   -g=  360  sondern 

P^^j^^=^  720  —  120  =  600. 
Richtig  dagegen  ist  mit  P„_i  die  Anzahl  derartiger  Versetzungen 
von  n  Elementen  angegeben  welche  bei  cyklischer  Schreibart  als 
verschiede  ach  egelen^)  her  gelten  be  Bp  elswe  ae  abcd,  heda, 
cdai,  dahc  al  r  e  ne  Versetzu  g  we  n  s  e  m  Kre  se  augeschrieben 
sind*)  Da  wäre  etwa  das  nathemat  seh  Be  nerken  werthe  aus  der 
Abhandli  n^  Ei  zelne  Be  j.  ele  s  ud  fu  de  j  h  lo'iopbischen  Zweck 
des  Verfassers  kennz  eh  end  u  d  n  an  hndet  a  ch  lie  Erwähnung'') 
der  Lo(/ira        e  f  d  der  S    jt  ra   i     ersal  s 

Im  Jah  e  16S0  le  tete  der  Sc  ent  a  ge  eralis  zugewandte  Ueber- 
legungen  Le  bn  z  abermals  a  f  das  Gel  et  de  m  t  Z  ihlentheorie  ver- 
knüpften (  omi  nator  k  auf  d  e  Zerlegung  von  Zahlen  in  ihre  Prim- 
faktoren* V  eile  cht  stammt  a  s  jener  Ze  t  d  e  undatirt  erhaltene 
Abhandlung  De  p    n  t    s    i    1      o   b  b   e     tah  J        mJnnatotia''),  in 

')  Le  bn  z  ^    b                Ebe  <i<t  68  Eben  a  67   Dato  numero  rcrum 

variationet   s  tus              lat                    a  e  ut  in  circulo  sciipfa. 

^  Ebenda  49                D  e  ph  os  pl  sehen  's  h  iten  von  Le  bniz  heran sgegeben 

von  C.  J.  be  ha  dt  Vn   18  1  n  8               L  n  z  VII  101     113. 
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welcher  die  Tbeilbarkeit  von  (a  +1)  {a  +  2)  ■  ■  ■  (a  +  n)  durch 
1  -  2  -  ■  ■  w  hei  ganzzahligem  a  bewiesen  ist. 

Die  Ars  Combi natoria  von  1G66  wurde  ohne  Leibnizens  Wissen 
1690  in  Frankfurt  a.  M.  nachgedruckt,  wogegeu  sich  Leibniz  in  den 
Ä.  E.  von  1G91  beschwerte^).  Es  sei  ein  Unrecht,  dass  der  Drucker 
nicht  erklärt  habe,  es  handle  sich  nur  um  eine  neu  aufgelegte  Jugend- 
arbeit, denn  gegenwärtig  habe  man  das  Recht,  Anderes  und  tfereifteres 
von  ihm  zu  verlangen,  als  zur  Zeit,  da  er  seine  Erstlingsschrift  ver- 
öffentlichte. Einige  Zahle nreclmungen  seien  vollständiger  zu  voll- 
ziehen und  genauer  zu  beweisen  als  es  damals  geschehen  sei.  Auch 
auf  einen  1666  vorgekommenen  Irrthum  weist  die  Verwahrung  von 
1Ö91  hin,  der  aber  nicht  jene  Ermittelung  der  Versetzungszahl  bei 
theilweise  einander  gleichen  Elementen  betrifft,  von  der  (S.  44)  die 
Rede  war.  Jenen  Irrthum  scheint  also  Leibniz  1691  entweder  über- 
sehen oder  nicht  als  Irrthum  erkannt  zu  haben. 

Die  Combinatorik  leitet  über  zur  Wahrscheinliebkeitsrech- 
nung.  Wir  haben  hier  zunächst  eine  schon  (Bd.  II,  S.  760)  erwähnte 
Schrift  von  Jan  de  Witt  zu  besprechen,  dessen  Waerdye  van  lyf- 
renten  nar  proportie  van  los-renten  (Werth  von  lebenslänglichen  Renten 
im  Verhältnisse  zn  gewölinlichen  Renten)  von  1671,  eine  Abhandlung, 
welche  ursprünglich  nur  in  dreissig  Exemplaren  gedruckt  war,  von 
denen  durch  einen  glücklichen  Zufall  eines  aufgefunden  wurde,  nach 
welchen  1879  ein  Neudruck  hergestellt  werden  konnte^).  In  Holland 
fingen  grade  damals  die  Rentenversicherungen  auf  Lebensdauer  an 
volksthümlich  zu  werden  und  De  Witt  suchte  sie  weiter  zu  empfehlen. 
Er  fühlte,  dass  dazu  eine  Berechnung  des  Baarwerthes  einer  solchen 
Rente  auf  Lebensdauer  am  geeignetsten  sei,  und  er  gab  diese  Berech- 
nung unter  Benutzung  einer  vierprozentigen  Verzinsung,  welche  dem- 
nach damals  die  in  Holland  die  Regel  bildende  gewesen  sein  muss. 
Zweierlei  ist,  was  dabei  hervorgehoben  zu  werden  verdient;  die  Art 
der  Rabattirung  künftig  fälliger  Rentenzahlungen  auf  die  Gegenwart 
und  die  Berücksichtigung  der  Sterblichkeit. 

In  ersterer  Beziehung  hat  De  Witt  zwei  Rechner  T.  Bellechiere 
und  Jacob  Lense  benutzt,  beide  Buchhalter  der  Staaten  von  Holland 
und  Westfrieslaud,  die  jeder  für  sich  eine   durch   die   Uebereinstim- 


')  Die  philosophischen  Schriften  voü  Leibniz  herausgeg.  von  C.  J.  Ger- 
hardt IV,  1G3— 164.  *)  H.  Bierens  de  Haan,  der  glückliche  Aufflnder 
dea  Originals,  hat  den  Neudruck  bei  Gelegenheit  des  lOOjährigea  Stiftungs- 
testes einer  Amsterdamer  mathematischen  Geaellschaft,  welche  meistens  nach 
ihrem  Wahrspruche :  JKe«.  onvermoeide  arbeid  koint  alles  te  tioven,  benannt  wird, 
veranstaltet. 
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mung  der  Ergebnisse  in  ihrer  Richtigkeit  gewährleistete  Tabelle  be- 
rechneten. Wie  sie  die  Rechnung  ToUzogen,  ist  nicht  gesagt.  Da 
indessen  die  Tabelle  9  805  807  als  den  Baarwerth  von  nach  einem 
halben  Jahre  zahlbaren  10000  000  angibt  und  9  80Ö807  =  i^^2^ 
ist,  so  ist  kein  Zweifel,  dass  zur  Rabattirung  einer  nach  n  Jahren 
fälligen  Zahlung  K  auf   die  Gegenwart   die  Formel angewandt 

wurde,  moebte  n  ganzzahlig  oder  gebrochen  sein,  und  die  übrigen 
Zahlen  der  Tabelle  sind  gleichfalls  Zeugnisse  für  die  Benutzung  dieser 
Formel. 

Was  den  Einfluss  der  Sterblichkeit  betrifft,  so  wird  angenomnien, 
dass  während  der  vollen  Kraft  des  menschlichen  Lebens,  für  welche 
als  Geltungsdauer  die  ganze  Zeit  vom  4.  bis  zum  vollendeten  53.  Le- 
bensjahre vorausgesetzt  ist,  jährlich  2  der  Versicherten  sterben,  was 
ebensogut  im  ersten  wie  im  zweiten  Halbjahre  eintreffen  könne.  Von 
53  bis  zu  63  Jahren  sterben  dann  jährlich  3,  von  63  bis  zu  73  Jahren 
jährlich  4,  von  73  bis  zu  80  Jahren  jährlich  6  Personen.  Nach 
dieser  Zeit  dürfe  man  rechnungsmässig  die  ganze  Menschheit  als  ab- 
gestorben betrachten,  wenn  auch  thatsächlich  da  und  dort  einzelne 
dieses  Alter  und  sogar  nicht  unbeträchtlieh  überschreiten.  Da  also 
die  Versicherten  nunmehr  alle  als  verstorben  gelten,  so  lässt  sich 
ihre  Anfangszahl  rückwärts  berechnen.  Sie  betrug  50  ■  2  -(-  10  -  3 
+  10  -  4  +  7  ■  6  =  212.  Später  stellte  De  Witt  eine  zweite  An- 
nahme in  Rechnung,  welche  ein  wesentlich  rascheres  Absterben  der 
Menschen  in  Aussicht  nahm  und  demgemäss  den  Preis  einer  zu  er- 
werbenden Leibrente  erniedrigte.  Nach  der  ersten  Annahme  verhält 
sich  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  zwischen  53  und  63  Jahren  zu 
der  früher  vorhandenen  wie  3  :  2.  Dieses  Verhältniss  steigert  sich 
zwischen  63  und  73  Jahren  auf  2:1,  zwischen  73  und  80  Jahren 
auf  3  :  1. 

Von  diesen  Grundlagen  aus,  deren  Rechtfertigung  nicht  versucht 
wird,  sondern  die  als  einfache  Voraussetzungen  ausgesprochen  sind, 
schliesst  De  Witt  nun  weiter.  Eine  Leibrente  von  10  000  000  Stüber 
im  halben  Jahre  (1  Stüber  ist  der  zwanzigste  Theil  eines  Guldens, 
die  Rente  beträgt  darnach  eine  Million  Gulden  im  Jahre)  sei  einem 
eben  in  die  Zeit  voUer  Lebenskraft  eingetretenen  3jährigen  Kinde 
zugesichert,  so  dass  sie  am  Ende  jedes  halben  Jahres  zur  Auszahlung 
gelangen  soll.  Der  Tod  des  Kindes  kann  eintreten  im  1.,  im  2.^  im 
3.,  im  100.  Halbjahre  nach  dem  Beginne  der  Versicherung.  Stirbt 
das  Kind  im  1.  Halbjahre,  so  kommt  die  Rente  überhaupt  nicht  zur 
Auszahlung  und  ihr  Baarwerth   ist  0.     Stirbt  das  Kind  im  2.  Halb- 
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jähre,  so  hat  es  einmal  die  Beute  bezogen,  und  deren  Baarwerth  ist 
l0'">0W^9g05807      Stirbt  das  Kind  im  3.  Halbjahre,  so  kam  die 

1,04* 
Bente  sowohl  am  Schlüsse  des  1.,  als  am  Schlüsse  des  2.  Halbjahres 
zur  Auszahlung  und  der  Baarwerth  ist 

10000 000    .     10 000  000 - q  .,-  - „„ 

1,04*  1,04^ 

Genau  in  der  gleichen  Weise  wird  der  Baarwerth  sammtlicher  Renteu- 
zahlungen gerechnet,  weun  der  Empfangsberechtigte  im  4.,  5, . . . 
100.  Halbjahre  stirbt,  die  Bente  mithin  3,  4 ...  99  mal  bezog.  Im 
letztgenannten  Falle  ist  der  Baarwerth 

10  000  000    .    10  000  000    .  .    10  000  000  A^OAaaonr 


Die  Gesammtsumme  aller  Baarwerthe  bis  dahin,  welche  durch  ein- 
fache Addition  vereinigt  werden,  weil  die  Wahrsebeiuliclikeit  des 
Eintreffens  irgend  eines  dieser  B'älle  als  gleich  gilt,  ist 

0  +  9  805  807  +  19  421  192  -[ 1-  432  490  825  =  28  151  475  578. 

Soll  der  Baarwerth  der  Beuten  berechnet  werden,  sofern  der  Tod 
im    101.  Halbjahre    eintritt,    so    kommt    zu    dem    vorhergewonnenen 


433  897  951.  So  kann  man  fortfahren  bis  zum  Baarwerthe  455999472 
der  Benteneinn ahmen  de^en,  der  erst  im  120.  Halbjahre  stirbt,  und 
die  Summe  dieser  gesammten  aus  20  Zahlen  bestehenden  Gruppe  ist 

433  897  951  H \-  455  999  472  =  8  911  946  713. 

Allein  nun  trat  die  erhöhte  Sterblichkeit  ein.  Von  Bechts  wegen 
musste,  weil  die  Sterblichkeit  im  Verhältnisse  von  3  :  2  zunahm,  jeder 
Baarwerth  im  Verhältnisse  von  2 : 3  herabgemindert  werden,  und 
nimmt  man  kut  bequemeren  Becbnung  die  Vervielfachung  mit  —  nur 
einmal  bei  der  Gesammtsumme  vor,  so  gewinnt  man 

~  ■  8  911  946  713  =  5  941  297  809. 

Eine  weitere  Gruppe  von  20  Einzelbaarbeträgen  wird  nach  ihrer 
Vereinigung  in  eine  Summe   mit  -zr,  eine  letzte   von  14  Einzelbaar- 
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betnigen  nach  ihrer  Vereinigung  mit  -  -  vervielfacht  werden  müssen, 
um  der  im  Verhältnisse  von  2  :  1,  von  3  :  1  zunehmenden  Sterblich- 
keit Rechnung  nu  tragen.  Alle  auf  ihre  vors  ehr  iftsmäsa  igen  Vielfache 
zurückgeführten  Summen  geben  zusammen  40964113  73G  Stüber  als 
Baarwerth  aller  Renten,  die  überhaupt  bis  zum  Eintreffen  je  eines 
Todesfalles  im  Halbjahre  zur  Auszahlung  kamen.  Zur  Bildung  der 
genannten  Summe  kamen  erst  100,  dann  20,  dann  abermals  20, 
endlich  14  Summanden  in  Betracht.  Es  wäre  aber'  nach  De  Witt 
unrichtig,  aus  100  +  20  +  20  +  14  =  154  den  Divisor  zu  bilden, 
mittels  dessen  man  sich  den  Durchsehnittswerth  zu  verschaffen  hätte. 
Vielmehr  lässt  De  Witt  die  gleiche  Sterblichkeitsabminderung  wie 
bei  den  Baarwerthen  auch  bei  jenen  Gruppenzablen  anwenden,  d.  h. 
er  bildet 

1  .  KM)  +  ?-  .  20  +  4-  ■  20  +  4"  ■  14  ==  1^^ 


40  964  11.^  736 


-  =  320  032  138  Stüber  =  16  001  ti06  Gulden. 


Er  gewinnt  so  den  runden  Baarwerth  von  IG  Millionen  für  eine 
Leibrente  von  1  Million.  Die  Leibrente  liefert  etwa  des  Anlage- 
kapitals an  Zins,  während  die  gewöhnliche  Reute  von  4  Prozent  nur 
an  Zins  einbringt.  Die  erstere  Anlageweise  ist  also  dringend  zu 
empfehlen.  De  Witt  liess  sich  die  Richtigkeit  seiner  Schläase  von 
Johann  Hudde  (Bd.  II,  S.  801)  bestätigen. 

Mit  Wahrscheinlicbkeitsauf gaben  anderer  Art  beschäftigt  sich 
eine  Abhandlung  Beckening  van  Kanssen  (Berechnung  der  Chancen), 
welche  1687  gemeinsam  mit  einer  von  Spinoza  herrührenden  Schrift 
über  den  Regenbogen  erschien  und  vielleicht  von  dem  gleichen  Ver- 
f'aaser  herrührt.  In  ihr  ist  folgende  Aufgabe  gelöst:  A  und  B  würfeln 
mit  zwei  gewöhnliehen  Würfeln;  A  soll  gewinnen,  wenn  er  6  Augen 
wirft,  B  dagegen  muss  7  Augen  werfen,  um  zu  gewinnen;  zuerst 
wirft  A  einmal,  dann  B  zweimal,  dann  haben  A  und  B  umschichtig 
je  zwei  Würfe,  bis  ein  Gewinnwurf  fällt.  Wie  verhalten  sich  die 
Gewinn  Wahrscheinlichkeiten  der  beiden  Spieler?  Die  Antwort  lautet: 
A  :  B  =  10355  :  12270. 

Wir  haben  die  De  Wittsche  Schrift  ausführlich  geschildert,  da^ 
mit  ersichtlich  werde,  wie  sehr  die  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit 
nur  erfahrungsgemäss  bekannter  Ereignisse  und  insbesondere  die 
Lehre  von  der  Sterblichkeit   damals  noch  im  Argen  lag.     Einen  un- 
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ren  Schritt  weiter  ging  Edmund  Halley^)  (1656—1742).  Er 
war  vorzugsweise  Astronom  und  ist  am  bekanntesten  durch  seinen 
Katalog  südlicher  Sterne,  durch  die  Bahnbe Stimmung  des  nach  ihm 
genannten  HaUeyachen  Kometen,  ausserdem  durch  seine  DecÜnations- 
karte,  Dinge,  deren  blosse  Nennung  uns  hier  genügen  muss.  Aber 
auch  mathematische  Leistungen  Halleys  werden  uns  in  sehr  ver- 
schiedenen Kapiteln  dieses  Bandes  begegnen.  Gegenwärtig  haben  wir 
es  mit  einem  Aufsatze  zu  thun,  der  unter  dem  Titel:  Am  EsUmate 
of  tke  Degrees  of  tite  MortalÜy  of  Mankind,  dratcn  front  curious  Teä>les 
of  the  Births  and  Funerals  at  (he  City  of  Breslaw;  with  an  Attempt 
to  ascertain  tke  Price  of  AnnuiHes  wpon  Lives  in  den  Philosophi'cal 
Transactions  von  1693  erschien^).  Auf  verhältnissmässig  kleinem 
Eaume  ist  daselbst  eine  grosse  Menge  der  fruchtbarsten  Gedanken 
mehr  angedeutet  als  entwickelt. 

In  Breslau  waren  für  die  5  Jahre  1687 — 1691  Geburts-  und 
Todeslisten  veröffentlieht  worden,  welche  das  Geschlecht  und  beim 
Ableben  auch  das  Lehensalter,  in  welchem  es  erfolgt  war,  genau  an- 
gaben. 6193  Geburten  stehen  in  dem  ganzen  Zeiträume  5869  Todes- 
fällen gegenüber,  und  alljährhch  ziemlich  zutreffend  die  Durchschnitts- 
zahl von  1238  Gehurten  bei  1174  Todesfällen,  Der  jährliche  Ueber-- 
schuss  an  Geburten  von  1238 — 1174  =  64  oder  etwa  einem  Zwanzigstel 
der  Geburten  bringt  schwerlich  eine  Vermehrung  der  Einwohnerzahl 
hervor,  weil  annähernd  ebenso  viele  Erwachsene  zum  Kriegsdienste 
ausgehoben  werden.  Bei  dieser  stationären  Bevölkerung  —  ein 
Kunstausdruck,  dessen  Halley  sich  nicht  bedient,  der  aber  in  unserem 
Jahrhunderte  benutzt  wird,  um  das  Gleichgewicht  zwischen  Zuwachs 
und  Abnahme  der  Bevölkerung  zu  bezeichnen  —  zeigt  die  Todealiste, 
dass  von  den  1238  Neugeborenen  348  innerhalb  des  ersten  Jahres 
sterben  und  nur  890  in  das  zweite  Lebensjahr  eintreten.  Von  diesen 
sterben   weitere   198    zwiscben   Vollendung    des    ersten   und   sechsten 


Indem  Halley  die  proportionalen  von  einer  Anfangszahl  1(K)U 
beginnenden  Zahlen  der  in  jedem  Lebensalter  lebenden  Peraönhch- 
keiten  zusammenstellt,  erhalt  er  eine  Liste,  die,  sofern  nur  die  drei 
ersten  und  die  drei  letzten  Zeilen  abgedruckt  werden  sollen,  folgender- 
I  aussieht: 


')  Dessen  Todesjahr  iat  bei  Poggendorff  1,  1005  verdruükt  als  1724  an- 
gegeben, Ueber  Hallejs  Leben  und  seine  Verdienste  lun  die  Astronomie  vergl. 
Weidler,  Histm-ia  Astr<momiae  (Wittenberg,  1741)  pag,  543—546,  wo  Halley 
als  noek  lebend  bezeichnet  ist,  dann  Montucla  11,  593—599.  ')  Philoso- 

pMcal  Transactions  XVII,  596—610.     Ein   Zusatz    unter   der  Ueberschrift   Some 
t»rther  Considerations  ort  the  Breslaw  Bills  of  Mortalitg  ebenda  654—956.    Durcb 

CiMTOa,  Gcachicbto  der  Mathamatik.   III   1.    i.  Au«,  4 


y  Google 


1.  Jahr     1000     Lebende 

2.  Jahr       855     Lebende 

3.  Jahr      798    Lebende 


82. 

Jahr 

28 

Lebende 

83. 

Jahr 

23 

Lebende 

■84. 

Jahr 

20 

Lebende 

34000     Lebende. 

Die  Summe  der  in  den  verschiedenen  Lebenajahren  als  Lebende  an- 
gegebenen Anzahlen  betr^  34000,  nnd  so  gross  ist  die  der  Liste 
entsprechende  Bevölkerung. 

Halley  begründet  diese  Behauptung  nicht  näher,  aber  die  Mei- 
nung ist  augenscheinlich  die,  dass  angenommen  wird,  die  stationäre 
Bevölkerung  sammt  den  absoluten  Geburta-  und  Todeszahlen,  in  deren 
i  eintrat,  hätten  sich  seit  84  Jahren  nicht  verändert;  auch 
seien,  wie  regelmässig  in  allen  folgenden  Jahren,  1000  Ge- 
burten im  Jabre  vorgekommen,  die  Sterbefälle  mit  den  Lebensjahren, 
in  welchen  sie  sich  ereignen,  hätten  sieh  ebensowenig  irgend  verändert, 
und  die  gegenwärtige  Bevölkerung  sei  die  Summe  der  aus  allen  diesen 
Geburten  am  Leben  Gebliebenen,  indem  eine  Bevölkerungsveränderung 
durch  Ein-  oder  Auswanderung  für  ausgeschlossen  gilt  oder  doch  für 
so  geringfügig,  dass  sie  vernachlässigt  werden  darf. 

Hallej  benutzt  nun  erstlich  seine  Liste,  um  die  Lebenswahr- 
scheinlichkeit während  eines  Jahres  in  jedem  Lebensalter  zu  bestimmen. 
Wenn  neben  1.  Jahr  die  Zahl  lOUO,  neben  2.  Jahr  die  Zahl  855  mit 
der  Differenz  145  sieh  findet,  so  folgt  daraus,  dass  man  855  gegen 
145  oder  beiläufig  6  gegen  1  wetten  kann,  dass  ein  im  ersten  Lebena- 
jatre  stehendes  Kind  in  das  zweite  Lebensjahr  eintreten  werde. 
Aehnlicherweise  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  auf  englisch  tlie  odds'^), 
für  einen  Vierzigjährigen,  dass  er  weiter  sieben  Jabre  leben  werde, 
dfer  Tafel  zu  entnehmen.  Neben  40.  und  47.  stehen  die  Zahlen  445 
und  377  mit  der  Differenz  68.  Demgemäss  kann  377  gegen  68,  bei 
läufig  11  gegen  2,  auf  die  Erhaltung  des  Lebens  während  der  7  Jahre 
gewettet  werden.  Halley  fragt  weiter  nach  der  Anzahl  der  Jahre, 
auf  deren  fernere  Durchlebung  in  einem  gegebenen  Alter  1  gegen  1 
gewettet  werden  könne?  Bei  30  Jahren  z.  B.  findet  er  die  Zahl  531. 
Deren  Hafte  ist  265-^'     Nun   steht  neben  57.  die  Zahl  272,    neben 

verschiedene  Druckfehler  in  de»  Seitenzahlen  kommt  pag.  654  zweimal  in  dem 
Bande  vor.    Der  Halleysche  Zuaala  iet  bei  dem  zweiten  Vorkommen  aufcugnclien. 
Fhiloao^Kal  Transactions  kürzen  wir  künftig  als  P,  T.  ab, 
')  P.  T.  SVII,  601— «02. 
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58.  die  Zahl  262,  zwischen  beiden  Zahlen  liegt  265-^?  also  ist  gleieh- 
auf  zu  wetten  —  it  is  an  even  lay  —  dass  ein  SOjähriger  noch  zwischen 
27  und  28  Jahren  leben  werde.  In  den  Nachtrag  in  ^)  bemerkt  Halley, 
von  den  1238  Neugeborenen  der  Breslauer  Liste  seien  mit  17  Jahren 
nur  nocli  616  am  Leben,  Der  Mensch  habe  also  nicht  das  geringste 
Recht  über  vorzeitigen  Tod  —  an  unUmeJy  death  —  zu  klagen,  so- 
fern der  Verstorbene  über  17  Jahre  alt  wurde. 

Na«h  diesen  für  damals  ganz  neuen  die  Sterblichkeit  betreffen- 
den Entwickelungen  legt  Halley  das  Hauptgewicht  auf  die  Werth- 
bestimmung  von  Leibrenten.  Der  Zinsfusa,  dessen  er  sich  bedient, 
ist  6  Prozent^),  woraus  man  entnehmen  mag,  wie  wesentlich  anders 
die  englischen  Geld-  und  Handelsverhältnisse  im  Jahre  1693  gestaltet 
waren  als  die  holländischen  im  Jahre  1671.  Der  bri^sche  Loga- 
rithmus Yon  1,06  ist  auf  6  Decimalstellen  genau  10  ^  9,974694, 
oder  9,974694  ist  die  arithmetische  Ergänzung  ■ —  the  arithmeti- 
cal  compUment  —  jenes  Logarithmen,  und  9,974694m  —  lOw  ist  der 
Logarithmus  des  Baarwerthes  der  an  alle  in  n  Jahren  noch  Lebende 
zu  zahlenden  Rente  vom  Betrage  1.  Zu  ihm  muss  daher  der  Loga- 
rithmus der  Anzahl  dieser  Lebenden  addirt  werden,  um  sodann  mittelst 
einer  Logarithmentafel  den  Baarwerth  der  Gesammtleistung  der  Ver- 
sicherungsgesellschaft nach  n  Jahren  zu  finden.  Diese  Rechnung  muss 
für  alle  Jahrgange,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  n,  durchgeführt  und 
die  Summe  der  sämmtlichen  Baarwerthe  durch  die  Zahl  der  in  der 
Gegenwart  Lebenden  dividirt  werden.  Der  Quotient  lehrt,  was  einem 
gegenwärtig  Lebenden  eine  Leibrente  vom  Betrage  1  werth  ist.  Halley 
hat  diese  Rechnung  durchgeführt,  indem  er  als  gegenwärtiges  Älter 
1,  5,  10  Jahre  und  stets  um  5  Jahre  zunehmend  zuletzt  70  Jahre 
annahm.     Er  findet 


Baarweri 

th  der  Leibrente 

1 

bei 

1 

Jakre  ist 

10,28 

„ 

„           „ 

1 

j, 

ö 

II       II 

13,40 

_"_  1  _ 

1 

" 

10 

13,44 

„  „         1    „    ^0      „       »     5,32. 

Im  Gegensatze  zu  De  Witt  erkennt  Halley  in  somtn  Zahlen  emen 
Grund  zm'  Abmahnung  von  dem  Ankauf  von  Leibrenten,  und  auch 
hieraus  erkennt  man,  wie  grundverschieden  die  Verhältnisse  waren, 
innerhalb  derer  beide  lebten.  In  England  war*)  vor  kurzem  ein 
14  Prozent  Jahreszins  gewährendes  königliches  Anlehen    ausgegeben 

')  P.  T.  XVII,  655.        =)  Ebenda  603.         ')  Ebenda  604    (he  p]e!.ent  Fund 
lately  granted  to  their  Majestks  gvoing  X4  jjer  Cent  per  Awnum 
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worden,  wodurch  man  um  wenig  mehr  als  7  als  Ankaufspreis  eine 
Rente  1  erhielt,  was  bei  der  Leibrente  erst  in  hohem  Alter,  zwischen 
60  und  65  Jahren  möglich  war. 

Halley  wendet  sieh  hierauf  znr  Frage  des  Ueberlebens  bei 
zwei  Personen  verschiedenen  Alters.  Nach  der  Tabelle  sind  610  [N) 
im  Alter  von  18  und  490  (n)  im  Alter  von  35  Jahren  vorhanden; 
8  Jahre  später  sind  560  (R)  im  Älter  von  26  und  417  (r)  im  Alter 
von  43  Jahren  vorbanden,  während  50  (Y)  von  der  jüngeren  und 
73  (i/)  von  der  älteren  Gruppe  starben.  Die  beiden  Gleichungen 
N  ^=  R  -{-  Y,  n  =  r  -\-  y  werden  miteinander  vervielfacht  und  liefern 
Nn  =  Rr  -\-  Yp  +  Rp  -\-  Yr.  Sämmtliche  fünf  Glieder  dieser  neuen 
Gleichung  haben  eine  leicht  verständliche  Bedeutung.  Nn  bedeutet 
die  Anzahl  der  verschiedenaltrigen  Paare,  welche  aus  allen  zu  Anfang 
Lebenden  gebildet  werden  konnten,  Rr  dasselbe  für  den  späteren 
Zeitpunkt.  Yy  ist  die  Anzahl  der  verschiedenaltrigen  Paare  unter 
den  aus  beiden  Gruppen  Verstorbenen.  Ry  zeigt  das  Ueberleben 
eines  Jüngeren,  Yr  das  eines  Aelteren  an,  und  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  jeden  Ereignisses  wird  mittels  Division  des  ihm  entsprechenden 
Produktes  durch  Nn  gefunden.  Halley  hat  diese  Darstellung  auch 
mit  Hilfe  einer  Zeichnung  versinnlicht^)  (Figur  8).  Aus  den  Seiten 
AB  ^  N  und  BD  =  n,  welche  in  H,  beziehungsweise  in  /,  in  ihre 
Abschnitte  R -\-  Y,  r -\-  y 
^  T  C  zerlegt  sind,  bildet  er  ein 
Rechteck  und  zieht  ÜE  \\  BD, 
IF\AB.  So  entstehen  inner- 
halb des  grossen  Rechteckes 
die  vier  kleineren,  deren  Ver- 
hältnisse zum  grossen  die 
Wahrscheinlichkeiten  dafür 
darstellen,  dass  nach  der  an- 
p. '"^I,  gegebenen  Frist   beide   Per- 

sonen am  Leben  seien  oder 
beide  todt,  oder  die  jüngere,  die  ältere  allein  noch  am  Leben. 
Wird  in  B  senkrecht  zur  Ebene  ABCD  eine  Gerade  BK  ^  v  ge- 
dacht, deren  Theile  q  und  v  heissen  sollen,  so  entsteht  leicht  ein 
Parallelopipedon  Nnv,  welches  durch  Schnittebenen  in  die  8  kleineren 
Parallelopipeda  Rrp,  Yyv,  Rrv,  Byp,  YrQ,  Byv,  Yrv,  YyQ  zer- 
fällt, deren  Verhältnisse  zum  grossen  Parallelopipedon  die  Wahr- 
scheinlichkeiten ausdrücken,  dass  drei  in  Untersuchung  genommene 
Personen   nach    einer   bestimmten   Frist   noch   leben,   oder   alle    drei 


H^A 


')  P.  T.  XVn,  605-6( 
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verstorben  sind,  oder  zwei  derselben  noch  leben,  oder  endlich  nur 
noch  eine. 

Wenige  Jahre  nach  Halleys  Veröffentlichung,  nämlich  1699, 
gründete  Stansfeld  in  London  eine  Wittwen-  und  Waisenkasse, 
Society  of  Assurance  for  Widows  and  Orpkans,  in  deren  Satzungen 
die  Sterblichkeit  so  weit  berücksichtigt  war,  als  das  Beitrittsalter  auf 
höchstens  50  Jahre  bestimmt  war  und  die  Sterblichkeit  zu  -rr  an- 
genommen wurde^).  Nach  heutigen  Erfahrungen  ist  bei  50  Jahren 
die  Sterblichkeit  0,01814. 

Während  in  Holland  und  England  die  Zinseszinsreehnung  wenig- 
stens innerhalb  der  hier  besprochenen  Leibrentenberechnung  als  in 
dem  Maasse  selbstverständlich  betrachtet  wurde,  dass  eine  Begründung 
derselben  überflüssig  erscheinen  mochte,  lag  die  Sache  iu  Deutsch- 
land wesentlich  anders.  Der  bekannte  sächsische  Jurist  Benedict 
Carpzow^)  (1595^ — 1666),  dessen  Vorschriften  fUr  die  Rechtsprechung 
lange  Jahrzehnte  hindurch  als  unanfechtbar  galten,  bediente  sich  bei 
Berechnung  des  Interusuriums,  d.  h.  des  Abzugs,  welchen  der 
Gläubiger  sich  gefallen  lassen  musa,  wenn  eine  nach  der  Zeit  t  zahl- 
bare Schuld  S  durch  Baarzahlung  getilgt  werden  will,  der  Methode 
dass  er  fragte,  welchen  Zins  z  jenes  S  m  der  Zeit  t  abwerfe  und 
dass  er  dann  dieses  g  von  iS  abzog,  eine  Methode,  welche,  so  grund- 
falsch sie  ist,  übungsmässig  bis  auf  unsere  Tage  gestattet  wird,  wo 
es  um  die  sogenannte  Discontirung  eines  nach  verbältniss- 
mässig  kurzer  Frist  fälligen  Wechsel  sich  bandelt. 

Leibniz  hat  in  den  A.  E.  von  168ß  die  Interusuriumsfrage  be- 
handelt^). Sein  Gfedankengang  ist  folgender.  Die  Summe  1  sei  nach 
einem  Jahre  zahlbar,  und  der  Ziusfuss  sei  5  Prozent  oder  -  des 
Kapitals,  sors,  wo  die  Zahl  v  bei  dem  angenommenen  Zinsfusse  den 
Werth  20,  bei  anderem  Zinsfusse  einen  anderen  Wert  besitzt.  Zahlt 
der  Schuldner  dem  Gläubiger  jetzt  schon  1,  so  wird  er  für  diesen 
Betrag  Gläubiger  seines  bisherigen  Gläubigers,  und  wenn  letzterer 
auch  am  Jahresende  die  Rückgabe  der  Summe  1  gegen  seine  eigene 
alsdann  fällige  Forderung  wettschlagen  kann,  so  muss  er  doch  den 
Zins  mit  —  bezahlen.  Diesen  Zins  vergüte  er  gleich  jetzt,  beziehungs- 
weise gestatte,  dass  der  Schuldner  ihm  nur  1  —  auszahle,  so  wird 
der  Schuldner  am  Ende  des  Jahres  neuerdings  als  Schuldner  mit  dem 

')  Cornelius  Walford,  History  of  Life  Äsmrance  in  th^  united  King- 
dom. ')  Aügemeine  deutsche  Biographie  IV,  11—20,  Artikel  von  Mnther. 
')  Meditatio  inridieo-mathematica  de  intemsurio  siniplice.  Einen  Abdruck  dieser 
Abhandlung  vergl.  Leibniz  VII,  125  —  132. 
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Betrage  — ^  erscheinen.  Dessen  Eaarbezahlurig  erfordert  abermals  am 
Ende  des  Jahres  eine  Verzinsung  mit  -,,  welche  der  urapninglicLe 
Gläubiger  dem  uraprünglichen  Schuldner  zu  entrichten  hat.  Setzt 
man  diese  Betrachtungen  ins  Unendliche  fort,  so  erscheint  als  Baar- 
werth  der  nach  Jahresfrist  fälligen  Forderung  1  die  Summe 

i_i  +  j',_i.  +  .... 

Die  Summe  dieser  unendlichen  geometrischen  ßeihe  ist  aber  —j—[! 
oder  mit  anderen  Worten:  ihr  v  -\-  1  faches  ist  v.  Leibniz  beweist 
dieses  durch  Ausführung  der  Multiplikation.     Die  »»lache  Reihe,  sagt 

er,    ist   V  ^  1  -| --!  +  ■■■)    «üe    einfache    1  ■ 1 — ^ ■  - , 

und  deren  Summe  ist  v.  Alsdann  geht  Leibniz  weiter  zur  Unter- 
suchung, welcher  Baarwerth  für  die  in  zwei  Jahren  fällige  Forderung 
1  gezahlt  werden  müsse,  und  er  findet  die  unendliche  Reihe 

Ihre  Entstehung  ist  diese.  Die  Baarzahlung  1  bringt  innerhalb  eines 
Jahres  —  Zins,  innerhalb  des  zweiten  Jahres  ebenso  viel.  Werden 
diese  —  jetzt  schon  von  der  Zahlung  zurückbehalten,  so  geben  sie 
zur  Hälfte  Zins  über  1  Jahr,  zur  anderen  Hälfte  Zins  über  2  Jahre, 
was  zusammen  -,-  ausmacht  u.  s.  w.  Die  Summe  der  erhaltenen  Keihe 
leitet  Leibniz  nicht  ab;  er  sagt  einfach,  sie  sei  (  , -r)  ■  Aehnlicher- 
weise  bemerkt  er,  bei  dreijähriger  Dauer  bis  zur  Fähigkeit  sei  der 
Baarwerth  1  — —  -\ — j-  —  ,  -j — r  —  ■  ■  ■  ^^^  den  aufeinander  folgen- 
den Drei  eck  szahlen  als  Zählern  der  einzelnen  Gheder  und  mit  der 
Summe  1  ,  j  u,  s.  w.  Man  könne,  fährt  er  fort,  die  Rabattirung 
auch  immer  von  einem  Jahre  zu  dem  nächstvorhergehenden  vor- 
nehmen. Die  -~^-rr,  welche  aus  1  entstanden,  werden  bei  abermaliger 
Rabattirung  zu  I-  j  ,  diese  bei  nochmaliger  zu  (^v-j-)  ,  und  so 
liefere  die  Rabattirung  von  1  über  a  Jahre  den  Baarwerth  I  ■  ^  |  , 
welches  Leibniz  in   der  Form  [ct]      .       drucken  liess. 

Gegen  Schluss  des  Aufsatzes  behielt  Leibniz  sich  vor,  eine  Fort- 
veroffentlichen,  welche   mit  Leib 
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sollte,  er  hat  dieses  Vorhaben  aber  niebt  ausgeführt;.  Ein  in  Leib- 
nizens  Nachlasse  aufgefundener  kurzer  Aufsatz^)  war  möglicherweise 
schon  entworfen,  als  die  Abhandlung  von  1Ö83  erschien,  und  wurde 
gleich  so  manchem  Anderen  zurückbehalten.  Jedenfalls  wäre  eine 
Veröffentlichung  nach  Halley,  also  nach  1693,  unmöglich  gewesem 
indem  Leibniz  noch  den  Standpunkt  einnahm,  die  voraussichtliche 
Lebensdauer  des  Rentennehmers  ohne  jegliche  Begründung  nach  Gut- 
dünken anzunehmen  und  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Die  Untersuchungen  über  Zinseszinsrechnung  finden  einen  Fort- 
setzer in  einem  Mathematiker,  mit  dessen  Persönlichkeit  das  86.  Ka- 
pitel uns  bekannt  machen  wird.  Es  war  Jakob  BernouUi,  der  im 
Maihefte  1690  der  A.  E.  die  Frage  nach  augenblicklichem  Zinses- 
zins stellte^).  Ist  a  die " Anfangsschuld,  h  der  bedungene  Jahreszins, 
so    wächst    nach   Bemoulii    die    Schuld    innerhalb    eines    Jahres   auf 

a  -|-  Ä  -f"  "^ h  n — i"~i  +  ■  ■  ■  ■     Eine   Ableitung    dieser   Formel    gibt 

BernouUi  nicht;  es  ist  indessen  nicht  schwer,  sich  von  ihrer  Richtig- 
keit zu  überzeugen.  Die  Reihe  ist  nämlich  in  anderer  Form  ge- 
schrieben: 

«[i  +  l  +  A(l)'  +  r^^(iy  +  -]  =  «-^  =  «A 

wenn  p  den  Jahreszinsfuss  bedeutet,  vermöge  dessen  b  ^  j^,  —  =  -^ 
ist.  Ist  aber  jp  der  Jahreszinsfuss,  so  ist  —  der  relative,  oder  mit 
Jakob  BernouUi  zu  reden,  der  proportionale  Zinsfuss,  der  für  die 
Dauer  von  -  -  Jahr  in  Rechnung  zu  ziehen  ist.  In  einem  ganzen 
Jahre  wächst  demnach  a  zu 


100  + 


und  bei  augenblicklicher  Verzinsung,  d.  h.  bei  n  =  oo,  gebt 

100« 

(i  +  ik)'  '-- 

mithin  das  Endergebniss  in  ae™  über. 

Wieder   in   der  Zeit  vor  1700  wurde  eine   bedeutsame   Erweite- 
rung der  Wahrscheinlichkeitsbetraebtungen   nach    der  Richtung   vor- 

')    Der  Aufsatz  De   rtdüibus   ad  vitam.    Vergl.  Leibniz  VH,  133—137. 
Si  ereditor  aliquis  pecuniani  auam  foenori  expowit  ea  lege,  ut  singulis  momentis 
pairs  proportionalis  uswae  annttac  sorti  annui/ieretur.    Der  Aufsatz  ist  abgedruckt 
in  Jac.  BernouUi  Opera  I,  427—431. 
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genommen,  dass  man  sie  auf  Geistesthatsachen  ausdehnte.  John 
Craig^),  ein  Schotte,  der  etwa  seit  1G80  in  Cambridge  studirte, 
später  an  verschiedenen  Orten  als  Geistlicher  lebte  und  zuletzt  in 
London  sich  niederliess,  wo  er  1731  starb,  veröffentlichte  1699  ein 
Buch  Tkeologiae  Christimtae  prindpia  maßieniatica,  in  welchem  die 
ZuverMasigkeit  menschlicher  TJebertragung  der  Prüfung  unterzogen 
wurde.  Craig  nahm  an,  die  Glaubwürdigkeit  nehme  im  Quadrate  der 
Zeit  ab.  Daraus  zog  er  die  Folgerung,  der  Glaube  an  die  Wahrheit 
der  christlichen  Religion  werde  im  Jahre  3150  so  herabgemindert 
sein,  dass  er  als  nicht  mehr  vorhanden  gelten  müsse.  Der  jüngste 
Tag  werde  aber  prophezeitermassen  eintreten,  ehe  aller  Glaube  er- 
loschen sei,  folglich  sei  das  Weltende  vor  3150  zu  erwarten. 

Mit  der  abnehmenden  Glaubwürdigkeit  menschlicher  Zeugnisse 
beschäftigte  sich  auch  ein  1699  anonym  erschienener  Aufsatz*): 
A  CalculaUon  of  the  credibility  of  human  tesUmony. 
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Reihen.     Mereator.     Brouncker.     Gregory.     Newton. 

In  dem  Leibnizischen  Aufsätze  über  Zinseszinsrabattirung  von 
1683  kommt,  wie  wir  (S.  54)  bemerkt  haben,  die  Summe  der  unend- 
lichen geometrischen  Reihe  mit  wechselnden  Vorzeichen 

vor,  welche  bewiesen,  nicht  abgeleitet  wird.  Schon  seit  14  Jahren 
waren  damals  Untersuchungen  über  unendliche  Reihen  als 
solche  zum  Drucke  gelangt,  war  durch  James  Gregory  (Bd.  II, 
S.  718)  der  Kunstausdruek  der  Convergenz  bekannt  gegeben.  Zahl- 
reiche, hochbedeutsame  Fortschritte  auf  der  neuen  Bahn  sind  zu  ver- 
zeichnen, deren  Darstellung  wir  uns  zuzuwenden  haben^). 

Man  eröffnet  die  Reihe  der  zu  nennenden  Namen  wohl  am  rich- 
tigsten mit  Nicolaus  Mercator*).  Der  eigentliche  Name  war 
Kaufmann,  sein  Geburtaland  Holstein.  Von  Kopenhagen,  wo  Mer- 
cator  studirte,  und  wo  er  auch  nach  vollendeten  Studien  noch  längere 
Zeit  blieb,  wandte  er  sich  nach  London.  Dort  gehörte  er  der  Royal 
Society  an,  dort  verfasste  er  unter  anderen  Schriften  auch  die  Loga- 

')  Rouse  BaU,  A  History  of  the  study  of  mathentatics  ad  Cambridge, 
pag.  77—78.  ')  P.  T.  XXI,  359—366.  »)  Vergl.  inebesondere  Eeiff,  Ge- 

schichte der  unendlichen  Reihen.  Tübingen,  1889.  Wir  citicen  dieses  sehr  zu- 
verlässige  Werk  kum  als  Reiff.  *)  Nouvelie  Biographie  universelle  XXXV, 

12—13. 
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nfhmotechnia^)  von  1668.  Später  wandte  er  sich  nach  Paris  und 
wirkte  bei  der  Anlage  der  Wasserkünste  von  Versailles  mit.  Er 
starb  1687  in  Paris.  Mercator  hatte,  gleich  allen  Zeitgenossen,  welche 
irgend  über  mathematische  Gelehrsamkeit  verfügten,  des  Wallis 
Arilhmetica  Inßniiorum  von  1655  studirt.  Er  wnsste,  dass  der  Satz 
Giltigkeit  besass,  welchen  wir  {Bd.  II,  S.  904)  in  der  erheblich  späteren 

Form   von    j  X^dx  =  -^pj   augge.sp rochen  haben.     Äehnlicher  Sum- 

mimng  waren  auch  Ausdrücke  zu^nglich,  bei  denen,  wenn  wir  jene 

späte  Schreibweise  beibehalten,  /  (x'"'  -)-  ^X^  +  ■  ■ '  ~l"  x">')d'x  in  Frage 

kam,  oder,  noch  anders  ausgedrückt,  Waihs  und  seine  unmittelbaren 
Schüler  waren  im  Stande  die  Flache  zu  quadriren,  deren  Begrenzung 
aus  der  Abscissenaxe,  aus  zwei  Ordinaten  und  aus  der  Cnrve  von 
der  Gleichung 

2/  ==  a,a;^  +  a^aT'  -[-.-.  -j-  a,,x'> 

bestand.  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  —  das  wusste  man  seit 
1647  durch  Gregorius  a  Sto.  Vicentio  (Bd.  II,  S.  896)  ^  maass 
jene  Fläche  sich  durch  die  Logarithmen,  vorausgesetzt,  dass  eine 
Asymptote  der  Hyperbel  als  Abscissenaxe  gewählt  wurde.  Aber  die 
Hyperbelgleichung  hatte  in  diesem  Falle  nicht  die  oben  angegebene 
Gestalt,  sie  hiess  vielmehr  xy  =  1,  und  deshalb  misslang  jeder  Ver- 
ein! gungs  versuch  der  beiden  Ergebnisse  zu  einem  einzigen  Satze. 

Hier  war  der  Punkt,  wo  Mercator  einsetzte.  Er  veränderte  die 
Hyperbelgleichung  in  j/  =  j-t.—  und  wagte  es,  die  in  dem  Ausdrucke 
^j— -  angedeutete  Division  nach  den  gewohnlichen  Regeln  der 
Buchstabenrechnung  auszuführen.     Er  setzte  also 

T— j-  ■  =  1  —  a  -^  a^  —  «*  +  ■  ■  ■  in  infinitum. 

Für  unsere  heutigen  Begriffe  ist  das  ein  Schritt  von  fast  naiver  Ein- 
fachheit, aber  damals  war  er  ne\i  und  von  einer  Tragweite,  welche 
die  Zeitgenossen  kaum  zu  ermessen  im  Stande  waren,  so  hoch  sie 
auch  Mereators  Erfindung  sofort  schätzten. 

Vermöge  dieser  Reihenentwicklung  neuer  Art  war  Mercator  im 
Stande 


')    Sie    ist    abgedruckt   im    I.   Bande    der    Scriptores    logarithmici,    welche 
aois  Mageres  in  sechs  Bänden  (London,  1791— X807)  herausgab. 
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1 1  + 

mit 


_(!-»  +  «'- 


■  ■)da  - 


5  (1  -f"  «)  ^u  verbinden  und 


T-T  +  - 
die  logarith- 


(che  Reihe  zu  erfinden. 
Hat  er  sie  erfunden?     Hat  er  die  Gleichung 


log(l  +  o)-« 


wirklich  angesetzt?  Sie  kommt  in  ihrer  unmittelbaren  Gestalt  zwar 
nicht  in  der  Logarithmotechnia  vor,  aber  auf  der  letzten  Seite  dieser 
Schrift  ist  die  Invmtto  mmmae  logarithmomm,   d.  h.  die   abermalige 

Integration  f  log  {l -]- a) da  yoUzogen,  und  ihr  Ergebnias 


/■» 


{l  +  a)da  = 


^'s 


kann  doch  kaum  in  anderer  Weise  gefunden  worden  sein,  als  indem 
Mercator  den  Logarithmus  durch  seine  Potenzreihe  ersetzte,  wie  er 
es  TOrher  mit  dem  Quotienten  y^~  gß^'^'^^t  hatte. 

Das  gleiche  Jahr  1668  sah  noch  drei  andere  Arbeiten  in  Eng- 
land gedruckt,  welche  die  tteihenlehre  förderten.  Lord  Brouncker 
(Bd,  H,  S.  765)  legte  der  Royal  Society  am  13.  April  1668  eine 
Abhandlung  The  Sgmring  of  tke 
Hyperhola  hy  an  infinite  series  of 
Mational  Numhers^)  top,  welche  die 
geometrische  Herleitung  der  Reihe 


9-         7-  - 


enthielt.  Er  verfuhr  dabei  wie  folgt.  Er 
zeichnete  (Figur  0)  das  Quadrat  J..Bi)^ 
von  der  Seitenlänge  1.  AB  soll  ein 
Stück  der  einen  Asymptote  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  f!C  sein,  ÄE  und 
BD  sind  der  anderen  Asymptote  pa- 
rallel. Ueberdies  dient  zur  genauen 
Bestimmung  der  Hyperbel,  daas  sie  durch  den  Eckpunkt  E  des  ge- 
gebenen   Quadrates    und    durch    die   Mitte   C    der   Quadratseite  BD 

')  P.  T.  II,  «45—649. 
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hindurchgehen  soll.  Die  in  der  Kgnr  auftretenden  ßechteeke  sind 
so  gebildet,  dass  ihre  Grundlinien  durch  fortgesetzte  Halbirung  der 
Qaadrataeite  entstehen.     So  ist 

Er==ps=^dG  =  ^,    Eq  =  bs='dt  =  fu  =  ^; 

die  Grundlinien  der  Rechtecke  ap,  cm,  el  sind  —  u.  s.  w.    Erouncker 
behauptet  nun,   die   in  der  Figur  zu  erkennenden  Rechtecke  1 
folgende  Flächeninhalte: 


"  -  10 

■  11' 

et 

= 

13-13' 

!fu  = 

14  ■  15 

Andererseits 

sei 

c^^r^i- 

dF- 

^  3" 

1 
-  4 

,    bn  = 

1 
'5.6' 

f-r 

"  =  0^-   ' 

m  = 

1 
11  ■ 

12^ 

,    el  = 

1 

13  .  14- 

.    srl  =  . 

«P  9  .  1(1'  ""-  11-12'  "■"  13  .  14'  'f'"  15  .  16 
u.  s.  w.  Einen  Beweis  hinzuzufügen,  erspart  sich  Brouneker.  Er 
verweist  nur  auf  Satz  87  —  95  der  Ärithmetica  Infinitorum  von 
Wallis  und  auf  die  Eigenschaft  der  Hyperbel,  dass  die  um  gleiche 
Abscisaenunteraehiede  von  einander  abstehenden  Ordinalen,  sofern  sie 
von  der  Hyperbel  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  AB  gemessen  werden, 
eine  harmonische  Reihe  bilden,  are  in  an  Harmonie  series.  Sehen 
wir  zu,  ob  Brounckers  Behauptungen  richtig  sind. 

Ist  xy  ^  1  die  Gleichung  der  auf  ihre  Asymptoten  als  Coordi- 
natenaxen  bezogenen  Hyperbel,  und  ist  E  mit  der  Ordinate  1,  C  mit 
der  Ordinate  -^  auf  der  Hyperbel  gelegen,  so  muss  E  die  Äbscisse  1, 
C  die  Äbscisse  2  besitzen,  d.  h.  der  auf  der  Figur  nicht  sichtbare 
Coordinatenanfangspunkt  0  muss  auf  der  Verlängerung  von  BA  über 
A  hinaus  liegen  und  von  A  um  OA  =  1  entfernt  sein.  Die  Äbscisse 
von  b  z.  B.  ist  alsdann  1  ~{-  —  weil  Eq  =  -^- ,  und  die  Ordinate  von 
b    muss  —  =  —  =  1 ~   sein.     Nun  ergänzt  bq   die  Ordinate 

von  b  zur  Längeneinheit,   ist  also  -^,  und  das  Rechteck  br  von  den 


Seiten  ([^  ^  -^  ,  hq  =  —  besitzt  den  Flächenraum  ^ — ;  ■  Auf  ganz 
ähnliche  Weise  lassen  Brounckers  übrige  Flächen  angaben  sich  be- 
stätigen.    So   ist  z.  B.  rfr  =  1 T-  =  -r-,  rB  =  y,  Rechteck 
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Aber  aus  dr  =  —  folgt  auch  dk^=  ^  —  T  =  2~"3 '  ^^^  "dieses 
Stück  bildet  mit  dn  =  ^  "^  Sechteot  dF  =  g— g  ■  y  =  ^— ^  ■  So 
erhält  man  die  Summe  der  beiden  Rechtecke 

dD-\-dF=~^-\-  ^-^=  l  =  y  Rechteck  CA, 
was  auch  geometrisch  mittels 

einleuchtet.  Aach  hier  finden  ganz  ähnliche  Gleichungen  mehrfach 
statt.  Es  ist  Y  dD  =  6r  -f-  ttt ,  -i-  rf-F  ™  /■(?  +  ß^  .|-  br  =  aq-\-  ap 
n.  s.  w.     Dabei  ist  aber  beispielsweise  hn^fG,  mithin 

\dD>ir  +  fe     oder     \-^,>^,  +  ^,- 

Allgemeiner  wäre  der  arithmetische  Beweis,  welcher  freilich  nicht 
im  Geiste  der  damaligen  Zeit  lag:   die  als  richtig  vorausgesetzte  TJu- 

gleichung  I .  .^^^^  >  i.tal  +  1)  +  (a.  +  ,)^^.  +  s)  8*'  ^""^ 
Wegmultipliciren  mit  den  Nennern  in  4k^+ 8m  +  3>4k^4- 6»-|-3 
oder  in  «  >  0  über,  gilt  also  für  jedes  positive  n. 

Damit  ist  aber  die  Wahrheit  von  Sätzen  bewiesen,  welche 
Broimcker  abermals  ohne  jede  Begründung  ausspricht.  Wie  die 
Hälfte  des  Anfangsgliedes  5—3  grösser  als  die  Summe  der  beiden 
folgenden  Glieder  j — ~  und  - — =  ist,  so  sei,  behauptet  Brouncker,  die 
Hälfte  jener  beiden  Glieder  oder  -^  yr~l  +  h"":)  8^''^^^''  *^^  ^^^ 
Summe  der  vier  folgenden  Glieder  oder 

8  .  9  ~f"  10  •  11  ~f"  12  ■  IS  "T  14  ■  15   "■  ^'  ^' 
Die  nicht  ausdrücklich  hervorgehobene  grosse  Bedeutung  dieser  Sätze 
liegt  darin,   dass  in  ihnen   der  Beweis  der  Convergenz  der  un- 
endlichen Reihe  - — ^  -f"  j — ^  -|-  ^ — =  -|-  .  -  .    enthalten   ist.     Addirt 
man  die  sämmtHchen  Ungleichungen: 

4  -  5  "•"  6  ■  T^      \8  ■  9  ^  10  -  11  ^^  la  ■  13  ^^  14  ■  15/ ' 

8^  "f"  iö".Ti  "•"  ia'lä  ^~  14""  "15 -^     \ie  ■  n  '^  is  ■  iit  "i  ' "   •"  y'o  -  31J 
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und  lässt  auf  beiden  Seiten   die  übereinstimmenden  Glieder  weg,   so 
^■^^S*  äT^  >  4 "."5  "I"  eT^  ~^  öT^  +  ■  ■  ■>  ^^^  daraus  wieder 

Brouneker,  wir  wiederholen  es,  hebt  diese  Folgerung  aiis  seinen  Un- 
gleichungen nicht  besonders  hervor,  aber  weshalb  könnte  er  sie  selbst 
abgeleitet  und  betont  haben,  wenn  ihm  ihre  Verwertbung  in  dem  von 
uns  angedeuteten  Sinne  nicht  mehr  oder  minder  klar  vorschwebte? 
Brouneker  vereinigte  femer  die  beiden  Reihen 

-i^^  +  i^i  +  n^v  »■>•'  •r--i  +  i^  +  rS  +  "- 

unter  Versehränkung  der  Glieder  zu 

J_  _(_  ,J__  _i_  ^  _!_  _J L  _J  _  4-   J_  .  .  ,  =  1 

1  ■  2  ~  2  -  3  ~  3  ■  4  ~  4  .  5  ~  6  ■  6  ^  6  ■  7 


sei  —^_    ,  und  —\^\  sei  die  Summe  der  dann  noch  folgenden  unend- 
lieb  vielen  Glieder. 

Wie  er   dieses  fand,  sagt  er  wieder  nicht.     Vermuthlich  hat  er 
jedes  Glied  der  Reihe  in  eine  DiÖerenz  verwandelt,  d.  h.  —     _  1  --    -  ^ 


a  ■  3  2  3  '    3  -  4  3  4  '  (i(a  +  1)  a  <i  + 

a  + 

erhalten.  Damit  ergab  sich  zugleich  1  —  -  -f-  -  —  -(""t~~""" 
in  infinitnm  =  1.  Die  Convergenz  der  Reihe  — -  -f-  t — r  +  ;. — ^  -}-■■■ 
sowie  die  der  Reihe  -  -  2~^  i~  's'^  3"  1  ~^  T~b  ~\~  '  '  '  ^^^^''  '^^^^  ^^'^^ 
die  Convergenz  der  Reihe  r—^  -\-  ^ — 7  +  v— „  +  ■  ■  ■  "»eh  sieb,  und 
die  Kenntniss  aller  dieser  Thatsachen  wird  man  Brouneker  kaum  ab- 
sprechen können. 

Allerdings  legte  er  ihnen  zuverlässig  nicht  die  Bedeutung  bei, 
welche  man  heute  mit  ihnen  verbindet.  Dass  eine  Reihe  vor  der 
Benutzung  auf  ihre  Convergenz  zu  prüfen  sei,  ist  erst  im  XIX,  Jahrh. 
Gemeingut  der  Wissenschaft  geworden.  Koch  das  XVIII.  und  um 
so  mehr  das  XVII.  Jahrh.  mochten  ab  und  zu  Convergen zu nt er- 
suchungen ausführen,  aber  von  ihrer  Nothwendigkeit  hatte  man,  eine 
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einzige  Ausnahme,  auf  die  wir  gleich  zurückkommen,  vorbehalten, 
keine  Ahnung.  Es  waren  eben  Untersuchungen  Über  Reihen  wie 
andere  auch,  interessant,  wenn  sie  etwa  den  Werth  einer  Beihe  nahe- 
rungaweise  kennen  lehrten,  aber  ohne  die  Eigenschaft  der  Convergenz 
war  nach  dem  stillschweigenden  Einverständnisse  sämmtlicher  Mathe- 
matiker eine  Reihe  nicht  minder  beaehtens werth.  Die  einzige  von 
uns  berührte  Amsnahme  trat  dann  ein,  wenn  eine  praktische  Anwen- 
dung einer  Reihe  zur  Auswerthung  der  ihr  gleichen  Funktion  gemacht 
werden  wollte.  In  diesem  Falle  drängte  sich  der  Missstand,  dass  die 
Rechnung  mittels  divergenter  Reihen  das  erwünschte  Ergebniss  ver- 
weigerte, von  selbst  auf  und  verlangte  Abhilfe. 

Als  Beleg  dafür  können  wir  auf  die  zweite  Arbeit  aus  dem 
Jahre  1668  verweisen,  an  welche  (8.  58)  gedacht  wurde,  auf  einen 
Bericht  von  John  Wallis^)  Über  Mercators  Logarithmoteehnia  in 
den  P.  T.  vom  17.  August  1668.  Er  ist  von  Mercators  Beihe,  welche 
log  (1  +  ^)  Ton  J.  —  y  J.*  +  Y  j1'  —  —  ji*  -j..  . . .  abhängig  macht, 
entzückt,  aber  man  dürfe  sich  nicht  verbergen,  dass  die  Sache  einen 
Haken  habe.  Es  sei  offenbar,  dass  bei  j4  >■  1  die  späteren  Potenzen 
höher  in  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  sich  erstrecken,  und  dass  sie 
deshalb  keineswegs  vernachlässigt  werden  dürfen^).  Da,  meint  Wallis, 
könne  man  durch  einen  Kunstgriif  sich  helfen.  Seine  Ausdrucks  weise 
ist  nicht  leicht  verständlich,  doch  dürfte  seine  Meinung  die  folgende 
sein.  Jede  Zahl  Ober  1  ist  ein  Bruch  vom  Zähler  1,  dessen  Nenner 
echtgebrochen  ist,  mithin  als  Unterschied  von  1  und  einem  anderen 
echten  Bruche  dargestelR  werden  kann.  So  führt  das  zu  logarith- 
mirende  1  -{-  A  zu  einem  j-^~  und  der  Logarithmus  von  1  —  a  wird 
gewonnen,  iudem  man  die  Divison  y'HT'  =  1  +  ö  -{-  «*  -|-  ■  •  ■  voll- 
zieht und  letztere  Reihe  integrirt.  Man  erhält  a -^  -^  a^  -\-  ~  a^  ■  ■  ■. 
In  dem  gleichen  Bande  der  P.  T.  ist  in  der  Nummer  vom  13.  Juli 
1668  ein  gegen  Hujgeus  gerichteter  Aufsatz  von  James  Gregory 
abgedruckt^),  und  diesen  Aufsatz  erwähnt  Gregory  wieder  in  seinen 
Exercitationes  Geometricae  von  1668,  deren  Drucklegung  somit  später 
als  Mitte  Juli  stattfand.  Ging  derselben  auch  der  Bericht  von  Wallis 
vom  17.  August  vorher,  den  wir  besprachen?  War  Gregory  in  der 
Lage  ihn  noch  benutzen  zu  können?  Das  sind  Fragen,  auf  welche 
wir  keine  Antwort  wissen.     Jedenfalls  nennen  wir   eine  Appendicula 


')  P.  T.  n,  753—766.  ')  Cwm  mim  jam  ponenda  si'i  .d  >  1  manifestum 

est,  posteriores  ipsius  potedatea  altius  in  Integroruvi  sedes  penetraturas  adeoque 
minime  negligendati.  ')  F.  T.  II,  732. 
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ad  veram  Cirmdi  et  Hyperholae  Quadraturam  und  N.  Mercatoris  Qua- 
dratura  Hyperbales  geometrice  demonstrata,  welche  zugammen  die  13 
ersten  Seiten  des  genannten  nicht  umfangreichen  Buches  Gregorys 
füllen,  als  die  dritte  englische  auf  unendliche  Keihen  sich  beziehende 
Arbeit  von  1668.  In  ihr  ist  geometrisch,  und  zwar  so,  dass  die  Ab- 
hängigkeit von  Brounckers  Aufsatze  in  hohem  Grade  wahrscheinlich 
gemacht  ist,  gelehrt,  wie  man  die  Maasszahlen  gewisser  Parallelo- 
gramme, welche  in  unendlicher  Anzahl  gewählt  die  Hyperbelfläche  aus- 
füllen, zu  finden  im  Stande  sei.  Auf  diese  Grundlos  stützt  sich  als- 
dann folgender  Satz'):  Der  Unterschied  der  Logarithmen  der  Zahlen 
A  und  B  verhalte  sieh  zum  Unterschiede  der  Logarithmen  der  Zahlen 
I)  und  E  wie 

C=^^,  ^=^t-'  N=C-A  =  ^^^,  0=F-D^^. 

Setzt  man  diese  letzteren  Werthe  ein,  so  nimmt  der  Satz  die  Gestalt  an 

log  ^  :  log  5  -  \j-^^  +  y  (j-^-^)    +  -f  (jj^^^)    +  ■  ■  -J 

IE  -^I)^  ü  \E  +  D)  ~  5  \E  +  1))  ^  J  ■ 
Werden  nun  für  B  und  A  zwei  bekannte  Zahlen,  z.  B.  B  =  1001, 
A-mi,  f-l  +  Jj,  "ji^-i^  eingeführli  und  ist  log  J 
auf  irgend  eine  Weise  schon  berechnet,  so  sei,  sagt  Gregory,  der 
Unterschied  log  .E  ~  log  D  zweier  Logarithmen  grosser  Zahlen  V 
und  E  mittels  der  angegeben  Formel  leicht  zu  finden.  Setzt  man 
^  =  g,  mithin  t^xT)  =  ~lir\  >  ^^  ergibt  sich  aus  Gregorys  Formel 
die  Proportionalität  von 

log  .  nrit  J^4  +  i  (i-^)'  +  1  (i-:^)'  +  ■  ■  ■, 

aber  diese  Folgerung  hat  Gregory  nicht  gezogen. 

Schon  mehrere  Jahre  vor  der  Veröfi'entlichung  dieser  auf  Reihen 
bezügliehen  Untersuchungen  waren  ähnliehe  Arbeiten  von  einem  in 
der  Mitte  der  Zwanziger  stehenden,  also  noch  sehr  jugendlichen  Ge- 
lehrten unternommen  worden,  von  Isaac  Newton^).    Haben  wir  früher 

')  J.  Gregory,  Ex&rdtationes  geometricae  pag.  13.  ')  Brewster,  The 

memoiTS  of  Newton  (2.  Auflage  1860).  W.  Rouae  Ball,  A  shorl  accmmt  of  the 
history  of  mathematics.  Chapter  XVI  (1888).  Cantor,  Sir  laaac  Newton  (ia  der 
Zeitschrift  „Nord  und  Süd".  Januar  und  Februar  1881).  F.  Rosenberger, 
Isaac  Newton  und  seine  physikalischen  Principien  (1895). 
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(S.  29 — 33)  uns  in  ganz  ausnahmsweise  umständlicher  Erzählung  mit 
Leibnizens  Lebensachicksalen  bis  zu  dessen  1716  erfolgtem  Tode  be- 
kannt gemacht,  und  haben  wir  nicht  vermeiden  können,  dabei  die 
Geschichte  der  engliaehen  Regentenfolge  zum  Gegenstand  von  Er- 
örterungen zu  machen,  so  haben  wir  gleich  damals  zum  voraus  {S.  29) 
die  Pflicht  übernommen,  ein  ähnliches  Verfahren  für  Newton  einzu- 
schlagen, und  diese  Pflicht  wollen  wir  jetzt  erfüllen. 

Isaac  Newton  (1643 — 1727)  ist  in  Woolsthorpe  bei  Grantham 
in  England  geboren.  Er  kam  als  so  schwächliches  Kind  zur  Welt, 
daaa  Niemand  ihm  ein  mehr  als  84jähriges  Leben  zugetraut  haben 
würde.  Von  früher  Jugend  an  legte  Newton  Neigung  zu  mechanischen 
Künsteleien  an  den  Tag,  zu  welcher  sich  eine  solche  Liebe  zu  mathe- 
matischen Studien  gesellte,  dass  die  widerstrebende  Mutter  sich  ge- 
nöthigt  sah,  den  Sohn,  von  dem  sie  gewünscht  hatte,  er  möge  als 
Landwirth  das  väterliche  Erbe  zur  Geltung  bringen,  den  Wissen- 
schaften sich  widmen  zu  lassen.  Im  Jahre  1660  bezog  Newton  das 
Tri nity- College  in  Cambridge,  in  dem  gleichen  Jahre  also,  in  welchem 
das  Königthum  in  England  wieder  hergestellt  wurde.  Von  1663  an 
war  Isaac  Barrow  Professor  der  Mathematik  an  der  gleichen  An- 
stalt (S.  11),  und  dieser  Mann  übte  auf  die  wissenschaftliche  Aus- 
bildung Newtons,  übte  nicht  minder  auf  seine  politische  und  religiöse 
Gesinnung  einen  fest  bestimmenden  Einfluss.  Unter  Barrows  Einfluss 
beschäftigte  sich  Newton,  was  wir  leider  nur  im  Vorübergehen  er- 
wähnen dürfen,  trotzdem  uns  dadurch  die  Gelegenheit  entgeht,  seine 
grosaartigsten  wissenschaftlichen  Entdeckungen  rühmen  zu  dürfen, 
mit  Optik.  Barrows  Nachfolger  wurde  er  1669  in  der  Cambridger 
Professur.  Gleich  Barrow  war  Newton  von  strengst  conservativem 
und  kirchlichem  Geiste  so  dass  seine  felsenfeste  Königstreue  nur 
dann  in  Erschütterung  gerathen  konnte,  wenn  zwischen  ihr  und  der 
noch  festeren  Treue  gegen  die  Kirche  eine  Kluft  sich  oflnete 

Jakob  n.  sorgte  dafür,  dass  auch  die  eingeöeisühtesten  Tones, 
wie  der  englische  Parteiname  lautete,  nicht  femer  fui  ihn  '^nh  er 
klären  konnten,  und  als  1689  die  sogenannte  Convention  7uiQmmen 
trat,  jene  parlamentarische  Versammlung,  welche  Wilhelm  III  zum 
Könige  von  England  ernannte,  war  Newton  als  Vertreter  der  Uni- 
versität Cambridge  Mitglied  der  Versammlung. 

Das  Wort  hat  Newton  allerdings  nie  ergriffen,  weder  in  der 
Convention  noch  als  er  später  einmal  dem  Parlamente  angehörte. 
OeS'entliche  Aeusserungen,  und  gar  solche,  welche  zu  öffentlicher 
Gegenrede  führen  und  ihn  so  nöthigen  konnten,  selbst  ans  dem  Steg- 
reife zu  antworten,  waren  niemaJs  Newtons  Sache.  Ein  Grundzug 
seines  Charakters  war  vielmehr  die  Scheu  vor  öffentlichem 
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Kundgeben  seiner  Meinung,  was  sich  nicht  allein  auf  die  Politik 
bezog,  sondern  auch  das  Hervortreten  mit  wissenschaftlichen  Ent- 
deckußgen  hemmte. 

Als  1B90  ein  regelmässig  gewähltes  Parlament  an  die  Stelle  der 
Convention  trat,  bewarb  sich  Newton  nicht  um  Wiederwahl,  er  wirkte 
vielmehr  für  die  Ernennung  von  bn  Robert  Sawyer,  einem  einge- 
fleischten Tory,  und  so  wiid  man  nicht  fehlgehen,  wenn  man  annimmt, 
Newton  habe,  insbesondere  seit  dem  Tode  von  Königin  Maria  1694, 
durch  welchen  auch  der  letzte  Rest  legitimistischen  Anstriches,  der 
der  Regierung  Wilhelni  III  anhaftete,  verloren  ging,  zu  der  toristiacheii 
Oppositionspartei  gehört, 

Sie  setzte  da  ein,  wo  die  Unzufriedenheit  der  Bevölkerung  ohne- 
dies schon  rege  war,  bei  der  Münzfrage.  England  besass  seit  den 
Tagen  der  Königin  Elisabeth  eine  Doppelwährung.  Neben  den  Gold 
münzen  waren,  rechtlich  denselben  gleichgestellt.  Silbermünzen  im 
Betrage  von  fünf  und  ein  halb  Millionen  Pfund  Sterling  im  Umlauf 
Aber  dieses  Silbergeld  war  nachgerade  so  abgenutzt,  abgefeilt  und 
beschnitten,  dass  der  Wertverlust  auf  ein  und  ein  fünftel  Million 
Pfund  veranschlagt  wurde.  Die  Thronrede  von  1695  forderte  das 
Parlament  auf,  Heilmittel  gegen  den  mehr  als  je  unhaltbaren  Zustand 
vorzusehlagen,  da  es  so  weit  gekommen  war,  dass  die  Bank  von 
Amsterdam,  eine  damals  allgewaltige  Geldmacht,  englisches  Silbergeld 
überhaupt  nicht  mehr  annahm.  Das  Oberhaus,  das  zuerst  mit  der 
Angelegenheit  sich  beschäftigte,  verlangte,  von  einem  in  Gemeinschaft 
mit  dem  Unterhause  zu  bestimmenden  Tage  an  solle  beschnittene 
Münze  nicht  mehr  in  Zahlung  genommen  werden.  Das  wäre  freilich 
eine  ebenso  einfache  als  einsehneidende  Lösung  der  schwebenden 
Frage  gewesen,  aber  damit  wäre  der  ganze  Verlust  auf  die  Schultern 
der  Besitzer  von  Siibermünzen  gewälzt  worden,  vorwiegend  auf  die- 
jenigen, welche  nur  Silber  besessen,  auf  die  dem  Vermögen  nach 
Schwächeren,  und  es  entstand  eine  ungeheure  Aufregung.  Unter  deren 
Druck  entschied  sich  das  in  seiner  grossen  Mehrheit  whigistisch  zu- 
sammengesetzte Unterhaus  dahin,  dass  die  öffentlichen  Kassen  ge- 
halten sein  sollten,  die  beschnittenen  Münzen  einzuziehen  und  gegen 
vollwichtige  umzutauschen. 

Kanzler  der  Schatzkammer  war  damals  Karl  Montague.  Er 
war  ein  Führer  der  Whigs,  aber  er  war  in  Cambridge  einer  der 
wenigen  Schüler  Newtons  gewesen,  er  soll  mit  einer  Nichte  Newtons 
insgeheim  vermählt  gewesen  sein.  Diese  Umsfönde  vereinigt  brachten 
ihn  wohl  dazu,  Newton  die  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  keines- 
wegs untergeordnete  Stellung  eines  Aufsehers  der  Münze  anzubieten, 
wenn  nicht  ala  weiterer  Beweggrund  der  Wunsch  wirksam  war,  einen 
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bekannten  Tory  an  der  Ausfülirung  jenes  Münzbeschlusses  in  so  bohem 
Grade  zu  betbeibgen,  dass  der  Opposition  dadurch  Stillacbweigen 
auferlegt  wurde, 

Newton  trat  lö!)6  in  die  neue  Stellung  ein,  und  damit  war  er 
für  die  mathematische  Wissenschaft  so  gut  wie  verloren.  Er  behielt 
zwar  seine  Professur  in  Cambridge  dem  Namen  nach  bis  1701  bei, 
auch  nachdem  er  1699  zum  Münzmeister  befördert  worden  war,  aber 
gelehrt  hat  er  nicht  mehr,  und  ebenso  wenig  sind  wiebtigere  neue 
mathematische  Untersuchungen  von  ihm  ans  einer  Zeit  nach  1696 
bekannt,  wenn  es  auch  nicht  an  Veröffentlichungen  fehlt.  Möglicher- 
weise hangt  dieses  Nachlassen  seiner  Thätigkeit  mit  dem  Uebermaasse 
vom  Amtsgeschäften  zusammen,  möglicherweise  ist  es  die  mittelbare 
Folge  einer  mit  einer  gewissen  geistigen  Störung  verbundenen  Krank- 
heit von  1693. 

Newtons  politische  Thätigkeit  war  dagegen  nicht  abgeschlossen. 
Er  gehörte  als  Abgeordneter  der  Universität  Cambridge  dem  Parla- 
mente an,  welches  am  30.  December  1701  zusammentrat,  und  während 
dessen  Dauer  Wilhelm  III,  starb,  Königin  Anna  den  Thron  bestieg. 
Sie  entliess  das  whigistische  Ministerium  und  bildete  ein  solches  aus 
Tories  entsprechend  der  Mehrheit  der  Mitglieder  des  Unterhauses. 
Wie  diese  Mehrheit  wechselten  unter  Königin  Anna  auch  die  Mini- 
sterien in  bunter  Folge,  und  immer  zählte  Newton,  ob  siegreich  bei 
den  Wahlen,  oder  unterliegend,  zu  den  Tories  äusserster  Richtung, 
deren  Stellung  zu  einzelnen  bestimmten  Fragen  allerdings  so  häufig 
sich  änderte,  dass  es  schwer  hält,  ohne  eine  Ausführlichkeit,  die  nna 
nicht  gestattet  ist,  sich  zurecht  zu  finden.  Die  Succession-Ad  von 
1701  (S.  32)  war  hauptsächlich  toristischen  Ursprunges.  Die  männ- 
liche Erbfolge  schien  in  der  kräftigen  hannoverischen  Linie  auf  lange 
gesichert,  und  ein  gesichertes  KÖnigthum  entsprach  den  Gesinnungen 
der  Tories,  Später  änderte  sich  das  Verbal tniss.  Unter  Königin 
Annas  Regierung  wütbete  ein  langdauemder  Krieg  zwischen  England 
und  Frankreich,  Die  Whigs  bestanden  auf  Fortsetzung  des  Krieges, 
die  Tories  wünschten  Herstellung  des  Friedens.  Kurfürst  Georg 
Ludwig  von  Hannover  aber  hatte  1707  ein  Commando  am  Rhein 
geführt,  hatte  in  dieser  Stellung  selbst  am  Kriege  theilgenommen, 
hatte  laut  und  bestimmt  gegen  die  von  den  Tories  für  annehmbar 
erklärten  Friedensbedingungen  sich  ausgesprochen.  Diese  Handlungen 
machten  den  Kurfürsten  den  Whigs  eben  so  genehm,  als  sie  ihm  die 
Tories  entfremdeten.  Man  sagte  sogar,  und  es  wurde  geglaubt,  die 
Tories  im  Ministerium,  gestützt  auf  ihre  Gesinnungsgenossen  im  Par- 
lamente, beabsichtigten  die  Succession -Act  wieder  aufzuheben  und 
Jakob  III.  zum  Thronfolger  zu  erklären. 
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Die  Whigs  verlangten  nunmelir  1713  die  Einberufung  des  Kur- 
fürsten zum  Parlamente,  in  dessen  Oberhaus  ihm  als  Herzog  von 
Cambridge  ein  Sitz  eingeräumt  worden  war,  und  die  Tories  wider- 
strebten diesem  Verlangen,  während  Leibniz  den  Kurfürsten  zu  be- 
stimmen suchte,  nach  London  sich  zu  begeben,  wo  man  die  Armee 
bereits   für  die  Zwecke   des  Prätendenten  zu   desorganisiren   beginne. 

Man  begreift  jetzt,  wie  imter  solchen  Verhältnissen  ein  aus  der 
Politik  ganz  fremden  Gründen  entstandener  Streit  zwischen  Newton, 
dem  fanatischen  Tory,  und  Leibniz,  dem  Berather  des  Thronkandi- 
daten der  Whigs,  sich  persönlich  zuspitzen  konnte,  wenn  nicht  musste. 
Man  begreift  jetzt  die  Worte  von  Johann  BemouUi  in  einem  unter 
dem  29.  Juli  1713  an  Leibniz  gerichteten  Briefe"^):  „Sie  theilen  das 
Loos  Ihres  Fttraten,  welchen  unbillig  denkende  Engländer  in  gleicher 
Weise  von  der  Thronfolge  auaschliessen  möchten,  wie  Sie  selbst  von 
dem  Besitze  der  Diiferentialrechnung."  Man  begreift  Leibnizens  Ant- 
wort^) vom  19.  August,  es  sei  in  der  That  so;  ein  befreundeter  Eng- 
länder habe  ihm  geschrieben,  in  diesem  Falle  seien  nicht  etwa  Mathe- 
matiker und  Mitglieder  der  Royal  Society  gegen  ein  anderes  Mitglied 
aufgetreten,  sondern  Tories  gegen  Whigs.  Man  begreift,  dass  solche 
Misshelligkeiten  um  so  weniger  ausgeglichen  werden  konnten,  als  es 
(S,  33)  Leibniz  verwehrt  war,  sich  1714  persönlich  nach  London  zu 
begeben, 

Kehren  wir  zu  Newtons  Privatleben  zurück.  Am  30.  November 
1703  traf  ihn  die  Wahl  zum  Vorsitzenden  der  Koyal  Society,  eine 
Wahl,  welche  sich  dann  alljährlich  wiederholte.  Im  April  1705 
wurde  er  von  der  Königin  Anna  in  den  Ritterstand  erhoben  und 
Sir  Isaac  Newton  war  von  nun  an  sein  Name.  Sein  Tod  erfolgte 
erst  1727. 

Wir  haben  die  Lebensgeachichte  Newtons  hiermit  so  genau  an- 
gegeben, als  es  für  unsere  späteren  Zwecke  erforderlich  ist.  Die 
mathematischen  Leistungen  des  grossen  Mannes  müssen  sich  je  nach 
ihrem  Inhalte  da  und  dort  einreihen.  Gegenwärtig  haben  wir  es  mit 
Untersuchungen  über  Keihen  zu  thun,  welche  zugleich  der  Entstehungs- 
zeit nach  die  ältesten  mathematischen  Ergebnisse  sind,  zu  welchen 
Newton  gelangte.  In  einem  Briefe  an  Oldenburg")  vom  24.  October 
1676  sagt  wenigstens  Newton,  er  habe  sich  mit  jenen  Dingen  be- 
schäftigt, als   die  Pest  in  Cambridge  ausbrach  und  ihn  nöthigte  von 

')  Leibniz  m,  915  lia.  27^30.  ')  Ebenda  919  lin.  29—33.  =)  Commer- 
cium epistolicttm  J.  CoUim  et  aliwum  de  analysi  promota  etc.  <m  Correspondanee 
de  J.  Collins  et  d'autres  savantx  celeh-es  du  XVII.  Siede  i-elative  ä  l'antilyRe 
si^erieure  publice  par  J.  B.  Biot  et  F.  Lefort  (Paris,  1856)  pag.  12B  lin.  8—11. 
Diese  iieueete  und  zuverlässigste  Ausgabe  citiren  wir  einfach  als  Cominerc.  epistol. 
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dort  die  Flucht  zu  ei^reifen,  eo  tempore  pestis  ingruens  coegit  me  hinc 
fiKjere,  und  ein  späterer  Zusatz  bestimmt  jene  Zeit  auf  die  Jahre  1665 
und  1666.  Jedenfalls  wurde  die  Abhandlung  De  unalyd  per  aequa- 
tiones  mimero  (erminorum  infinitas  schon  166il  Barrow  vorgelegt 
und  von  diesem  im  Juli  desselben  Jahres  1669  an  Collins  zur  Mit- 
theilimg  au  Lord  Brouncker  geschickt^).  Dieser  Abhandlung  war 
mithin  damals  eine  nicht  gerade  vertrauliche  Verbreitung  zu  Theil 
geworden,  und  soweit  sie  Erfinderrechte  begründet,  muss  sie  als  1669 
bekannt  gemacht  gelten,  wenn  der  Druck  auch  erst  im  XVIII.  Jalirh. 
erfolgte.  Collins  nahm  1669  eine  Abschrift*),  welche,  wie  spätere 
Vergleichung  mit  dem  Originale  gezeigt  hat,  eine  durchaus  sorgfältige 
und  genaue  war.  Aber  eine  andere  Massregel  ergriff  weder  Collins 
noch  Brouncker,  so  leicht  sie  ihnen  gefallen  wäre.  Keiner  von 
beiden  vermittelte  einen  Abdruck  der  Newtonschen  Abhand- 
lung in  den  P.  T.,  keiner  von  beiden  liess  den  Hauptinhalt 
wenigstens  in  die  geschriebenen  Protokolle  der  Royal 
Society  aufnehmen.  Aber  dachte  man  damals  überhaupt  an  der- 
artige Sicherung  eines  geistigen  Eigenthums?  Allerdings.  Als  im 
Jahr  1664  Huygens  mit  R.  Moray  gemeinschaftlich  sich  um  die 
Belohnung  ihres  Verfahrens,  die  geographische  Länge  mit  Hilfe  von 
Pendeluhren  zu  bestimmen,  bewerben  wollten  und  Huygens  ängstlich 
war,  irgend  ein  Unberechtigter  möchte  ihnen  zuvorkommen,  benihigte 
ihn  Moray,  indem  er  ihm  am  5.  December  von  London  aus  schrieb'), 
er  habe  Sorge  dafür  getragen,  dass  von  ihrem  Verfahren  in  den 
Protokollen  der  Royal  Society  gesprochen  sei;  ein  solcher  Ein- 
trag habe  seinesgleichen  nicht,  um  Erfinderrechte  zu  sichern.  Man 
war  also  in  den  Kreisen  der  Mitglieder  der  Royal  Society  durchaus 
mit  der  Wichtigkeit  von  ProtokoUeinträgen  bekannt,  welche  das 
Datum  einer  Erfindung  feststellten,  ohne  doch  die  Erfindung  selbst 
der  Oeffentlichkeit  preiszugeben,  sofern  man  dieses  aus  einem  oder 
dem  anderen  Grunde  nicht  wünschte,  und  wenn  Collins,  wenn  Brouncker 
es  unterliessen,  für  Newton  einen  derartigen  Schritt  zu  thun,  so  gibt 
es  doch  wohl  keinen  anderen  Erklärung^rund  dafür  als  den,  dass 
beide  damals,  als  sie  1669  die  Abhandlung  erhielten,  nicht  erkannten, 
dass  deren  Inhalt  verdiene,  besonders  gesichert  zu  werden.  Wir 
beabsichtigen  hiermit  keinen  besonderen  Vorwurf  gegen  beide  zu 
erheben,  sondern  nur  festzustellen,  wie  Mathematiker,  die  man  keinen- 


')  Commere.  epistol.  pag.  ö3— 54.  *)  Ebenda  pag.  54—76.  Bin  Abdruck 
des  OriginalB  wurde  1744  durch  CaBtillion  in  den  Opuscula  ^ewtonis  I,  3—28 
veranstaltet.  ")  Oeuvres  compUtes  de  Christian  Huygens  piibliees  par  la  SocieU 
Höllandaise  des  SdencesX,  167.  Wir  citiren  diese  AuBgabe  künftig  ala  Hu  jgena, 
Oeuvres. 
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falls  ala  Feinde  Newtons  bezeichnen  kann,  seine  Erstlingsarbeit  be- 
trachteten. 

Und  doch  bildete  einen  wesentlichen  Bestandtheil  der  Analysis 
per  aequaUones,  wie  wir  den  Titel  der  Abhandlung  künftig  abkürzen, 
die  Binomialreihe,  welcher  man  17:^7  bei  Newtons  Tode  unter 
freilich  veränderten  Umständen  eine  solche  Wichtigkeit  beigelegt  haben 
soll,  daas  man  sie  aus  allen  anderen  Leistungen  des  Verstorbenen  aus- 
wählte, um  ala  Inschrift  auf  seinen  Grabstein  in  der  Westminaterabtei 
eingemeisselt  zu  werden.  So  erzählt  wenigstens  ein  Schriftsteller,  von 
welchem  im  93.  Kapitel  die  Rede  sein  wird,  Edmund  Stone,  in 
seinem  ebendort  zu  erwähnenden  Werke  New  maßiematical  dictionary 
unter  dem  Worte  Binomial  Boot.  Spätere  Schriftsteller  weichen 
allerdings  von  diesem  Berichte  ab.  Brewster  spricht  in  seiner 
Biographie  Newton 's  nur  von  einer  eingemeisselten  convergenten 
Reihe.  De  Morgan  stellte  1840  die  ganze  Behauptung  in  Abrede. 
H.  Cajori^)  bat  1894  den  Grabstein  neuerdings  untersucht,  aber  nur 
die  durch  Verwitterung  verursachte  Unlesbarkeit  der  Inschrift  fest- 
stellen können. 

Es  ist  richtig,  die  Binomialreihe  war  1669  nicht  von  befremden- 
der Neuheit.  Für  den  Fall  eines  positiven  ganzzahligen  Exponenten, 
der  die  Binomialreihe  zu  einer  endlichen  macht,  welche  nach  einer 
den  Exponenten  um  die  Einheit  übersteigenden  Gliederzabi  von  selbst 
abbricht,  war  die  Entwicklung  seit  mehr  als  einem  Jahrhundert  be- 
kannt. Newtons  Leistung  bestand  in  der  Ausdehnung  der  Reihe  auf 
den  Fall  solcher  Exponenten,  welche  die  Eigenschaft  positiver  Ganz- 
zahligkeit  nicht  besassen,  und  er  vollzog  sie  durch  ein  Wallis  nach- 
gebildetes Interpolationsverfahren  (Bd.  II,  S.  901). 

Newton  hat  dasselbe  in  dem  (S.  67)  erwähnten  an  Oldenburgs 
Adresse  gerichteten,  eigentlich  aber  zur  Vorzeigung  an  Leibniz  be- 
stimmten Briefe  vom  24.  October  1676  auseinandergesetzt^).  Wallis 
war,  wie  wir  in  Erinnerung  bringen,  die  Quadratur  von  Curven  von 
der  Gleichung  »/  =  (1  — x^'f  gelungen,  wenn  m  die  Werthe  0,  1,  2,  .S 
u,  s.  w.  besaas,     Jene  Quadraturen  waren  alsdann  der  Reihe  nach: 

X,  X  —  ■-.-- ,  X  —  -■■--  x^  -\-  --  yr',  x  — ■  --  x^  -f-  --  x^ x''  u.  s.  w. 

Newton  suchte  nach  dem  Gesetze  dieser  Entwicklung.  Als  erstes 
Glied   erschien   immer  x,   ala  zweites  —  -7-  vervielfacht  mit  der  Zahl 


')  F,  Cajori,  Was  the  binomial  theorem  engraven  on  Newton'«  münumeat? 
'-York,   Atneric.   mathem.   boc.  1„   IKOi,  .52^öi.)  ')  Commerc.   epistol. 
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^^  also  —  ya^',  —  T^^  —  l  ^'  —  y  «■''  u.  s.  w.  Die  feroeren 
Glieder  ergaben  sich  nicht  ganz  so  einfach.  Die  Exponenten  der 
Potenzen  von  x  und  die  ihnen  gleichen  Nenner  der  Zahlencoefficienten 
dieser  Potenzen  wuchsen  zwar  in  arithmetischer  Reihe  der  ungraden 
Zahlen  1,  3,  5,  7  u.  s.  w.  Die  Zähler  der  Coefflcienten  ergaben  sich 
als  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  Zahl  H,  nämUch 

jli^ll^     11;  =  121,     IP=  1331,     11*  =  14641  u.  s.  w., 

sofern  die  einzelnen  Ziffern  jener  Zahlen  getrennt  als  Zähler  betrachtet 
werden,  also  1,  1,  dann  l,  2,  1,  ferner  1,  3,  3,  1,  ebenso  1,  4,  (i,  4,  1 
u.  s.  w.  Aber  das  war  noch  kein  Bildun^gesetz.  Als  solches  er- 
kannte Newton,  dass  wenn  1  und  m  die  beiden  ersten  Zähler  waren, 
die  folgenden  sich  aus  ihnen  durch  fortgesetzte  Multiplikation  mit 
*"  ~  ^  mit  "*  ~  ^  ^  mit  "*  ~"  -  u.  s.  w.  ergeben,  wodurch  das  Ab- 
brechen der  Reihe,  sobald  durch  ganzzahlig  positive  Wahl  von  m 
ein  Kaktor  0  auftrat,  sich  von  selbst  erklärte.  Diese  Bemerkung  war 
ebenso  neu  wie  das  multiplikative  Entstehen  der  Binomialcoefficienten, 
welche  man  bisher  seit  Michael  Stifel  (Bd.  D,  S.  433^434)  stets 
additiv  nach  dem  Gesetze  ("^  +  (^.  ")  =  ("  ^  j)  erhalten  hatte. 
"Wenn  Pascal  (Bd.  II,  S.  782)  sich  die  figurirfcen  Zahlen  mittels 
Multiplicationen  verschaffte,  so  hat  er  sie  doch  nicht  als  Binomial- 
coefficienten bezeichnet,  obwohl  wir  gern  zugestehen,  dass  der  Schritt 
von  dem  Einen  zu  dem  Änderen  ein  sehr  kleiner  war,  Newton  ging 
nun  den  oben  als  Interpolation  bezeichneten  kühnen  Schritt  weiter; 
er  meinte  das  von  ihm  gefundene  Gesetz  auch  dann  festhalten  zu 
dürfen,  wenn  m  keine  positive  ganze  Zahl  sei. 

Bei  »t  =  -^  entstanden  ihm  so  die  Coefflcienten 


und  da  die  Vorzeichen  ausserdem  wechseln  mussten,  so  entstand  ihm 
für  die  Fläche  des  Kreisabschnittes 

^  ^  ~6  4Önä*    ~  1102  ^    +  ■  ■  ■  ■ 

Newton  kam  weiter  auf  den  Gedanken,  auch  andere  Reihen  in 
ähnlicher  Weise  zu  interpoliren.  Die  Entwicklungen  von  (1  —  x^y  , 
yon  (1 x^)^      von  (1  — 'x^)^  u.  s.  w.   gaben  Reihen,  deren  Coeffi- 
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cienten  jene  vorerwähnten  Zähler  warea:  1,  dann  1,  1^  femer  1,  2,  1 
u.  3,  w.     Die  Interpolation  führte  zu 

(1  —  a;^)  ^  =  1  —  Y  ^^ '""  "5"  ^  —  1 R  ^^  —  ■  ■  ■  ■ 

Aber  jetzt  erhob  sich  der  Zweifel,  ob  die  eigentlich  ganz  will- 
kürliche Interpolation  sich  rechtfertigen  lasse?     Newton  vervielfachte 

die  Reihe  1  —  --x^ ^^ —  ~x^ —  ■  ■  ■  mit  sich  selbst  und  sah  als 

Ergebniss  1  —  x^  erscheinen.  Er  zog  als  weitere  Sicherung  des  Er- 
gebnisses aus  1  ^  x^  die  Quadratwurzel  nach  ähnlichem  Verfahren 
wie  es  gehandhabt  wird,  wenn  man  eine  angenäherte  Quadratwurzel 
mit  Hilfe  von  Decimalbrüchen  berechnen  will,  und  er  fand  wieder 

Als  ich  diesen  Einblick  gewonnen,  schreibt  Newton^),  liess  ich 
von  Reihen  Interpolationen  ab  und  bediente  mich  jener  Operationen 
als  einer  naturgemässeren  Grundlage.  Auch  die  Reihenentwicklung 
durch  Division  blieb  mir  nicht  verborgen,  eine  weit  leichtere  Sache. 

An  einer  etwas  späteren  Stelle  des  Briefes  setzt  Newton  dann 
hinzu,  er  habe,  während  er  die  genannten  Untersuchungen  führte, 
durch  Barrow  Kenntniss  von  Mercators  eben  erschienener  Logarith- 
motechnia  erhalten.  Da  habe  er  um  die  begonnene  Arbeit  sich  wenig 
mehr  gekümmert,  denn  er  habe  vermuthet,  Mercator  werde  die  Wurzel- 
ausziehung grade  so  gut  kennen  wie  die  Division,  oder  es  werden 
wenigstens,  nachdem  das  Divisionsverfahren  einmal  enthüllt  sei.  Andere 
das  Uebrige  auffinden,  bevor  er  ein  zu  schriftstellerischer  Thätigkeit 
reifes  Alter  erreicht  haben  werde  ^}. 

So  der  Brief  vom  24.  October  1076.  Newton  hat  in  demselben 
den  Vorhang  weggezogen,  hat  einen  vollen  Einblick  in  seine  geistige 
Werkstätte  eröffnet,  wie  er  nicht  lehrreicher,  nicht  fesselnder  geboten 
werden  kann.  Hätte  er  in  der  Analjsis  per  aequationes  gleiche 
Ofi'enheit  walten  laasen,  ao  ist  kaum  zu  zweifeln,  dass  OoUins  und 
Brouncker  sie  andeis  gewürdigt  haben  würden,  als  es  der  Fall  war, 
aber  Newton  lie&s  sich  vielleicht  aus  schriftstellerischer  Ungewandt- 
beit  den  Vortheil  einer  spannenden  Darstellung  entgehen  Er  sthiieb 
zwar  die  Abhandlung  und  liess  nicht  wie  in  dem  Briete  vum  Ottober 
\b1b  steht,  die  ganze  Arbeit  mehr  oder  weniger  liegen     aber  er  be 

')  His  pej'ip'vti  tteqleii  penfu^  inierpolaUonem  senernn  et  has  opftatimies 
ianquam  fundumenta  i  ags  genutna  tolvmnwdo  adhibui  Nee  iatmt  Jteductto  pei 
IhoniotKni,  res  ntu/ite  fachor  ')  pnm  quam  ego  a^ath.  esäfm  «alurae  nl 
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diente  sicli  in  ihr  sofort  derjenigen  Mittel  zur  ReüieTientwickhing, 
auf  welche  er  erst  zuletzt  verfallen  war,  der  Division  uud  der  Wurzel- 
auaziehung.  Bei  der  Division  machte  er  die  Bemerkung,  man  könne 
mit  gleichem  Rechte 

setzen.  Die  eratere  Entwicklung  sei  vorzunehmen,  wenn  x  hinläng- 
lich klein,  die  zweite,  wenn  x  hinlänglich  gross  vorausgesetzt  werde-"). 
Als  Beispiele  der  Wurzelau sziehnng  dienen 


Auch   eine  Berechnung  von  wird  vorgenommen,  und   zwar 

so,  dass  jede  der  beiden  Quadratwurzeln  für  sich  als  eine  unendliche 
Reihe  entwickelt  und  dann  der  Quotient  beider  Reihen  wieder  als 
Reihe  gesucht  wird.  Das  allgemeine  Abhängigkeitsgesetz  eines  Bino- 
mialcoeficienten  von  dem  unmittelbar  vorhergehenden  fehlt  in  der 
Abhandlung,  wiewohl  Newton  dem  Briefe  zufolge  es  seit  1666  kannte. 
Im  weiteren  Verlaufe  der  Analysis  per  aequationes,  den  voll- 
ständig zu  schildern  hier  noch  nicht  der  richtige  Ort  ist,  ist  auch 
von  der  Umkehrung  der  Reihen  die  Rede,  d.  h.  von  der  Aufgabe 

aus  g  ^  X  —  Y^^  -\-  -<>  i"^ 4^*  "t"  T^^  —  '  ■  ■  ^^^  Darstellung  von 

X  durch  eine  nach  Potenzen  von  s  fortlaufende  Reihe  zu  ermitteln^). 
Zunächst  soll  -^x'-"  das  letzte  in  Rechnung  gezogene  Reihenglied  sein, 
also  die  Gleichung 

-r-  X''  —  —  a;*  -(-    ■  x^ ---x^  -{-  X  —  s  =  0 

stattfinden,  aus  welcher,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  x  ausser 
Acht  bleiben,  wegen  x  —  ^  =  0,  der  Werth  x  =  &  folgt.  Newton 
er^nzt  ihn  zu  z=^  z  -\-  p  und  setzt  diesen  Wertli  in  die  einzelnen 
Glieder  der  angegebenen  Gleichung,  die  er  allerdings  nicht  mit  für 
alle  Glieder  gleicher   Genauigkeit  sich    verschafft.     Er  setzt  nämlich 

■[-x^r^-l-s^,    —     ■x*^—  -!  /  — 2«i),    -~  x^  =^  \  ^' ^  s^p  +  sp% 


^~ßp  —  -^p^, 


')  Priori  iiuido  proeede  cum  x  est  sott»  parva,  posteriori  cum  Hatis  magiu 
sapponitur.  ^)  Opuscula  Newtoni  I,  SU~-'21, 
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und  durch  Zusamiuenfassung 

Wie  er  vorher  schon  manche  Glieder  bei  Seite  Hess,  so  entfernt  er 
jetat  abermals  alle  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  s  den  /.weiten,  in 
Bezug  auf  p  den  ersten  Grad  überschreiten  oder  p  und  s  enthalten. 
Er  behält  also  nur  0  =  —  g-'S^+Pj  woraus  p  =  -^s^  folgt  und 
unter  Benutzung  einer  zweiten  Ergänzug  p  =^  -^s^  -\-  q.  Um  q  zu 
finden,  setzt  Newton  den  angenommenen  Werth  von  p  in  die  zwischen 
g  und  p  gegebene  Gleichung,  welche  ihm  die  Gestalt  annimmt: 

oder  auch : 

Nunmehr  wird  das  Glied  mit  3*  vernachlässigt  und  aus  der  übrig 
bleibenden  Gleichung  die  Federung  gezogen 

—  S  -S     +^^  i^     3_|_J_     4      1         1      ^ 


Somit  gewinnt  er  schliesslich 

und  dabei  beruhigt  er  sich.  So  ungründlich  Newtons  Verfahren  ist 
und  das  Ergebniss,  man  möchte  sagen,  durch  einen  glücklichen  Instinkt 
ermittelt,  so  Überraschend  richtig  ist  die  gewonnene  Keihe.  Die  An- 
nahme    0  =  X —3:^-j---x^  —  -j-x*  ~\-  -r^^  —  ■■■     entspricht    ja 

^^Iog(l  -\-x),  und  daraus  folgt 

e--l+x,  »-.-1 +«■_«  + ia-  +  {«'  + J^'  +  4^'+... 

Newton  hat  also  hier  im  Vorbeigehen  die  Exponentialreihe 
entdeckt. 

Wenn  wir  sagten,  Newton  habe  sich  bei  der  Entwicklung  be- 
ruhigt, nachdem  als  letztes  Reihenglied  -.gö'^^  aufgefunden  war,  so 
kam  er  doch  nur  ganz  wenig  später  unter  der  TJeberschrift  De  Serie 
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progressionum  contmuanda'^) ,  d.  h.  über  die  Fortsetzung  der  Reihen, 
auf  das  eigentliche  Bildungsgesetz  zurück.  Hier  sei,  sagte  er,  im 
Vorbeigeben  angemerkt,  dass  wenn  5  bis  li  Glieder  jener  Entwick- 
lungen bekannt  sind^,  man  dieselben  meistens  beliebig  weiterführen 

kann.  Als  Gesetz  von  «^if  +  ^'^^  +  T'®""!"'''  "^d*  ^^  "^^^n 
die  fortwährende  Division  des  jedesmal  vorhergehenden  Zahlencoeffi- 
cienten  durch  4,  5,  6  u.  s,  w. 

Um   x  =  s g"  ^^  "'"  12Ö '^^  —  '"'   fortzusetzen,  müase   man   die 

Zablencoefficienten  durch  6x7,  durch  8x9  u.  s,  w.  dividircn.  Bei 
ic  =  1  —  Y«*  +  Ki^—  ■  ■  ■  seien  die  Diviaoren  5x6,  7x8  u.  s.  w. 
Die  Reibe 

bilde  die  folgenden  Zablencoefficienten  durch  Vervielfachung  mit  ^ — - , 
mit  --■ — — -  u,  s.  w.  Ein  Beweis  dieser  Bildungsgesetze  ist  nicht 
gegeben,  die  einfache  Indnction  muss  als  solcher  dienen.  Dagegen 
weiss  Newton,  dass  der  Werth  der  drei  letztgenannten 
Reihen  sin£,  cos  5^,  aresin  .s  ist. 

Auch  über  Reiheuconvergenz  äussert  sich  Newton^).  Es  ent- 
geht ihm  nicht,  dass  bei  der  Umkehrung  von  Reihen  es  nothwendig 
sei  zu  zeigen ,  wie  die  Er^nzungsg rossen  p,  '!,'>'•■■,  unter  deren 
fortgesetzter  Annahme  die  Entwicklung  vor  sich  gebt,  schliesslich 
kleiner  als  jede  gegebene  Grösse  werden^).  Er  bedient  sich  zu  diesem 
Zwecke  der  Reihe  x  ^  x^ -\- x^ -\- •  ■  • ,  welche  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  bei  x  =  -^  jedes  Glied  derselben  den  gleichen  Werth  be- 
sitzt wie  die  Summe  aller  ihm  nachfolgenden  Glieder.  Bei  a:  <  - 
ist  jedes  Glied  mehr  als  die  Summe  der  folgenden  Glieder.  Aller- 
dings heisst  bei  Newton  die  Voraussetzung  umgekehrt  a:  >  -  ^J,  aber 
das  ist  ein  Schreibfehler.  Setzt  man  nämlich  x'"^^ -\- x'"^^ -\- ■  •  • 
=  ü=--— — ,   so   ist  ersichtlich  x''>B  wenn  x^  -\-  li^  211,  oder, 


')    OpHSeuJa  NewUmi  I,  33 — 23  ■)    quinque  vel  sex   tfrmints  istarum 

radteum  cognitis  ")  Ojiusciila  Nfwtont  I,  27 — 28     Demomfratio  resoluttonis 

aeguationum   affectarvm  ']    Tandem    eia/lft   mimi    quavis  data  q^taniitate 

")  si  X  snperet  —  • 


y  Google 


Beihen.    Leibniz.    HaOey.    De  Moivre.    Jakolj  Bernoulli.    Kettenbrüehe,     75 


^  +  ü  = 


i   -J_  y;*+l   4-   x^+2   _|_   . 


x''+^ 


Die  bei    anderen   Reihen 


wenn  i^r^>jzr^7'  <!■  1^'  "^nn  ; 
zu  den  einzelnen  Gliedern  hinzutretenden  Zahlencoeffioienten,  sagt 
Newton  weiter'),  nehmen  meistens  unaufhörlich  ab,  und  nehmen  sie 
ja  einmal  zu,  so  ist  nur  erforderlieh,  dass  x  noch  bleiner  gewählt 
werde.  In  diesem  Ausdrucke  noch  kleiner,  adhuc  minor,  finden 
wir  den  Beleg  dafür,  dass  das  vorbin  bemängelte  a;  >  -x-  nur  Schreib- 
fehler, nicht  Denkfehler  war. 
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Kettenbrttclie. 

Die  Newtonsche  Analysis  per  aequationes  gelangte,  wie  wir  uns 
erinnern  (S.  68),  1669  in  die  Hände  von  Collins,  welcher  durch 
Barrow  gradezu  aufgefordert  war,  die  Weiter  Verbreitung  kh  befördern. 
Waren  wir  daher  in  der  Lage,  Collins  und  ausser  ihm  Brouncker 
dafür  verantwortlich  zu  machen,  dass  sie  die  Abhandlung  nicht  so 
ihrem  Werthe  nach  würdigten,  dass  sie  einen  Abdruck  in  den  P.  T. 
oder  eine  Inhaltsangabe  in  den  Protokollen  der  Koyal  Society  ver- 
mittelten, so  wurde  doch  wenigstens  Gregory  durch  Collins  mit  den 
Reihen  jener  Abhandlung  bekannt  gemacht,  Bin  Brief  von  Collins 
an  Gregory^)  vom  24.  December  1670  theilte  diesem  die  Reihen 
für  den  Sinus,  den  Cosinus,  den  Arcussinus  als  Erfindungen  Newtons 
mit.  Gregorys  Antwort*)  ist  vom  15.  Februar  1671.  Er  meine,  so 
schreibt  Gregory,  Newtons  Metliode  einigerraassen*)  zu  kennen,  und 
weil  Collins  ihm  einige  Reihen  gegeben  habe,  für  welche  er  ihm 
dankbar  sei,  so  wolle  er  Aehnliches  zurückgeben. 

Wenn  r  den  Halbmesser  eines  Kreises,  a  einen  Bogen,  t  dessen 
Tangente,  s  dessen  Sekante  bedeute,  so  sei 


'}  Et  nunieros  coefßcientes  qaod  attimt,  HU  plerawgue  decrescv/nt  perpeluo, 
vel  Bi  guando  increscant,  tantam  opus  est  ut  x  aliquoties  adhuc  minor  supponatttr. 
')  Commerc.  epistol  pag.  78  -  79,        ')  Ebenda  pag.  79—80.        *)  aliqua  ex  parte. 
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Eine  Ableitung  der  Reihen  ist  auch  andeutungsweise  nicht  vorhanden. 
Wird  die  Tangente  dem  Halbmesser  gleich,  t=  r,  was  bei  dem 
Bogen    eintritt     der    den    Centriwinkel    von   45" 


a  =  --■  ist,  so  geht  die  erste  Reihe  von  Gregory  über  in 

Eben  diese  Entwicklung  für  -j-  fand  einige  Jahre  nach- 
her auch  Leibniz  und  theilte  sie  Freunden  mit.  Da  man  in  spä- 
terer Zeit  Leibniz  wegen  dieser  Reihe  des  geistigen  Diebstahls  an 
Gregory  beschuldigt  hat,  so  ist,  um  Grund  oder  Ungrund  jener  An- 
klage zu  erkennen,  die  Sache  gleich  hier  genau  zu  untersuchen. 

Zu  seinem  ersten  Londoner  Aufenthalte  von  Januar  bis  März 
1673  brachte  Leibniz  an  gedruckten  mathematischen  Arbeiten  nur 
die  Disseriatio  de  arU  combinat(ma  mit.  Der  Ausführung  nahe  waren 
seine  Gedanken  über  eine  allgemeine  Charakteristik,  über  eine  anzu- 
fertigende Rechenmaschine.  Andere  PRne  mögen  nur  als  Geistes- 
blitze in  Gesprächen  aufgetaucht  sein,  aber  das  Vorhandene,  das  nur 
im  Keime  sich  Zeigende  genügte  doch,  wie  wir  wissen  (S.  30),  Leib- 
nizens  einstimmige  Aufnahme  in  die  Royal  Society  zu  bewirken.  Mit 
CoUins  traf  Leibniz,  wie  wir  gleichfalls  wissen,  nicht  zusammen. 
Dagegen  führte  er  am  2.  Februar  1673  ein  Gespräch  mit  Pell, 
welches  mittelbar  auf  Reihen  sich  bezog,  und  von  welchem  deshalb 
hier  die  Rede  sein  muss.  Man  kennt  dessen  Inhalt  aus  einem  am 
3.  Februar,  also  gleich  am  folgenden  Tage,  von  Leibniz  an  Olden- 
burg gerichteten  Briefe).  Leibniz  hatte  zu  PeU  von  dem  gesprochen, 
was  er  erzeugende  Differenzen  nannte,  und  Pell  hatte  erwidert, 
ganz  Aehnliches  sei  in  dem  Buche  Ohservationes  äiametrorum  soUs  et 
hinae  apparenUmn  vorhanden,  welches  1670  im  Drucke  erschienen 
war.  Der  Verfasser  jenes  Buches,  Gabriel  Mouton^)  (1618—1694) 
aus  Lyon,  war  eigentlich  Theologe  und  als  Vikar  an  der  Paulskirche 
seiner  Vaterstadt  angestellt.  Leibniz  wusste,  dass  ein  Werk  des  von 
Pell  ihm  genannten  Titels  in  Vorbereitung  war:  das  hatte  er  offen- 
bar in  Paris  gehört.  Dass  das  Werk  wirklich  erschienen  war,  war 
ihm  unbekannt.  Er  ging  zu  Oldenburg,  in  dessen  Bibliothek  er 
es  vorfand  und  entlieh.  Bei  aufgeregt  raschem  Durchlesen  fand  sich, 
dass  Pell  die  volle  Wahrheit  gesagt  hatte*).  Die  Ausdrucksweise 
eines   „bei  Herrn   Oldenburg,   Sekretär   der   Royal  Society   leihweise 

')  Commerc.  epütol  pag.  86—91  und  Leibnii  I,  27—31.  ')  Poggen- 

dorff  II,  219.  ')  Quae  apitd  Dominum  Oldenbwrgmm  Soc.  Reg.  Seeretarium 

swmlum  mufuo  tuiiiuUuarie  perearri,  et  inveni  verissima  dixisse  Felltutn. 
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entnommpnen  Buches"  in  einem  an  Oldenburg  seibat  gerichteten 
Briefe  läsat  vermothen,  dass  es  ein  sehr  officieller,  vielleicht  auf  Olden- 
burgs eigene  Veranlassung  geschriebener  Brief  war,  in  welchem 
Leibaiw  für  alle  Fälle  seine  von  Moaton  unabhängige  Gedaokenfolge 
darlegen  sollte. 

Mouton  war  es  auf  den  praktmhen  Kunstgriff  an; 
durch  Bildung  wiederholter  Differenzen  von  in  Tafeln 
Zahlen  diese  Tafeln  selbst  leicht  zu  ergänzen,  was,  wie  Pell  in  jenem 
Gespräche  vom  2.  Februar  bemerkte,  auch  Briggs  bei  Berechnung 
seiner  Logarithmentafel  schon  theil weise  ins  Auge  gefaast  hatte. 
Leibniz  war  von  der  theoretischen  Frage  ausgegangen,  ob  nicht  bei 
den  höheren  Potenzen  der  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander 
folgenden  Zahlen  ein  Bildungsgesetz  sieh  erkennen  lasse  dem  ähnlich, 
welches  bei  den  Qaadratzahlen  obwalte,  die  bekanntlich  je  um  eine 
imgrade  Zahl  von  einander  abstehen,  und  zwar  n}  von  («  -f-  1)^  um 
2w+  '■  Er  fand,  dass  bei  den  Kubikzahlen  die  aufeinander  folgen- 
den Unterschiede  in  fünf  Reihen  sich  ordnen  lassen: 
0  0  0 

(5606 
6        12        18         24  30 

1         7         19         37         (U  91 

0        1         «        27        Ö4        125        210 

und  er  nannte  die  in  den  vier  unteren  Eeihen  zu  äusserst  links  stehen- 
den Zahlen  0,  1,  6,  6  die  Erzeugenden,  generatrices,  weil  aus  ihnen 
die  anderen  Kubikzahlen  sich  bilden.     Es  ergab  sieh  nämlich 

0-  =  0  .  (1) 

l._0.(l)  +  l.(l) 

2>_0.(1)  +  1.{2)  +  6.(1) 

3-  -  0  •  (1)  +  1  .  (3)  +  6  .  (3)  +  (i  (1) 

Die  eingeringelten  Zahlen  sind  die  aufeinander  folgenden  Blnomial- 
coeffleienten  derjenigen  Potenz,  deren  Exponent  die  jeweils  zu  ku- 
birende  Zahl  ist;  die  nicht  eingeringelten  Faktoren  sind  die  Erzeugenden 
Somit  würde  weiter  gefunden  werden: 

4'-0.(l)  +  l.(4)  +  6.C6)  +  6.(4) 
5'-0.(l)  +  l.(5)  +  6.(10)  +  C-(10) 
nnä  »Ugeniem:  «'  -  0  •  (1)  +  1  ■  («)  +  C •  ("fciJJ  +  c (-'^^^^f—)- 
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Leibniz  führt  zwar  die  allgemeine  Bildung  von  «'  nicht  aus,  sagt 
aber,  seine  Analyse  habe  ihm  die  Allgemeinheit  der  Behauptung  dar- 
gethan^).  So  geistreich  Leibnizens  Gedanke  ist,  so  kann  man  ihn 
doch  kaum  eine  Beschäftigung  mit  unendlichen  Reihen  nennen.  Die 
Anregung  dürfte  ihm  in  Deiitschland  geworden  aein,  wo  Faulhaber 
(Bd.  II,  S.  749)  den  Grundstein  zu  der  Lehre  von  den  arithmetischen 
Reihen  höherer  Ordnung  gelegt  hatte. 

Jetzt  lernte  Leibniz  Mercators  Logarithmotechnia  kennen  und 
vermuthlich  leitete  sie  ihn  zu  wirklichen  Untersuchungen  unendlicher 
Reihen.  Jetzt  begann  er  auch  andere  Werke  zu  studiren.  Er  ver- 
dankte dieses  wesentlich  dem  persönlichen  Umgange  mit  dem  gleich 
ihm  in  Paris  verweilenden  Huygens. 

Christian  Huygens^)  war  1666  durch  Colbert  in  die  Akademie 
der  Wissenschaften  nach  Paris  berufen  worden  und  verblieb  dort, 
abgesehen  von  zwei  Reisen,  welche  er  1670  und  1675  nach  Holland 
machte,  bis  1681.  In  diesem  Jahre  zog  er  nach  Aufhebung  des 
Ediktes  von  Nantes  in  seine  Heimath  nach  dem  Haag  sich  zurück. 
Dort  starb  er  1695.  Wir  werden  von  Huygens  mathematischem 
Hauptwerke,  dem  Horologium  oscälatorium  von  1673,  mehrfach  zu 
reden  haben.  Gegenwärtig  nennen  wir  es  nur,  um  die  Bemerkung 
daran  zu  knüpfen,  dass  Huygens  dasselbe  beim  Erscheinen  Leibniz 
schenkte,  der  kurz  vorher  von  dem  ersten  Londoner  Aufenthalte  nach 
Paris  zurückgekehrt  war. 

Beim  Lesen  des  Horologium  oscillatorimn  sah  Leibniz  deutlich 
ein,  wie  unwissend  er  sei,  und  wie  er  mit  dem  mathematisch  Vor- 
handenen sich  bekannt  machen  müsse  ^).  Er  studirte  die  Schriften 
von  Descartes,  von  Pascal,  von  Gregorius  von  St.  Vincentius, 
auch  die  1659  gedruckte  Synopsis  Qeometrica  von  Houoratus  Fabri*) 
(1607 — 1688),  einem  französischen  Jesuiten,  welcher  erst  im  Ordens- 
collegium  in  Lyon  Philosophie  lehrte,  später  nach  Rom  versetzt  wurde 
und  in  dem  Gerichtshofe  der  Intjuisition  eine  angesehene  Stellung 
einnahm. 

Leibniz  studirte  als  genialer  Denker.  Mit  der  Aufnahme  fremder 
Forschungsergebnisse  ging  die  Entwerfung  und  Ausarbeitung  eigener 
Untersuchungen  Hand  in  Hand.  Hatte  er  gelernt,  wie  Flächen  durch 
Zerlegung  in  Rechtecke  quadrirt  werden  konnten,  so  nahm  er 
selbst  Zerlegungen  in  Dreiecke  vor,  und  er  nannte  dieses  Trans- 
mutation. 


')  Idque  Analysis  viihi  universale  esue  comprohami.  ')  Allgeraeiiie  deutsche 
Biographie  XIH,  480—486.  >)  Leibniz  III.  72—73  Anmerkung.  Gerhardt, 
Math.  Deutachl.  8.  U2.  ')  Poggendorff  I,  TU. 
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Eine  Mittbeilung  der  durch  Transmutation  erhaltenen  Reihe 

erfolgte  an  Huygens,  der  unter  dem  6.  November  1674  die  Schrift, 
welche  den  Titel  ^iadratare  a/rithmetique  geführt  zu  haben  scheint, 
mit  grossen  Lobeserhebungen  zurückschickte.  Es  ist  nichts  geringes 
nach  meiner  Ansicht,  schreibt  er'),  bei  einer  Aufgabe,  die  so  viele 
Geister  in  Bewegung  gesetzt  hat,  einen  neuen  Weg  gefunden  zu  haben, 
welcher  einige  Hoffnung  zu  geben  scheint,  zu  der  wahren  Auflösung 
zu  gelangen.  Das  Datum  der  sicherlich  vor  dem  G.  November  1674 
au  Huygens  gelangten  Mittheilung  genau  zu  kennen  wäre  von  einiger 
Wichtigkeit,  weil  es  allem  Anscheine  nach  dem  der  Entdeckung  durch 
Leibniz  entsprach,  welcher  kaiim  gesäumt  haben  dürfte,  den  am 
gleichen  Orte  mit  ihm  lebenden  Gönner  von  seinem  Funde  in  Kennt- 
niss  zu   setzen. 

Gegen  April  1675  schickte  alsdann  Leibniz  seine  Reihe  auch  an 
Oldenburg,  weicher  am  12.  dieses  Monats  den  Empfang  bestätigte^) 
und  dabei  Gregorys  Arcustangensreihe  angab.  Ende  Juli  1676  hat 
dann  Oldenburg  weitere  Reihen  des  seit  October  1075  verstorbenen 
Gregory  brieflich  an  Leibniz  mitgetheilt*),  und  am  gleichen  Datum 
schickte  er  ihm  die  Abschrift  eines  für  Leibniz  bestimmten  Briefes 
Nevrtons*),  in  welchem  die  Binomialreihe,  die  Sinusreihe  und  die 
Cosinusreihe  enthalten  war.  An  den  Band  dieses  Briefes  schrieb 
Leibniz  nach  seiner  Gewohnheit  mancherlei  Notizen,  die  sicherlich 
nur  für  den  eigenen  Gebrauch  bestimmt  waren.  An  einer  Stelle 
heisst  es^):  „Das  ist  schön;  das  gibt  eine  höchst  elegante  Abkürzung 
meiner  durch  Transformation  erhaltenen  Kreis messung".  Er  war  also 
in  unbefangenster  Sicherheit  über  sein  Anrecht  an  die  oft  erwähnte 
Reihe.  Nun  kommt  der  Zeitfolge  nach  ein  Brief  Leibnizens")  an 
Oldenburg  vom  27,  August  1676,  in  welchem  die  Transmutation  als 
Quelle  der  Reihe  für  angegeben  ist,  in  welchem  auch  eigene  Ab- 
leitungen der  Sinusreihe  und  der  Cosiuusreihe  sieh  vorfinden. 

Aber  auch  au  die  Veröffentlichung  seiner  arithmetischen  Qua- 
dratur durch  den  Druck  dachte  Leibniz  ernstlich,  und,  bevor  er  im 
Herbste  1676  Paris  verliess,  war  eine  Abhandlung  druckfertig ').  Ihr 
Titel    war  De   quadraUtra   arithmetica   circali,    ellvpseos  et  hypcrbolae, 

')  Leibniz  II,  IG.  >)  Ebenda  I,  60—69.  »)  Ebenda  I,  88-99.  ')  Ebenda 
[,  100—113.  '')  Ebenda  I,  104  Anmerkung:   Hoc  pulckrum  et  hitic  etiam  ele- 

gantiesimwin  compendium  pro  ■mea  circuti  dhnensione  ope  transformalionü  facta. 
')  Ebenda  I,  lU— 122.  ')  Ebenda  I,  84. 
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cuius  corollarium  est  trigtmonieiria  mte  tabulis.  Autore  G.  G.  L. 
Leibniz  übergab  sie  bei  der  Abreise  einem  Agenten,  der  den  Druck 
überwachen  sollte,  aber  als  Verzögerungen  eintraten  und  Leibniz  über- 
dies immer  mehr  und  mehr  hinzu  entdeckte,  unterblieb  der  Druck. 
Erst  1682,  1684,  1691  kamen  einander  ergänzende  Veröffentlichungen 
in  den  A.  E.  zu  Stande. 

Unter  allen  Umständen  ist  eine  Verschiedenheit  zwischen  dem 
was  Gregory  und  was  Leibniz  fand,  bemerkenswerth.  Wenn  Gregory 
ausschliesslich  die  Kreisbogenfläche  aus  der  trigonometrischen  Tan- 
gente t  mittels   der  Reihe       -^  "ö"  "l'   ^ 7  +  ■  ■  ■    berechnete,    so 

hatte  Leibniz  die  Quadratur  eines  Ausschnittes  sich  als  Aufgabe  ge- 
stellt, der  durch  einen  Bogen  irgend  eines  Mittelpunktkegelschnittes 
begrenzt  war.  Die  Hyperbel  nicht  minder  als  die  Ellipse  oder  der 
Kreis  konnte  jenen  die  Figur  abschliessenden  Bogen  liefern,  und  die 
Reihe  änderte  sich  nur  insofern,  als  bei  der  Hyperbel  alle  Glieder 
positiv  zu  nehmen  waren,  die  Zusammenfassung  aller  Fälle  folglich 
durch  die  Reihe  -r  ^-^  -\-  -r  ^  -„  +■■■  dargestellt  war  ^).  Als 
Einheit  ist  beim  Kreise  der  Halbmesser  angenommen,  und  die  Tan- 
gente t  darf  nicht  grösser  als  der  Halbmesser  gewählt  werden^). 
Der  deutlichste  Nachweis  der  Reihe  für  den  Kreis,  bei  weichem  das 
Leibniz  eigenthümliche  Verfahren  der  Transmutation,  d.  h.  die  Bil- 
dung eines  Sectorg  recht  klar  hervortritt,  kann  dem  Cmipendium 
quadraimrae  arithmeticae  entnommen  werden,  welches  sieh  handschrift- 
lich erhalten  hat.  Es  besteht  aus  51  Sätzen,  deren  Beweise  allerdings 
kaum  mehr  als  angedeutet  genannt  zu  werden  verdienen.  Der  Gang 
für  den   hier  in  Rede  kommenden  Satz  beim  Kreise  ist  folgender*). 

Ist  .(Figur  10)  AC±BD   und   ebenso   HDXSB,   so    ist    er- 
sichtlich liCBAooBBH,  also  öä^^  BU      ^^^^^^  ^^^^ 
CB"  __  BD^  _BrrSE_  BE 
CA^        BW  BH'  BH' 

BE  __  CB^ CBJ__  ^      t' 

BH  ~  OÄ^  ~~  AB^-Jf  CB'  ~  r«  +  t' 

und  BE  =    ,  '     -j  =  2  r ^  ^  -[-   .t,  ^   .i  +  ■  ■  '  L   indem   von    der 

')  Diese  Zusammenfassung  findet  sich  in  dem  Briefe  von  27,  August  1G76. 
Leibniz  1,  117.  ")  Leibniz  V,  97:  Eegitla  huc  redit  ut  Tangente,  gaae  radio 
«OM  imyoc  Sit,  posita  h,  radio  ünitate,  arcus  ip»e  seil,  ^adrante  wow  imyor  sit 
-1 1_  ^  __  __  ete     Dann  femer  ebenda  V,  107  liu,  4;    Opportet  autem 

AB  non  esse  minorem  quam  BG.  ")  Ebenda  V,  106—107.  Vgl  da,7,u  Reiff, 
Geschichte  der  unendlichen  Reihen  S.  48—47. 


Man    kann    aber   auch  schreiben  -5-77  = 


y  Google 


Reihen,    Leibniz.    Hallej.    De  Moivre,    .Taltoli  BernouUi.    Kettenbrüche.    81 

Division  Gebrauch  gemacht  -wird,  deren  Anwendung  znr  Reihenent- 
wicklung Leibniz  bei  Mercator  kennen  gelernt  hatte.  Hier  war  J)C 
Bei-ührungslinie  an  den  Kreis  in  B. 
Wird  auch  an  den  benachbarten  Kreis- 
punkt D^  eine  Berühr ungslinie  T>^C^ 
gezogen,  welche  als  gradlinige  Fort- 
setzung von  7)J9j  betrachtet  werden 
darf,  so  erkennt  man,  dass 

GC,  .  BE 


A  CBC^  =  - 


(' 


Das  Dreieekchen  war  dadurch  in  eine 

unendliche  Summe  von  Gliedern  wech-  yj    ^^ 

sein  den    Vorzeichens    verwandelt   ■ — 

Transmutation    —    deren   jedes   als   Rechteckehen    von    der   Höhe 

^j^^'  und  von  der  Basis  CC^  sich  darstellt,  CC^  als  sehr  kleines 
Stückchen  der  HC  =  t  gedacht.  Solche  Rechteckehen  zu  summiren 
verstand  man.    Das  Glied  -j^— .,■  ■  CCy  gibt  über  die  ganze  liC  summii-t 

äV— L '    "^^^  ganze  gemiscbtlinige  Dreieck  aus  dem  Bogen  BD 

und  den  Beruh rungslinien  J3C  und  BC  ist  demnach 

Aber  das  Viereck  ABCD  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks  ABC  oder 
2  ■  -  =  rt,  und  zieht  man  von  ihm  das  vorher  ermittelte  gemiscbt- 
linige Dreieck  BGB  ab,  so  bleibt  der  Kreissektor 

Jetzt  gewinnt  die  oben  erwähnte  Bedingung'),  dass  AB  nicht 
lileiner  als  BC  sein  dürfe,  ihre  richtige  Bedeutung.  Leibniz  erkannte 
offenbar,  dass  nur  unter  dieser  Bedingung,  die  man  auch  in  der  Foi'm 
r  =\  und  f  <  1  anschreiben  kann,  die  einzelnen  Glieder  von 


t- 


-  +  ■ 


immer  Itleiner  und  kleiner  werden  und  daraus  ein  Satz  folgt,  den  er 
als  4n,  Satz  des  Compendium  quadraturae  arithmeticae  so  ausspricht  ^j : 

'    Leihniz  V,  107  liii,  4.  =1  VManAa.  V,  Iiy, 
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Wenn  eine  Grösse  a  einer  unendlichen  Reihe 

h  —  c  -\-  d  —  e  -\-  f —  g  etc. 
gleich  ist,  ao  ist  b,h  —  e-\-(i,---  grösser  als  a,  und  der 
Uebersehuss  beträgt  weniger  als  c,  als  e...;  dagegen  ist 
h  —  c,  b  - —  <i  -\-  d  —  e,-  ■  -  kleiner  als  a,  und  der  Mangel  be- 
trägt weniger  ala  (/,  als  /'....  Jene  Zusammenstellung  von 
51  Sätzen  war  offenbar  nicht  selbst  zum  Druck  bestimmt.  Sie  bildete 
für  Leibniz  nur  die  Gedankenfolge  zu  einer  genauer  auszuarbeitenden 
Abhandlung,  und  da  brauchte  nicht  alles  und  jedes  breit  erörtert 
zu  werden,  was  ihm  selbst  schon  in  knappster  Andeutung  verständ- 
lich war. 

Um  so  deutlicher  sprach  er  den  wichtigen  Satz,  dass  eine  Reihe, 
deren  Glieder  beständig  abnehmen')  und  alternirend  positiv 
und  negativ  sind*),  einen  endlichen  Wertb  besitze  in  einem 
allerdings  sehr  viel  späteren  Briefe  vom  10.  Januar  1714  gegen  Jo- 
liann  Bemoulli  ans^).  Wegen  des  engen  Zusammenhanges  mit  dem 
Satze  im  Compendium  quadraturae  arithmeticae  greifen  wir  bis  zu 
jenem  Briefe  vor  und  entnehmen  ihm  den  strengen  Beweis.    Die  Reihe 


1  ■ —  b  -}-  c  —  d  -\~  e  —  f  -{-  g  —  h  -\-  i  —  k  etc. 


M 
sei  von  der  voi^eschriebenen  Art.  Die  Glieder  sollen  ins  Unendliche 
abnehmen,  so  dass  jedes  kleiner  als  das  nächstvorhergehende  ist^). 
Leibniz  nennt  nun  die  ganze  Reihe  S,  während  L,  M  die  Zusammen- 
fassung der  Glieder  bis  zu  e,  f  einaehliefalich  bedeutet,  dann  sei 
L>  S^  M.  Es  ist  erstens  L>  S,  weil  X  in  iS  übergeht,  indem 
mehr  subtrahirt  wird  (nämlich  /',  fe, .  . .)  als  addirt  (nämlich  g,  i, . . .) 
Es  ist  zweitens  M<iS,  weil  M  in  S  übergebt,  indem  mehr  addirt 
wird  (nämlich  g,  i,  .  . .)  als  subtrahirt  (nämlich  h,k  . .  .).  Der  Unter- 
schied L  —  M  =  f  muss  grösser  sein  als  L  —  S  oder  als  S  —  M. 
Geht  man  beliebig  weit,  so  wird  f  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse''). 
Das  ist  genau  der  Beweis  des  Convergenzsatzes  für  Reihen 
mit  alternirendeu  Vorzeichen  und  unendlich  abnehmenden 
Gliedern,  wie  et  m  den  neuesten  Lehrbuchern  noch  immer  \or 
getragen    wird,    denn    ob   man   sagt   /  ^  9,  h  ^  i  und    q   -  h, 

i^l,         seien   positiv  und  deshalb  i  >  ö  >  Jlf ,  oder  ob  man  der 
Leibnizischen  Ausdrueksweise  sich  bedient,  kann  doch  nur  als  Unter 


')    eonUmto    decrescentes  ')    aUerfuihoni^    nffirmatniif    et    negotii af 

°)  Leibmz  IIT   926  *)  Tfrmtnt  deetehcant  tn  tnfinitutn     tta  ut  qu%v*s  stt 

mtnor  proanme  anleeedfnfe         *)  ConttnKando  qHantum  hibet  f  eit  minor  rf«(ti 
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schied  älteren  und  neueren  mathematischen  Sprachgebrauches  er- 
achtet werden. 

Wir  haben  die  ÄuMtze  in  den  A,  E.  genannt,  durch  welche  die 

Reihe    x  ^  T  ""  Y  "1"  "^ Y  "f"  ■ '  ■    ^^    <liß    Oeffentlichkeit   drang, 

während  bis  dahin  weder  Gregory  noch  Leibniz  mehr  als  halbver- 
trauliehe  briefliche  Mittheilungen  von  sich  gegeben  hatten.  Die 
erste  gedruckte  Erörterung  des  Gegenstandes  in  den  A.  E.  von  16S2 
fahrt  den  Titel:  De  vera  proportwne  circuU  ad  quadratum  n>cii7K',i)t}>- 
tum  in  numeris  rationalibus  expressa'^).  Wir  bringen  sie  aus  zwei 
Gründen  zur  besonderen  Erwähnung.  Erstens  sind  in  ihr  zunächst 
beweislos  die  Summen  einiger  anderen  numerischen  Reihen  angegeben, 
auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden,  zweitens  kommt  dort  ein 
Ausdruck  und  ein  Begriff  zuerst  vor,  denen  nicht  früher  als  in 
unserer  Zeit  eine  genauere  Beachtung  zu  Theil  wurde:  die  Partial- 
reihe,  series  partialis. 

Die  Reihe  der  Zahlen  -r ,  -^ ,  -r,  -^r  •  ■  ■ ,  sagt  Leibniz,  sei  eine 
harmonische,  und  harmonisch  seien  auch  die  Reihen,  deren  Glieder 
durch  einen  Sprung^  aus  den  genannten  Zahlen  hervorgehen  — ,  j- , 
-g  ■  ■  ■  ebenso  wie  — ,  y>  iT  '  '  ' '  "^'^  Kreisreihe  entstehe,  indem 
man  die  zweite  Partialreihe  von  der  ersten  abziehe').  Leibniz  bleibt 
dann  noch  einen  Augenblick  bei  sprungweise  gebildeten  Reihen  stehen. 
Passe  man  in  der  Kreisreihe  je  ein  positives  und  ein  ihm  unmittelbar 
nachfolgendes  negatives  Glied  zusammen,  so  entstehe 

8'^3'"'~35"'"99"rT95''333"'  ' 

Die  Nenner  der  Glieder  dieser  Reihe  sind  aber  auch  wieder  durch 
Sprünge  ausgelesen*),  und  zwar  aus  der  Reihe  der  um  eine  Einheit 
verminderten  Quadratzahlen,  d.  h.  aus  der  Reihe  3,  8,  15,  24,  35,  48, 
63,  80,  99  ....  Wählt  man  unter  ihnen  die  erste  und  dann  jeweils 
die  vierte  Zahl,  so  hat  man  unsere  Zahlen").  Partialreihen  sind 
demnach  für  Leibniz  solche,  deren  Glieder  aus  einer  anderen  gesetz- 
mässigen  Reihe  von  einem  Anfangsgliede  aus  durch  Sprünge  von 
gleichbleibender  Weite  hervorgeholt  werden. 

Zwischen  Leibnizens  Brief  an  Oldenburg  vom  27.  August  1676 
und  dem  Aufsätze  von  1682  liegt  Leibnizens  zweiter  Londoner  Aufent- 
halt im  October  1676.     Damals   lernte  er  Collins  persönlich  kennen. 

')  Leibniz  V,  118 — 122,  ')  per  saltum.  ^  pontei'i<yrum  serkm  par- 

tialem  a  priori  KuMrnhemJo.  ')  exeerpti  per  miltum.  ")  ea'  e^jus  seriei 

s  quartiis  quisqiie  posl  primv/m  iwsler  est. 
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Damals  entstand  ■wahrscheinlich  ein  von  Leibnizens  Hand  geschriebener 
in  seinem  Nachlasse  gefundener  Auszug  aus  Newtons  Analyais 
per  aequationes.  In  dem  dritten  Aufsatze  über  die  Kreisreihe,  in 
der  Quadratura  arithmeiica  communis  sedtimum  (.ontfarum,  qum  rrtt- 
trum  habent  (A.  E.  von  1691)  hat  Leibniz  auch  seine  engh'ichen  Wett 
bewerber  in  der  Reihenlehre  genannt  Er  gibt  dort"-)  die  verschiedenen 
Heihenent Wicklungen,  von  denen  wij  gespiochen  haben,  an  und  sagt, 
sie  rührten  theils  von  ihm  hei,  theils  ^on  andeien  wie  Mercator, 
Newton,  Gregory. 

So  weit  können  wir  fürs  erste  die  Arbeiten  verfolgen  durch 
welche  Newton  und  Leibniz  sieh  um  die  R^ihenlehie  verdient  machten, 
ohne  die  Zeitgrenze  1700  zu  überschreiten,  ohne  Kenntnisse  voraus 
zusetzen,  welche  einem  anderen  Gebiete  angehören,  und  welche  uns 
nÖthigen,  den  Bericht  über  ihre  Anwendung  mit  der  Geschichte  ]enes 
Wissenszweiges  selbst  zu  verbinden  D^egen  sohliessen  iich  hier 
noch  einige  Arbeiten  anderer  Mathematikci  an,  welche  ungezwungen 
als  Fortsetzer  der  Newtonsehen  und  Leibnizischen  (ieda7iken  bezeichnet 
werden  können. 

Wir  nennen  in  erster  Linie  Edmund  Halley  mit  einer  Ab- 
handlung von  ItiÖö  über  Logarithmenberechnung^).  Wir  haben 
gesehen,  dass  bei  Mercator,  bei  Gregory  die  Proportionalität  von 
Logarithmen  gegebener  Zahlen  mit  gewissen  Reihen  auftrat,  aber  der 
Proportionalitätsfaktor,  der  Modulus  des  Logarithmensystems,  wenn 
ein  später  Ausdruck  gebraucht  werden  darf,  kam  nicht  zu  deutlicher 
Kenntniss.  Auf  diese  Erweiterung  des  Wissens  legte  HaUey  ein 
grosses  Gewicht,  sowie  auch  auf  die  Gewinnung  logarithmischer 
Reihenentwicklung  ohne  Einmischung  der  Quadratur  der  Hyperbel, 
vielmehr  durch  rein  analytische  Betrachtungen,  welche  von  Newtons 
Binomialtheorem  ausgehen.  Wir  schicken  ferner  voraus,  dass  in 
Halleys  recht  schwer  verständlichem  Aufsatze  von  Neperschen 
Logarithmen  im  Gegensatze  zu  Briggischen  Logarithmen  die 
Rede  ist.  Unter  letzteren  versteht  Halley  diejenigen  von  der  Grund- 
zahl 10.  Erstere  sind  für  ihn  diejenigen,  welche  mit  0,434  29448 
vervielfacht  oder  durch  2,302  585  dividirt  werden  müssen,  um  in 
Briggische  überzugehen.  Das  sind  also  natürliche  Logarithmen 
und  keineswegs  die  zuerst  von  Neper  erhaltenen  (Bd.  H,  S.  736). 
Vielleicht  war  Halley  der  erste  Schriftsteller,  der  sich  diese  Verwechs- 
lung zu  Schulden  kommen  Hess,  die  allmälig  immer  allgemeinere 
Voi'breitung  gewann^). 

')  Leibniz  V,  129.  =)  P.  T.  XIX,  Ö8— 07.     Vgl.  Heiff,  Geachiclite  der 

uneniälichen  Keihen  S.  38—40.  ")  Cajori,  Hiat.  FeatBchr.  1899,  S.  33. 
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Halley  will  das  Verhältniss,  die  Ratio,  zweier  Zahlen  dadurch 
genauer  darstellen,  daas  er  Theile  desselben,  kleine  Verhältnisse, 
Ratinnculae,  ins  Auge  fasst.  Maa  schiebe  z.  B.  zwischen  die  Zahlen 
1  und  10  mittlere  Proportionale  ein  100000  an  der  Zahl,  so  werden 
zwischen  1  und  2  sich  30102,  zwischen  1  und  IJ  sich  47  712  solcher 
eingeschobenen  Zahlen  finden,  welche,  als  Potenzen  der  Grundzahl 
anfgefasat,  Exponenten   besitzen,  welche  um  je  - 


— ,  sofern  n  die  sehr  gross  gewählte  Zahl  100000  oder  auch  eine 
andere  grosse  Zahl   darstellt.     Ist   etwa  a  die  Basis  und  1+3  ^^^^ 

Zahl,  so  wird  «"  =  1  +  g  und  ra"  =  (1  +  g)"', 
»"-«''-(l+9)"-l. 

Aber  die  kleine  DitiereuK  a"  —  «"  lässt  sich,  wenu  a  und  n  gegeben 
sind,  als  Vielfaches  von    --,  etwa  als  —  berechnen,  wodurch  k  selbst 

bekannt   wird.      Nachdem     -   als  Werth  von  (1  4-  ff)"'  —  1   erkannt 

ist,  wird  anf  die  Potenzgrösse  (1  +  q)'"  der  binomische  Lehrsatz  an- 
gewandt.    Halley  findet: 

(1  +  s)- - 1  +  i . « +"'7%  ''i'  +  ■■■■ 

Ist  m  sehr  gross,  so  dürfen  in  den  Binomialcoefflcienten,  für  welche 
Halley  sich  des  bei  Oughtred  schon  vorkommenden  Namens  der 
Unciae,  Klammergrössen,  bedient,  höhere  Potenzen  von  —  weg- 
gelassen werden.     Man  darf  also  schreiben 


So  entsteht 

(1  +  ,)«  _  1  +  i  ä  -  i5>  +  ij'. 
und 
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als  der  für  die  Basis  a  sieb  ergebende  Logaritbmus  vjin  l  -\-  q. 
Nimmt  man  umgekebrt  als  Ausgangspunkt 

log  (1  + «)  - 1  (s  - 1  + 1"  -■■■)- ';  [(1  +  </)•■  ~  i] . 

so  ist  auch 

(1  +  5)i-  _  1  +  A  log  (1  +  5)    „uä    1  +  ,  _  [l  +  ^"i.  log  (1  +  q)J  ■ 

Wird  hier  rechter  Hand  die  Binom inalentwicklung  vorgenommen  und 
k  ■  log(l  -^  q)  =  L  gesetzt,  so  entsteht  bei  wiederum  als  sehr  gross 
angenommenem  m  die  Reihe  l-\-q  =  l-\-L-\-  j — 5  -|-  ■  ■  ■ . 

Sollen  Briggische  Logarithmen  gefunden  werden,  so  ist  h  ^ 
2,302  585,  wie  wir  (S.  84)  angekündigt  haben.  Diese  Zahl  kann  aber 
auch  viel  genauer  ausgerechnet  werden.  Halley  gibt  sie  auf  60  De- 
cimalsfcellen.  Auf  ebenso  viele  Decimalstellen  gibt  er  das  reciproke 
— .  =  0,434  299  48  -  -  ■ ,  auf  ebenso  viele  die  Briggischen  Logarithmen 
der  Primzahlen  unter  20,  also  von  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19.  Halley 
selbst  hat  die  umfangreichen,  ermüdenden  Rechnungen,  deren  Ergeb- 
nisse er  mittheilt,  nicht  ausgeführt.  Sie  rühren  vielmehr  von  Abra- 
ham Sharp^)  (1651- — 1742)  her.  Dieser  ebenso  zuversichtliche  als 
1  Rechner  begann  als  Hand  eisleb  rling,  war  dann  Schul- 
Steuerbeamter,  Buchhalter,  Gehilfe  an  der  Sternwarte  zu 
Greenwich,  zuletzt  Privatmann  in  seiner  Vaterstadt  Little  Horton 
nicht  weit  von  Bradford  und  errichtete  sich  daselbst  aus  eigenen 
Mitteln  eine  kleine  Sternwarte,  um  seinen  astronomischen  Neigungen 
sich  hingeben  zu  können. 

Der  Newtonschen  Richtung  gehörte  auch  Abraham  de  Moivre^ 
(^1667^1754)  an,  der  aus  protestantischer  Familie  in  Vifcry  in  der 
Champagne  geboren,  noch  in  jungen  Jahren  nach  der  Aufhebung  des 
Ediktes  von  Nantes  Frankreich  verliess.  Er  lebte  dann  in  London 
und  ernährte  sich  hauptsächlich  durch  Ertheilong  mathematischen 
Unterrichtes.  Seit  1697  gehörte  er  der  Londoner  Royal  Society  als 
Mitghed  an,  aber  schon  etwas  früher  legte  er  ihr  eine  Arbeit^)  vor, 
welche  der  Potenzerhebung  unendlicher  Multinomien,  d,  h.  also  dem 
polynomischen  Lehrsatze  gewidmet  war.  Leibniz  hatte  zwar 
schon  mit  derselben  Aufgabe  sich  beschäftigt  und  in  einem  Briefe 
an    Johann   Bernoulli    vom    Mai    1695    davon    gesprochen*),   aber 

')  Poggendorff  ir,  917.  ')  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  p<mr  1754 
(Histoire  pag.  175^184).  °)  Ä  Method  of  ratsing  an  infinite  Multinomial  to 

OMy  given  Power,  or  extracting  any  given  Boot  of  Ihc  saute.  P.  T.  XIX,  ül9— 625. 
')  Leibnia  III,  175. 
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De  Moivre  war  jedenfalls  der  erste  Veröffentlicher  einschlagender 
Untersuchungen.  Die  angeführte  De  Moivresche  Abhandlung  betrifft, 
wiewohl  der  Titel  auch  Wurzelausziehung  ein  zubegreifen  scheint,  aus- 
schliesslich den  Fall  von  Potenzen  mit  ganzzahlig  positivem  Expo- 
nenten m  und  gibt  ausführlich  die  Glieder  mit  2"",  s"'+^  bia  ein- 
schliesslich 0°'+'^,  welche  in  der  Entwicklung  von 

(as  -f  bs'  +  cz'  +  (^^  +  es'  +  /"^^  +  ifs''  -\ )"* 

zu  Tage  treten.  Im  nächsten  Bande  der  P.  T.  gab  der  inzwischen 
zum  Mitghede  der  Royal  Society  Ernannte  eine  Fortsetzung^)  der 
früheren  Abhandlung.  Er  geht  aus  von  der  Gleichung  zwischen  zwei 
nn endlichen  Reihen 

az  +  hs^  -j-  vz"  +  ds*  ^ ^mi-\-  ''i/'  +  ^/  +  ^'^*  H , 

aus  welcher  er  eine  nach  Potenzen  von  y  fortschreitende  Entwick- 
lung für  z  folgert.  Die  dabei  angewandte  Methode  ist  die  der  un- 
bestimmten Coefficienten  (Bd.  II,  8.  749),  welche  uachgrade  zu 
allgemeiner  Benutzung  gelangt  war.     De  Moivre  setzt  also 

s  =  Ay^By^+  Cf  ^  Bif -^  ■  ■  ■ 
und  gewinnt  durch  Einsetzung  dieses  Werthes 

ae  -\-  hs^  -\-  c!s^  -\-  ■  ■  ■  ^  aAy  +  aBy^  +  a  Üi/       -(---. 
-].hÄ'f  +  2hABxf  +  --- 
-f  cA'f       -f  ■  ■  ■ 
+  ■■■, 
welches  mit  gy  -\-  hif  -\-  'if  -\-  ■■■  übereinstimmen  muss.    Folglich  ist 
aA  =  g,    d.h.   A  =  ^;    dann  aB-\-hA^^h,   d.h.  B  =  ^^^—; 
weiter  aC  +  ^2hAB  -f  cA^  =  i,   d.  h.  C  =  '  ~  ^ '' ^^^-^--—  u.  s.  w. 
Die  Nenner  der  entstehenden  Werthe  von  A,  B,  C  •  •  ■  sind  siimmt- 
lich  a.    Eine  Einsetzung  der  einmal  gefandenen  Coefficienten  A,  B  ■  ■  ■ 
in  die  nachfolgenden  C,  D    ■  ■  wird  nicht  vorgenommen. 

Die  Methode    der   unbestimmten   Coefficienten    dient  De  Moivre 
auch    dazu,   die  logarithmische  Reihe  abzuleiten.     Er  nimmt  an 
1  +  ^  =  (1  +  y)-  =  1  +  ,iy  +  ^^  f... 

oder  3  =  nij  +  "-"-T—  f  -\ ■ 

Ferner  nimmt  er  an 

log  (1  +  f.) -02 +  42' +  «»+■-■. 
Dann  muss  aber  auch 


')  A  metfuid  of  extrncUng  the  Boot  of  an  injinitc  eqwatioH     P.  T,  XX,  190  —  193, 
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'og  (1  +  y)  =  «,'y  +  ^>f  +  cy^  H — 

sein  neben 

log  (1  +  i;)  =  w  log  (1  +  ?/)  =  nay  +  nii/*'  +  «ty«  H . 

Setzt  man  den  Werth  z  =  ny  -{■  -  .,  2/^  +  -  ■  ■  in  die  Reihe 
as  -\-  hs^  -\-  cz^  -\-  •  ■  •  ein,  so  müssen  zwei  Übereinstimmende  Ent- 
wicklungen von  log  (1  +  g)  nach  Potenzen  von  y  erscheinen,  aus 
deren  gliedweiser  Vergleiehung  die  Ooefficienten  a,}),  r,  ■  ■  •  erhalten 
werden. 

Eine  Wurzelauaziehung  aus  einem  mehrgliedrigen  Ausdrucke  hat 
De  Moivre  auch  in  dem  zweiten  Aufsatze  nicht  gelehrt,  aber  man 
sieht  doch,  wie  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  die  Auf- 
gabe zu  lösen  im  Stande  ist,  wie  man  unter  Annahme  von 

i/(«  +  S</  +  cj'+-..)=  A  +  B,j+Cf  +  -- 
ra  o  +  hy  +  »./'+■■.  -.{A  +  B,,  +  Cf  +  -■-)• 

gelangt,  wie  man  den  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  nach 
den  Regeln  des  ersten  Aufsatzes  in 

^"  +  nA^-^By  +  {nA'-UJ+'^^--^^'^  A-'-^B),/  +  ■  ■  ■ 
entwickeln  und  mittels 

ff  =  4  ,  7  ^n^'-ifi,  ,  =hA'— i'  +^    ^    -1  -  ß  etc. 
die    4,  B,  C         allmahg  beiechnen  kann 

Geben  wir  nach  dtm  euiopoihchen  Festlande  über,  wo  eine  Leib- 
nizische  Richtung  deutlich  zu  verfolgen  ist,  'io  müssen  wir  mit  den 
Leistungen  eines  Manne?  uns  bekannt  machen  des'^en  ganze  Familie 
eine  so  einzig  dastehende  Bedeutung  fui  die  Geschiebte  der  Mathe- 
matik gewonnen  hat,  dasa  wir  abermals  von  unseier  'Sonstigen  Uebung 
abweichend  in  ähnlicher  Weise  wie  wii  bei  Leibnizens  und  Newtons 
Lebenaskizzen  uns  nicht  an  die  Regel  banden,  persönliche  Angaben 
übei  alle  i  amihenmitgliedei ,  die  ubeihaupt  in  diesem  Bande  vor- 
kommen, hier  vereinigen. 

Es  handelt  sieb  um  die  Familie  BernouUi').  Bin  gewisser 
Jakob  Bemoulli  verlegte  in  der  zweiten  Hälfte  des  XVI.  Jahrh,  seinen 
Wohnsitz  von  Antwerpen  nach  Frankfurt  am  Main,  um  den  religiösen 
Verfolgungen  der  spanischen  Gewalthaber  in  den  Niederlanden  zu 
entgehen.  Ein  zweiter  Jakob  Bemoulli,  Enkel  des  ersten,  siedelte  im 
XVII.  Jahrh.  nach  Basel  über,  wo  sein  Sohn  Niclaus  Bemoulli  (1623 
bis  1708)  als  Rathsherr  eine  angesehene  Stellung  einnahm.    Mit  drei 

')  Meriau,  Die  Mathematiker  Bern  ouUi  (Basel,  1860).  Allgemeine  Deutsche 
Biographie  ü,  470—480. 
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vou  dessen  Söhnen  Jakob,  Nielaus,   Johann  und  deren  Kachkommeii 
haben  wir  es  zu  thun. 

Jakob  Bernoulli  (1654— 1T05)  atudirte  dem  Willen  des  Vaters 
gehorchend  Theologie,  daneben  in  fast  geheimer  Selbatthätigkeit 
Mathematik  und  Astronomie.  Als  er  nach  Yollendetem  Studium  und 
mehrjährigen  Reisen  1682  nach  Basel  zurückkehrte,  wurde  ihm  eine 
Predigerstelle  in  Strassburg  angeboten.  Er  schlug  sie  aus  und  blieb 
in  Basel,  wo  er  dem  physikalischen  und  mathematischen  Lehrberufe 
sich  widmete.  Zu  seinen  Schülern  zählte  als  der  weitaus  hervor- 
ragendste der  jüngere  Bruder  Johann  Bernoulli  (1667—1748). 
Auch  ihn  hatte  der  Vater  zu  einem  ihm  nicht  zusagenden  Berufe, 
zum  Kaufmannsfitande  bestimmt,  auch  ihn  zog  unwiderstehliche  Nei- 
gung zur  Mathematik.  Neben  der  Mathematik  studirte  Johann  Medizin, 
Als  er  1690  das  Licentiat  der  Arznei  Wissenschaft  errungen  hatte, 
ging  er  auf  Reisen  nach  Genf,  Lyon,  Paris  und  überall  trat  er  als 
mathematischer  Schriftsteller,  als  mathematischer  Lehrer  mit  Glück 
auf.  In  der  Heimath  erwarb  er  sich  1694  den  medizinischen  Doktor- 
grad, dann  folgte  er  1695  einem  Rufe  nach  Groeningen,  wo  er  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  zehn  Jahre  hindurch  wirkte. 
Das  Jahr  1705  brachte  ihn  nach  Basel  zurück,  wo  er  dem  Namen 
nach  in  die  Professur  der  griechischen  Sprache  einrücken,  d.  h.  deren 
Besoldung  beziehen  sollte.  Während  der  TJebersiedelung  starb  der 
ältere  Bruder  Jakob,  und  nun  erhielt  Johann  dessen  freigewordene 
Professur  der  Mathematik,  welcher  er  seinerseits  bis  zu  seinem  Tode, 
also  noch  42  Jahre  lang,  vorstand,  ohne  durch  eine  der  an  ihn  er- 
gangenen Berufungen  nach  Leiden,  Padua,  Groeningen  (zum  zweiten 
Male),  Berlin  sich  zum  Weggehen  versuchen  zu  lassen.  Ein  mittlerer 
Bruder  zwischen  Jakob  und  Johann  war  Niclaus,  geboren  1662, 
Dieser  trat  als  Rathsherr  in  die  väterlichen  Fusstapfen,  aber  in  seinem 
Sohne  Niclaus  Bernoulli  (1687—1759)  offenbarte  sich  der  mathe- 
matische Pamiliongeist.  Er  war  zunächst  Schüler  seines  Onkels  Jakob 
in  Basel,  dann  seines  Onkels  Johann  in  Groeningen.  Mit  Johann 
kehrte  Niclaus  1705  nach  Basel  zurück.  Seine  Arbeiten  theilen  sich 
zwischen  Mathematik  und  Jurisprudenz,  Er  trat  1T16  in  die  mathe- 
matische Professur  in  Padua  ein,  kehrte  aber  1719  nach  Basel  zu- 
rück, wo  er  1722  zur  Professur  der  Logik,  1731  zu  der  des  Codex 
und  des  Lehensrechtes  ernannt  wurde.  Wir  haben  nun  noch  zwei 
Söhne  von  Johann  Bernoulli  zu  nennen:  Niclaus  Bernoulli  II. 
(1695—1726)  und  Daniel  Bernoulli  (1700—1782).  Jener,  in  Basel 
geboren,  war  ein  frühreifer  Jüngling  von  den  bedeutendsten  Geistes- 
gaben. Er  trieb  nebeneinander  Jurisprudenz  und  Mathematik.  In 
jener  erwarb   er  sich   1715   das  Licentiat,  in  dieser  unterrichtete   er 
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seit  1711  den  jüngeren  Bruder  Daniel.  Nach  1716  begab  sich  Niclaus 
auf  Reiseii,  1723  berief  man  ihn  als  Professor  der  Rechtswissenschaft 
nach  Bern.  Der  in  Öroeningen  geborene  Daniel  wurde,  wie  wir 
sagten,  durch  Niclaus  in  die  Mathematik  eingeführt.  Später  (1721 
bis  1723)  genoss  er  den  Unterricht  des  Vaters,  der  aber  die  Fort- 
schritte des  Sohnes  unterschätzte  und  ihn  dem  Kaufmannsstande 
zuwenden  wollte,  später  ihm  das  Studium  der  Medizin  gestattete. 
Während  Daniel  auf  Reisen  in  Italien  verweilte,  kam  an  ihn  und 
Niclaus  gemeinsam  ein  Ruf  an  die  nach  einem  Plane  Peter  des 
Grossen  soeben  ins  Leben  gemfeue  Petersburger  Akademie.  Beide 
Brüder  folgten  1725  mit  Freuden  diesem  Rufe,  der  ihnen  ein  Zu 
sammenleben  und  Zusammenwirken  in  Aussicht  stellte,  welches  leider 
nicht  von  langer  Dauer  sein  sollte.  Niclaus  starb  nach  noch  nicht 
einjährigem  Aufenthalte  in  Petersburg.  Daniel  lie^s  sich  nur  mit 
Mühe  nach  Ablauf  der  fünf  Jahre,  auf  die  er  sieh  verpflichtet  hatte 
auf  weitere  drei  Jahre  gewinnen,  dann  kehrte  er  nach  Basel  zuiuck, 
wo  er  nunmehr  1733 — 1782  verblieb.  Seine  btellung  war  die  emes 
Professors  der  Anatomie  und  Botanik,  seit  17^U  auch  noch  der  Ex 
perimentalphysik. 

Wir  haben  hier  nur  die  rohesten  Umrisse  des  Lebens  der  fünf 
Männer  gegeben,  welche  dem  Namen  der  BeniouUi  zur  Unsterblich- 
keit verhalfen.  Nicht  erwähnt  wurden  die  tbeilweise  sehr  hässlichen 
Streitigkeiten,  deren  Geschichte  gleichfalls  mit  dem  Namen  der  Ber- 
noulli  untrennbar  verbunden  ist,  nicht  erwähnt  die  wissenschaftlichen 
Leistungen,  um  derentwillen  die  Bemoulli  so  berühmt  sind.  Für  beides 
wird  bald  da,  bald  dort  in  diesem  Bande  der  nöthige  Raum  geschafft 
werden  müssen, 

Veranlassung  dazu,  wenigstens  eine  Art  von  Stammbaum  der 
Mathematiker  BernouUi  an  dieser  Stelle  einzuschalten,  gaben  uns  die 
Arbeiten  von  Takob  Beinoulh  über  Reihen,  fünf  Abhandlungen, 
welche  untt,r  dem  gemeinsamen  Titel  Proposiiiones  Arithmeticae  de 
SfritJms  inpmtib  eorumqui  '•umma  pnda  erschienen,  ein  Titel  dem  von 
der  zweiten  an  die  Ordnungszahlen  pars  altera,  krUa,  quarta,  quinia 
beigefügt  wurden  Es  sind  Diswitationen,  über  welche  unter  Jakob 
Benioullis  Vorsitze  disputirt  wurde,  und  zwar  sind  die  Vertheidiger 
und  die  Jahrgänge,  in  welchen  jeweil  die  Disputationen  stattgefunden 
haben:  Fritz  1689,  Beck  1692,  Hermann  1696,  Harscher  1698, 
Niclaus  BernouUi  1704.  Von  den  fünf  Vertheidigern  ist  der  zu- 
letzt genannte  Niclaus  L  der  Sohn  des  Rathsherrn  Niclaus  Bemoulli. 
Hermann,  genauer  Jakob  Hermann')  (1678 — 1733),  ist  ein  besonders 

')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XII,  ISl — 182. 
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iü  der  Geschichte  der  Mechanik  rühmlichst  bekannter  Schriftsteller. 
Die  drei  anderen  Persönlichkeiten  haben  sich  keine  solchen  Verdienste 
erworben,  dass  ihr  Name  besonders  erhalten  zu  werden  beanspruchen 
könnte.  Jedenfalls  rühren  die  Abhandlungen  über  Reihen  auch  nicht 
zum  Theil  von  den  fünf  Vertheidigern  her.  Diese  aind  einzig  Eigen- 
thum  Ton  Jakob  BernouUi  und  mit  Recht  in  dessen  Werke  aufge- 
nommen*), welche  in  zwei  mit  durchgehenden  Seitenzahlen  versehenen 
Banden  in  Genf  gedruckt  wurden.  Dass  die  Abhandlungen  über 
Reihen  dort  durch  weite  Zwischenräume  von  einander  getrennt  sind, 
liegt  an  der  die  Zeitfolge  streng  wahrenden  Anordnung  der  Ausgabe. 
Jakob  Bemoulli  selbst  hielt  ihre  Zusammengehörigkeit  nicht  bloss 
dadurch  aufrecht,  dass  die  Abhandlungen  als  pars  altera,  iertia,  qtutrta, 
guinta  benannt  wurden,  sondern  noch  deutlicher  durch  die  Bezifferung 
der  Kapitel,  welche  von  I  bis  LX  durch  die  fünf  Abhandlungen  sich 
fortsetzt,  und  welche  so  die  fortwährenden  Bückbeziehungen  erleichtert. 
Niclaus  BernouUi  I  hat  darum  auch,  als  er  1713  eine  nachge- 
lassene Schrift  seines  Lehrers  und  Onkels  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung herausgab^)  und  die  Reihenuntersuchungen,  deren  Tragweite 
er  voll  erkannte,  als  Anhang  drucken  liess,  jede  Trennung  vermieden 
und  die  sechzig  Kapitel  ohne  Sonderung  in  Abschnitte  als  fortlaufende 
Kapitel  einer  einheitlichen  Abhandlung  behandelt. 

Der  erste  1689  veröffentlichte  Theil  bietet  die  grösste  Ausbeute. 
Jakob  Bemoulli  geht  von  dem  an  sich  nicht  uneleganten  Satze  aus, 
dass  eine  geometrische  Progression  A,  B,  C,  D,  E  •  •  ■  und  eine  arith- 
metische Progression  A,  B,  F,  G,  H ■■  ■,  welche  in  den  beiden  An- 
fangsgliedern Af  B  übereinstimmen,  so  fortschreiten,  dass  von  den 
Folgegliedem  jedes  Glied  der  geometrischen  Progression  grösser  sein 
muss,  als  das  Glied  der  arithmetischen  Progression  von  gleicher 
Rangordnung.  Daraus  folgert  er,  dass  erstens  die  Glieder  einer 
steigenden  geometrischen  Progression  grösser  als  jede  beliebig  ge- 
gebene Zahl  und  zweitens  die  Glieder  einer  fallenden  geometrischen 
Progression  kleiner  als  jede  beliebig  gegebene  Zahl,  eratere  also 
unendlich  gross,  letztere  schliesslich  Null  werden.  Bemoulli  wendet 
sich  sodann  zur  Reihe  -"■  +  ?-4^,  4-  "  T  -^.  +  ■  ■  ■  i  um  nach  dem 
Werthe  (  des  unendlich  fernen  Gliedes  zu  fragen.  Der  dabei  ein- 
geschlagene Gedankengang  ist  höchst  eigenartig.  Als  ntes  Glied  be- 
betrachtet ist  i  =  ^4-""-Tr5>  worausK=  1 +  --^-    Damit  aber 


b^(n  —  l)d'  """'"''"        '-'^  c'-dt 


')  Jacobi  Bemoulli  BasileenBia  Opeia  I,  373—402;  I,  617—642;  I!,  745 
bis  764;  IT,  849—867;  II,  955—975.  Wir  eitiren  diese  1744  eracbienene  Ausgabe 
als  Jac.  Bemoulli  Opera.  ')  Von  ihr  wird  im  XVII.  Abschnitte  erst  die  Rede 
sein,  weil  ihre  Ergebnisse  nicht  vor  1713  in  die  OeSfentlichkeit  drangen. 
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n  ^  oc  werde,  kann   nicht  hl,  —  a  =  nc   sein.     Das   würde  nämlich 

t  =  00,  (!  —  di  =  —  oo, negativ   bödingeu,   wodurch  n  Null 

oiJer  negativ  würde,  was  ein  Unsinn  ist.  Also  muss  n  =  oo  ans 
c  —  dt  =  0  hervorgehen  und  t  = -j    sein.     Nun  ist  entweder 

-^-  >  -.1      wder     - ;-  >  -r     oder       ,    =  -j- , 
jedenfalls  sind  daher  die  unendlich  vielen  Glieder,  vom  ersten  an  bis 
zu  (,  alle  grösser  als  —  oder  als  ^- ,  oder  gleich  beiden  Brüchen,  und 

ihre  Summe  ist  mehr  als  das  TJn endlichfache  eines  gegebenen  Aus- 
druckes, beziehungsweise  ihm  gleich,  d.  h.  unendlich  gross.  Damit 
hängt  der  weitere  Satz  zusammen,  dass  bei  zu  summirenden  unend- 
lichen Reihen  die  Gflieder  schliesslich  verschwinden  müssen,  weil  die 
Reihe  andernfalls  keine  endliche  Summe  besitzen  könne  ^). 

Nun  geht  es  an  wirkliche  Summirungen.    Sei  unter  N  die  Reihe 

1" .) — H  ^i — I verstanden,  unter  P  die  Reihe  l,  .4'!i"l~7 — V"'  i 

welche  die  um  das  Änfangsglied  —  verkürzte  Reihe  N  oder  N —  - 
ist.  Ziehe  man  beide  Reihen  gliedweise  von  einander  ab,  so  entstehe 
eine  neue  Reihe  Q,   welche  ,?/"  —  (TV  —  — j  =  ~   sein   müsse.     Also 

r + 2°c + s°. +■■■-■  -^ 


Jakob  Beruoulli  empfand  selbst  das  höchst  Bedenkliche  dieses 
Verfahrens,  wir  würden  heute  sagen  die  ünzulässigkeit  des  Rechnens 
mit  divergenten  Reihen,  denn  er  bemerkte  sofort,  ohne  besondere 
Vorsicht  dürfe  man  sich  dieser  Methode  nicht  bedienen^).  Sei  nam- 
lieb:  ^  +  i|  +  ii  +  ...  =  s,  ii  +  i|  +  ||+..._r_s_?J! 
und  man  zöge  die  ähnliche  Folgerung  wie  vorher,  so  entstände  dies- 
mal ■- — —-  -f-  ä — ä- h  9 — 7 \-  ■  ■  ■  =  ~~  ^  Q,  während  doch  un 

möglich  eine  und  dieselbe  Reihe  Q  einmal  ~  und  einmal  —  zur 
Summe  haben  könne.  Der  Fehler  Hege  daran,  dass  das  Grössenver- 
hältniss  der  Endglieder  der  Reihen  im  zweiten  Falle  keine  Beachtung 


')  cum  ahas  tllaram  '■ummae  fimtae  esse  non  imt^int.  ')  (ßisefvandum 

tarnen,  non  stne  cautela  hac  utendum  eise  methodo 
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1  habe.  In  den  Reihen  N  und  P  verschwJDdeii  die  Endglieder, 
deshalb  komme  es  bei  der  gliedweisen  Subtraktion  N  -^  P  nicht 
darauf  an,  dass  die  Reihe  P  um  ein  Glie^  weiter  reiche  als  N.  Ganz 
anders  liege  die  Sache  bei  den  Reihen  S  und  T.     Es  sei 

Das  unendlich  ferne  Glied  dieser  Reihe  sei  daher  nach  dem  Früheren 
—     Um  dieses  Glied  aei  also  Tanger  als  jS,  und  deahalb  sei  S^ —  T 

nicht  — ,  sondern =  — ,  d.  h.  ^  habe  genau  denselben  Werth 

wie  vorher. 

Jakob  Bernoulli  betrachtet  alsdann  die  harmonische  Reihe, 
welche  eine  unendlich  grosse  Summe  besitze^).  Man  könne 
den  Beweis  nach  zwei  Methoden  führen,  deren  erste  von  Johann 
Bernoulli  herrühre,  welcher  die  Sache  auch  «uerst  bemerkt  habe. 
Setze  ]nan  in  die  wiederholt  beigezogene  Reihe  Q  statt  d  und  f, 
jedesmal  die  Zahl  1,  so  entstehe 

Augenscheinlich  sei 

y  +  y  + 1  + 1  +  ■  ■  ■  -  r-2  +  -A  +  A  +  j-^>  +  ■ ' ' 

+  ()f'-i+i-'ii  +  ---)  +  (A  +  ---)  +  --- 

-i+c-^)+(>-i-:)+(>-i-i-a+-- 

-  1  +  i-  +  3  +  {  +  ■  ■  ■ 
oder,  wenn  man  -\~  —  -\-  ---  -\~  ' '  '  '^  -^  setze,  gelange  naan  zu 
A  =  1  -f-  j4.  Hätte  also  A  einen  endlichen  Weiiih,  so  wäre  das 
Ganze  (1  -|-  A)  seinem  Theile  {A)  gleich,  was  nicht  möglieh  sei. 
Nachdem  Jakob  Bernoulli  die  überraschende  Bemerkung  des  jüngeren 
Bruders  kennen  gelernt  hatte,  zog  er  selbst  die  harmonische  Reihe 
in  Erwägung  und  fand  folgenden  unmittelbaren  Beweis  ihrer  unend- 
lich grossen  Summe.    Die  Glieder  — -v--  -| -—  +  ■  -  ■  H — i  besitzen 

eine  Summe,  welche  grösser  ist,  als  wenn  säaumtliche  a^  —  a  Glieder 

')  Summa  seriei  infinitae  hcmnoniee  progrexmimaHuni  "h  ,,  4"  "tt  +  v  +  ■  ■  ■ 
ent  inßnitu. 
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den  niedrigsteu  Werth    j  besässeii,  d.  h.  sie  betraguii 
als  ■ — -,~-  =  1  —  -  ■     Dann  folgt  weiter 

Man  kann  also  iuii erhalb  der  harmonisclien  [leihe  von  einem  be- 
liebigen Gliede  an  eine  endliche  Gruppe  von  Gliedern  angeben,  deren 
Summe  grösser  als  Eins  ist.  Ist  nun  N  eine  beliebig  grosse  ganze 
Zahl,  so  zieht  man  N  solche  Gliedergrnppen  in  Betracht,  die  sich 
unmittelbar  an  einander  schliesseu,  und  deren  Summe  >  N  ist.  Alle 
Folgeglieder  bleiben  alsdann  noch  übrig,  die  Summe  der  unendlichen 
harmonischen  Reihe  ist  also  erst  recht  grösser  als  jedes  N,  grösser 
als  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl,  d.  h.  unendlich  gross.  Da- 
mit ist  zugleich  festgestellt,  dass  die  Summe  einer  unendlichen 
ileihe,  deren  Endglied  verschwindet,  bald  endlich,  bald 
unendlich  ist'). 

Gleichwohl  fühlt  Jakob  EernouUi  sieh  durch  die  Gewissheit,  dass 
die  Endglieder  der  Ileihe  verschwinden,  hinlänglich  benihigt,  um  mit 
Hilfe  der  harmonischen  Reihe  und  anderer  ahnlich  gestalteten  Reihen 
die  Leibnizischen  Summen  von  1682  (S.  8B)  abzuleiten.  Aus 
^-|  +  -i  +  i  +  |  +  ...u„d 

4-;-  3-4+1+'+-^  +■■■ 

folgert  er  mittels  gliedweiser  Subtraktion 

2  1  ■  3  ^  2  ■  4    '    3  -  5  ~  i  ■  l!  ^  ' 

also  auch 

Aus  £  —  ^  +  >  +  i  +  I  H und 

folgert  er  ähnlieherweisc 

Man  kann  nicht  verkennen,  dass  Jakob  BemouUi  sich  bei  diesen 
Schlüssen  von  einem  richtigen  Gefühle  leiten  liess.  Nennt  man  A, 
die  Summe   der  n  ersten  Glieder  der  harmonischen  Reihe   und  zieht 


')  Summu  seriei  infinitae,  ciyws  postreinus   tennin'ns   evanencit,   quatidoque 
finita  est,  quandoque  infinita. 
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von  Ax  die  Glieder  A^  —  1  —       -| j—r  -j j--  ab,  so  ist  genau 

richtig 

r^  "T  2~4  +  ■■■-!-  --(^  ^:"2j  =    -4  2  («4-  i)  2"(n+^ ' 

und  dieser  Ausdruck  geht  in  der  That,  weil  die  späten  Glieder  der 
harmoniachen  Reihe  verschwinden,  bei  « =  00  in  -j-  über  u.  s.  w. 
Freilich  drückte  Jakob  BernooUi  sich  noch  nicht  so  modern  aus,  wie 
wir  (S.  82)  auch  einem  Leibnizischen  an  sich  durchaus  berechtigten 
Schlüsse  gegenüber  zu  bemerken  in  der  Lage  waren. 

Den  folgenden  vier  Abbandlungen  über  Reihen  haben  wir  weit- 
aus nicht  80  viele  hervorragende  Ergebnisse  zu  entnehmen,  es  sei 
denn,  dass  wir  entschieden  falsche  Dinge  hervorheben  wollten,  ao 
falsch,  dass  man  kaum  begreifen  kann,  dass  mau  den  gleichen  Ver- 
fasser vor  sich  hat,  wie  in  der  Abhandlung  von  1689.  Wenn  z.  B. 
1692  behauptet  wird^),  es  sei 

l  +  i  +  T  +  '-=f 

i  +  0  +  Ä  +  •  ■  =  1 
l  +  i,  +  Ä+---| 


folglich  sei  durch  Addition  die  ganze  harmonische  Reihe 

mithin  sei  weiter  ,  ~l"  iT  "I"  ■  +  ■  ■  ■  die  halbe  harmonische  Reihe, 
und  die  fehlenden  gradeu  Glieder  -|-  r  "H  -tt  +  *  ■  '  müssten  die 
andere  Hälfte  bilden.     Wenn  daraus   weiter  geschlossen  wird,   es  sei 

l  +  T  +  l  +  ---  =  l  +  7  +  T  +  --- 

trotzdem  jedes  Glied  links  einen  höheren  Werth  besitze,  als  das  ihm 
der  Ordnungszahl  nach  entsprechende  Glied  rechts,  ao  können  wir 
Jakob  Bernoulli,  den  tiefen  Denker,  höchstens  aus  der  Zusatzbemer- 
kung erkennen,  solches  rühre  daher,  dass  beide  Reihen,  die  links 
ebenso  wie  rechts,  unendlich  grosse  Summen  haben,  deren  Gleichheit 
durch  den  zwischen  den  einzelnen  Gliederpaaren  vorhandenen  Unter- 
schied nicht  beeinträchtigt  werde.     In  dieser  zweiten  Abhandlung  iat 

')  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  530. 
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auch  erstmalig  die  Reihe  der  reciproken  Quadratxahlen  aller- 
dings erfolglos  in  Angriff  genommen.  Nielit  ohne  Interesse  sind 
ferner   einige   unendliche   Operationsfolgen   anderer  Art   als  der  ein- 


fachen Addition^).    So  sagt  Jakob  Bernonlli,  aus 
folge  x^  =  aV aVaY-  ■  ■  =  nx  und  a;  ==  o;  aus 


VaV„vTv:=.^. 


Va-\-Va  +  ya  +  ■  ■  ■  =  x  folge  s:^  =  «  +  "Ktt  +  Ya  +  •  ■  ■ 

=  ß  +  a:  und  a;  =  ^  +  Y^  -\-  a  u.  a.  w. 

In   der  dritten  Abhandlung  von  1696  ist  die  Division     -  ,—  i 
Mercatorscher  Weise  vollzogen.     So  entsteht 


J__± l_    ,    l  _ 

ein  nit'ht  imtlegantes  Paradoxon^).  Dessen  Ursprung  sei,  dass  bei 
fortgesetzte!  Division  der  jedesmalige  Best  nicht  geringer  werde, 
sondern  unverändert  +  l  bleibe;  es  trete  also  noch  ^  —~  zur  Reihe 
hinzu,  und  zwar  gelte  das  untere  Zeichen,  wenn  die  Reihe  bei  einem 
ungraden  positiven  Gliede  abbreche,  das  obere,  wenn  die  Reihe  bis 
zu  einem  geraden  negativen  Gliede  fortgesetzt  werde.  Was  sonst  in 
der  dritten  und  den  ihr  folgenden  Abhandlungen  bemerkenswerth  er- 
scheint, muss  an  späterer  Stelle  erst  Erwähnung  finden. 

In  dem  Abdrucke  der  Algebra  von  Wallis  in  seinen  Gcsammt- 
werken^)  ist  von  den  aufeinanderfolgenden  Näherungswerthen  eines 
Eettenbruches  die  Rede,  und  dabei  sagt  Wallis:  Ejusque  partes  deci- 
males  absdssas  appe-ndicem  vom  sive  ManUssam.  Das  hier  erstmalig 
in  mathematischem  Gebrauche  erscheinende  Wort  Mantisse'')  be 
deutet  einen  Üebersehuss.  Schon  bei  dem  Grammatiker  F  e  s  t  u  s 
kommt  es  in  der  Bedeutung  von  Zugabe  zu  einem  Gewichte  vor, 
und  damit  rechtfertigt  sich  von  selbst  die  gegenwärtig  allgemein 
Übliche  Benutzung  des  Ausdruckes  für  die  Decimalstellen  eines  Loga- 
rithmen.    Etymologisch   soll   manüssa    von   mmms  iensa,   die   ausge- 

')  Jac,   BornouUi  Opera  I,  5-16-5.11I.  >)  Ebenaa  II,  751:    mule  para- 

dincwH  fluit  non  inelegam.  '^  Ausgabe  von  ICg.'l,  Bd.  11,  pa^r.  -ll.  ')  1'.  Tan- 
nery  in  dem  IntermMiaire  des  mathematieimis  1899  pag.  IHl  und  A.  Dosprata 
ebenda  pas.  1S3. 
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streckte  Hand,  sich  herleiten,  weil  der  Verkäufer  beim  Abwägen  von 
Verkaufsgegenständen  mit  ausgestreckter  Hand  ein  Stückchen  nach 
dem  anderen  auf  die  Wage  lege,  bis  das  gewünschte  Gewicht  erreicht 
sei,  und  zuletzt  noch  ein  Stückchen  zugebe.  So  soll  wenigstens 
Scaliger  behaupten. 

Wir  haben  einige  unendliche  Äusdröcke,  welche  nicht  durch 
blosse  Addition  zusammenhängen,  früher  bei  Vieta  (Bd.  11,  S.  595), 
bei  Wallis  und  Brouncker  (Bd.  H,  S.  766),  zuletzt  bei  Jakob 
Bernoulli  auftreten  sehen.  Brouncker  hatte  den  unendlichen  Ketten- 
bruch gebildet  und  mit  Kettenbrüchen  hat  sich  auch  Huygens  be- 
schäftigt^). Es  war  in  einer  nachgelassenen  Schrift  Descriptio  auto- 
mati  planeiwrii,  deren  Datirung  mit  keinerlei  Sicherheit  zu  wagen  ist. 
Veröffentlicht  wurde  sie  1608  gemeinsam  mit  anderen  Schriften  aus 
Hujgens  Nachlasse. 

Huygens  verfolgte  bei  den  Untersuchungen  über  KettenbrUche 
durchaus  praktische  Zwecke.  Er  wollte,  wie  schon  die  Ueberschrift 
der  Abhandlung  zu  erkennen  gibt,  ein  Planetarium  anfertigen,  d.  h. 
ein  Modell  des  ganzen  Sonnensystems  mit  allen  Planeten,  deren  Um- 
^iüfe  durch  ein  Räderwerk  mit  in  einander  greifenden  Zähnen  ge- 
regelt waren.  Die  Hauptaiifgabe  bestand  daher  darin,  die  Anzahl  der 
Zähne  jedes  Rades  derart  zu  bestimmen,  dass  ihr  Verhältniss  die 
Umlauf  Zeiten  der  einzelnen  Planeten  den  in  der  Natur  gegebenen 
Zeiten  so  nahe  als  möglich  entsprechen  liess,  und  zwar  diese  Absicht 
durch  kleinstmögliche  Verhältniss  zahlen  zu  erreichen,  weil  die  prak- 
tische Mechanik  ihre  Grenzen  hat  und  nicht  gestattet,  beliebig  viele 
einander  genau  gleiche  Zähne  in  einen  Radumfang  von  massiger 
Grösse  einzuschneiden.  Einmal  liegen  beispielsweise  die  Verhältniss- 
zahlen 2  640858  und  77  708  431  vor,  und  mit  solchen  Zahlen  an  die 
wirkliche  Herstellung  von  ihnen  entsprechenden  Vorrichtungen  nur 
von  fem  herantreten  zu  wollen  ist  unmöglich.  Huygens  erkannte 
als  Mittel  zur  Beschaffung  anderer  Verhältnisszahlen  die  Umwandlung 
des  gegebenen  Verhältnisses  in  das  der  Einheit  zu  einer  mit  einem 
Kettenbruche  versehenen  Zahl,  d.  h. 

1  =  29  +  i  +  1 

^+  L 

!>    +    1 

1    +_1_ 
_^ 4   -|-  cti;. 

')  Eine  Ziiaainmenstellung  der  hierher  gehörende»  Arbeiten  bei  8. 
Grinther,  Deiträgo  zur  Erfindungsgeschichte  der  Kettenhriiehe.  PiOfjjamin  der 
Lateinachule  %a  Weissen  bürg.     1872. 
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Dann  werde,  sagt  Hujgena,  bei  der  fortgesetzten  Umwandlung  durch 
immer  erneute  Divisionen  es  endlich  einmal  dabin  kommen,  daes  als 
Rest  bei  einer  Division  die  Einheit  erscheine'),  und  dann  sei  natur- 
gemäss  die  Umwandlung  vollendet.  Aber  mit  dieser  Umwandlung 
ist  nur  der  erste  Schritt  gethan,  nud  der  zweite  führt  dahin,  die 
einzelnen  Näherongawerthe  des  ermittelten  Kettenbmches  ku   finden: 

29  =  29,     2lt-f  y  =  ^-, 
2M  _L   1  _  ^"       29  4-  i  ~  ^"'^  n  s  w 


Nun  zieht  Huygens  den  Satz  V,  1  der  euklidischen  Elemente  in  Be- 
tracht. Wenn  bei  zwei  ungleichen  Zahlen  das  Kleinere  immerfort 
von  dem  Grösseren  weggenommen  wird,  und  der  Rest  nicht  eher,  als 
bis  er  die  Einheit  geworden,  die  nächste  Zahl  vor  ihm  genau  missi 
so  sind  erstgenannte  Zahlen  zu  einander  theilerfremd.  Daraus  folgert 
er  sofort,  dass  Zähler  und  Neimer  der  Näherungswerthe  theilerfremd, 
die  Näherungswerthe  also  reduzirte  Brüche  sein  müssen. 
Einen  zweiten  Satz  spricht  er  dahin  aus,  da^  kein  Bruch  mi 
kleineren  Zahlen  in  Zähler  und  Nenner  dem  ursprüngiicl 
gegebenen  Bruche  näher  liegen  könne  als  ein  Näherungs 
werth.  Der  dritte  Satz  beweist,  dass  die  Näherungswerthe  ab 
wechselnd  bald  kleiner,  bald  grösser  als  der  ursprünglich 
gegebene  Bruch  seien.  So  weit  hat  abo  Huygens  die  Lehre  von 
den  Ketten brücheu  gefordert.  Bei  .seinen  Beweisführungen  bedient 
er  sich  nicht  allgemeiner  Buchstaben,  sondern  der  Zahlen  des  be- 
stimmten Beispiels,  es  dem  Leser  überlassend,  die  Allgemein giltigkeit 
der  Auseinandersetzung  einzusehen. 


87.  KapiteL 

Zahlentlieorie.     Algelira. 

Die  Sätze,  welche  Huygens  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen 
abgewann,  sind  weniger  rechnerischer  als  zahlenfcheoretiacher  Natur. 
Sie  bilden  dadurch  einen  willkommenen  Uebergang  zur  Dai-stellung 
dessen,  was  die  Mathematiker  des  letzten  Drittels  des  XVII  Jahrh, 
auf  diesem  Gebiete  geleistet  haben.  Keineswegs  Unerhebliches,  könnte 
man   uns   hier   vorwei-fen,    haben    wir  bereits  im  II.  Bande  vorweg- 


')  Eo  deveiiitw,  nt  a  divisione  tandem  unitax  nupej-dt. 
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genommen.  Wir  haben  Fermats  zaMentheo Fetische  Leistungen  dort 
insgesammt  zur  Sprache  gebracht,  und  doch  aind  dessen  Anmerkungen 
zu  Diophant  erst  167Ü,  seine  Opera  Varia  erst  1679,  Briefe  zahten- 
theoretisehen  Inhaltes  von  Fermat,  von  Brounckerj  von  Freniele, 
von  Wallis  allerdings  schon  165H  (Bd.  II,  S.  773)  gedruckt  worden. 
Man  könnte  uns  vorwerfen,  wir  seien  in  unserer  Erzählung  der  Ge- 
schichte vorausgeeilt,  wir  hätten  gegen  das  geschichtliehe  Gesetz  uns 
verfehlt,  dass  Erfindungen  und  Erfinderrechte  kein  früheres  Datum 
tragen  als  das  der  Veröffentlichung.  So  bereitwillig  wir  diesen  Vor- 
würfen Berechtigung  zugestehen,  so  können  wir  doch  zwei  wesent- 
liche Entschuldigungsgründe  für  unser  Verfahren  in  Anspruch  nehmen. 
Erstlich  blieben  Fermats  zahlentheoretische  Leistungen  durchaus  nicht 
ganz  geheim.  Durch  Briefe  und  Gespräche  wurden  viele  seiner  Sätze 
bekannt,  lauge  bevor  sie  gedruckt  waren.  Zweitens  aber  hat  eine 
Bestreitung  von  Fermats  Anrecht  an  seine  zahlentheoretischen  Er- 
findungen niemals  stattgefunden  und  konnte  auch  nicht  stattfinden. 
Vor  der  Veröffentlichung  wie  nach  der  Veröffentlichung  blieben  die 
Fermatachen  Sätze  sein  ausschliessliches  Eigenthum,  da  niemand  im 
Stande  war,  sie  zu  beweisen,  wenn  es  auch  nicht  an  Versuchen  dazu 
gefehlt  hat.  Deshalb  durften  wir  Fermat  als  Zahlentheoriker  im 
II.  Bande  behandeln.  Andrerseits  freilich  müssen  wir  gegenwärtig 
auf  die  erwähnten  Drucklegungen  von  1658,  von  1670,  von  1679, 
von  1693  in  der  Ausgabe  von  Wallis'  Werken  hinweisen.  Sie  haben 
für  uns  neben  dem,  was  sie  enthalten,  eine  geschichtliche  Bedeutung. 
Sie  liefern  den  Beweis,  dass  damals  Mathematiker  von  Fach  durch 
Veröffentlichungen,  denen  vermöge  des  Namens  ihres  Verfassers  ein 
weiter  Leserkreis  gesichert  war,  auf  die  Zahlentheorie  hingewiesen 
wurden  und  lassen  es  dem  gegenüber  nur  um  so  auffallender  er- 
scheinen, daas  der  reichlich  ausgestreute  Samen  kaum  an  wenigen 
Stellen  zum  Keimen  kam. 

Wallis  selbst  muss  hier  wegen  einer  Leistung  rühmend  genannt 
werden.  Er  hat  sich  im  88.  und  89.  Kapitel  seiner  Algebra  mit  den 
bei  der  Division  entstehenden  Reihen  und  vergleichend  mit  der  Ver- 
wandlung von  Brüchen  in  Decimal-  und  Sexagesimalbrüche  beschäftigt. 
Er  will  bei  dieser  Verwandlung  den  Bruch  zunächst  reducirt  wissen, 
ein  Xunstausdruck,  den  er  hier  für  die  Kürzung  des  Bruches  durch 
den  grössten  Gemeintheiler  von  Zähler  und  Nenner  einführt.  Enthält 
der  Nenner  des  reducirten  Bruches  keine  anderen  Grundtheiler  als  2 
und  5,  so  verwandelt  sich  der  Bruch  in  einen  geschlossenen  Decimal- 
hmch.  Enthält  der  Nenner  noch  andere  Grundtheiler,  so  ist  der 
Decimalbruch  endlos,  QnoUcns  est  interminaia.  Alsdann  ergibt  sich, 
dass   nach   einer   gewissen  Fortsetzung    des   Verfahrens    die   gleichen 
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Zahlen  wie  zuerst  iind  in  der  gleichen  Ordnung  immer  wieder  auf- 
treten, redemit  iideni  numeri  el  eodem  ordine  drculantur  quo  primo. 
Die  Anzahl  der  so  ejklisch  wiederkehrenden  Ziffern  kann  nicht 
grösser  als  der  um  die  Einheit  verminderte  Divisor  sein,  häufig  ist 
sie  ein  Untervielfaches  jener  Zahl.  Damit  war  also  die  Lehre  von 
den  periodischen  Decimalbrüehen  und. in  ihr  ein  wichtiges 
Kapitel  der  Zahlentheorie  in  Angriff  genommen. 

Auch  einzelne  Aufgaben  zahlentheoretischer  Natur  wurden  noch 
immer  gestellt.  In  den  Zeitschriften  war  z.  B.  von  einer  Aufgabe 
iienaldinis  die  Rede  (S.  23),  die  darin  bestand,  drei  Zahlen  x,  y,  z, 
von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dass 

x^  —  y^,     x^  —  ^^,     y^  —  ■S'S     a:  —  y,     X  -~  z,     y  —  ^ 
insgesammt  Quadratzahlen  seien  ^). 

Leibniz  hat  1ÜT8  es  für  mittheilungswürdig  gehalten,  dass 
Primzahlen  stets  einer  der  Formen  6«  —  1  oder  6n  —  5  angehören^), 
nicht  einmal  dahin  sich  erhebend,  die  beiden  Formen  ak  6w  +  1  zu 
vereinigen.     Derselbe  Schriftsteller  hat  aus  der  Formei 

y(y_l)..-(y_A+l) 

1  ■  2  ■  ■  -yt 
für  die  Combinationen  zu  je  k  von  y  unter  einander  verschiedenen 
Elementen  und  aus  der  GanzzahÜgkeit,  welche  dem  Ausdnaeke  ver- 
möge seines  Sinnes  anhaften  muss,  Schlüsse  auf  die  Theilbarkeit 
eines  Produktes  auf  einander  folgender  Zahlen  durch  ein  ähnlieh  ge- 
bautes Produkt  gezogen*).  Er  hat  auch  mit  der  Gleichung  y'^  =  X'^-- 
sich  beschäftigt*),  sowie  mit  dem  Satze,  dass  die  Fläche  eines  ratio- 
nalen rechtwinkligen  Dreiecks  kein  Quadrat  sein  könne^).  Das  sind 
sehr  geringfügige  Leistungen,  doppelt  geringfügig  als  sokhe  eines 
Leibniz,  der  die  Pflicht  gehabt  hätte,  wo  er  Uand  anlegte,  Hervor- 
ragendes zu  schaffen. 

In  Frankreich  können  wir  als  einen  Gelehrten,  welcher  der 
Zahlentheorie  einiges  Nachdenken  widmete,  Claude  Jaquemet") 
(1651—1729)  nennen.  Er  gehörte  der  Congregation  der  Priester 
vom  Oratorium  Jesu  an,  einer  1614  in  Frankreich  entstandenen  nicht 
klösterlichen  Brüderschaft,  welche  sieh  ziemUch  rasch  verbreitete. 
Zu  ihren  Mitgliedern  zählte  sich  auch  Nicolas  Malebraache  (1638 
bis  1715),  dessen  Thätigkeit  zwar  der  Hauptsache  nach  eine  philoso- 


')  A.  E.  1686  pap.  176.  ')  Leibniz  VII,  119—120.  »)  Kbenda  VII, 

-11.1.  ')  Ebenda  VII,  114—11«.  ")  Kbenda  VII,  130—126.  «)  Ari- 
e  Marre,  I)eux  maütematieiens  de  l'ihatoire  (im  B-ulletino  Boneowpagni 
886— H94). 


y  Google 


Zahlen  theorie.     Algebra,  101 

phisclie  war,  der  aber  auch  der  Mathematik  Interesse  entgegenbrachte. 
Man  hatte  deshalb  handschriftlich  in  der  Pariser  Bibliothek  erhaltene 
zahlen  theo  retische  Bruchstücke  zuerst  Malebranche  zugeschrieben  und 
sie  unter  seinem  Namen  veröffentlicht^),  bis  nachträglich  erkannt 
wurde,  dass  Jaquemet  der  Verfasser  war.  Die  Bruchstücke  beziehen 
sich  auf  drei  Fragen.  Erstheh  ist  der  Versuch  gemacht,  den  Fermat- 
scheu  TJn möglich keitss atz  (x"  -j-  y"  =  z"  bei  ganzzahligen  Werthen 
von  X,  y,  z,  n  unmöglich,  sofern  tt>2)  zu  beweisen.  Der  Beweis 
ist  nicht  richtiger  als  alle  späteren,  die  von  elementarer  Grundlage 
ausgingen  und  nicht  mit  besonderen  Zahlenwerthen  von  n  sich  be- 
gnügten, aber  es  ist  immerhin  ein  erster  Versuch,  die  Sache  allge- 
mein anzufassen.  Dabei  ist  gelegentlich  ein  Sata  ausgesprochen, 
welcher  vielleicht  selbst,  namentlich  aber  wegen  des  Beweisganges 
Erwähnung  verdient.  Er  lautet  folgen dermassen:  Ist  3  eine  positive 
ungerade  Zahl,  so  ist  bekanntlich 

x'^r=^{x-^y)(x'-^  —  x-'-^y-\ {-y'—'); 

sind  nun  die  gleichfalls  positiven  ganzen  Zahlen  x,  ij  theilerfremd, 
so  haben  die  beiden  Faktoren  a^-f-y  iid  a;*""' —  a:*~^)/ -|- ■■- -|- »/=~' 
nur  entweder  s  oder  irgend  einen  Faktor  von  s  als  Gemeintheiler, 
Sei  d  dieser  Gemeintheiler,  so  wird  er,  weil  in  x  -\-  y,  auch  in 

{x  -\-  y)x'~^  =  x^~'-  -\-  x-~^y 
und  ebenso  in 

^.-—1  _  x'-iy  _j [_  ,y=-i  _  [x^-i  _|_  x'-^y\ 

=  —  2x'-^y  +  x'-'-'y^ 1-  y'-'- 

enthalten  sein.     Ein  ähnlicher  Schluss  führt  dazu,  dass  d  in 
■dx'-^y^ 1-  y'-l- 

enthalten  sein  muss,  schliesslich  in  £X'~'y"~' =^  sy-~^.  Bei  der 
The iler fremdheit  von  x  und  y  kann  d,  der  Theiler  von  x  -\-  y,  nicht 
Theiler  von  y  sein,  also  auch  nicht  von  y-"^,  daher  muss  i?  in  ü 
enthalten  sein,  der  Fall  rf^l  mit  eingeschlossen.  Zweitens  hat 
Jaquemet  in  jenen  Bruchstücken  bewiesen,  dass  eine  ganze  Zahl,  die 
nicht  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Quadrate  ist,  auch  nicht  Summe 
zweier  gebrochener  Quadrate  sein  kann,  und  an  diesen  Satz  knüpft 
sich  die  dritte  Untersuchung  an,  in  welcher  er  mit  der  Gleichung 
Ax'^  -^  l=y^  sieh  beschäftigt^).  Jaquemet  zeigt  hier  unter  Anderem, 
dass    aus    einem   Werthepaare   x  ^=  a,  y  ^=  ß   ein    zweites  x  ^  ^tcß, 


')  Ch.  Henry  im  BuUeUno  Boncmnpngm  XII,  SO.'i— 5fi8. 
Botwompagni  XII,  6i6— (548  und  ebenda,  »93. 
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y  ^  2Äa^  -\-  1   sieh  ableitet  iiml  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
beliebig  viele  Werthepaare. 

Ein  anderer  französischer  Zahlen theoretiker  war  Jean  Preatet 
{f  1690).  Wenigstens  hat  er  in  seinen  Elemens  des  Mathemaüques'-), 
welche  erstmalig  1675  und  dann  in  wiederholten  Auflagen  erschienen, 
in  jenes  Gebiet  einschlagende  Aufgaben  behandelt.  Prestets  Lehr- 
buch war  sehr  geschätzt.  Aus  ihm  hat  De  Moivre  (S.  86),  dem 
nur  ein  sehr  mangelhafter  Unterricht  in  der  Mathematik  zu  Theil 
wurde,  die  Kenntnisse  sich  angeeignet,  welche  ihn  hernach  zu  eigenen 
Entdeckungen  befähigten.  Wallis  hat  in  seiner  englischen  Algebra 
von  1685  das  Werk  als  eine  nahezu  vollständige  Zusammenstellung 
alles  dessen  geschildert,  was  auf  algebraischem  Gebiete  vorhanden 
sei,  Eigenes  finde  man  dagegen  wenig  oder  gar  nicht;  auch  die  wirk- 
lichen Erfinder  nenne  der  Verfasser  nicht,  es  sei  denn,  dass  es  seine 
Landsleute  Vieta  und  Descartes  seien.  Für  den  Verfasser  des 
anonym  erschienenen  Werkes^}  hielt  Wallis  den  oben  von  uns  ge- 
nannten Nicolas  Malebranche.  Prestet  verwahrte  sich  in  der  mit 
Namens  Unterschrift  versehenen  Vorrede  der  zweiten  Auflage  von  1689 
gegen  die  ihm  gemachten  Vorwürfe.  AucIj  andere  Schriftsteller  als 
Vieta  und  Descartes  werde  der  aufmerksame  Leser  erwähnt  und  ge- 
rühmt finden.  Seine  Eigenschaft  als  Verfasser  hielt  Prestet  in  der 
bescheiden  klingenden  Form  aufrecht,  Wallis  habe  das  Werk  einer 
geschickteren  Persönlichkeit  zugeschrieben  als  er  selbst  sei').  Der 
Vorwurf,  von  welchem  Prestet  nichts  sagt,  dass  in  dem  Lehrbuche 
Eigenes  nur  in  geringem  Maasse  oder  gar  nicht  zu  finden  sei,  scheint 
mindestens  übertrieben  Prestet  bat  z.  B.  mit  vollkommenen  Zahlen 
sich  beschäftigt*)  und  die  acht  ersten  derselben,  die  achte  als  19ziffrige 
Zahl,  ausgerechnet.  Die  neunte  vollkommene  Zahl  sei  2^" — -2**^ 
Ausserdem  hat  Prestet  muthmasslich  zuerst  eine  Recursionsformel 
aufgestellt*),  welche  die  Summe  der  mten  Potenzen  von  in  arith- 
metischer Progression  gegebenen  Zahlen 

S..  _„.  +  (.  +  ,).  +  .,.  +  („  +  („_  1),)., 

mittels  der  Summen  Sm—i,  S,„_a,  ■  ■  ■  der   niedrigeren  Potenzen   der- 
selben Zahlen  darstellt. 

Auch  Jaques  Ozanam^)  (1640  — 1717)  ist  hier  zu  nennen 
wegen   eines  Aufsatzes    im  Journal   des   syavans   von  1680,  der   den 


')  Balletino  Boncompagni  XII,  562.  ')  Nur  die  Votrede  ist  in  wenig 

deutlicher  Weise  mit  J,  P.  geaeichnet.  ')  «i«s  premiers  Elemens  di'S  Maffie- 

matiques  qu'ü  attriiue  ä  une  personne  plus  hnhile  que  moij.        ')  Buüetino  Bon- 
eompagni  XI,  784.  '*)  Ebenda  X,  300.  ■)  Memoires  de  l'Acatiemie  des 

Sciences.     Paris,   1717. 
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F  ermatsch  eil  üumÖglichkeitssatz  in  dem  beeoiideren  Falle  «  =  4  be- 
handelt. Weitaus  bekannter  ist  Ozauam  durch  seine  ßdcriiaUoris 
mathematiques ,  eine  Aufgabensammlung  von  der  Art  wie  Buchet  de 
Meziriae,  Leureehon,  Schwenter  (Bd.  II,  S.  768—770)  sie  ?er- 
fasst  hatten,  und  welche  in  Frankreich  wenigstens  ihre  Vorgänger 
bald  verdrängte,  wofür  die  zahlreichen  Auflagen  des  Buches  den  Be- 
weis liefern.  Bachet  de  Meziriac  hat  (Bd.  11,  S.  768)  zur  Herstellung 
magischer  Quadrate  die  Terrassenmethode  ersonnen,  Freniele  hat  sie 
in  einem  1693  gedruckten  Aufsatze  erweitert,  Ozanam  hat  in  seiner 
Aufgabensammlung  diesem  Gegenstande  seine  Aufmerksamkeit  zu- 
gewandt *). 

Von  den  soeben  erwähnten  älteren  Schriftstellern  hat  Bachet 
de  Meziriac  deutlicher,  als  es  je  vor  ihm  geschehen  war,  die  Auf- 
gabe betont,  unbestimmte  Gfleichungen  durch  ganzzahlige  Wurzel- 
werthe  zu  befriedigen.  Er  trat  auch  selbst  an  die  Lösung  der 
Aufgabe  heran,  wenngleich  sein  Verfahren  kaum  mehr  als  eine  ver- 
suchsweise Annahme  aufeinander  folgender  Zahlen  für  die  eine  der 
beiden  Unbekannten  der  Gleichung  war  (Bd.  II,  S.  772).  Ein  anderer 
französischer  Schriftsteller,  Michel  Rolle*)  (1652—1719),  seit  1685 
besoldetes  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  yco- 
metre  pensiommire,  ging  wesentlich  darüber  hinaus.  Er  veröffentlichte 
1690  einen  Tratte  d'Al^ehre^),  mit  dem  wir  es  im  weiteren  Verlaufe 
dieses  Kapitels  noch  einmal  zu  thun  bekommen.  Das  VII.  Kapitel 
des  I.  Buches  führt  die  Ueberschrift  Eviter  les  fractions'^)  und  handelt 
von  der  ganzzahligeu  Auflösung  unbestimmter  Gleichungen.  Rolle 
hat  die  Regel,  welche  er  benutzt  wissen  will,  in  allgemeinen  Worten 
ausgesprochen,  aber  da  er  nichts  weniger  als  leicht  zu  schreiben 
wusste,  so  ziehen  wir  es  vor,  das  Verfahren  an  dem  ersten  dort  be- 
handelten Beispiele  Vis  —  2217t  =  512  kennen  zu  lernen.  Wir  be- 
dienen uns  dabei  der  von  Rolle  benutzten  Buchstaben.  Als  Gleich- 
heitszeichen gebrauchen  wir  das  gewöhnliche,  während  Rolle  nur  das 
von  Descartes  eingeführte  x)  (Bd.  II,  S.  794)  anwendet.  Man  soll  die 
Gleichung  so  umordnen,  dass  die  Unbekannte,  welche  den  niedrigsten 
ZaUencoefficienten  besitzt,  allein  links  vom  Gleichheitszeichen  stehen 
bleibt,  also  12^  =  221Ä  -|-  512.  Nun  dividirt  man  den  grösseren 
Zahlencoefficienten  221  durch  den  kleineren  12  und  findet  18  als 
Quotienten  und  9  als  Rest.     Mithin  ist,  abgesehen  von  der  unberJick- 

')  Giintiier,  Vermischte  UnterBucliQiigeii  zur  Geschichte  der  mathemati- 
schen Wissenschaften  (Leipzig  1876)  S,  235—233  und  249—2.50.  *)  Mimoires 
de  l'Academie  des  Sciences.  Paris,  1719.  *)  Die  Jahreszahl  des  Erscheinens  ist 
durch  einen  Druckfehler  als  M.DG.LXC  angegeben.  ''i  Kolle,  Tmite  d'AI- 
gehre  pag.  09—78. 
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sichtigt  bleibenden  Constanten  512,  die  j>18/*  und  mau  setzt 
z  =  18Ä  +  f.  Dieser  Substitutionawerth  macht  iius  der  ersten  Ulei- 
chuiifT  2167«  + 12j)===221Ä+ 512  oder  5A=  12^  —  512,  indem 
wieder  die  "ümordnung  vorgenommen  ist,  welche  die  Unbekannte  mit 
dem  niedrigeten  Zahlen eoeffieienten  allein  auf  die  linke  Seite  bringt. 
Indem  5/(  mit  12p  allein  verglichen  wird,  erscheint  /*  >  2p,  und 
man  setzt  Ä  =  2p  -f-  5  in  bh  =  12p  —  512.     So  erhält  man 

10p  +  5s  =  12p  —  512,  beziehungsweise  2^  =  5s  -|-  öl2. 
Man  sieht  sofort,  dass  mm  2p  mit  5s  in  Zusammenhang  gebracht 
p  =  2s  -f-  m  liefert,  und  dass  alsdann  4s  -\-  2ni  =  5s  -|-  512  bezie- 
hungsweise s  =  2»»  —  512  folgt,  womit  die  Aufsuchung  neuer  Sub- 
stitutionswerthe  abgeschlossen  ist,  weil  s  den  Zahlencoefficienten  1 
besitzt.  Die  gefundenen  Gleichungen  schreiben  wir  in  umgekehrter 
Reihenfolge  an; 

**  s  =  2«i  —  512 

p  ==  2s  -|-  m 
h  =  i'p  +  s 

Bolle  nennt  diese  Zusammenstellung  die  Kückkehrsäule,  colomne 
de  retour.  Jede  Gleichung  wird  zur  Umformung  der  ihr  nachfolgen- 
den benutzt,  und  so  entsteht  der  Reihe  nach: 

s=      2m  — 512, 

p=      5m  —  1024, 

Ä=    12«t  — 2560, 

.3  =  221m  — 47104. 
Jedes  ganzzahlige  m  liefert  in  die  Schlussgieichungen  eingesetzt  ganz- 
zahlige h  und  s.  Will  man  diese  kleinstmöglich  positiv  haben,  so 
muse  12m  >  2560  d.  h.  jm  >  213  und  221m  >  47104  d.  h.  m  >  213 
sein.  Beiden  Bedingungen  genügt  m  =  214,  und  man  hat  Ä  =  8, 
s  =  190,  welche  in  der  That  12^  —  221Ä  =  512  erfüllen.  Das  un- 
mittelbar sich  anschliessende  VIII.  Kapitel')  geht  unter  der  Ueber- 
schrift  Eviter  Us  nombres  negaUfs  noch  näher  auf  die  Auswahl  einer 
Zahl  ein,  welche  gegebene  Ausdrücke  positiv  werden  lässt.  Sollen 
z.B.  —14  + 7s,  —30  + 10s,  32  — 8s,  45  — 9s,  66  —  Us 
positiv  sein,  so  muaa  gleichzeitig  hervorgebracht  werden  "s  >  14, 
10s  >  30  und  8s  <  32,  9s  <  45,  11s  <  66  oder  s  >  2,  s  >  3  und 
s  <  4,  s  <  5,  s  <  6.  Von  den  beiden  ersten  Ungleichungen  schliesst 
die  zweite  die  erste,  von  den  drei  letzten  die  erste  die  Übrigen  ein. 

')  Traue  d'Alg&bye  pag.  78—86. 
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Sämnitliclie  Bediuguiigen  vereinigen  sich  also  ku  3  <  2  <  4,  und  jedes 
s  innerhalb  dieses  Zwischenraumes  macht  die  fünf  gegebenen  Aus- 
drücke positiv,  bei  der  so  gestellten  Aufgabe  allerdings  nicht  z 
auch  ganzzablig.  Im  Jahre  1699  liess  Rolle  noch  ein 
Bändchen  von  68  Quartseiten  erscheinen:  Methoäes  pour  rcsoudrc  hs 
guesUons  indeterminees  de  l'Algebre,  in  welchem  unbestimmte  Glei- 
chungen höherer  Grade  behandelt  sind. 

Der  Titel  von  Rolles  Buch  von  1690  Traiie  d'Algebre  führt  uns 
leicht  hinüber  zum  zweiten  Gegenstande,  der  in  der  Uehersehrift 
dieses  Kapitels  neben  der  Zahlentheorie  genannt  ist,  zur  Geschichte 
der  Algebra.  An  ihrer  Spitze  erscheint  wieder  die  uns  schon  be- 
kannte Abhandlung  Newtons  Ton  1669,  seine  Analysis  per  aequa- 
tUmes  (S.  69). 

Nach  der  Reihenentwicklung  durch  Wurzelauaziehung  (S.  71) 
kommt  der  Verfasser  auf  die  Auflösung  von  Zahlengleichungen, 
welche  durch  fortgesetzte  Annäherung  an  den  Wnrzelwerth  in  Gestalt 


■  Reihe  von  mehr  und  mehr 
erreicht  wird,  mithin  vollständig 
suchungen    fällt,    denen   die  Analysi 


in  Betracht  zu  ziehenden  Glieder 
n   das  Bereich  derjenigen  Unter- 
is   per  aequationes  gewidmet  ist. 


Allerdinga  setzt  Newtons  Methode*)  voraus,  dass  eine  gewisse  An- 
näherung schon  vollzogen  sei.  Er  nimmt  nämlich  als  gegeben  an, 
dass  die  Voraussetzung  y  =  2  als  Wnrzelwerth  der  Gleichung 

welche  als  Beispiel  dient,  um  weniger  als  den  zehnten  Theil  vom 
genauen  Wurzelwerthe  sich  unterscheide.  Hierauf  wird  y  =^  2  -j-  p 
in  die  Gleichung  eingesetzt,  welche  dadurch  in 
y  +  6pä  +  lOp  —  1  =  0 
übergeht.  Weil  nun  p  nur  einen  in  Zehnteln  darstellbaren  Werth 
besitzt,  so  ist  unter  vorläufiger  Vernachlässigung  der  höheren  Po- 
tenzen von  p  zunächst  \0p ^1^0, p^0,\  und  genau ^  =  0,1  +  q. 
Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  für  p  gefundene  Gleichung 
liefert  q^ -\- G,^q^ -^  11,23((  +  0,061  =  0,  in  welcher  neuen  Gleichung 
die  Unbekannte  q  nur  aus  Hunderteln  besteht.  Um  so  berechtigter 
ist  die  vorläufige  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  q.  Aus 
l\,2dq  4-  0,061  entsteht  aber  g  =  —  0,0054  und  genau 

q  =  —  0,0064  +  r. 
Die  Fortsetzung  des  gleichen  Verfahrens  führt  zu 

••-^T^^»— =  -0.«»048ö3. 

')  Ojpuseala  Newtoni  l,  10 — 12, 
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Mithin  ist 

^  =  2  +  0,1  —  0,0054  —  0,000  048  53  =  2,094  551  47 . 

Newton  benutzt  weiter  ein  dieser  Methode  nachgebildetes  Ver- 
fahren, um  aus  einer  zwei  Unbekannte  x  und  y  enthaltenden  Glei- 
chung die  eine,  etwa  y,  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortlaufende 
Reihe  zu  entwictoln,  und  zwar  in  eine  steigende*),  wenn  man  weiss, 
dass  X  sehr  klein,  in  eine  fallende^,  wenn  man  weiss,  dass  x  sehr 
gross  ist.     Sei  z.  B,  bei  kleinem  x  die  Gleichung 

y'  -|-  a^y  —  2a'  -f-  ax^j  —  3^  =  0 
vorgelegt.     Wäre  x  so  klein  ala   irgend  möglich,  d.  h.  Null,  so  wäre 
einfacher  y^  -f-  a^y  —  2a^  =  0  und  i/  =  a.     Dieses  erste  Reihenglied 
er^nzt  man  zu  y  =  a  -{-  p,  und  die  Einsetzung  des  vervollständigten 
Wertbes  von  i/  in  die  ursprüngliche  Gleichung  liefert 

4a*2>  -\-  'dap^  +  p'  4"  "^^^  "f*  <^P^  —  x'  =  0 , 
von  welcher  nur  die  Glieder  znnächst  benutzt  werden,   welche  nach 
X  uad  nach  y  vom  ersten  Grade  sind,  also 

4a*^  4-  «■^^  =  0 ,    p  =  —  '    ■ 

Der  rohe  Werth  von  p  ergänzt  sich  zu  ^  =  —  x  4~  2  j  welches  dann 
in  die  zwischen  a,  p  und  x  gegebene  Gleichung  eingeführt  wird. 
Man  sieht,  wie  die  Rechnung  weiter  verläuft,  wie  q  =  — |-  r  ge- 
funden wird  u.  s.  w.     Zuletzt  ist 

»  -  «  -  T  +  üa  +  512..  +  leWrt-  +  *• 
Ist  dagegen  bei  grossem  x  die  Gleichung 

y^  -f  x^y  —  2;c^  -j-  axy  —  a^  =  0 
vorgelegt,  welche  aus  der  Gleichung  des  vorher  behandelteÄ  Falles 
durch  Vertanschung  von  a  mit  x  entsteht,  so  berücksichtigt  man 
zunächst  nur  diejenigen  Glieder,  in  welchen  y  und  x  zusammen  vom 
dritten  Grade  sind:  y^  -f-  x^y  —  2afi  =  0.  Daraus  folgt  roh  y  =  x, 
genau  y  ^  x  -\-  p.  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  gegebene  Glei- 
chung verwandelt  sie  in 

(ip  +  a)x^  -j-  (Sß^  +  ap)x  +  p3  =  0 
mit    überwiegendem   Anfangsgliede.     Mithin   ist   (4p  -|-  a)x^  =  0    zu 
setzen,  roh  p  =  —       und  genau  ?)  =  —  x  +  g,  wo  g  bereits  klein 
gegenüber  von  a  ist.     Substitution  des  Werthes  von  p  lässt 
')  Opueciila  Neiiitoni  I,  13— lö.  *)  Ebenda  I,  15 — la. 
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^l"'  ^  li"'*  ~  2  "«*  ~  M  +  •''"*  +  ie"«'  +  9'  —  0 
entstehen.  Hier  sind  4qx^  —  ifi'^*^  ^^^  hochstwerthigen  Glieder, 
deren  Nuliaetzung  roh  g  =  ^  und  genau  q  =  ^  +  r  liefert  u.  s.  w. 
Mithin  wird  ,  =  rt  -  1  +  -«'^  +  JJ^^;  +  ^^'|»°^,  +  etc,  ein  Ergeh- 
niss,  welches  naturgemäss  aus  dem  des  vorhergehenden  Falles  gleich- 
falls durch  Vertauschuiig  von  x  mit  a  entsteht  Die  eigentliche  Aus- 
rechnung gibt  Newton   nur  für   die  Glieder  x ^- , 

Man  erkennt  leicht,  daas  Newton  sich  um  die  Convergenz  der 
entstehenden  Reihen  wenigstens  so  weit  kümmerte,  als  er,  je  nach 
dem  Werthe  von  x,  ein  anderes  Fortschreitungsgesetz  der  Glieder 
zur  Geltung  kommen  Hess.  Man  erkennt  ferner,  dass  die  Umkehrung 
der  Reihen,  von  der  (S.  72 — 73)  die  Hede  war,  nur  ein  Fall  der 
lÄteralis  a£quaiionum  affectarum  resolutio,  d.  h.  der  Auflösung  einer 
mit  Zusatzgliedern  behafteten  Gleichung  in  Buchstaben,  ist,  wie 
Newton  die  soeben  von  uns  besprochene  Aufgabe  nannte. 

Newtons  Gleichungsauflösungen  fanden  ihre  erste  VerÖfi'entlichung 
im  Dracke  in  der  Algebra  von  Wallis,  und  zwar  ebenso  in  deren 
englischen  Ausgabe  von  1685  als  in  der  lateinischen  von  1693. 
Ebenda  wurde  auch  ein  Abschnitt  des  (S.  69 — 71)  von  uns  erwähnten 
Newtonschen  Briefes  vom  24.  October  1676  abgedruckt,  welcher  das 
sogenannte  Newtonsche  Parallelogramm^)  erläuterte. 

Newton  gab  nämlich  in  diesem  mittelbar  für  Leibniz  bestimmten 
Briefe  folgende  Methode  zur  Auflösung  der  Gleichung 

y^  +  Öxf  +  ~  j/*  —  laHhf  +  Öff^x^  +  &V  =  0, 

beziehungsweise  zur  Auf 
ündung  des  Anfangsgiiedes 
der  Reihe,  in  welche  y  ent- 
wickelt werden  soll,  weil 
nach  seiner  Feststellung  die 
Ergänzungen  p,q,r  ■  ■  •  we- 
sentlich leichter  zu  ermitteln 
sind.  In  der  vorgelegten 
Gleichung  ist  ff  das  höchste  Vorkommen 
kommen  von  x.    Man  bildet  (Figur  11)  ei 

')  Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  endlicher  Grössen.  III.  Auflage 
(Göttingen,  1794),  8.  419—476.  —  S.  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  aur 
Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  (Leipzig,  1876),  S.  136—187.  — 
Reiff,  Geschichte  der  nnendllchen  Reihen,  S.  36—37. 
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kleinen  Rechtockchen  bestellendes  Rüchteck  und  bezeichnet  die  sieben 
Rechteck  eben  an  der  Basis  von  links  nach  rechts  mit  0,  y,  tf,  )/■*,  if , 
y^,  y^i  die  fünf  linken  Randrechteckchen  von  unten  nach  oben  mit 
0,  X,  x^,  X*,  x^.  Sämmtliche  übrigen  Rechteckchen  werden  gleich- 
falls bezeichnet,  und  zwar  jedes  mit  dem  Produkte  der  senkrecht 
(tarunter  beziehungsweise  zu  äusserst  links  stehenden  Randrechteck- 
chen, so  dass  also  die  sammtlichen  Glieder  der  Gleichung,  freilich 
ohne  Zahlencoefficieuten,  als  Bezeichnungen  einzelner  Recbteckchen 
vorkommen.    In  einer  zweiten  durchaus  ähnlich  gebildeten  Zeichnung 

(Figur  12)  werden  die  Felder 

der  in  der  Gleichung  vor- 
kommenden Glieder  durch 
Sternchen  bemerkbar  ge- 
macht. Nun  nimmt  Newton 
ein  Lineal  und  legt  dasselbe 
an  die  linke  untere  Ecke 
des  tiefstliegenden  mit  einem 
Sternchen  versehenen  linken 

Randfeldes.  Um  diesen  Punkt  als  Drcbungspunkt  dreht  er  das  Lineal 
von  links  nach  rechts,  bis  es  wieder  «n  die  linke  untere  Ecke  eines 
durch  ein  Sternchen  ausgezeichneten  Feldes  gelangt.  Dann  werden 
aus  der  vorgelegten  Gleichung  die  zwei  oder  auch  mehrere  Glieder, 
deren  Felder  das  Lineal  an  der  linken  unteren  Ecke  berührt,  aus- 
gesucht und  aus  ihnen  sammt  ihren  Zahlen coefficienten  eine  Glei- 
chung gebildet,  welche  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  für  y 
liefert.  In  dem  gegebenen  Beispiele  sind  die  mit  Sternchen  ver- 
sehenen dem  Lineale  anliegenden  Felder  die  mit  den  Bezeichnungen 
■  x'^,  x^y^,  y^.  Die  neue  Gleichung  enthält  somit  nur  die  Glieder 
yf-  —  la^x^y^  -\-  Qa?x*  =  0.     Ihr  genfigen  die  vier  Wurzeln 


* 


-Vä: 


-Yax,    y^Y2äx,    y  =  —  y2ax 


und  jeden  dieser  vier  Werthe  darf  man  ala  Anfang  einer  Entwick- 
lung von  y  benutzen,  je  nachdem  man  sich  entschlossen  hat,  den 
einen  oder  den  anderen  Wurzelwerth  zu  ermitteln^).  Die  beiden  noch 
übrigen  Wurzeln  der  Hilfsgleichung;  »/ =  +  ]/ — 3»^  lässt  Newton 
unberücksichtigt,  da  er  zwar  positive  und  negative  Gleichungs wurzeln 
anerkennt,  imaginäre  aber  noch  nicht. 

Ausser  in  dem  Briefe  vom   24.  October  1676   hat  Newton   sein 
Parallelogramm  auch  in  der  Abhandlung  Meihodus  fluxionum  et  serie- 

')   quoruvt  gwmlibet  pro  primo  teitniiw  quotientis  accipere  licet,  pro«f  e  ra- 
dicibus  quampiam  esctrahere  deia-etum  est. 
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rum  infinitamm  '■)  auseinandergesetzt.  Die  Abhandlung  war  gegen 
Ende  1671  druckfertig  und  sollte,  wie  Collins  in  an  Borelli  und 
an  einen  damals  in  Paris  verweilenden  Engländer  Francis  Vernon 
gerichteten  Briefen  vom  Deeember  1671  mittheilfce^),  als  Anhang  zu 
einer  von  Newton  vorbereiteten  neuen  Ausgabe  der  Algebra  oder 
Stel-honst  eines  holländischen  Mathematikers  Gerhard  Kinckhuysen 
erscheinen,  deren  erste  Auflage  von  1661  stammt.  Als  diese  unter- 
blieb, war  Newtons  nächste  Absicht,  welche  gleichfalls  etwa  1671 
gefasst  wurde,  die  mathematische  Abhandlung  einem  optischen  Werke 
beizugeben').  Auch  daraus  wurde  nichts.  Vielmehr  erschien  die 
Methodus  fluxionum  erat  1736,  also  10  Jahre  nach  Newtons  Tode  in 
englischer  von  John  Colson  herrührender  Uebersetzung  mit  fort- 
laufenden Erläuterungen.  Ob,  beziehungsweise  welche  Veränderungen 
Newton  nach  1671  an  seiner  Abhandlung  vorgenommen  hatte,  wird 
in  anderem  Zusammenhange  im  89.  Kapitel  besprochen  werden  müssen. 
Auch  in  der  Methodus  flusionum  ist  das  Parallelogramm  nur  be- 
schrieben, nicht  bewiesen,  und  von  den  durch  Andere  nachtrüglieh 
gelieferten  Beweisen  wird  erst  innerhalb  der  Zeit,  zu  welcher  die- 
selben entstanden,  zu  reden  sein. 

Newton  hatte  mit  seinen  Kegeln  zur  näher ungs weisen  Auflösung 
der  Gleichungen  einen  ziemlich  grossen  Schritt  über  das  von  Stevin, 
von  Vieta,  von  Harriot  Erreichte  hinaus  vollzogen,  aber  —  wir 
müssen  stets  darauf  zurückkommen  —  es  dauerte  in  England  geraume 
Zeit,  bis  man  die  Analysis  per  aequationes,  die  seit  1669  bei  Collins 
in  keineswegs  geheimer  Verwahrung  lag,  richtig  würdigte  (S.  68). 
In  den  Jahren  1673  und  1674  erschien  dort  eine  zweibändige  Algebra 
von  John  Kersey*)  (1616—1690?)  unter  dem  Titel  The  elemmts 
of  mathematicai  ort  commonley  called  algebra,  weiche  alsbald  nach 
ihrem  Erscheinen  als  ein  klassisches  Werk  betrachtet  wurde,  Leibniz 
hat  in  einem  nachgelassenen  Aufsatze  über  die  Entwicklungsgeschichte 
der  Algebra'')  das  Kerseysche  Werk  als  eine  wohlausgestattete  und 
reiche  Vorrathskammer  der  Algebra  bezeichnet.  Schon  vor  dem  Er- 
scheinen kamen  1672  in  dem  VUI.  Bande  der  P.  T.  lobpreisende  An- 
kündigungen. Wallis  und  Collins  selbst  waren  deren  Verfasser, 
aber  Collins  macht  hier  auch  nicht  die  leiseste  Anspielung  auf  Newtons 
Untersuchungen,  es  ist,  als  wenn  sie  für  ihn  nicht  vorhanden  ge- 
wesen wären. 

Auch  Leibniz  hat  zu  verschiedenen  Zeiten  mit  der  Lehre  von 
den  Gleichungen  sich  beschäftigt,  vor  wie  nach  dem  ersten  Londoner 

')    Opitseula  Netctoni  I,   31 — 199,   hesonders   pag.  41  sqq.  *)   Commere, 

epietot.  pag.  81.  ')   Bbenda  pag.  126 — 127.  ^)  National  Biogruphy  (eUited 

V  Sidney  Lee),  XXI,  Cy.         ')  Leibniz  VII,  215—216. 
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Aufentbalte  von  l^TG,  aber  seine  Arbeiten  beziehen  aicli  nicht  auf 
die  Auffindung  von  Naherungswerthen  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen.  Die  ersten  Arbeiten  schlössen  sich  während  seines 
Pariser  Aufenthaltes  an  das  Studium  der  Born  belli  sehen  Algebra 
an,  zu  welchem  Leibniz  die  Anregung  von  Huygeus  erhalten  hatte, 
und  ihre  Ergebnisse  finden  sich  in  dem  zwischen  Leibniz  und  Huy- 
gens  damals  geführten  Briefwechsel^)  und  in  einem  vielleicht  damals 
entstehenden  Abhandlnngsentwnrfe ^)  über  kubische  Gleichungen  und 
derer  in  imaginärer  Form  auftretenden  reellen  Wurzeln.  Namentlich 
die  von  Leibniz  aufgestellte  Identität 

]/i"+i7^'  +  Vi'~yti^  =  ya 

machte  auf  Hujgena  einen  überraschenden  Eindruck.  Zur  wirklichen 
Einsicht  in  diese  rätbselhaften  Formen  war  aber  die  Zeit  noch  nicht 
gekommen,  und  Leibnizens  Formel  war  zwar  ein  auffallendes  Beispiel, 
brachte  aber  die  Frage  nach  dessen  eigentlicher  Bedeutung  um  keinen 
Schritt  weiter,  hätte  vielleicht  diesen  Erfolg  kaum  haben  können, 
wenn  es  der  Oeffentlichkeit  übergeben  worden  wäre. 

Von  viel  grösserer  Tragweite  ist  ein  Gegenstand,  dessen  Keim 
schon  1676  nachweisbar  ist,  den  Leibniz  dann  wieder  in  einem  Brief- 
wechsel, welchen  er  1693  mit  dem  Marquis  de  l'Hospita]  führte, 
und  in  nachgelassenen  Aufsätzen  behandelte,  und  bei  welchem  die 
Glauzseite  Leibnizischen  Denkens,  seine  formale  Erfindungsgabe,  wie 
wir  sagen  möchten,  in  das  hellste  Licht  trat.  Guillaume  Fran^ois 
Marquis  de  I'HospitaP)  (1661^ — 1704)  gehörte  den  höchsten  fran- 
zösichen  Adelskreisen  an.  Einige  Jahre  lang  war  er  Rittmeister 
in  der  Armee  seines  Vaterlandes,  dann  zog  er  sieh  in  ein  wissen- 
schaftlich erfülltes  Privatleben  zurück.  Er  stand  in  Briefverkehr  mit 
Huygens,  in  persönlichen  Beziehungen  zu  Jobann  Bernoulli,  während 
dieser  in  Paria  verweilte*,  seit  Ende  1692  war  auch  ein  Briefwechsel 
mit  Leibniz  im  Gange.  Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  {S.  80)  von 
dem  Aufsatze  Cotnpendium  quadraturae  arithmeticae  gesprochen,  welcher 
muthmaaslich  1676,  wenn  nicht  schon  1675  vollendet  war.  In  diesem 
Aufsatze  dürfte  Leibniz  zum  ersten  Male  Stellenzeiger  oder  In- 
dices  (Bd.  II,  S.  751)  angewandt  haben,  um  Punkte  derselben  Gattung 
mit  dem  gleichen  Buchstaben  benennen  zu  können,  ohne  doch  be- 
fürchten zu  müssen,  durch  diese  Gleichnamigkeit  Verwechslungen  her- 
vorzurufen. Die  einer  und  derselben  Curve  angehörenden  Punkte 
naimte  er*)  insgesammt  6',  fügte  aber  links  unten  die  Stellenzeiger 
1,  2,  3,  4,  5  hinzu,  so  dass  von  Punkten  ^6',  gC,  jC,  ^6',  ^V  die  Rede 

■)  Leibnii  11,  11— 1&.  ')  Ebenda  VII,  1.S8— 154.  »)  Memoirei:  de 

l'Aeademie  des  eciences.    Piiria  1704,  ^)  Leibniz  V,  100. 
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ist.  Eine  ähnliche  Benutzung  von  Stellen zeigern  liegt  gediuckt  in 
der  Quadraiwra  arithmeiica  "mimmiti,  sfcfoottiini  conuaritm  m  den  A  E 
von  1691  vor.  Dort  sind^)  Punkte  H,  rl,  I,  q  durch  links  angebrachte 
Stellen  Zeiger  unterschieden  In  einem  Briefe  an  den  Marquii  de 
l'Hospital  vom  28.  April  HVi3  ging  Leibni?  ubei  diese  frühere  nicht 
hoch  genug  zu  schät/jende  Neuerung  abermala  einen  gewaltigen  Schritt 
hinaus^:  er  erfand,  wie  wir  heute  sagen,  die  Anwendung  mehi- 
facher  Stellenzeiger,  er  benutzte  sie  zur  Auflösung  des  Elimi- 
nationsproblems. Seien  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  vorgelegt, 
in  welchen  eine  erste  Unbekannte  x,  eine  zweite  Unbekannte  y  vor- 
kommen, deren  Entfernung  beabsichtigt  ist,  so  könne  man,  sagt 
Leibniz,  die  neun  vorkommenden  Coefficienten  je  zweizifFrig  schreiben, 
so  dass  die  erste  Ziffer  erkennen  lasse,  ob  der  Coefficient  der  (1), 
(2),  (3)  Gleichung  angehöre,  die  zweite,  ob  er  in  Verbindung  mit 
keiner,  der  1.  oder  der  2.  Unbekannten  auftrete.  Die  drei  Gleichungen 
heissen  dementsprechend: 

(1)  10+  lla:+  12j/  =  0 

(2)  20  +  21a.'+22)/  =  0 

(3)  30  +  31a;  +  32//  =  O. 

Die  Wegschaffung  von  y  zwischen  (1)  und  (2),  beziehungsweise 
zwischen  (1)  und  (3)  liefert  zwei  neue  Gleichungen,  denen  Leibniz 
die  Namen  (4)  und  (5)  beilegt.     Sie  heissen,  sagt  er, 

(4)  10 -22 —  12 -20+  11.22«—  12.21fl:  =  0 

(5)  10  ■  32  —  12  ■  30  +  11  -  323;  ~  12  ■  Sla;  =  0 

und  wir  bemerken  dabei  auch  den  Punkt  als  Multipiikationa- 
zeichen,  den  Leibniz  hier  gebrauchte,  ohne  besooders  darauf  auf- 
merksam zu  machen.  Nun  sei,  fährt  Leibniz  fort,  zwischen  (4)  und 
(5)  die  Unbekannte  x  wegzuschaffen  und  das  führe  zu 

lo  •  2,  ■  8j        lo  ■  2s,  •  3i 

li  ■  2s,  ■  3o  =  Ij  ■  2o  ■  3a 

1^  ■  2«  ■  3i  1,  .  2j  ■  3o . 
Man  könne,  wenn  man  die  Rechnung  fortsetze,  zu  einem  allgemeinen 
Lehrsatze  gelangen.  Es  handle  sich  schliesslich  immer  um  die  Gleich- 
setzung gewisser  Produkte,  in  deren  jedem  je  ein  Coefficient  aus  jeder 
Gleichung  vorkomme.  Wir  haben  kaum  nöthig  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  bei  Leibnizens  Schluaagleichung  die  zweiten  Ziffern 
der  vorher  zweiziifrig  auf  gleicher  Zeile  geschriebenen  Coefficienten 

■)  Leibniz  V,  130—131.         ')  Ebeuda  IT,  209-211. 
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herunterrückeiid  als  rechts  stehende  Iiidices  auftreten,  dass  ferner 
sowohl  die  links  als  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  unvermittelt 
unter  einander  stehenden  Produkte  additiv  vereinigt  gedacht  sind, 
dass  endlich  die  Eiiminationsgleichung  genau  diejenige  ist,  welche 
man  spUter  als  zu  Null  werdende  Determinante  zu  schreiben  ge- 
lernt hat.  Der  Schlusssatz  des  Briefes  lässt  erkennen,  dass  Leibniz 
ein  volles  Bewusstsein  von  der  Bedeutsamkeit  dieser  Untersuchung 
besass.  Man  sieht  hier,  sagt  er,  auf  was  ich  schon  gelegentlich  hin- 
gewiesen habe,  dass  die  Vervollkommnung  der  Algebra  von  der  Oom- 
binatorik  abhängt^).  Um  so  auffallender  erscheint,  dass  Leibniz  auch 
in  dem  handschriftlichen  Nachlasse  nichts  hinterliess,  was  das  Elimi- 
uationsproblem  noch  weiter  gefördert  hätte,  wenn  er  auch  von  sym- 
bolisch zwei-  und  dreizift'rig  geschriebenen  Coefflcienten  häufig  genug 
Gebrauch  machte,  und  dass  er  sogar  von  dieser  Bezeichnungsweise 
einmal  in  der  Oeffentlichkeit  in  einer  in  den  A.  E.  von  1700  ge- 
druckten Abhandlung  sprach^}. 

Von  Versuchen  Leibnizens,  Gleichungen  fünften  Grades  aufzu- 
lösen, reden  wir  weiter  unten.  Dagegen  berühren  wir  hier  noch  im 
Vorbeigehen  einen  algebraischen  Gegenstand,  der  Leibniz  einmal  be- 
schäftigt hat.  Die  Gleichung  sf  -\-  x  =  ^0  sagt  er^),  werde  durch 
X  =  'ü  erfüllt,  aber  meistens  seien  solche  Gleichungen  ausser  mit 
Hilfe  von  Transcendenten  unlösbar. 

Ein  weiterer  Schriftsteller,  der  algebraische  Untersuchungen  an- 
stellte, war  Ehrenfried  Walther  von  Tsehirnhaus  auf  Kiess- 
lingswalde*) (1651—1708).  Er  gehörte  einem  alten,  früher  böh- 
mischen oder  mährischen,  aber  schon  durch  vier  Jahrhunderte  Lau- 
sitzer Adelsgeschlechte  an.  Nach  geringer,  den  damaligen  deutschen 
Verbältnissen  entsprechender  Vorbildung  in  der  Mathematik,  zu 
welcher  Tschirnhaus  durch  innere  Neigung  sich  hingezogen  fühlte, 
begab  er  sich  1668  zum  Studium  nach  Leiden.  Bald  Krankheit, 
bald  kriegerische  Ereignisse,  an  welchen  sich  Tschirnhaus  als  Frei- 
williger betheiligte ,  unterbrachen  seine  wissenschaftlichen  Bestre- 
bungen, ohne  ihnen  ein  Ende  zu  machen.  Er  kehrte  vielmehr  immer 
wieder  zur  Mathematik  und  zu  der  ihr  nahe  verwandten  Physik  und 
Philosophie  zurück.  Nachdem  er  1676  einen  kurzen  Besuch  in  der 
Heimath   gemacht   hatte,   ging    er  über  Holland  nach  England,  von 

')  On  voif  aussi  par  la  «ne  chose  gue  j'ai  indiquee  d^a  dans  (es  oceasions, 
c'est  gue  la  perfection  de  l'Algih'e  depertd  de  l'art  des  Gombmaiatms.  *)  Leibniz 
V,  348.  ■)  Ebenda  VII,  215:   Sed  pkrumgue  valor  nisi  in  transcetidentilnts 

iiiipimbüis  est.  *)  Herrn.  Weiaaenborn,  Leben sbescbreibung  des  Khrenfried 
Walther  v.  Tsehirnhaus  auf  KieaslingswaJde  und  Würdigunif  aeiner  Verdienste, 
Eieenach,  1866. 
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da  im  September  des  gleichen  Jahres  nach  Paris,  wo  er  (S.  30)  mit 
Leibniz  bekannt  wurde,  an  welchen  Oldenburg  ihn  mit  einem 
Empfehlungsschreiben  versehen  hatte  Länger  als  ein  Jabr  blieben 
die  beiden  jungen,  im  Altei  nur  um  fünf  Jahre  von  einander  ab- 
stehenden, in  der  Geistesnchtung  nahe  verwandten  deutseben  Gelehrten 
auf  fremdem  Boden  in  engsten  Beziehungen,  bia  Leibniz  im  Oetober 
1676  Paris  verliess.  Nicht  Mel  spater  ging  auch  Tschirnhaus  wieder 
von  dannen.  Briefe  vom  April  IbTT  bis  zum  April  1678  aus  Bom 
lassen  den  damaligen  Aufenthaltsort  erkennen.  Ein  abermaliger  Be- 
such der  Heimath  fällt  in  das  Jahr  1679.  Ebendort  verweilte  er 
im  April  1681.  Dann  war  Tschirnhaus  wiederholt  in  Paris,  wo  er 
am  22.  Juli  1682  als  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  auf- 
genommen wurde.  Aber  die  meisten  Briefe  Tschirnhausens  seit  1681 
sind  doch  aus  Sachsen  datirt,  wo  er  seinen  endgiltigen  Aufenthalt 
nahm,  wo  er  mit  kurfürstlicher  Unterstützung  drei  Glashütten  ins 
Leben  rief,  und  wo  er  bald  am  Hofe,  bald  in  der  unmittelbaren  Nähe 
jener  Fabriken  verweilte.  Sein  Vermögen  scheint  dabei  in  bedenk- 
licher Weise  abgebröckelt  zu  sein,  auch  seine  Gesundheit  litt,  und 
somit  waren  seine  letzten  Lebensjahre  eigentlich  recht  traurig. 

Die  Arbeit  über  Gleichungen,  welche  Veranlassung  bot,  diese 
Angaben  über  Tschimhausens  Lebensgeschichte  hier  einzuschalten, 
ist  in  den  A,  E.  vCn  1683  abgedruckt '^)  und  führt  die  Ueberschrift 
Mediodus  auferendi  omnes  tenmnos  intennedios  ex  data  aeguatione  per 
D.  T.,  wo  die  Bedeutung  der  beiden  Buchstaben  D.  T.,  welche  Do- 
minum Tschimhausen  als  den  Verfasser  bezeichneten,  jedem  damaligen 
Leser  verständlich  gewesen  sein  wird,  nachdem  seit  1682  schon 
wiederholt  Aufsätze  aus  seiner  Feder  in  den  A.  E.  veröffentlicht  worden 
waren.  Wenn  Tschirnhaus  wirklieh  zu  leisten  im  Stande  vrar,  was 
der  Titel  versprach,  d.  h.  wenn  er  jede  Gleichung  durch  Wegschaffung 
aller  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Gliede  befindlichen 
Zwischenglieder  in  eine  binomische  Gleichung  von  der  Form 

X«  —  fc"  =  0 
zu   verwandeln   vermochte,    dann  war   das   allgemeinste  Problem  der 
Algebra  gelöst. 

Tschimhausens  Methode   bestand  in  Folgendem,  wenn  wir  einen 
Augenblick  seine  Bezeichnung  und  Darstellungs weise  zu  Gunsten  einer 
allgemeineren  Erörterung  verlassen.     Sei  die  Gleichung 
x"  +  aj !(;"""'  +  ■  ■  ■  +  a„-iX  +  «„  =  0 
gegeben.     Man    bildet    eine    hinzutretende    Hilfsgleichung,    aequatio 
assumta,  von  der  Form 

')  A.  E.  1683,  204-207  (Maiheft). 
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x'— 1  =  h,x"-^  +  b.x'—"  H \-K-iX  +  &.„,+!/ 

und  eliminirt  x  zwischen  der  urspriinglicheö  und  der  angenommenen 
Gleicliung.  Dabei  entsteht  eine  neue  Gleichung  mit  der  Unbekannten 
y,  welche  gleichfalls  «ten  Grades  ist'),  mithin 

r  +  <-i^~^  -\ h  c„-i)/  4-  c„  =  0 

heisst.  In  r,,  Cj,  .  . .  c„_i  kommen  aber  die  willkUriiehen  Grössen 
b^,  &j,  ...  b„—i  vor,  welche  man  ao  bestimmen  wird,  dass 

dass  mithin  nur  noch  y^  -\-  c„==  0  als  neue  Gleichung  übrig  bleibt, 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Wir  wissen  heute,  dass  diese  Schlusa- 
folgerung  eine  übereilte  ist.  Allerdings  entsteht  mit  Hilfe  der  an- 
genommeoen  Gleichung  ätß  Eliminationsergebniss 

■   3/"  +  Ci»/""*  -I h  c^-iy  +  c^  =  0. 

Allerdings    enthalten    die   c,,  Cj,  . . ,  c„_i    die    wiUkarliehen    Grössen 
h)  ^i>  •  •  ■  ^"-1-     Aber  die  Bestimmung  der  letzteren  aus 
c^  =  c^= c„_i  =  0 

ist  meistens  mit  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verknüpft. 

Von  diesen  Schwierigkeiten  sagt  Tschimbaus  kein  Wort,  wähi-end 
er  sehr  gut  erkennt,  dass  die  erforderte  Elimination  wesentlich  ein- 
facher von  statten  geht,  wenn  man  die  Gleichung  in  x  als  von  ihrem 
zweithöchsten  Qliede  schon  befreit^  also  in  der  Form 

x"  +  a^x""^  +  ■  ■  ■  +  ÖK-i*  +  ÖH  =  0 , 
in  Rechnung  zieht  ^).  Wie  Tschirnhaua  die  Elimination  vollzogen 
wissen  wollte,  mit  deren  Hilfe  jene  neue  Gleichung  entsteht,  deren 
mittlere  Coefflcienten  nach  seiner  Behauptung  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden  können,  sagt  er  nicht.  Wir  möchten  vermuthen,  er 
habe  sich  der  Subtraktion  der  bald  mit  der  Unbekannten,  bald  mit 
Bekanntem  vervielfachten  angenommenen  Gleichung  von  der  ursprüng- 
lich gegebenen  Gleichung  in  mehrfacher  Wiederholung  bedient. 

Tschirnhausens  Beispiel  der  kubischen  Gleichung  heisst,  nach- 
dem das  quadratische  Glied  schon  entfernt  ist,  «/^  =  $^  -f~  *■>  ^^^  an- 
genommene Gleichung  ist  i)^  ^  by  -\-  z  -\-  a.  Wir  wollen  jene  die 
Gleichung  I,  diese  die  Gleichung  II  nennen.  Wird  II  mit  y  verviel- 
facht von  I  abgezogen,  so  entsteht  by^  =  (s  —  «' —  ^)y  +  »"•  Davon 
die  mit  b  vervielfachte  U  abgezogen  bringt 

')  guae  aeque  aUas  dimenxiones  ohtinet.  *)  Vergl.  Matthiessen,  Qrund- 
zflge  der  autike»  und  modernen  Algebra  der  littcralen  Gleichungen.  Leipzig, 
1878    S.  119—126.    Üeber  das  zuletzt  Erwähnte  vergl.  8.  181,  Z.  24—28. 
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(^  -j-  **  +  ^^  ""  4)y  =  ^hs  —  ah  -^  r 

—■  hl  ~  ab  -i-  r       q  ,   ,  ,         ,- 

y  :=,  "33~  Thä^n"  •     öetzt   man  aber  diesen 

Werth  von  j/  in  11  ein  und   achafft  die  Brüche   durch  Multiplikation 
der  Gleichung  mit  (js  -\~  a  -{-h^  —  g)^  weg,  so  erhält  man 
Ä»  +  (3ö  —  2qy  +  (3«s  —  Ma  +  q' —  qf>^  +  5rh)s 

-f-  {a^  —  2^0^  -\-  q^a  —  qb^a  -|-  Srlia  —  r^  —  qrh  -\-  rh^)  =  0, 
lind  das  ist  ganz  genau  die  Gleichungsform,  von  welcher  Tsehirnhaus 
sagt,  man  gelange  zu  ihr. 

Das  Verschwinden  der  Mittelglieder  fordert  erstlich  3«  ■ —  2^  '=  0 
also  o,  =^  —q  und  zweitens  3«^  —  4ga  -\-  q^  —  3^^  +  3rfi  =  0  oder 
gfe^  —  3rb  =  3«^  —  4^«  +  ^^  =  —  J  q^ 

wie  Tschimhaus  schreibt.     Diese  Werthe  von  a  und  b  braucht  man 
nur  in  die  angenommene  Gleichung  einzusetzen,  so  wird  aus 

29 


=  qy- 


^Yi-S\^+'+' 


unter  Wegfall  von  y  eine  Gleichung  in  s  entstehen,  welche  s^  einer 
aus  lauter  Bekanntem  zusammengesetzten  Grösse  gleichsetzt, 

Tschirnhaus  gibt  dann  weiter  die  Werthe  von  a  und  h  an,  welche 
diejenigen  angenommenen  Gleichungen  hervorbringen,  welche  sich 
eignen,  aus  den  schon  vom  zweithöchsten  Gliede  befreiten  Gleichungen 
4.,  5.,  6.  Grades  neue  Gleichungen  gleichen  Grades  hervorbringen, 
welche  auch  vom  dritthöchsten  Gliede  befreit  sein  werden.  Aber 
warum  diese  Genügsamkeit?  Warum  gibt  Tschimhaus  nicht  lieber 
diejenige  angenommene  Gleichung  4.  Grades  an,  welche  die  Gleichung 
5.  Grades  von  ihren  vier  Mittelgliedern  befreien  lässt?  Sollte  er  an 
der  Unfehlbarkeit  seiner  Methode  irre  geworden  sein,  als  er  sie  aur 
Auflösung  der  Gleichung  b.  Grades  benutzen  wollte,  oder  sollte  er 
diesen  Versuch  gar  nicht  gemacht  haben?  Wir  halten  letztere  An- 
nahme für  gradezu  ausgeschlossen. 

Wir  haben  Leibnizens  Beschäftigung  mit  der  Gleichung 
fünften  Grades  (S.  112)  erwähnt.  Sie  ist  durch  einen  Brief  sicher 
gestellt,  welchen  Huygens  an  Leibniz  während  ihres  gemeinschaft- 
lichen   Aufenthaltes   in  Paris   schrieb^).     Nun   kam   Tschimhaus    im 

')  Leibnil  II,  14:  Vous  vous  estes  mis  a  citereka-  une  cliose  qui  doit  eslre 
bien  difficile  a  troitver  puügu'elle  ne  l'a  pas  este  enarre,  qui  est  de  donner  des 
formuka  de  Tocines  ptmr  les  JS^ttalions  dit  5"  degre  et  a«  delu. 
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September  1675  nach  Paris.  Er  atand  mit  Leibniz  im  engsten  wissen- 
schaftlichen Verkehr,  und  wenn  man  daraus  an  und  für  sich  folgern 
könnte,  Leibniz  werde  auch  von  seinen  algebraischen  Forschungen 
dem  Freunde  kein  Hehl  gemacht  haben,  so  können  wir  die  Thatsache 
auch  anderwärts  bestätigen.  Als  Tschimhaus  im  Spätherbst  1679 
nach  Deutschland  zurückkehrte,  besuchte  er  Leibniz  auf  einige  'üaga 
in  Hannover^).  Leibniz  rief  ihm  damals  die  Pariser  Tage  ins  Ge- 
dächtniss  zurück  und  frischte  nachmals  die  Erinnerung  auch  in  einem 
Briefe  wieder  auf,  aus  welchem  wir  eine  Stelle  übersetzen^):  „Sie 
werden  zugeben,  dass  ich  nicht  unbedachtsam  über  Ihre  Methoden 
zur  Auffindung  von  Gfleichunge  würz  ein  geurtheilt  habe:  und  Sie  werden 
glauben,  daas  ich  nicht  aus  Eitelkeit  sagte,  dass  ich  Aehnliches  schon 
früher  gesucht  habe,  sondern  von  der  Erwägung  ausgehend,  dass 
Sie  nicht  später  einmal  mich  in  Verdacht  haben  möchten,  etwas  you 
Ihnen  abgeschrieben  zu  haben;  und  dass,  wenn  ich  Ihnen  ins  Ge- 
dächtniss  zurückrief,  was  ich  Ihnen  in  Paris  gezeigt  hatte,  ich  es 
nicht  that,  als  wenn  ich  glaubte,  Sie  hätten  sich  meine  Gedanken 
angeeignet  —  weiss  ich  doch,  was  sie  für  sich  allein  können  — 
sondern  um  Ihnen  leichter  zu  beweisen,  dass  ich  kein  Neuling  in 
jenen  Untersuchungen  war."  Aus  dieser  Stelle  geht  überdies  hervor, 
dass  Leibniz  damals  mit  Tsehirn hausen s  Untersuchungen  über  Glei- 
chungen bekannt  gewesen  sein  muss,  und  so  war  es  auch. 

Schon  am  10.  April  1678  hatte  Tschirnhaus  von  Rom  aus  aus- 
führliehe Mittheilung  an  Leibniz  gemacht'),  nnd  wenn  auch  der  Brief 
leider  nicht  im  Wortlaute  durch  den  Druck  bekannt  gegeben  worden 
ist,  so  weiss  man  doch  so  viel,  dass  das  Wesentliche  des  Inhaltes 
der  Abhandlung  von  1683  dorf  entwickelt  war.  Man  weiss  überdies 
aus  Leibnizens  Antwort  und  aus  einem  späteren  Briefe  Tschimhausens, 
daas  Tschirnhaus  damals  auch  andere  Methoden  für  die  Gleichungs- 
auflösung in  Vorschlag  brachte,  bei  welchen  vermuthlieh  die  Unbe- 
kannte einer  Gleichung  nien  Grades  der  Summe  von  n  —  1  Grössen 
gleichgesetzt  wurde^j  und  jene  Summanden  selbst  auch  als  wte 
Wurzeln  gewählt  werden  konnten*), 

Leibniz  unterliess  es  nicht,  dem  Freunde  Einwürfe  zu  machen, 
welche  Tschirnhaus  noch  auf  der  Reise  zukamen.  Auch  aus  diesem 
Briefe  übersetzen  wir  eine  Stelle^)  mit  der  Bemerkung,  dass  Leibnia 
sich  regelmässig  des  Zeichens  rn  als  Gleichheitszeichen  zu  bedienen 
pflegte  (S.  35),  dass  wir  aber  vorzogen,  das  gewöhnliche  Zeichen 
dafür  eintreten  zu  laasen.    „Was  Ihre  dritte  Methode  zur  Auffindung 


')  Leibniz  IV,  433,     ')  Ebenda  IV,  482,     ^)  Ebenda  IV,  450.     ')  Weissen- 
1,  Tschimhaus  8, 182—186.     'i)  Leibniz  iV,  469,     ")  Ebenda  IV,  478—479. 
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voa  GleichungswTiraeln  betrifft,  die  darin  besteht,  zur  Auflösung  von 

'£■'  -^  p3^  -\-  qx^  -\-  rx^  +  sx  -}-  (  =  0 
die  Annahme 

3^  -\-  hx^  -|-  cx^  -]-  dx  -\-  e  ^  y 

■iw  machen,  dann  ^  mittels  y  zu  elimiairen  und  mit  Hilfe  der  will- 
kürlichen Grössen  h,  c,  d  n.  a.  w,  die  Mittelglieder  in  der  entstehenden 
Gleichung  ^''  -|-  ■  ■  ■  =  0  zu  entfernen^),  so  glaube  ich  nicht,  dass  sie 
bei  Gleichungen  höherer  Grade  von  Erfolg  sein  kann,  es  sei  denn 
in  besonderen  Fällen.  Ich  glaube  dafür  einen  Beweis  zu  be- 
sitzen." Wir  machen  besonders  auf  den  letzten  Ausspruch  aufmerk- 
siun,  den  wir  durch  den  Druck  hervorheben  liessen.  Erst  anderthalb 
Jahrhunderte  später  im  Jahre  1824  gab  Abel  den  unanfechtbaren 
Beweis  der  algebraischen  TJnlösbarkeit  der  allgenaeinen  Gleichung  von 
höherem  als  dem  vierten  Grade.  Die  Benutzung  von  Tschirn- 
hausens Methode,  um  die  Gleichung  5,  Grades  auf  die  Form 
x^  -{-  Ax  +  S  =  0 

zu  bringen,  ist  noch  einige  dreissig  Jahre  jünger.  Leibnizens  brief- 
liche Warnung  verhallte  ungehört.  Nun  kam  jene  Unterredung  in 
Hannover.  Kann  es  zweifelhaft  sein,  dass  damals  von  der  Anwen- 
dung der  Tachirnhau senschen  Methode  auf  Gleichungen  5.  Grades  die 
Rede  gewesen  sein  muss?  Tschimhaus  hat  zuverlässig  Versuche  nach 
dieser  Richtung  angestellt,  hat  sich  von  ihrer  Vergeblichkeit  Über- 
zeugt, und  er  ist  dadurch  von  der  Werthschatzung  seiner  Methode 
zuruckgekomm  en . 

Auch  für  diese  Behauptung  besitzen  wir  einen  Beleg.  Im  Jahre 
1682  war  Tschirnhaus  in  Paris.  Er  hatte,  um  in  die  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  aufgenommen  zu  werden  —  ein  Wunsch, 
der,  wie  wir  wissen  (S.  113),  am  22.  Juli  jenes  Jahres  in  Erfüllung 
ging  —  derselben  ein  Verzeichniss  seiner  wissenschaftlichen  Leistungen 
eingereicht.  Von  jenem  Verzeichnisse  machte  er  am  27.  Mai  Mit- 
theilung an  Leibniz^),  und  in  ihm  ist  von  der  allgemeinen  Auflösung 
jeder  Gleichung  wten  Grades  keine  Rede. 

Und  dennoch  erfolgte  die  Veröffentlichung  von  1683?  Sie  er- 
folgte, und  als  Leibniz  alsdann  fragte"):  „Ich  möchte  doch  wissen, 
ob  sie  mit  Hilfe  Ihrer  Methode  zur  Auffindung  der  Wurzeln  aller 
Gleichungen  endlich  die  so  lange  erhofften  Wurzeln  der  Gleichung 
5.  Grades  aufweisen   können,   denn    die    der  Gleichungen    niedrigeren 

')  In  dem  Abdrucke  des  Leibniaischen  Briefes  finden  sich  einige  Fehler, 
entweder  Dnick-  oder  Schreibfehler.  In  der  Hilfsglcichung  heifist  das  Glied 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  q  statt  j/,  und  das  erste  Glied  der  SchluBSgleichung 
heisst  y*  statt  i/^,         ')  Leibniu  IV,  48K.         ')  Ebenda  IV,  601. 


y  Google 


118  87.  Kapitel. 

Grades  kennen  wir  sclion  lauge  nach  anderen  Methoden",  da  blieb 
Tschirnhaus  die  Antwort  scliuldig. 

Aber  auch  der  Beweggrund  iat  bekannt,  der  Tachirnhai^  zur  Ver- 
öffentlichung von  1683  veranlasste.  Am  25.  August  1683  schreibt 
Tschirnhaus  buchstäblich^):  Boss  sonsien  bieshero  in  den  AcUs  eines 
und  das  andere  inserirm  lassen,  ist  gescheJtm,  dass  sie  bv,  Paris  sehen, 
icie  das  in  meinen  studiis  fortgehe,  und  das  zugleich  andern  innotesdre. 
Es  genügte  Tschirnhaus  nicht,  Mitglied  der  Pariser  Akademie  zu  sein; 
er  wollte  gleich  vielen  anderen  Gelehrten  von  Ludwig  XIV.  mit  einem 
Jahresgehalte  bedacht  werden,  und  deshalb  soUte  man  insbesondere 
in  Paris  sehen,  wie  das  in  seinen  studiis  fortgehe.  Deshalb  wart'  er 
in  dem  gedruckten  Aufsatze  mit  allgemeinen  Möglichkeiten  um  sich, 
an  die  er  —  so  ist  wenigstens  unsere  Ueberzeugung  —  selbst  nicht 
mehr  glaubte,  wenn  er  auch  in  dem  eben  erwähnten  Briefe  vom 
25.  August  1683  fortfuhr:  Was  den  metbodmn  anlanget,  die  Eadiees 
ope  ahlationis  tniermediorum  t^'minorum  sm  deierminiren,  ist  goir  leicht 
SV,  demonstriren,  dass  er  richtig;  wo  es  gewiesse  raUones  nicht  verhindern, 
die  ich  Jiäbe,  so  mihi  solches  publice  auch  in  5to  gradu  äarfhun.  Das 
müssten  denn  doch  ganz  absonderliche  rationes  gewesen  sein,  welche 
ihn  abhielten,  nachdem  der  Gedanke  der  Methode  preisgegeben  war, 
ihre  edelste  Frucht  auf  den  Markt  zu  bringen. 

Wir  sind  aus  doppeltem  Grunde  so  ausführlich  auf  Tschirnhausens 
algebraische  Untersuchungen  eingegangen.  Erstlieh  wegen  der  grossen 
Bedeutung,  welche  dieselben  nachträglich  gewonnen  haben,  nachdem 
sie  fast  schon  der  Vergessenheit  anheimgefallen  waren,  zweitens  weil 
sie  uns  die  Gelegenheit  boten,  Tschimhausens  Persönlichkeit  auch  in 
den  wenig  lobenswerthen  Charakterzügen  kennen  zu  lernen.  Tschirn- 
haus war  unzweifelhaft  ein  Mann  von  grosser  Geistesschärfe  und  von 
mathematischer  Erfindungsgabe.  Er  durchforschte  erfolgreich  sämmt- 
liche  damals  in  Angriff  genommenen  Gebiete.  Aber  er  beabsichtigte 
aus  seinen  wissenschaftlichen  Erfolgen  einen  unmittelbaren  persön- 
lichen Vortheil  sich  zu  verschaffen,  und  deshalb  kam  es  ihm  nicht 
darauf  an,  vor  der  Oeffentlichkeit  manches  noch  stärker  aufzubauschen, 
als  es  in  seinen  eigenen  Augen  verdiente.  Wir  werden  uns  daran  zu 
erinnern  haben. 

Der  Zeitfolge  nach  nennen  wir  einige  englische  Schriften,  Ein 
Geistlicher,  Thomas  Baker^),  gab  1684  The  geometrical  key  or  the 
gate  of  equations  urdocked  heraus*),  dessen  wesentlicher  Inhalt  in  der 
geometrischen  Auflösung   der  von  ihrem  zweithöchsten  Gliede  nicht 

')  Leibniz  IV,  499.  ")  National  Biography  (edited  by  Leslie  Stephen) 
m,  17.        ■)  Ein  Bericht  darüber  in  den  P.  T.  XIV,  549—560. 
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befreiten  Gleichung  von  höchstens  viertem  Grade  mit  Hilfe  einer 
Parabel  und  eines  Kreises  besteht. 

Die  Algebra  von  John  Wallis,  englisch  1685,  lateinisch  1693 
erschienen,  haben  wir  (8.  4)  von  der  geschichtlichen  Seite  ans  un- 
möglich loben  können.  Aber  als  Lehrbuch  der  Algebra  betrachtet 
war  es  ein  ganz  vorzügliches  Werk,  wäre  es  ein  solches  gewesen, 
wenn  es  auch  nur  die  Newtonschen  Untersuchungen  allein  zugäng- 
lich gemacht  hätte,  welche,  wie  wir  erzählt  haben  (S.  107),  dort  zum 
Abdruck  kamen.  Der  Leser  konnte  und  kann  noch  heute  ein  massen- 
haftes Material  an  Regeln  zur  Auflösung  von  Gleichungen  darin  an- 
gesammelt finden  und  hat  einzig  davor  sich  zu  hüten,  Wallis  un- 
bedingten Glauben  bezüglich  der  Urheberschaft  der  einzelnen  Sätze 
entgegenzubringen.  Eigene  Untersuchungen  auf  algebraischem  Gebiete 
hat  Wallis  nicht  angestellt.  Die  lateinische  Algebra  lässt  sieh  als 
zweite  vermehrte  Ausgabe  der  ersten  englischen  gegenüber  betrachten. 
Es  sind  Dinge  hineingearbeitet,  welche  erst  nach  16^5  bekannt 
wurden.  So  findet  sich  in  ihr'^)  ein  Auszug  aus  der  Analysis  aequa- 
Homtm  universalis  von  Joseph  ßaphson,  welche  1690  im  Drucke 
erschien.  Raphson  war  ein  unbedingter  Bewunderer  und  Nachahmer 
Newtons.  Seine  Auflösung  von  Zahlengleichungen  ähnelt  ungemein 
der  newtonischen.  Der  Unterschied  ist  einzig  der,  dass  wenn  Newton 
die  Ergänzungen  p,  q,  r  a.  s.  w.  jeweils  aus  ne\ien  Gleichungen  er- 
mittelte, Raphson  den  dem  Schüler  vielleicht  leichter  verständlichen, 
aber  jedenfalls  viel  mehr  Rechnung  mit  verhältnissmässig  grösseren 
Zahlen  erfordernden  Weg  einsehlug,  dass  er  die  um  p,  dann  die 
um  p  -\-  q,  die  um  p  -|-  q-\-  r  u.  s.  w.  verändert«  Auf angsan nähme 
der  Unbekannten  immer  aufs  neue  in  die  ursprünglich  gegebene  Glei- 
chung einsetzte. 

Bakers  und  Raphsons  Arbeiten  fanden  einen  J''ortsetzer  in  Ed- 
mund Halley^.  Er  gab  1687  in  zwei  Aufsätzen  die  zeichnende 
Auflösung  der  kuhischen  und  biquadratischen  Gleichungen  mittels 
einer  einzigen,  also  ein  für  allemal  hergestellten  Parabel  und  einem 
von  Fall  zu  Fall  sich  ändernden  Kreise.  Er  berücksichtigte  dabei 
insbesondere,  dass  jene  Parabel  mit  dem  Kreise  nur  in  einer  graden 
Anzahl  von  Punkten  sich  schneiden  könne,  den  Fall  gleicher  Wurzeln 
mit  eingeschlossen,  welcher  zwei  Durchschnittspunkte  in  einen  Be- 
rührungspunkt übergehen  lasse.  Er  verwandelte  die  kubische  Glei- 
chung,  deren  Unbekannte  g  heissen  mag,   durch  Vervielfachung  mit 

')  Wallis,  Opera  It,  396-397-  ■)  Die  drei  Aufsätze  HaUejs,  von  welchen 
hier  die  Rede  ist,  sind  in  den  P.  T.  Nr,  188  (1687),  190  (1687),  310  (1694)  er- 
scliienen,  aber  auch  vereinigt  im  Anhang  au  der  Arithmetica  v/niversalü  von 
Newton  [Leiden,  1732)  abgedruckt. 
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s  —  e  in  eine  bi quadratische  Gfleichung,  und  da  nunmehr  ein  Durch- 
sclmittspunkt  der  neu  hinzugetretenen  Wurzel  z  =  e  entstammen 
musste,  so  war  durch  den  ihm  entsprechenden  zweiten  Durchschnitts- 
puiikt  mindestens  eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Gleichung  ge- 
sichert, Halley  wandte  sieh  hierauf  1694  den  rechnenden  Annähe- 
rurtgs verfahren  zu.  Neben  Newton  und  Kaphson  berücksichtigte  er 
auch  ein  Werk  eines  französischen  Mathematikers  Thomas  Fantet 
de  Lagnyi)  {1660—1734).  Dieser  hatte  1692  MeSioAm  nmuelks  et 
ahreyees  pour  Vextradion  et  l'approadmation  des  radnes  herausgegeben 
und    darin    behauptet    ya^  -\-  b    liege    zwischen    a  -\-     ■■^-■^  v     und 


KT  +  sli  +  l'  "'"'  "' 


Halley  zeigte,  dass  unter  der  selbstverständlichen  Voraussetzung  eines 
im  Verhältnis  zu  a  kleinen  b  diese  Formeln  ähnlich  abgeleitet  werden 
können  wie  bei  der  Newtonschen  Gleichungsauflösung  yerfahren  wird. 
Sei  a  -\-  e  =ya^  -\-  h,  so  folge  ^a^e-\-  '&ne^  -\-  (?  =  h,  und  unter 
Weglassung   der  höheren  Potenzen   von  c,  könne  3«^c  =  ?;,   c  ^  „— j 


werden.    Genauer  sei  (3«*  -|-  Zae)e  =  h,  also  e  =  .j-i-rrä~ 
bezieh  ungsweise 


,'+3a- 


"  3a=-l-  Ö 


Andrerseits  könne  aus  dem  näh  er  ungsweise  richtigen  3a^e  +  3ae^- 
auch  gefolgert  werden 


-i+y?^ 


-  —  u.  s.  w. 


Noch  etwas  früher  als  De  Lagnys  hier  erwähnte  Schrift,  näm- 
lich 1690,  ist  der  Tratte  d^algebre  von  Michel  Rolle  ersehisnen. 
Wir  haben  (S.  103—105)  einiges  aus  diesem  Werke  angeführt,  was 
die  Lösung  unbestimmter  Aufgaben  betraf.  Es  war  eine  wirkliche 
Methode,  die  uns  dort  entgegentrat,  alle  früheren  Leistungen  ähnlicher 
Art  überholend,  und  nicht  minder  ist,  was  wir  jetzt  zu  erwähnen 
haben,  ganz  anders  geartet,  als  was  wir  aus  anderen  Schriftstellern 
zu  entnehmen  im  Stande  waren.  Erwägt  man  dabei,  dass,  wie  wir 
schon  bei  unserer  ersten  Begegnung  äusserten,  Rolle  nicht  leicht 
oder  gar  angenehm   zu   schreiben  wusste,  so  begreift  man   den   ver- 

')  Memoires  de  l'Äcade'mie  des  Sciences.   Paria,  1734,  —  Moutuola  U,  168. 
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hältnissmässig  geringen  Einfluss,  den  sein  Traite  d'algebre  übte. 
Fremdartig  z.  B.  musste  es  schon  erscheinen,  dass  Rolle,  um  das 
Nichts  darzustellen^),  den  griechischen  Buchataben  9  verwerthete, 
lind  wir  sind  nicht  im  Stande,  die  etwaige  Frage,  warum  nicht  die 
Null  in  ihrem  Rechte  blieb,  zu  beantworten.  Fremdartig  waren  die 
Säulen,  die  er  benutzte.  Die  ßückkehrsäule,  colomne  de  retour, 
haben  wir  in  ihrer  Anwendung  auf  unbestimmte  Aufgaben  kennen 
gelernt,  auch  bei  bestimmten  Aufgaben  erscheint  diese  Art  der  An- 
ordmrng.  Neu  war  femer  der  Name  der  Hypothesen^),  worunter 
RoUe  zwei  Annahmen  für  die  Unbekannte  versteht,  die  zwar  beide 
die  Gleichung  nicht  erfüllen,  von  denen  aber  die  eine  dem  Gleichungs- 
polynom einen  positiven,  die  andere  einen  negativen  Werth  gibt,  so 
dass  ein  Wurzelwerth  zwischen  ihnen  liegen  muss.  Man  kommt  dem 
Wurzelwerthe  näher  und  näher,  indem  man  die  Hypothesen  durch 
andere  ersetzt,  deren  gegenseitige  Entfernung  kleiner  und  kleiner 
wird,  und  somit  ist  die  Aufgabe  der  GleichungsauflÖaung  auf  die  der 
Auffindung  zweckdienlicher  Hypothesen  zurückgeführt.  Eine  Hypo- 
these ist  immer  die  Null,  und  ihre  Substitution  gibt  dem  Gleiehungs- 
polynome  das  Zeichen  seines  letzten  Gliedes')  Aber  wie  findet  man 
die  zweite  Hypothese?  Dazu  führen  verschiedene  Umwandlungen  der 
vorgelegten  Gleichung,  welche  zum  Theil  schon  Vieta  (Ed.  II,  S.  637 
bis  638)  bekannt  waren.  Eine  Umwandlung  schafft  alle  Brüche  fort, 
indem  die  ganze  Gleichung  mit  dem  kleinsten  Gern  ein  vielfachen  alier 
vorkommenden  Nenner  vervielfacht  wird,  so  dass  die  Gleichung 

«•qS"  +  a^z"-^  +  •  ■  ■  +  «™  ^  0 
erscheint  mit  lauter  ganzzahligen  theils  positiven,  theils  negativen 
Coefficienten,  deren  hier  gebrauchte  Bezeichnung,  wie  wir  kaum  zu 
sagen  nöthig  haben,  bei  Rolle  nicht  vorkommt.  Eine  zweite  Um- 
wandlung gibt  dem  Wurzelwerthe  das  entgegengesetzte  Zeichen  da^ 
durch,  dass  alle  Glieder  mit  ungradem  Exponenten  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  erhalten.  Eine  dritte  Umwandlung  schafft  den 
Coefficienten  %   des  höchsten   Gliedes  fort,    indem  s  =^  -- 


und  die  neuentstehende  Gleichung  mit  a^^'^  vervielfacht  wird,  was 
nach  der  Regel  ausgeführt  wird,  man  solle  den  Coefficienten  von  s" 
weglassen  und  unter  die  Folgeglieder  (solche  mit  dem  Coefficienten 
0  miteingeschlossen)  die  Zahlen  \,a„,n^  -  ■  ■  schreiben,  mit  welchen 
man  ihre  Coefficienten  zu  vervielfachen  habe*). 

')  Rolle,   TraiU  d'algebre  pag.  11:  poar  marquer  le  rien.  ')  Ebenda 

pag,  103.  ")  Ebenda  p.  108;  Le  6  downem  toi^ours  le  mesme  signe  que  celuy 
äu  demier  terme.  *)  Ebenda  p.  118. 
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Eine,  wie  es  acheint,  Rolle  angehörende  Umformung  will  den 
Gleichungsgliedem  wecbaelnde  Vorzeiclien  geben  ^).  Sei  a,,  positiv 
(was,  wenn  es  nicht  von  vorn  herein  der  Fall  ist,  durch  Vervielfälti- 
gung der  ganzen  Gleichung  mit  —  1  hervorgebracht  wird)  und  —  ij 
der  grösste  vorkommende  negative  Coefficient.  Man  dividirt  g  durch 
«u  und  vermehrt  —  um  1  oder  um  1  und  eiueu  echten  Bruch  «, 
der  —  zu  einer  ganzen  Zahl  ergänzt,  so  dass  also  --  -f-  1  -f"  «  =  A 
eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Die  Substitution  z  =  lt  —  x  hat  als- 
ditnn  den  gewünschten  Erfolg.  Rolle  beweist  den  Satz  nicht,  aber 
er  zeigt  seine  Richtigkeit  an  Beispielen.  Bei  8^^  —  5s  —  2  =  0  ist 
(Iq  =  0,  g  =  b,  A  =  —  +  1  -(-  ö"  =  2  und  2^2  —  x  führt  die  ge- 
gebene Gleichung  in  Sa-''  —  27a;  +  20  =  0  Über.  Die  Regel  setzt 
voraus,  mindestens  ein  negatives  Glied  komme  in  der  Gleichung  vor, 
oder  es  fehle  mindestens  ein  Glied,  welches  man  dann  mit  dem 
Coefficienten  — -  0  behaftet  denken  kann,  d,  h, 

3  =  0,     A  =  0+1  =  1,     s=\—x. 
Ist   beides   nicht   der  Fall,   so  genügt  die  Substitution  z  =  —x,  um 
den  regelmässigen  Zeichen  Wechsel  hervorzubringen. 

Eben  die  Zahl  h,  deren  Entstehung  wir  kenneu  gelernt  haben, 
ist  auch  als  eine  Hypothese,  und  zwar  als  sogenannte  grosse  Hy- 
pothese zu  benutzen^),  während  der  Werth  0  die  kleine  Hypo- 
these heisst.  Gemeinsam  heisseu  sie  äussersfce  Hypothesen,  und 
zwischen  ihnen  liegen  mittlere  Hypothesen.  Solche  mittlere 
Hypothesen  kann  man  durch  ein  Tastverfahren  suchen,  indem  man 
das  arithmetische  Mittel  zweier  schon  gefundener  Hypothesen  ver- 
suchsweise statt  der  Unbekannten  setzt^).  Man  kann  auch,  wenn 
s  =  c  ein  Näherungswerth  der  Unbekannten  ist,  weitergehend  z  =  c-{-x 
versuchen  und  dann  die  Ermittelung  von  x  anstreben*).  Ein  drittes 
Verfahren,  und  damit  sind  wir  bei  RoUes  wichtigster  Ent- 
deckung angelangt,  ist  die  Methode  der  Cascaden"),  ^ 

Sei  die  mit  wechselnden  Vorzeichen  versehene  Gleichung 

üf^V  —  ttjU"-^  +  «gU"'^  —  -  - .  -4-  a„  =  0 

gegeben  und  sei  u  =  a:  -f-  s  eingesetzt  und  die  neue  Gleichung  nach  x 


')  Eolie,  TraiU  d'algibre  pag,  120:  Lorsgue  le  premier  terms,  le  troisiewe, 
le  cingmeme,  le  a^tieme  et  generalement  tovs  lea  fermes  in^airs  sont  prieedez  du 
sign«  -j-,  et  que  fous  les  autres  termes  sont  preeedez  da  sigrn  — ,  on  dwa  que  les 
sigms  de  l'egalite  aort  aUematifs:  et  Von  powra  taiyows  faire  que  les  signes 
soient  altematifs  par   le  mögen   de  la  regle  suivante.  ')  Ebenda  pag,  134. 

')  Ebenda  pag,  103.  ')  Ebenda  pag.  107.  ')  Ebenda  pag,  126flgg. 
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geordnet  oder  in  RoUes  Ausdmeksweise  x  al 
Dadurch  entsteht: 


12:-) 

Ursprung  genomineu'). 


öpX"  4-  na^sx''- 

^'  +  "--',—'  0.2'a:- 

•  +  ■ 

■  +  "o"' 

—  0,1- 

1  —  {n  —  l)atex— 

•  — . 
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niid  soll  diese  Gleichung  für  jedes  x  erfüllt  werden,  so  müasen  die 
als  nach  z  geordnete  Summen  auftretenden  Coefficienten  der  Potenzen 
Ton  X  einzeln  verschwinden,  d.  h.  es  muss  sein: 

_  n(n  -  1) 


-(«-1)«,^  +  « 


-  «jÄ"^'  +  «sS"' 


=  0. 


Diese  n  Oleichungen  sind  als  Caseaden  bezeichnet*).  Aber  auch  eine 
andere  Bilduiigs weise  derselben  lehrt  RoUe  schon  etwas  früher.  Man 
soll  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  s  statt  v  schreiben, 
jedes  ihrer  Glieder  mit  dem  Exponenten  der  in  ihm  auftretenden 
Potenz  von  s  multipliziren,  die  Summe  der  so  entstehenden  Aus- 
drücke durch  s  dividiren  und  dann  gleich  Null  setzen;  man  soll  mit 
der  neu  erhaltenen  Gleichung  ebendasselbe  vornehmen  u.  a.  w.'').  In 
der  Sprache  der  Neuzeit  heisst  dieses:  die  aufeinander  folgenden 
Caseaden  sind  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  der 
gegebenen  Gleichung. 

Rolle  behauptet  nun:  die  Wurzeln  irgend  einer  Cascade  von  der 
letzten  anfangend  und  aufsteigend  bis  zur  ursprünglich  gegebenen 
Gleichung  seien  stets  als  Hypothesen  in  der  Cascade  nächsthöheren 
Grades  zu  verwenden.  In  unseren  Tagen  spricht  man  den  Satz  so 
aus*):  Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wiirzeln  a  und  ß  der 
Gleichung  /"(s)  =  0  kann  nicht  mehr  als  eine  einzige  Wurzel  von 
f{i!)  ^  0  liegen. 

Rolle  hat  im  Traite  d'algebre  keinen  Beweis  seiner  Oascaden- 
methode  gegeben.  Dagegen  muss  er  noch  in  dem  Druckjahre  1690 
jenes  Lehrbuches  ein  Duodezbändchen  Sur  fes  e.jfe.ctwns  geometriques 
veröffentlicht  haben,  in  welchem  jener  Beweis  enthalten  ist.  So  er- 
zählt er  selbst  am  Ende  der  dritten  Seite  der  Vorrede  der  (S.  105) 
erwähnten  Meäiodes  pour  rescmdre  les  quesUons  indeterminees  de  Val- 
ffebre  von  1699. 


pag.  126. 
ß.  Werths 


i  prend  x  pour  Vorigine.        *)  Ebenda  pag.  136 — 137.        ■)  Ebei 
')  J.  A.   Serret,   Handbuch   der  höheren   Algebra   (dentach   i 
m)  2.  Auflage.    Leipzig,  1378.    I,  324. 
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Der  beachtenswerthen  Gegenstände  aind  aber  im  Traite  d'a,lgebre 
noch  mehr.  Wir  nennen  nur  beiläufig  den  Satz^),  daas,  wenn  zwei 
Hypothesen  in  eine  Gleichung  eingesetzt  werden,  die  Differenz  der 
Ergebnisse  durch  die  Differenz  der  Hypothesen  theilbar  sein  müsse, 
femer  ein  Kapitel^)  von  der  Aufsuchung  des  grössten  Gemeintheilers 
zweier  Gleichungspolynome,  endlich  den  Satz^),  das  jede  nte  Wurzel 
n  Werthe  besitze.  Ist  der  Wurzelexponent  ungrad,  sagt  Kolle,  so 
sind  alle  Wurzeln  bis  auf  eine  imaginär,  und  diese  eine  ist  positiv 
oder  negativ;  ist  der  Wurzelexponent  grade,  so  sind  entweder  alle 
Wurzeln  imaginär  oder  alle  mit  Ausnahme  von  zweien,  von  denen 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Zum  Abschinas  unseres  Kapitels  und  zur  Ueberleitung  in  das 
nächstfolgende  eignet  sich  vielleicht  die  Erwähnung  einer  1695  in 
Frankfurt  gedruckten  neuen  Ausgabe  der  Descartes' sehen  Geometrie. 
Jakob  Bernoulli  veranstaltete  sie  und  fügte  zahlreiche  Anmer- 
kungen hei,  welche  auch  gesammelt  in  seinen  Werken  sieh  vereinigt 
finden*).  Besonders  erwähnenswerth  ist  die  IV,  Anmerkung  über  die 
niedrigstgradigen  Curven,  durch  welche  eine  Gleichung  construirbar 
wird*).  Jakob  Bernoulli  hatte  übrigens  schon  168H  im  Januarhefte 
der  Ä.  E.  sich  der  gleichen  algebraisch-geometrischen  Frage  zuge- 
wandt«) (vgl.  Bd.  II,  S.  816,  Note  3). 
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Kegelschnitte,     tnrvenlehre. 

Was  wir  zuletzt  berührten,  war  eine  algebraische  Frage,  welche 
durch  Curven  durchschnitte  hervorgerufen  wurde.  Auch  die  Auf- 
lösungen von  Gleichungen  3.  und  4.  Grades  mit  Hilfe  von  Kegel- 
schnitten, welche  Baker  (S.  118),  welche  Halley  (S.  119)  sich  zur 
Aufgabe  stellten,  sollten  der  Vervollkommnung  der  Algebra  dienen. 
Man  könnte  ja  einen  Augenblick  sich  darüber  wundern,  dass  trotz 
der  neuerfundeaen  imd  vervollkommneten  rechnenden  Näherunge- 
methoden der  alte  Weg  zeichnender  Darstellung  von  Gleichungs wurzeln 
noch  immer  betreten  wurde.  Thatsächlich  war  er  nicht  überflüssig 
gemacht  Wir  haben  gesehen,  dass  die  rechnenden  Näherungsmethoden 
voraussetzten,  ein  Wurzelwerth  sei  roher  Weise,  etwa  so  weit  ganze 
Zahlen  ihn  kennen  lehren,  bereits  ermittelt,  und  grade  diesen  An- 
fangswerth  zur  genaueren  Anmherung  konnten  Curvendurchschnitte 

')  Rolle,  TraiU  d'ulgebre  pag-  163.  *)  Ebenda  pag.  169—183.  ^j  Ebenda 
pag.  230.  ■■)  ,Iao,  Bernoulli  Opera  II,  665—717.  ")  Ebenda  11,  677-67«. 
»)  Ebenda  1,  343— 3öl. 
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sehr  leicht  liefern.  Die  Kegelschnitte  und  ihr  Studium  traten  daher 
auch  bei  solchen  Schriftstellern  nicht  voUstäniiig  in  den  Hintergrund, 
deren  wissenschaftiiehe  Geschmacksrichtung  der  Algebra  zugewandt 
war.  Andere  Schriftsteller  beschäftigten  sich  mit  Kegelschnitten,  mit 
Curvenlehre  um  des  Gegenstandes  selbst  willen. 

Antonio  Hugo  Omerique^)  gab  1698  in  Cadix  Anwendungen 
der  Algebra  aaf  die  Geometrie  der  Ebene  unter  dem  Titel  Änalysis 
geotnetrica  heraus. 

Philipp  De  la  Hire^)  (1640—1718)  sollte  nach  dem  Wunsche 
seines  Vaters,  der  königlicher  Maler  war,  gleichfalls  der  Kunst  sich 
widmen  und  gehorchte  dieser  Anweisung  namentlich  in  Rom,  wohin 
er  1660  zum  Theil  aus  Gesundheitsrücksichten  geschickt  wurde.  Er 
eröffnete  auch  bei  seiner  Rückkehr  in  seine  Vaterstadt  Paris  daselbst 
eine  Malerschule.  Nicht  minder  indessen  wandte  er  der  Geometrie 
und  Astronomie  sich  zu,  und  seit  1678  gehörte  er  der  Akademie  der 
Wissenschaften  an.  Er  versah  die  Professur  der  Mathematik  am 
College  royal  de  France  und  wurde  mit  geodätischen  Arbeiten  be- 
traut. Ausser  zahlreichen  Abhandlungen,  welche  in  den  Veröffent- 
lichungen der  Akademie  der  Wissenschaften  gedruckt  sind,  machte 
sich  De  la  Hire  namentlich  durch  drei  grössere  Schriften  über  Kegel- 
schnitte verdient.  Zuerst  erschien  die  Nouvelte  mältode  an  Geometrie 
powr  fes  sections  des  superfüiies  eonignes  et  eylmdriques  1673,  dann 
kamen  die  Nm/oea/ux  elentens  des  secHons  coniques,  les  lieiix  yeomcbriqii£fi, 
la  camtmciim  <m  effection  des  equations  1679,  endlich  Seciiones  corneae 
in  novem  libros  distrilmtae  1685. 

Gleich  die  erste  Schrift  von  1673  hätte  von  bahnbrechender 
Bedeutung  werden  können,  wenn  man  ihr  genügende  Beachtung  ge- 
schenkt hätte,  aber  das  war  nicht  der  Fall.  Die  Nouvelle  Methode^) 
besteht  aus  zwei  Abschnitten,  deren  erstem  eigentlich  der  Titel  zu- 
kommt, welcher  als  der  des  ganzen  Bandes  genannt  zu  werden  pflegt, 
und  über  diesen  ersten  Abschnitt  wurde  im  Journal  des  s^-avans  unter 
dem  17.  December  1674,  sowie  in  den  P.  T.  von  1676  (Nr.  129) 
ausführlich  und  günstig  berichtet.  Aber  der  zweite  Abschnitt,  Plani- 
coniqwes  überschrieben,  wurde  in  beiden  Berichten  veruachlUasigt,  im 
ersten  mit  einem  Worte  des  Lobes  ohne  Inhaltsangabe  abgefertigt, 
im  zweiten  ganz  übergangen,   während   die  Planiconiques  grade  das 

')  6.  Ticuiia  in  der  Bibliotheca  mathematica  1890  pag.  36.  *)  Ernst 
Ijehmami,  De  la  Hire  und  seme  Sectiones  conicae.  Programme  zu  den  Jahres- 
berichten des  Köuigl.  Gymnasiums  zw  Leipzig  für  die  Schuljahre  Ostern  1887 
bis  Ostern  1888  und  Ostern  1889  bis  Ostern  1890,  Ersteres  Pcogramm  führt  in 
der  Reihenfolge  deutscher  8chiilprogramme  die  Bezeichnimg  1888,  Nr,  510, 
letzteres  1890,  Nr,  632.        '■)  Chaslea,  Äperi^  hist.  127—130  (deutsch  124—126), 
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Neue  bildeten,  muthmasslich  das  Allzuneue,  als  dass  ea  Anklang  ge- 
funden hätte.  Hier  ist  zum  ersten  Male  eine  Construction  gelehrt, 
welche  ausgehend  von  einem  gegebenen  Kreise  und  zwei  ebenfalls 
gegebenen  festen  Gferaden,  der  Formatrix  und  der  Directrix, 
sowie  einem  gegebenen  festen  Punkte  einen  Kegelschnitt  entstehen 
lässt  (Figur  13).  Eine  Sehne  M'M  des  Kreises  schneidet  bei  ihrer 
Verlängerung  die  Forraatrix  in 
F,  die  Directrix  in  D.  Der  feste 
Punkt  P  wird  mit  D,  mit  M,  mit 
M'  gradlinig  verbunden.  Zieht 
man  nun  FM^M^  \\  DP,  so  sind 
die  Durchschnittspunkte  M^  und 
Ml  dieser  Geraden  mit  der  FM 
und  FM'  die  von  M  und  M' 
aus  gebildeten  —  fornie's- —  Punkte 
eines  Kegelschnittes.  De  la  Hires 
Beweis  dafür,  dass  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  M^  und 
M-i'  in  der  That  ein  Kegelschnitt  sei,  wird  von  Denjenigen,  welche 
das  ungemein  selten  gewordene  Buch  zu  sehen  Gelegenheit  hatten, 
als  äusserst  verwickelt  gekennzeichnet,  aber  nicht  näher  geschildert. 
Die  Nouvmwx  F-Mmens  von  1679  sind  mehr  analytisch  geome- 
trisch gehalten.  Die  an  die  Spitze  gestellte  Definition  der  Kegel- 
schnitte ist  die  aus  den  Eigenschaften  der  Brennstrahlen  hergehende: 
ein  Kegelschnitt  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche  ent- 
weder gleiche  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen 
Geraden  oder  eine  constante  Summe  oder  Differenz  der  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  besitzen.  Im  Verlaufe  der  Untersuchung  ist 
das  Kormalenproblem  für  alle  Kegelschnitte  mittels  des  Kreises  und 
der  Geraden  gelöst. 

Wir  erinnern  uns  daran  (Ed.  II,  S.  674),  dass  De  la  Hire  in  dem 
gleichen  Jahre  1679,  in  welchem  er  die  Nouveaux  Elemens  heraus- 
gab, jene  Abschrift  von  Desargues  Hauptwerk  von  1639  anfertigte, 
welche  auf  die  Gegenwart  gekommen  ist  und  ihr  die  Kenntniss  von 
den  Leistungen  Jenes  grossen  Geometers  vermittelt  bat.  De  la  Hire 
selbst  hat  offenbar  damals,  weim  nicht  schon  früher,  den  Desargues- 
schen  Gedankengang  sich  ganz  zu  eigen  gemacht,  und  eine  Frucht 
dieser  Vertiefung  in  die  ohne  analytische  Hilfsmittel  zu  Werke 
gehende  Geometrie  sind  die  Sectiones  Gonkae  von  1685.  Das  erste 
der  neun  Bücher,  in  welche  De  la  Hire  seine  Kegelschnitte  eingetheilt 
hat,  beschäftigt  sich  nur  mit  harmonischen  Punkten  imd  Strahlen 
und    deren    Auftreten   bei    dem   Kreise.     Die   harmonischen   Strahlen 
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führen  bei  ihm  erstmalig  den  Namen  der  Harmonikaien.  Der 
XI.  Lehrsatz  sprichb  den  Satz  aus,  dass  die  von  einem  Punkte  einer 
Ebene  nach  den  Endpunkten  und  der  Mitte  einer  derselben  Ebene 
angehörenden  Strecke  gezogenen  Gerade  nebst  einer  von  demselben 
Punkte  ausgehenden  Parallele  zu  jener  Strecke  vier  Harmonikale  sind 
Zu  drei  gegebenen  Punkten  einer  Geraden  wird  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  unter  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  gefunden,  indem 
von  den  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  Gebrauch  gemacht 
wird.  Der  XXI.  Lehrsatz  ist  der  von  der  harmonischen  Theilung 
einer  Kreissetante  durch  die  Kreislinie  und 
die  zum  Ausgangspunkte  der  Sekante  zu- 
gehörige Polare.  Er  lautet  in  genauer  Ueber- 
setzung  folgendermassen;  Sei  (Figur  14) 
BFDG  ein  Kreis,  und  seien  an  ihn  von 
dem  in  seiner  Ebene  aber  ausserhalb  des 
Kreises  gelegenen  Punkte  A  die  Berühren- 
den AF,  AO  gezogen,  sowie  auch  die  FG 
als  Verbindungsgrade  der  Berührungspunkte 
F  und  G.  Zieht  man  alsdann  von  A  aus 
eine  beliebige  Gerade  AD,  welche  die  Kreis- 
linie in  -B  und  1),  die  FG  m  C  trifft,  so 
ist  AD  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D  har- 
monisch getheilt.  De  la  Hires  Beweis  be- 
schreibt über  BD  einen  Halbkreis,  zieht 
CH  _L  AD  bis  zum  Durchschnitt  des  Halb- 
kreises in  II,  dann  die  Gerade  AH  und  BI  ||  DE  ]]  CH  bis  zum 
Durchschnitt  mit  AH  in  /  und  F.  Ueberdies  wird  0,  die  Mitte 
von  FG,  mit  A  verbunden.  Erstlich  wird  nun  behauptet,  dass  AH 
in  .ff  jenen  Halbkreis  über  BD  berühre.  Es  ist  AI'^  =  AO^  +  OF', 
ferner  AC^  =  AO^  -f  0(ß.     Weiter  ist  das  Produkt 

CF-CG  =  {OF—  OC){OF-\-  00)==  OF"  -  0(?, 
also    OF^  =  CF ■  CG  ^  OC    und 

OF^-\^AO''  =  CF.CG+  OC^-^  AO^ 

oder   AF-'  =  CF ■  CG  -f  AC. 

Ferner  ist  nach  dem  Satze  von  einander  schneidenden  Kreissehnen 

CFCG==CBCD, 
und  letzteres  Produkt  ist  ersichtlich  ==  CH'^,  also 

AF^  =  cm  +  AO^  =  AIP,  AF  =  AH. 
Weil  aber  AF  eine   Beruh rungslinie,  AD  eine  Sekante  des  Kreises 
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HFD  ist,  muss  AF^  =  AB  ■  AD,  d.  h.  auch  AIP  =  AB  -  AD  sein, 
und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  darauf  dass  AD  auch  Sekante  des 
Kreises  BHD  ist,  dass  AH  Berührungslinie  au  ehen  diesen  Kreis 
sein  IDUS9.  Kach  der  Construction  sind  die  BI  und  DE  senkrecht 
zum  Durchmesser  BD  des  Kreises  BHD,  also  Berührungslinien  an 
diesen  Kreis  ebenso  wie  IHE.  Folglich  ist  i?/=  IH,  DE  =  EH. 
Wegen  Dreiecksiihnlichkeit  ist 

AI)  _  DE        n    V     _  KH 
ÄJi  ~  HI'  171  ' 

Femer  ist 

tS  =  BC  '  "^"^  zf  ==  f-J  <*'^^^'  ^-R  :  ^-0  -  -BC :  CT, 
worin  eben  die  harmonische  Theilung  von  ABCD  besteht.  Der 
Satz  selbst  war  ja  nicht  neu.  Schon  Äpollonius  hat  ihn  in  seinen 
Kegelschnitten  III,  37  ausgesprochen^),  aber  der  von  uns  berichtete 
Beweis  gehört  De  la  Hire  an,  und  wenn  Desargues  gleichfalls  des 
alten  Satzes  eingedenk  war  (Bd.  II,  S.  678),  so  ist  dessen  Passung 
wesentlich  undeutlicher  und  schwerer  verständlich.  De  la  Hire  zog 
dann,  und  diese  Erweiterung  ist  wieder  sein  volles  Eigenthum,  aus 
jenem  Satze  Folgerungen.  Im  XXVI.  bis  XXIX.  Satze  führt  er  den 
Beweis,  dass  die  Berührungssehnen  in  einem  Punkte  sich  schneiden, 
wenn  die  Ausgangspunkte  der  Paare  von  Berührenden  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Die  Namen  Pol  und  Polare  hat  De  la  Hire  aller- 
dings noch  nicht  eingeführt.  Er  umschrieb  jene  Begriffe  noch  in 
ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  hier  ihm  nachgethan  haben.  Erst  im 
XIX.  Jahrhunderte  hat  Servois  das  Wort  Pol  in  der  hier  gemeinten 
Bedeutung  eingeführt^),  und  zwei  Jahre  später  hat  Gergonne  das 
Wort  Polare  dem  mathematischen  Wortschatze  einverleibt^).  Das 
zweite  Buch  überträgt  die  Eigenschaften  des  Kreises,  welcher  Basis 
eines  Kegels  ist,  auf  den  durch  eine  den  Kegel  durchsetzende  Ebene 
hei-vor  geh  rächten  Kegelschnitt.  Insbesondere  wird  gezeigt,  wie  einem 
Punkte,  einem  Winkel,  einer  harmonischen  Theilung  in  der  Grund- 
ebene Äehnliches  in  der  Schnittehene  entspreche,  und  der  Vl.^atz, 
von  De  la  Hire  selbst  als  Stützpunkt  des  ganzen  Werkes  bezeichnet*), 
spricht  aus,  dass  in  jedem  Kegelschnitte  Durchmesser  auftreten, 
welche  je  ein  paralleles  Sehnensystem  halbiren.  Die  Uebertragung 
der  Sätze  vom  Kreise  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  findet  nun  statt. 
Der  XXI.  Satz  z.  B.  wiederholt  den  gleichbezifferten  Satz  des  ersten 

')  ApoiloninsPergaena  (edHeiberg)  1,403.       «)  Gergonne,  ^«nato 
des  mathdmatiques  I,  367  (18J(1).  =)  Ebenda,  III,  297  (1812).  ')  Leetorem 

peoflietram  hie  admomium  esse  volo  totum  hoc  opus  c-onieam  huie  inniti  pro- 
positioni. 
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Buches,  von  dem  vorhin  die  Bede  war,  in  der  verallgemeiiierton  Auf- 
fassung. Das  dritte  Buch  bringt  eine  Anzahl  von  Fliichensätzen,  das 
vierte  die  Asymptoten.  Im  fünften  Buche  folgen  Sätze  Oher  die 
gleichseitige  Hyperbel,  über  die  gemeinschaftlichen  Ordiuaten  von 
einander  schneidenden  Kegelschnitten,  über  die  Fläche  eines  Parabel- 
segmentes. Den  Hauptinhalt  des  sechsten  Buches  bilden  die  ähn- 
lichen Kegelschnitte.  Das  siebente  Buch  ist  der  Normalenaufgabe 
gewidmet,  welche  in  dem  gleichen  Sinne  behandelt  wird,  wie  bereits 
bei  ApoUonius;  auch  für  De  la  Hire  ist  die  Normale  die  kürzeste 
oder  die  längste  Strecke,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  an 
einen  gegebenen  Kegelschnitt,  in  dessen  Ebene  der  Punkt  liegt,  ge- 
zogen werden  kann.  Erst  im  achten  Buche  treten  die  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte  auf.  In  demselben  Buche  finden  sich  die  Sätze 
über  den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  aus  BerOhrungslinien 
an  den  Kegelschnitt  gebildeten  rechten  Winkels,  welcher  für  die 
Ellipse  und  die  Hyperbel  in  einem  Kreise,  für  die  Parabel  in  einer 
Geraden  besteht.  Das  neunte  Buch  lehi-t  die  Construction  ron  Kegel- 
schnitten aus  gegebenen  Elementen. 

Neben  den  drei  Werken  über  Kegelschnitte  hat  De  la  Hire  auch 
einige  geometrische  Abhandlungen  v er öif entlicht,  welche  in  den  Druck- 
schriften der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  enthalten  sind. 
Eine  derselben^)  erschien  1694  und  beschäftigt  sich  mit  der  Epi- 
cyeloide.  De  la  Hire  sagt  in  der  Vorrede,  er  habe  beim  Schlosse 
Beaulieu,  acht  Stunden  von  Paris,  ein  Zahnrad  mit  epicycloidisch 
geformten  Zahnen  zum  Ersatz  eines  ähnlichen  herstellen  lassen, 
welches  von  Desargues  herstammte.  Auf  diese  Aussage  stützt  sich 
die  Annahme  (Bd.  II,  S,  678),  Desargues  habe  bereits  erkannt,  dass 
epieyeloidische  Zähne  die  geringste  Reibung  erzeugen  und  deshalb  am 
zweckmässigsten  seien.  Dieser  Annahme  widersprach  Leibniz  aufs 
bestimmteste.  In  Briefen  an  Johann  Bernoulli  nimmt  er  vielmehr  die 
Erfindung  für  den  dänischen  Astronomen  Olaf  Roemer  (1644  bis 
1710),  den  Entdecker  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes, 
in  Anspruch,  der  in  den  Jahren  1671  bis  1681  in  Paris  lebend  dort 
bis  1676  in  persönlichem  Verkehre  mit  Leibniz  und  Huygens  ge- 
standen und  beiden  von  seiner  Erfindung  Mittheilung  gemacht  habe. 
Leibniz  weiss  sich  nicht  genug  zu  verwunden!,  dass  Boemer,  der  als 
Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  wenn  auch  in 
Kopenhagen  lebend,  deren  Veröffentlichungen  jedenfalls  zu  sehen  be- 
kam,   sein    geistiges   Eigenthum    sich    ruhig    entwenden   liess.      Uns 

')  Memoires  de  rAcacIemie  royalc  dex  scirnce»  äcpwin  1CG6  juaqit'ä  1099. 
T.  IX.  ')  Leibniz  III,  477,  811,  81C, 
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scheint  grade  die  Thataache  von  Uoemers  Schweigen  hei  De  la  Hires 
Veröffentlichung  den  Beweis  ku  liefern ,  dasa  von  einer  geistigen 
Eigenthumsanmassung  keine  Rede  sein  kann.  Wir  hezweifebi  keines- 
wegs, dass  Roemer  die  Vorzüge  epicycloidi scher  Zähne  kannte,  dasa 
er  in  voller  Unabhängigkeit  zu  dieser  Kenutniss  gekommen  war,  aber 
in  ihr  war  Deaargues  eben  doch  sein  Vor^nger.  Das  erfuhr  Roemer 
aua  De  la  Hires  Vorrede,  und  deshalb  schwieg  er.  Aber  sei  dem 
wie  da  wolle,  eigentlich  earventheoretische  Untersuchungen  über  die 
Epicycloide  waren  jedenfalls  im  Drucke  nicht  vorhanden,  weder  von 
Desargues  noch  von  Roemer,  und  sie  gehören  mithin  mit  allem 
Rechte  dem  einzigen  Veröffentlicher  De  la  Hire  an.  In  seiner  Ab- 
handlung hat  dieser  die  Quadratur  der  Epicycloide  ermittelt,  die  Be- 
rührnngslinie  an  dieselbe  gezogen  uud  gezeigt,  dass  die  Evolute  der 
Epicycloide  eine  Curve  von  der  gleichen  Art  sei.  Die  Methode  ist 
eine  rein  geometrische,  den  Griechen  nachgebildet.  Für  die  Lösung 
der  Tangenten  aufgäbe  diente  offenbar  die  bekannte  Tangenteneon- 
struction  bei  der  Oycloide  als  Vorbild,  und  De  la  Hire  wurde  darauf 
wie  auf  den  Begriff  der  Evolute  durch  Huygens  hingeleitet,  der, 
wie  wir  bald  sehen  wollen,  1673  darüber  schrieb.  Spätere  Abhand- 
lungen gehören  eigentlich  erat  dem  XVIII.  Jahrb.  an,  aollen  aber 
hier  erwähnt  werden,  weil  De  la  Hire  uns  künftig  nicht  abermals 
beschäftigen  wird.  Im  Jahre  1706  kam  De  la  Hire  in  einem  Traiie 
des  nmlettes  abermals  und  in  allgemeinerer  Weiae  ala  1694  auf  die 
Epicyeloiden  zurück,  und  im  Jahre  1708  veröffenthchte  er  Des  con- 
choides  en  gmeral,  worin  wieder  nach  rein  geometrischen  Methoden 
die  Berührungslinien,  die  In  flexi  ousp  unkte,  die  Fläche,  die  Bogenlänge 
der  Conehoiden  zur  Untersuchung  kamen. 

Wir  sind  mit  diesen  Abhandlungen  De  la  Hirea  bereits  von  der 
Kegelschnittlehre  auf  das  Gebiet  allgemeiner  Curvenuntersuehuugen 
hinüber  geschritten,  ein  Gebiet,  welches  gleichfalls  nicht  erst  neuer- 
dings in  Angriff  genommen  wurde.  Im  78.  bis  81.  Kapitel  haben 
wir  unter  der  gemeinsamen  Ueberschrift  der  Infinitesiraalbetrachtungen 
zusammengestellt,  was  in  der  ersten  Hälfte  des  XVU.  Jahrh.  auf 
jenem  Felde  geerntet  worden  war.  Wir  haben  dabei  gesehen,  dass 
die  wichtigsten  Fragen,  die  nach  den  Berührungslinien,  nach  der 
Quadratur,  nach  der  Kubatur,  nach  der  Rectification  schon  gestellt 
waren,  dass  es  auch  nicht  an  Beantwortungen  gefehlt  hat,  und  dass 
namentlich  Fermat  Methoden  ersann,  welche  dem,  was  nun  bald 
Differentialrechnung  heissen  soll,  täuschend  ähnelten,  während  die 
künftige  Integralrechimng  aus  den  Erfindungen  von  Kepler,  von 
Cavalieri,  von  Pascal,  von  Wallis  fertig  zugehauene  Quader  zur 
Errichtung    ihres   Baues    entnehmen    durfte.     Haben   wir   doch   grade 
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die  Arbeiten  von  Wallis  auch  im  85.  und  HG.  Kapitel  dieses  Ab- 
schnittes mehr  als  einmal  als  die  Grundmauern  einer  neuen  iteihen- 
lehre  kennen  gelernt.  Wohl  war  jetzt  die  Zeit  gekommen,  in  der, 
wie  die  Sehlussbe trachtungen  des  XV.  Abschnittes  es  ankündigten, 
die  Grammatik  der  Sprache  erfunden  werden  sollte,  welche  bisher 
nur  empirisch  in  Gestalt  einzelner  Wortformen  zur  Kenntniss  ge- 
kommen war,  aber  während  die  künftigen  Lehrer  noch  zurückhielten, 
jeder  derselben  für  sich  im  Geheimen  sann  und  ersann,  arbeitete  und 
verarbeitete,  waren  andere  Forscher  nicht  müssig  die  frühere  Art  der 
Untersuchung  fortzusetzen,  und  über  sie  und  ihre  Leistungen  muss 
berichtet  werden. 

Wir  beginnen  mit  Isaae  Barrow').  Ein  von  ihm  in  den  Jahren 
1664-^1666  unter  dem  Titel  Mathematicae  lectiones  yerfasstes  Werk 
war  von  geringer  Wirkung.  Aus  ihm  dürfte  etwa  hervorzuheben 
sein,  dass  Barrow,  ähnlich  wie  vor  ihm  Roberval  (Bd.  II,  S,  877) 
sich  dagegen  verwahrte,  als  ob  Ungleichartiges  mit  einander  in  Ver- 
gleich gebracht  werden  könne.  Linien  seien  nicht  aus  Punkten, 
sondert!  nur  wieder  ans  kleineren  Linien,  Flächen  nicht  aus  Linien, 
sondern  aus  kleineren  Flächen  zusammengesetzt  u.  s.  w.  Ungleich 
bedeutender  waren  die  Lecütmes  opticae  et  gemttetricae,  welche  1669 
und  1670,  dann  in  einer  rasch  nöthig  gewordenen  neuen  Auflage 
1674  erschienen,  erstmalig^)  also  in  dem  Jahre,  in  welchem  Barrow 
auf  seine  Professur  in  Cambridge  zu  Gunsten  seines  Schülers  Newton 
verzichtete  {S.  11).  Schon  in  der  Vorrede  zu  den  optischen  Vor- 
lesungen, welche  den  Band  eröffnen,  erklärt  Barrow,  sein  College 
Newton,  ein  Itfann  von  ungemein  auserlesenem  Geiste  und  bemerkens- 
werther  Erfahrung^),  habe  das  Buch  durchgesehen  und  manche  Ver- 
besserungen angerathen,  manches  auch  aus  dem  Eigenen  hinzugefügt, 
was  man  da  und  dort  unter  Nennung  des  Urhebers  eingemischt 
sehen  werde.  In  der  Vorrede  zu  den  geometrischen  Vorlesungen, 
welche  mit  neu  beginnender  Seitenzählung  naehfo^en,  hat  Barrow 
dann  abermals  Newton  zwar  nicht  geradezu  genannt,  aber  doch  hin- 
länglich deutlich  bezeichnet,  wenn  er  sagt,  die  letzte  Vorlesung  habe 
ihm    ein   Freund,   sonst    ein    ehrenwerther  Mann  wie  Einer,  in  der- 
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artigen  Dingen  aber  ein  unbilliger  Forderer,  abgequält').  Davon, 
dass  Newton  auch  die  geometrischen  Vorlesungen  durchgesehen  habe, 
ist  nicht  die  Rede,  doch  ist  es  nicht  unmögheh,  dass  es  geschah, 
wenn  auch  nirgend  in  ihnen  auf  Newton  als  Erfinder  oder  Einflösser 
Bezug  genommen  ist,  mit  Ausnahme  einer  Stelle  gegen  Schluss  der 
zehnten  Vorlesung  und  einer  zweiten  am  Anfang  des  ersten  Anhanges 
zur  elften  Vorlesung.  Barrow  selbst  legte  auf  die  geometrischen 
Vorlesungen  nur  geringes  Gewicht,  oder  gab  sich  wenigstens  den 
Anschein  solcher  niedrigen  Sehätzung  derselben.  Gebraucht  er  doch 
wieder  in  der  Vorrede  die  Redewendung,  diese  Vorlesungen  sollten 
den  optischen  nur  als  Begleiter  und  gewissermassen  als  Zugabe, 
mantissa  (S.  96),  dienen,  denn  in  anderem  Falle  würde  er  kaum 
daran  gedacht  haben,  solchen  Auskehricht,  quisquiliae,  an  das  Sonnen- 
lieht zu  bringen.  Wir  glauben  auf  diesen  Ausdruck  hinweisen  zu 
sollen,  weil  die  Bedeutung,  welche  ein  Schriftsteller  dieser  oder  jener 
unter  seinen  Arbeiten  beimisst,  nicht  selten  ersehen  lässt,  ob  und  in 
wie  weit  er  selbst  erkannte,  wie  gross  eigentlich  der  von  ihm  voll- 
zogene Schritt  war.  Barrow  ging  von  der  Bewegung  aus,  Velche 
ihrer  Art  und  ihrer  Grösse  nach  zu  betrachten  sei.  Der  Art  nach 
ist  sie  fortschreitend,  kreisförmig  oder  aus  beiden  gemischt.  Zur 
Beurtheilung  der  Bewegungsgrösse,  d.  h.  ob  sie  schneller  ob  lang- 
samer als  eine  andere,  bedarf  man  des  Zwischenbegriffes  der  Zeit. 
Zeit  aber  ist  das  Verharren  eines  jeden  Gegenstandes  in  seinem  Sein^). 
Auf  die  Frage,  ob  der  Begriff  der  Zeit  nicht  den  der  Bewegung  ein- 
sehliesse,  antwortet  Barrow,  das  thue  er  nicht  mehr  als  er  den  Be- 
griff der  Ruhe  einschliesse.  Die  Grösse  der  Zeit  hänge  von  keinem 
von  beiden  ab,  sie  sei  eine  Grösse  für  sieh.  Um  aber  ein  Maass 
dieser  Grösse  zu  erhalten,  ist  das  Hilfsmittel  der  Bewegung  zu  be- 
nutzen^). Diejenigen  Bewegungen,  welche  meistens  als  Zeitjnaass 
dienen,  sind  die  der  Gestirne,  aber  nicht  unmittelbar,  sondern  in  uns 
nahe  gerückter  Weise,  so  dass  unsere  Sinne  sie  wahrnehmen,  unsere 
Versuche  sie  zur  Erscheinung  bringen  können,*);  Sonnenuhr  und  Sand- 
uhr er^utem  die  Meinung  dieses  Ausspruchs.  Die  Zeit  wird  durch 
irgend  ein  Bild  dargestellt  werden  können,  welches  die  Gleiehmäasig- 
keit  veranschaulicht,  namentUch   durch  Gerade  und  Kreis.     Ist   doch 


')  Uttimam  amicm  (mr  sane  cum,  primis  probas,  sed  in  hvjusmodi  negoUis 
ftagitator  improlms)  extorsü.  *)  Barrow,  Leetiones  geometricae  p^.  2:  Tempos 
est  peraeverowtia  rei  a^jisgue  in  suo  esse.  ')  Ebenda  pag.  S ;  Ifa  per  se  tempas 
guantum  est,  etsi  quo  temporis  gwantifas  a  nöbis  dignoscatur,  advocandum  sit 
moUts  subsidium.  '}  Ebeada  pag.  B;  coelestia  corpora  non  esse  prima/ria«  et 
origindle8  teitiporis  mensitras,  ast  iHos  potius  motus,  qai  prope  nos  sensibus  ob- 
serPanfMr  et  eicperimentin  mitjacent  nostris. 
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die  Zeit  als  einfach  ausgedehnte  Grosse '^)  und  durch  den  stetigen 
Fluss  eines  Angenbliekes  entstanden  zu  denken^).  Schliesslich  wählt 
Barrow  nur  die  Gerade  als  Versinnlichung  der  Zeit  und  eine  senk- 
recht zur  Zeitlinie  gezogene  Gerade  als  Versinnlichung  der  in  jedem 
Augenblicke  vorhandenen  Geschwindigkeit,  Die  Geschwindigkeits- 
geraden können,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  als  gleichbleibende 
oder  als  veränderliche  gedacht  ist,  von  derselben  oder  von  vei-schie- 
dener  Länge  sein.  Die  durch  die  Gesammtheit  der  Geschwindig- 
keitslinien gebildeten  Flächenräume  liefern  ein  Bild  der  in  der 
len  Zeit  mit  den  gegebenen  Geschwindigkeiten  vollzogenen  Be- 
,  der  vereinigten  Geschwindigkeit^),  der  bewegenden  Kraft*) 
(Figur  15).  Das  Rechteck  AEZZ,  das  Dreieck  jIBT"  erläutern  die 
Meinung.  Es  erscheint  nicht  unangemessen,  auf  das  wiederholte 
Vorkommen  der  unterschiedlosen  Buchstaben  Z  und  Y  hinzuweisen 
und  dabei  an  die  Leibnizisehen  Stellen- 
zeiger zur  Unterscheidung  gleicher  Buch- 
staben zu  erinnern.  Unterschiedlose  Buch- 
staben zu  gebrauchen  If^  in  der  Gewohn- 
heit der  Zeit,  und  auch  Pascal  bediente 
sieh  ihrer  wiederholt'').  Barrow  hat  durch 
die  Erörterung  der  Bewegung  den  Ort  ^  ^  ^  ^  ^ 
der  Punkte  Z,  Y  u.  s.  w.  entstehen  sehen. 

Er  ist  hei  den  Curven  angelangt,  denen  er  in  der  zweiten  Vorlesung 
sich  zuwendet. 

Sie  entstehen  als  Endprodukte  einer  Erzeugenden,  Genetrix, 
welche  längs  einer  Leitlinie,  Directrix,  verschoben  wird*).  Bei  der 
Berechnung  der  entstehenden  Flächenräume  ist  nach  der  Methode  der 
Indivisibilien  zu  verfahren,  welche  unter  allen  Methoden  die  freieste 
von  Schwierigkeiten  ist,  und  nicht  minder  gewiss  und  untrüglich, 
wenn  sie  nur  richtig  angewandt  wird'). 

In  der  dritten  Vorlesung  entsteht  eine  Ourve  auch  durch  zu- 
sammengesetzte   und    zusammentreffende  Bewegungen*),   wenn   z.   B. 


r 

''"^r 
^"---.r 


')  Barrow,  Lectiows  geomeirictie  pag.  6;  unica  dimetmone  prtie<litTtiii  qaan- 
tmn.  •)  Ebenda  pag.  6:    ex  -anius  momenti  quasi  contimw  ßusctt  constituUtm 

imagmamur.  ")  Ebenda  pag.  10:  aggregata  veloätas.  *)  Ebenda  pag.  13:  vis 
mAiva.  ^)  Pascal,  OeuvreB  III,  373  in  dem  Briefe  von  Dettonville  an  Carcavi 
und  an  vielen  anderen  OrUn,  ')  Barrow,  LecUones  geometricae  pag.  14:  No- 
tatwr  autem  abhine  brevitatis  ergo  tarn  in  Ms,  quam  m  simibilus  casibus  harum 
Itneamm  illam  quae  motu  suo  magnitudinein  describit,  a  fne  Gettetricent  äict;  <ü- 
teram  ajttem,  juxta  quam,  vel  cm*  insistens  prior  äefertur,  Direetri^xm  appeUari. 
')  Ebenda  pag.  21 :  juxla  me^odam  indwisibäium,  omnittm  esr^tedilissimam,  et 
^^odo  rite  odMbeatur  havd  minus  certam  et  infalHbilem.  ")  Ebenda  pag.  24: 
■'id  compositos  nunc  et  conewrrentes,  eidem  proposito  semienteSj  nwtus  aceingimitr. 
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die  eine  Gerade  AB  m  gleich  förmiger  Bewegung  eine  ParallelTer- 
schiebung  erfährt,  während  zugleich  die  zu  AB  senkrechte  AC  in 
einer  zweiten  ebenfalls  gleichförmigen  Parallelverschiebung  sich  be- 
findet, so  das8  die  aufeinander  folgenden  Lagen  beider  Geraden  in 
Pimkten  M  der  Curve  sich  schneiden.  Die  Zusammensetzung  kann 
aber  auch  verwickelterer  Natur  sein.  Es  kann  eine  fortschreitende 
mit  einer  drehenden  Bewegung,  es  können  weit  mehr  als  zwei  Be- 
wegungen mit  einander  zusammentreffen. 

In  der  vierten  Vorlesung  kommt  Barrow  zur  Tangentenauf- 
gabe als  Anwendung  des  Gedankens,  die  Zusammensetzung  von  Be- 
wegungen zur  Erörterung  der  Eigenschaften  der  Curven  zu  ge- 
brauchen^). Die  Bewegung  der  einen  Geraden,  welche  etwa  von 
links  nach  rechts  gedacht  wird,  nennt  Barrow  Seitenbewegung*),  die 
Bewegung  nach  abwärts  auf  der  seitlich  verschobenen  Geraden  heisat 
Abwärtsbewegung^).  Bei  anderer  Lage  der  Figur  kann  die  Wahl 
dieser  Namen  allerdings  wenig  zweckmässig  erscheinen.  Beispiels- 
weise sei'')  (Figur  16)  die  Gerade  TMS  Berührungslinie  an  der  Curve 

OMO  in ilf, so  ver- 
hält sich  in  diesem 
Punkte  M  die  Ab- 
wärtsbewegung zur 

Seitenbewegung 
wie  TP  zu  PM, 
und  diese  Benen- 
nungen stimmen 
nu  r  dann,  w  enn  man 
die  ganze  Figur  um 
einen  rechten  Win- 
kel gedreht  denkt, 
''^'  so     dass     X    der 

höchste  Punkt,  Y  der  am  weitestens  rechts  befindliche  wird.  Jenes 
Verhältniss  muss  nämlich  stattfinden,  damit  ein  Punkt  längs  der  Ge- 
raden TM  sich  bewege,  und  weil  in  M  Curve  und  Beruhruugslinie 
übereinstimmen,  so  muss  dort  auch  für  die  Curve  das  gleiche  Ver- 
hältniss der  beiden  Bewegungen  stattfinden.  Naturgemäss  lässt  als- 
dann der  Satz  sich  auch  umkehren:  Stellen  TP  und  PM  die  Ab- 
wärts- und   die  Seitenbewegung   des  Curveupunktes  M  dar,  so   muss 

')  Barrow,  Lecttones  gemnetricae  pag.  29:  ProposÜiiiti  ent  nohis  e  cwtpo- 
sitione  itwtaum  emei'gentes  Kfiearmn  affectiones.  ivtlagare  ae  ej^nere,  *)  motus 
traiinBerms.  *)  ilfscmmis  oder  auch  motu»  dencendenx.  *)  Barrow,  Ltctiones 
geometrictie  pag.  32 — 3.S.  Die  Rnelistahen  an  der  Figur  sind  j^eiiau  dieselben 
wie  bei  barrow. 
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TM  Berührangsliiiie  sein.  Es  ist  kaum  oothwemiig  hervorzuheben, 
dasR  Barrow  hier  der  Hauptsache  nach  Robervals  Gedankengang 
(Bd.  II,  S.  8Ö1)  einscH^t,  und  wenn  wir  weiter  daran  erinnern 
(Bd.  II,  S.  905),  dass  Wallis  schon  1659  Torricelli  gegen  Roberval 
in  Schutz  nahm,  dass  also  damals  Robervals  Tangenten- 
methode  in  England  sehr  wohl  bekannt  war,  so  ist  an  eine 
Anlehnung  Barrows  an  diesen  Vor^nger  nicht  zu  zweifeln. 

Wir  überspringen  die  folgenden  Vorlesungen  bis  ans  Ende  der 
zehnten  Vorlesung,  wo  Barrow  dem  Ratbe  eines  Freundes,  offenbar 
wieder  Newtons,  folgend  die  Methode  der  durch  Rechnung  zu  be- 
schaffenden Berübrungslinien  mittheilt^),  deren  er  sich  zu  bedienen 
pflege.  Ba  sei  (Figur  17)  MT  Beröhmngslinie  an  die  Curve  ÄNM 
in  M  und  MN  ein  Curvenstück  von  unbe- 
grenzter Kleinheit^.  MF  und  NQ  sind 
senkrecht  zu  AP,  während  NR  \\  AIP.  Barrow 
benennt  die  einzelnen  auftretenden  Strecken 
durch  einfache  Buchstaben  MP^=m,  PT^^=t, 
MB  =  a,  NE  =  e.  Die  Stücke  MR,  NR 
werden  durch  eine  Gleichung  mit  einander  in  , 

Verbindung   gesetzt,   wobei    folgende   Regeln 

festgehalten  werden:  1.  Beim  Rechnen  wirft  man  alle  Glieder  fort, 
welche  höhere  Potenzen  von  a  und  e  oder  Producte  dieser  Grössen 
in  einander  enthalten.  2.  Ist  die  Gleichung  hergestellt,  so  wirft 
man  die  Glieder  weg,  welche  a  und  e  nicht  enthalten,  weil  jene 
Glieder,  als  Gleichnngspolynom  gedacht,  immer  Null  sind.  3,  Nun 
ersetzt  man  a  durch  m  und  e  durch  (,  so  wird  FT  bekannt.  Als 
Begründung  fügt  Barrow  hinzu:  Wenn  in  die  Rechnung  ein  unendlich 
kleines  Stück  einer  Curve  eingeht,  so  wird  statt  dessen  ein  richtig 
gewähltes  Stück  der  Be rühr ungali nie  oder  ii'gend  eine  wegen  der  un- 
endlichen Kleinheit  des  Curvenstückes  gleiohwerthige  gerade  Strecke 
genommen^).  Auch  hier  ist  eine  Erinnerung  wohl  angebracht,  welche 
ins  Gedächtnis«  zurückruft,  dass  Fermat  (Bd.  II,  S.  863)  ein  für 
allemal  gewisser  Buchstaben  zur  Bezeichnung  bestimmter  geometrisch 
erklärter  Punkte  und  Strecken  sich  zu  bedienen  pflegte,  und  dass 
sein  £  genau  die  gleiche  Bedeutung  hatte  wie  Barrows  e.  Alle 
anderen  Buchstaben  weichen  allerdings  wesentlich  ab,  und  die  Sub- 
tangente  insbesondere,  Barrows  t,  beisst  bei  Fermat  A.  Dagegen  ist 
darin   wieder   volle   Uebereinstimmung,    dass   grade    die   Subtangente 

')   Barrow,  Lediones  geontetrieae  pag,  80 — 81.  *)    indefinite  parvum. 

°)  Quod  &i  eakubim  tngrediatur  eui'vae  cujupiam  indefmita  particula  substituatur 
ejus  loeo  tangentis  particula  rite  mmpta;  vgl  ei  quaevis  (ob  indefinitani  ejirvae 
p<(TvitatemJ  aequipoUens  recta. 
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gesucht  wird,  um  mittels  ilirer  den  Fusspunkt  der  Berührungslinie 
kenueii  zu  lernen.  Ea  ist  allerdings  anzuerkennen,  dass  der  Druck 
^     i^  „  __     von  Fermats  Opera  var-ia  erat  1679  statt- 

fand, also  bedeutend  später  als  der  von 
Barrows  geometrischen  Vorlesungen,  aber 
seine  Tangentenbestimmung  war  seit  1G42 
und  1 044  durch  H^rigone (Bd  II, S.  859) 
bekannt  gegeben.  Das  erste  Beispiel, 
welches  Barrow  durchführt,  ist  (Figur  18) 
das  einer  Curve  ANMO,  deren  Sehne 
AM  (beziehungsweise  AN)  in  ihrer 
"Verlängerung  auf  der  Geraden  JiS  ein 
ihi'  gleiches  Stück  BK  (beziehungsweise 
HL)  abschneidet,  wobei  der  Winkel 
ABU  als  ein  rechter  vorausgesetzt  ist 


Ausser  den  uns  schon  bekannten  Bezeichnungen 

MR  =  a,     NB=QP  =  e,     MP^m, 
sei  noch  AB=r,  ÄP  =  q.     Nun  ist 

AQ==q  —  e,     QN=m  —  a. 

[q-ey-\-(m-ay==AN'  =  BL 

AQ:QN^ABiBL, 


PT- 


also 

FeJ-i)ü 

also 


BL^ 


und     BL^  ■- 


{q  -  er 


Die  beiden  Werthe  von  BL^  sind  einander  gleichzusetzen: 


Folglich  ist 


{<i  -  <'r-  +  ('« -  <^r = 

(q  —  e'f  ==  (r^  - 


(3- 


Entwickelt    man    unter  Weglassung    aller   Glieder    von    höherer 
erster  Dimension  in  a  imd  e.  so  entsteht 


2*  —  4g^e  = 


-  2amr'  -\-  2amq^. 


Weiter  soU  q^  =  r^m'  — -  g^nv'  in  Wegfall  kommen.  Eine  Begrün- 
dung dafür  gibt  Barrow  nicht,  aber  es  hat  seine  Richtigkeit.  Wegen 
ÄB.BK=  AP:  PM  ist 

{AB  ■  PMf  =  (AP  ■  BKf  =  (AP  -  AMf  =  AP^AP'  +  PM^) 

d.  h.  /-^m^  =  q^(q^  +  *"'0     '^^^     '1*  "^  'f'^m'^  —  q^m^. 
Nach  Weglaasung  dieser  Glieder  bleibt  noch 
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—  4q^e  =^  ^qem^  —  2amr^  +  2ain<f. 
Jetzt  wird  a  tlurch  m,  e  durch  t  ersetzt,  und  man  erhält 

t  =  ri'^-i.?!'":' . 

Bei  Barrbw  ist  in  Folge  einer  Irrthums  an  die  Stelle  des  Pluszeichens 
im  Neuner  des  Ausdruckes  für  (  ein  Minuszeichen  getreten,  Barrow 
behandelt  noch  vier  weitere  Beispiele,  deren  zweites  das  Cartesische 
Blatt  (folium  cartesü  Bd.  II,  S.  856),  das  dritte  die  Quadratrix  ist. 
Jeny  Desearte'sche  Cuire,  deren  Gleichung  in  der  hente  üblichen 
Schreibweise  «*  -|-  ?/^  =  '^^V  lautet,  heisst  bei  Barrow  in  einer  Rand- 
note La  Galande,  im  Texte  kommt  ein  Name  nicht  vor.  Jene  Rand- 
note ist  ein  neuer  Beleg  dafür,  dass  Barrow  mit  französischen  geo- 
metrischen UnterauchuEgen  bekannt  war.  Im  11.  Paragraphen  der 
zehnten  Vorlesung  ist  ein  Zusammenhang  der  Subtangente  einer 
Curve  mit  der  Quadratur  einer  zweiten  Curve  hergestellt,  auf  welchen 
grosses  Gewicht  gelegt  worden  ist').  Barrow  hat  nämlich  in  diesem 
Paragraphen  ein  deutlicheres  Bewusstsein  der  Verwandtschaft  zwischen 
Quadratur  und  inveraer  Tangenten  aufgäbe  an  den  Tag  gelegt,  als  es 
Descartes  (Bd.  II,  S.  856)  und  Fermat  (Bd.  II,  S,  864)  besassen 
oder  wenigstens  zu  erkennen  gaben. 

Was  Wallis  1672  als  seine  Tangentenmethode  veröffentlichte^), 
verleugnet  ebensowenig  seine  Abhängigkeit  von  schon  bekannten  Me- 
thoden. Die  Subtangente  wird  gesucht,  und  als  Mittel  zum  Zweck 
ient  eine  in  der  Nahe  des  Berührungspunktes  gezogene  Ordinate 
s  zum  Durchschnitte  mit  der  Curve,  beziehungsweise  mit  der  Be- 
hrungslinie.  Unterscheidend  ist,  dass  Wallis  das  unendlichkleine 
Äbscisaenstückchen  zwischen  der  Ordinate  des  Berührungspunktes 
und  der  ihr  benachbarten  Ordinate  nicht  JJ  oder  c,  sondern  w  nennt, 
und  daas  er,  was  allerdings  ein  bedeutsamerer  Unterschied  ist,  nicht 
eine,  sondern  zwei  der  Berührungsordinate  benachbarte  Ordi- 
naten  in  Rechnung  zieht,  beide  um  a  von  derselben  abstehend,  aber 
die  eine  einem  früheren,  die  andere  einem  späteren  Curvenpunkte 
angehörend,  so  dass  die  Berührungsordinate  zwischen  beiden  liegt. 
Wallis  Darstellung  gewinnt  dadurch  unleugbar  an  Klarheit. 

In  demselben  Bande  der  Veröffentlichungen  der  Londoner  König- 
lichen Gesellschaft^)  ist  die  Tangentenmethode  von  De  Sluse  nach 
einem  Briefe  desselben  vom  17.  Januar  1673  zum  Drucke  befördert, 
über   welche   wir   (Bd.  II,   S.  917—918)    berichten   durften,  weil  sie 


')   Zeuthen,   1.  c.  pag.  575  —  576.  *)    P.  T.  VII,  iUlU  — 4016  (Nr.  81). 

')  Kbenda  Vn,  4243—4247  (Nr.  9U), 
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ihrer  Erfindung  nach  wohl  schon  dem  Jahre  1652  angehört,  wenn 
sie  auch  erst  mehr  als  zwanzig  Jahre  später  der  lesenden  Welt  zur 
Verfügung  gestellt  wurde.  De  Sluse  versprach  in  seinem  Briefe 
einen  Beweis  seiner  Methode.  An  dieses  Versprechen  gemahnt,  Hess 
er  am  3.  Mai  1673  einen  zweiten  Brief  nachfolgen^}.  Statt  eines 
Beweises  gab  er  indessen  nur  drei  Sätze  an,  auf  welche  seine  Methode 
sieh  gründe.  Erstens  sei  die  Differenz  gleich  hoher  Potenzen  mit 
positiv  ganzzahligen  Exponenten  zweier  Zahlen  durch  die  Differenz 
der  zwei  Zahlen  selbst  theilbar.  Zweitens  bestehe  die  Entwicklung 
einer  Potenz  von  abermals  positiv  ganzzahligem  Exponenten  eines 
Binomiums  aus  einem  Gliede  mehr  als  der  Exponent  Einheiten  zahle. 
Drittens  stehen  die  Quotienten  derselben  Zahl  getheilt  durch  zwei 
andere  in  dem  umgekehrten  Verhältnisse  jener  Divisoren.  Die  Sätze 
seien  in  der  angegebenen  Reihenfolge  zu  benutzen,  und  aus  dieser 
Angabe  werde  der  Leser  ohne  grossen  Zeitaufwand  den  Beweis  her- 
zustellen wissen. 

Abermals  auf  früher  (Bd.  II,  S.  905)  Mitgetheiltes  zurückgreifend 
führen  wir  an,  dass  Wallis.  Brouncker  und  Wren')  im  October 
1673  die  Erstlingsrechte  von  Neil  und  Wren  auf  die  Ermittelung 
von  Rectificationen  aufrecht  hielten.  Veranlassung  dazu  gab  die 
durch  Hujgens  1673  herausgegebene  Schrift  Horologium  osdllor 
torium,  in  welcher  die  Rectification  der  semicubisehen  Parabel  für 
Van  Heuraet  in  Anspruch  genommen  war'). 

Wir  müssen  auf  das  hochbedeutende  Werk  von  Huygens,  von 
welchem  eine  erste  Niederschrift  schon  am  5.  Februar  1665  vollendet 
war^),  näher  eingehen.  Durch  eine  vom  25.  März  1673  datirte  Wid- 
mung an  König  Ludwig  XIV.  von  Frankreich  eingeleitet,  zerfällt  das 
Werk*)  in  fünf  Theile;  1.  die  Beschreibung  der  Pendeluhr,  2.  der 
Fall  schwerer  Körper  und  ihre  Bewegung  längs  der  Cycloide,  3.  die 
Lehre  von  der  Evolution,  4.  der  Schwingungsmittelpunkt,  5.  die 
Fliehkraft. 

Der  erste  Theil  bietet  für  unsere  Zwecke  nichts  zur  Mitheilung. 
Im  zweiten  Theile  sind  zunächst  die  Fallgesetze  zu  beweisen.  Den 
Ausgangspunkt  des  Beweises  bildet  die  dritte  Hypothese^),  dass,  so- 
fern   auf   einen   Körper   sein    den  Fall   verursachendes    Gewicht   und 


')  P.  T.  Vin,  6069  (Nr,  95).  ')  Ebenda  Vni,  6UÜ— 6150  (Nr.  98).  »)  Huj- 
gens, Opera  varia  (Leiden,  1724)  pag.  100 — 101.  ^)  Huyg-enE'  Gesammt- 
ausgabe  V,  223  (Haag,  1893).  ")  Huygens,  Opera  varia  pag.  33—248,  die 
Widmung  hcIiod  pag,  17 — 20.  —  Bin  sehr  auBführlicher  AuBEUg,  in  welchem 
namentlich  (tie  der  Mechanik  angehörenden  SMze  genaa  mitgetheilt  sind,  bei 
Marie,  Hiiftime  da  miencen  maihematiqufs  et physigues  V,  27 — ß7.  °)  Huj-gens, 
Opera,  varia  pag.  51. 
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irgend  eine  andere  Kraft  gloiclizeitig  einwirken,  jede  Wirkung  für 
sich  zu  betrachten  sei,  eine  Hypothese,  welche  später  die  noch  all- 
gemeinere Form  erhalten  sollte,  daas  von  zusammen  wirkenden  Kräften 
jede  f(ir  sich  und  unabhängig  von  den  anderen  in  llechnung  kommen 
müsse.  Der  Fall  der  Körper  wird  theils  in  freier  Luft,  also  senk- 
recht, theils  längs  einer  Curve  untersucht,  und  da  Huygens  auf  den 
Fall  längs  eines  Cycloidenbogens  hinsteuert,  so  spricht  er  in  mehreren 
Sätzen  von  dieser  Curve.  Im  XV.  Satze')  wird  die  Berührungsauf- 
gabe für  die  Cycloide  behandelt  und  erweitert.  Denkt  man  sich  ii^end 
eine  Figur  in  Rollbewegung  längs  einer  Geraden,  ao  dass  ein  Punkt 
A  der  erzeugenden  d.  h.  rollenden  Figur  bei  dieser  Bewegung  in 
seinem  eine  Curve  bildenden  Laufe  beobachtet  werden  kann,  ist  ferner 
C  der  tiefste  Punkt  der  Figur,  in  welchem  sie  auf  der  Geraden,  Über 
die  sie  rollt,  jedesmal  aufsteht,  so  ist  in  jeder  einzelnen  Lage  (JA 
normal  zur  Rollcurve.  Das  ist  jener  Satz,  an  welchem  wir  (S.  130) 
'dachten,  wo  wir  von  den  Anregungen  redeten,  welche  De  la  Hire 
von  Huygens  erhalten  haben  mochte.  Der  Fall  längs  der  Hohlseite 
einer  Cycloide,  welche  durch  einen  unterhalb  einer  wagrechten  Geraden 
rollenden  Kreis  erzeugt  ist,  deren  Scheitelpunkt  mithin  der  tiefste 
Punkt  der  ganzen  Zeichnung  ist,  wird  untersucht,  und  im  XXV.  Satze*) 
kommt  Huygens  zu  dem  Ergebnisse,  dass  ein  Körper,  von  welchem 
Punkte  des  absteigenden  Cycloidenarmes  aus  er  in  fallende  Bewegung 
gerathe,  genau  in  derselben  Zeit  beim  Tiefpunkte  anlange.  Das  ist 
die  merkwürdige  Eigenschaft,  welche  man  später  den  Tautochronis- 
mus  der  Cycloide  genannt  hat. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dasa  dieser  eine  Satz  schon  vor  dem 
Erscheinen  des  Horologinm  oscillatorium  in  die  Oeffentlichkeit  ge- 
drungen sein  muss.  Ignace  Gaston  Pardies^)  (1633 — 1073)  aus 
Pau,  der  am  Jesuitencollegium  seiner  Vaterstadt  alte  Sprachen,  Mathe- 
matik und  Physik  lehrte  und  kurz  vor  seinem  Tode  als  Professor 
der  Rhetorik  an  das  College  Louis  le  Grand  in  Paris  kam,  kannte 
ihn  wenigstens.  Sein  Todestag  war  der  22.  April  1673.  Unmittelbar 
vorher  gab  er  in  franzosischer  Sprache  La  statique  ou  la  sdence  des 
f'orces  mouvantes  heraus,  und  bewies  darin  jenen  Satz,  welchen  er  den 
Isochronismus  der  Cycloide  nannte.  Das  Horologium  war  aber 
damals  noch  nicht  im  Buchhandel.  Pardies  sagte  vielmehr  ausdrück- 
lich in  seiner  Vorrede,  er  sehe  mit  Begierde  dem  Erscheinen  der 
Schrift  von  Huygens  entgegen,  um  sich  zu  überzeugen,  ob  sein  Be- 
weis mit  dem  des  Erfinders  übereinstimme*).     Lord  Brouncker  hat 

')  Huygens,  Opera  varia  pac-,  Ö9— 70.  *)  Klienda  pa^.  87.  ")  Poggen- 
dorff  U,  358,        ')  Vergl.  den  Bericht  über  die  StatiqQC  von  l'ardies  in  dpn 

P.  T.  vni,  eois  (Nr.  m. 
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dann  gleichfalls  bei  Gelegenheit  des  Herauskommens  der  Statique 
einen  Beweis  veröffentlicht*).  Brounckers  Ausdrucksweise  ist  etwas 
zu  unbestimmt,  als  dass  man  aus  ihr  entnehmen  könnte,  ob  er  da- 
mals den  Satz  kennen  lernte  und  zu  ihm  einen  Beweis  ermittelte, 
oder  ob  er  auf  eine  frühere  Erfindung  des  Satzes  Ansprueb  zu  er- 
heben wünschte,  aber  grade  wegen  der  Unbestimmtheit  ist  ersteres 
das  Wahrscheinlichere, 

Wir  kehren  zu  dem  Horologium  oscillatorium  zurück,  und  zwar 
zu  dessen  drittem  Theile.  Ist,  sagt  Huygens  in  der  III.  Definition 
dieses  Theiles^),  um  eine  nach  einer  Seite  hin  bohle  Linie  ein  bieg- 
samer Faden  gewickelt,  und  blieb  das  eine  Ende  des  Fadens  mit  der 
Curve  in  Verbindung,  während  das  andere  unter  fortwährender  Span- 
nung des  abgelösten  Stückes  weiter  geführt  wird,  so  beschreibt  dieses 
Fadenende  eine  zweite  Curve,  welche  die  durch  Abwickelung  be- 
schriebene, Descripta  ex  evoltdiotie,  heissen  soU.  Das  ist  diejenige 
Curve,  welche  heute  den  Namen  der  Evolvente  führt.  Die  erste 
Curve  dagegen  nennt  Huygens  in  der  IV.  Definition^)  die  Abge- 
wickelte, Evoluta,  und  dieser  Name  ist  ihr  geblieben.  Der  I.  Satz*) 
behauptet,  dass  jede  Berührungslinie  der  Evolute  auf  der 
Evolvente  senkrecht  stehe.  Wenn  (Figur  19)  die  Gerade  FDC 
in  D  die  Evolute  berührt,  wenn  als- 
dann in  dem  der  Evolvente  angehören- 
den Punkte  C  die  CE  senkrecht  zu 
DC  gezogen  wird,  so  treffe,  heisst  es, 
diese  CE  die  Evolvente  in  keinem 
anderen  Punkte  als  in  C,  berühre  sie 
folglich  eben  dort.  Bei  Fortsetzung 
der  Abwicklung,  bis  der  Faden  die 
Evolute  in  G  berührt,  trifft  der  die 
Evolvente  beschreibende  Endpunkt  in 
S  ein,  und  GH  schneidet  die  CE  in 
E.  In  dem  bei  C  rechtwinkligen  Drei- 
ecke CEF  ist  EF>  CF.  Femer  ist 
*''*  "■  Bogen  ÄD  =  CD,  Bogen  AG  =  GH 

und  zugleich  Bogen  AG  =  Bogen  AB  -{-  Bogen  DG  ~  CD -\-  Bogen 
DG.  Aber  7)i''+FG>  Bogen  DG,  also  CD -\-  DF -\-  FG> 
GH  oder  CF  +  FG  >  GH.  Daraus  folgt  weiter  CF >GH—FG 
oder  CF>  JEH.    Nun  war  EF>  CF,  und  umsomehr  ist  EF>FH, 


')  P,  T.  VEI,  6032  {Nr.  94):    mmc  juris  puhlid  facta  «   occasione   quam 
swppedjtaOTt  Jte».  F.  Pardies.  ')  Hujgena,  Opera  vaiia  pag.  89:    lineae  in 

unam  parUm  eavae.        ")  Ebenda  pag.  90.        ■')  Ebenda  pag.  90—91. 
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d.  h.  E  liegt  jenseits  der  Evolvente.  An  einer  zweiten  Figur  wird 
durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  nachgewiesen,  dass  auch,  wenn  der 
Punkt  H  der  Evolvente  zwischen  A  und  G  liegt,  G  folglieh  auf  der 
Evohite  zwischen  A  und  D  aich  hefindet,  GH^  GE  sein  musg,  also 
auch  dieser  Punkt  E  jenseits  der  Evolvente  liegt,  und  damit  ist  der 
an  die  Spitze  gestellte  Satz  bewiesen,  ist  zugleich  bewiesen,  dass  die 
Curve  AUCH  fortwährend  gleichartig  gekrümmt  ist^).  Der 
V.  Satz*)  beweist,  dass,  wenn  zwei  Cycloiden  von  gleichen  Erzen- 
gungakreisen  so  übereinander  gezeichnet  sind,  dass  die  Grundlinien 
parallel  sind  und  der  Anfang  der  oberen  Cycloide  mit  dem  Scheitel- 
punkte der  unteren  zusammenfällt,  alsdann  die  Berührungslinien  der 
unteren  Cycloide  auf  der  oberen  senkrecht  stehen.  Im  VI.  Satze  wird 
weiter  gezeigt,  dass  der  unteren  Cycloide  als  Evolute  die  obere  als 
Evolvente  entspricht,  und  der  VII.  Satz  zieht  die  Folgerung,  die  halbe 
Länge  der  unteren  Cycloide  müsse  dem  doppelten  Durchmesser  des 
Erzeugungskreises  gleich  sein.  Nach  der  Cycloide  wendet  Huygens 
sich  der  gewöhnlichen  Parabel  zu,  als  deren  Evolute  eine  semi- 
cubische  Parabel  auftritt,  welche  folglich  gleich  jeder  Evolute  als 
rectificirbar  sich  erweist.  Diese  Auseinandersetzung  ist  es,  bei  welcher, 
wie  (S,  138)  erwähnt  wurde,  Huygens  für  die  Erfinderrechte  Van 
Heuraets  auf  die  Reetification  der  semicubischen  Parabel  den  durch 
Wallis  vertretenen  Ansprächen  Neils  gegenüber  mit  mehr  Geschick 
als  Recht  eine  Lanze  bricht.  Huygens  schaltet  nunmehr  einige  un- 
bewiesene Constructionen  ein,  welche  den  Flächeninhalt  einer  Ober- 
fläche zweiten  Grades  als  Kreis  darstellen,  zeigt  den  Zusammenhang 
der  Reetification  der  gewöhnlichen  Parabel  mit  der  Quadratur  der 
Hyperbel,  bespricht  die  Evoluten  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  und 
gelangt  so  zu  dem  ganz  allgemeinen  XI.  Satze^),  dass  zu  jeder 
Curve  die  Evolute  gefunden  werden  könne,  welche  letztere 
nothwendig  rectificirbar  sei.  Der  Grundgedanke  bei  der  Auf- 
findung der  der  Curve  ABF  (Figur  20)  entsprechenden  Curve  DE 
ist  folgender.  Die  Berührungslinien  an  I)E  stehen  senkrecht  auf 
BF,  also  müssen  die  Senkrechten  auf  ABF  die  DE  treffen.  Weil 
sie  senkrecht  zu  einer  als  einförmig  gewölbt  vorausgesetzten  Curve 
nach  ihrer  Hohlseite  hin  sind,  müssen  sie  auch  einander  selbst 
schneiden,  und  so  seien  beispielsweise  BD,  FE  zwei  Senkrechte  zu 
ABF,  welche  in  D  und  E  die  Evolute  treffen   und  in  G   einander 


')  in  partim  «»am  infkxatu  esse.  •)  Ebenda  pag.  96—97  die  S&tze  V, 
Vt,  Vn.  Dann  folgt  pag.  98:  GeschichUicbes  über  die  Entdeckung  der  einzelnen 
Eigenschaften  der  Cycloide,  deren  Reetification  zuerst  von  Wren  vollzogen 
worden  sei.  ')  Huygens,  Opera  varia  pag.  108—109   und    dann  wieder  111 

bis  112. 
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achneiden.  Je  näher  F  bei  B  liegt,  um  so  naher  liegen  die  Punkte 
D,  G,  E  bei  einander,  Ist  der  Zwischenraum  TJFunendlieh  klein^),  so 
fallen  die  drei  genannten  Punkte 
zusammen,  und  überdies  wird 
alsdann  SU,  welche  die  Curve 
ABF  in  B  berührt,  auch  als 
deren  Berährende  in  F  ange- 
sehen werden  können^).  Da- 
mit ist  genau  das  Gleiche  aus- 
gesprochen, was  heutige  Mathe- 
matiker in  die  Worte  zu  kleiden 
pflegen,  die  Evolute  sei  der 
Ort  die  Durchschnitts- 
punkte eonsecutiver  Nor- 
malen an  die  Evolvente. 
Nun  handelt  es  sich  um  die 
thatsächliehe  Auffindung  von 
G.  Zieht  man  die  BX,  YN, 
die  in  K  einander  senkrecht 
durchschneiden  und  ihnen  pa- 
rallel die  an  der  Figur  er- 
kennbaren Geraden,  wobei  KT 
=  KM,  L  V=  LN  abgemessen 
wird,  so  ist 

BO    MN_  HN  MN 
BP  '■  £P  ~  HL  '■  KL  ■ 


BG:MG  =  BG:{BG  —  BM)^BO:MN=^ 


Nun    ist   die  Länge   v 
und  überdies  werden  ( 


.  BM,  MNf  HL  aus  der  Figur  ersichtlich, 
3e  Strecken  f^r  jede  Curve  berechenbar  sein, 
MN 


Proportion 

BG  :  {BG  - 

als  gegeben  zu  betrachten.     Aber 

MN  —KL^  (LM  4-  MN)  —  {KL  +  LM) 

=  LN  —  KM  =  LV  —  KT  =  TX. 
Also  MN=TX-^KL=  TX  +  XF  und 

TX 


MN  _ 
KL  ~ 


TX  +  XV  _ 
XV 


i-H 


')  si  inierstilmm  BF  mfinite  parvuin  inteUigatwr. 
t  B  tangnt,  eackm  guoque  pro  tangente  m  F  censeMtnr. 
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MI^  T  X 

d.  h.  man  kennt  -        sofern  man  -Y~yi  ^^  trigonometrische  Tangente 

des  Wiakeis  l'YK,  kennt.  Die  YV,  welche  diesen  nunmebr  in  Be- 
tracht kommenden  Winkel  mit  der  gegebenen  YK  bildet,  ist  die 
Verbinduiigsgerade  der  Punkte  T,  V,  d.  h.  Berührungslinie  an  die 
Curve  der  Punkte  T,  V,  welche  so  definirt  werden  kann,  dass  in  ihr 
jedes  KT  =  KM  oder  die  Ordinate  jedes  Curvenpunktes  T  der  Sub- 
normale desjenigen  Punktes  B  der  gegebenen  Gurve  ÄBF  gleich  ist 
der  mit  T  auf  gleicher  Ordinatenlinie  liegt.  Würde  man  die  Zeichen 
der  heutigen  Mathematik  in  Anwendung  bringen  und  die  Gleichung 
der  ÄBF  als  F(x,y)  =  0  schreiben,  so  wäre  KM=^yy'.  Ebenso 
gross  wäre  also  KT  und  daher 


tang  TYK- 
MN 


-  iit^J-  ^ 


uuuuu  loi.  -^j-  -^  1  ~{-  y'^  -\-  yy".  Andrerseits  ist  der  oben  als  be- 
rechenbar bezeichnete  Bruch 

HN        ,     ,    LN        .     ,      yy'  ,     ,      .? 

HL  '   HL  y ■ y  ' 

Die  Proportion,  zu  welcher  wir  oben  gelangt  waren,  hat  daher  die 
Gestalt 

BG:{BG  -  BM)  =  (1  +  y'^)  ■  (1  -f  y'^  +  yy"). 

Ihr  entnimmt  man  #S= '-^-C,  BG' ^^^-^t-^^-    BM  i.t 

BM  yy       '  y'j/    ' 

die  Normale  der  Curve  ÄBF,  also 

BM^^y'{l  -\-y'^}  und  BG^  =  ÜJ:,3p! 

in  Uebereinstimmung  mit  bekannten  Ergebnissen.  Es  bedarf  sicher- 
lich nicht  der  Bemerkung,  dass  Huygens  nicht  im  Stande  war,  die 
hier  zuletzt  geführte  allgemeine  Eechnimg  vorzunehmen.  Wir  wollten 
unseren  Lesern  nur  die  Controle  über  den  Gedankengang  von  Huy- 
gens ermöglichen  und  führten  sie  deshalb  ziemlich  weit  über  ihn 
hinaus.  Huygens  musste  seine  allgemeinen  Betrachtungen,  welche 
für  jede  Curve  galten,  mit  -=r^  ^  1  -|-  tang  TYK  beschliessen.  Von 
diesem  Punkte  an  war  er  genöthigt,  für  jede  besondere  Curve  die 
Berechnung  von  BG  in  besonderer  Weise  vorzunehmen,  und  das  hat 
er  auch  gethan. 

Der  vierte  Theil  des  Horologium  oscillatorium  hat  es  mit  dem 
Oseillationsmittelpunkte  zu  thun,  d.  h  mit  der  Auffindung  des- 
jenigen einfachen,  aus  einem  an  einem  nicht  biegsamen  gewichtloaen 
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Faden  hängenden  Gewichte  bestehenden  Pendels/),  dessen  Sehwingungs- 
dauer  mit  der  eines  gegebenen  Körpers,  der  als  Peudel  benutzt  wird, 
übereinstimmt.  Die  Aufgabe  war  164(i  von  Pater  Mersenne  gestellt 
worden^),  und  Descartes  und  Itoberval  versuchten  sich  an  ihrer 
Auflösung,  welche  beiden  misslang,  was  sie  aber  nicht  verhinderte 
darüber  in  Streit  zu  gerathen.  Huygens  erkannte  die  ganze  Wichtig- 
keit der  Frage,  erkannte  auch  bereits  1Ö64,  dass  das  einfache  Peudet 
sieh  dazu  eigne,  eine  Längeneinheit  zu  bilden,  deren  erfahrungsmässiges 
Element  in  der  Sehwingungsdauer  iiege^),  und  Robert  Hooke  stellte 
Versuche  zur  Ermittelung  der  Länge  eines  Pendels  an,  das  der  Ein- 
fachheit so  nahe  als  möglich  kam*).  Im  Horologium  oscillatorium 
gab  nun  Huygens  die  wirkliche  Lehre  vom  Oaeillationsmittelpunkte, 
naturgemäss  auf  Grund  gewisser  Voraussetzungen,  ohne  welche  keine 
■  physikalische  Frage  in  Angriff  genommen  werden  kann.  Huygens' 
Grundannahme'')  besteht  darin,  dass,  wenn  irgend  welche  Gewichte 
in  Folge  ihrer  Schwere'^)  sich  zu  bewegen  anfangen,  ihr  gemeinsamer 
Schwerpunkt  nicht  höher  steigen  könne  als  bis  dahin,  wo  er  am 
Beginne  der  Bewegung  sich  befand.  Dieser  Ausspruch,  setzt  er  hinzu, 
besage  nichts  weiter  als  was  niemals  in  Abrede  gestellt  worden  ist, 
dass  schwere  Körper  nicht  von  selbst  in  die  Höhe  streben').  Als 
zweite  Annahme  dient  ihm,  dass  im  widerstandslosen  Räume  der 
Schwerpunkt  eines  bewegten  Pendels  beim  Abwärts-  und  Aufwärts- 
sehwingen  gleiche  Kreisbogen  beschreibe.  Es  wurde  uns  von  unserem 
Gegenstande,  der  geschichtlichen  Entwiekelung  der  Curvenlehre,  viel 
zu  weit  abführen,  wollten  wir  berichten,  wie  Huygens  auf  die  er- 
wähnten Annahmen  die  ganze  Lehre  vom  Oscillations-  oder  Schwin- 
gungsmittelpunkte aufbaut,  bis  er  zuletzt  im  XX.  Satze^)  zur  Ver- 
tauschbarkeit  des  Auf  hängepunktes  und  des  Schwingungsmittelpunktes 
gelangt  und  daran  die  Aufsuchung  des  Schwjngungsmittelpunktes  be- 
stimmter ihrer  Figur  nach  gegebener  Pendel  knüpft,  wobei  theils 
ebene  Figuren,  theils  wirkliche  Körper  als  Pendel  dienen.  In  einem 
kurzen  fünften  Theile  sind  noch  beweislos  Sätze  über  die  Flieh- 
kraft^) beigefügt. 

Haben  wir  in  dem  Werke  von  1673  Huygens  als  fruchtbaren 
geometrischen  Erfinder  kennen  gelernt,  so  zeigen  zwei  Abhandlungen 
von  1693,  wie  er  im  Stande  war  in  Permata  Gedanken  einzudringen 


')  jwMflWwt»  Simplex,  hoc  est  pOTtdus  filo  infieasiU  gravitatis  experto  appen- 
mm.  ■)  Heller,  Geachichte  der  Phjäik  II,  74.  ')  Hujgens'  Gesammtaus- 
gabe  V,  149:   Brief  vom  21.  November  XG64.  *)  Ebenda  V,  170;    Brief  vom 

23.  December  1654.  ')  Huygena,  Opera  varia  pag.  121.  *)  vi  gnmtalis  suw. 
*)  gravia  swsww  no»  fern.  *)  Huygens,  Opera  varin  pag.  154.  ^  De  vi 
eentiifuga  ex  motu  drculari. 
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und  sie  klarer  darzustellen,  als  jener  selbst  i 
leguiigen  von  Fermats  Methoden  Maximal 
zu  finden*)  und  das  Tangentenpro- 
blem auf zulöaen  *).  Sei  etwa  (Figur  21) 
die  Gerade  DE,  seien  ausserdem  die 
Punkte  A  und  B  gegeben,  und  man 
sucbe  auf  der  DE  einen  Punkt  C  von 
der  Beschaffenheit,  dass  A(J^  -j-  Biß 
zu  einem  Minimum  werde.  Huygens 
nimmt  als  selbstverständlich  an,  es  gebe 
einen  solchen  Punkt  C,  und  es  gebe 
zu  beiden  Seiten  von  C  stets  Punkte 
F,  G,  welche  AE"' -\- BF'' =  A<r- 
■\- BG^^  AC -\- BC  werden  lassen. 
Als  gegeben  gilt  AE  =  a,  BJ)  =  h,  ED  = 
und  EG  durch  x  bezeichnet.  Nun  ist 
AG'-^AE'-^-EG^  =a''^x\ 


irmochte.    Es  sind  Dar- 
und    Minimalwerthe 


GE  wird   durch  i 


AF'  =  A&  +  (EG  -J-  GEf  ^  a^ -\- (x -\-  <f, 
BG^  =  BD^  +  (ED  —  EGf  =  h^  +  (<■  —  xf, 
BF^  =  BD^  +  (ED  -~  EG-^  GEf  =  h^  ^  (c  ~  x  ~  ef. 
Die  vorausgesetzte  Eigenschaft  der  Punkte  F,  G,  welche 

AF^  -f-  BF'  =  AG^  +  BG^ 
lautete,  heisst  daher  jetzt 

a^^x'-\^  ¥  +  (€-  xf  =  «^  -j-(x  +  cf  +  h-^  +  (r  ~x-  (f 
odei    a^-\-h^-{-e'  —  2cx-\-2r^ 

^a"  -i-V  +  '''  —  2rx-\-2i  —  2^£  4-  4  /  r  +  ^, 
und  kennt  min  '  so  ist  j:  durch  diese  Gleichung  gegeben  Nimmt 
man  jenes  e  als  unendliüi  klem  an,  so  fallen  die  drei  Punkte  fj,  (., 
J"  in  f  zusammen  und  c  ist  die  Entfernung  des  gesuchten  Punktes 
C  von  E  Werden  m  dei  gefundenen  GfleiLhung  zunächst  die  Biuche 
weggeschafit  deren  m  dem  luiliegenden  Beispiele  keine  voiIiandLii 
•^ind^),  so  stieichen  Muh  dann  auf  beiden  Seiten  die  gleichen  Gliedei 
weg  und  dab  werden  mthwtndiger weihe  alle  die  sein,  m  weichen  i 
nicht  vorkommt  wie  leicht  ersichtlich,  da  der  Ausdnick  rechts  vcm 
tileichheitsÄeichen  aus  dem  links  von  demselben  befmdh'  hen  so  ent 
stand  dass  z  durch  x-\--f  ersetzt  wurde  Die  übrig  bleibenden  Glieder 
det  Gleichung  besitzen  also  f  als  gemeinsamen  paktin     durch  welchen 

')  Huygens     Opeia  vatia  pig    49(1— 4')8  ')  I  benda  pag    4J8~506 

)  MiHffn  piiiim»      M  yiifie  lunt  fiactiimthxt't  fguue  ii   hoc  t  empl  >  )>  tUae  •.««( 

Oabiob   ßeiohichte  der  MBthamatik.  Ol   1    "  Aufl  10 
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dividirt  werden  kann.  Dann  erscheint  eine  neue  öleichung,  deren 
Glieder  theils  von  e  frei  sind,  theils  e  noch  als  l^'aktor  besitzen. 
Letztere  fallen  weg,  weil  e  als  unendlich  klein  betrachtet  wird,  und 
nun  ermittelt  man  x.  Aus  dieser  Theorie  lässt  aber  eine  praktische 
Hegel  sich  herleiten,  welche  in  den  Fällen  zur  Anwendung  zu  kommen 
hat,  in  welchen  der  Ausdruck,  der  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
werden  soll,  keinen  die  Unbekannte  im  Nenner  enthaltenden  Bruch 
einschliesst,  eine  Regel,  welche  darin  ihre  Begründung  findet,  dass 
bei  ganzzahlig  positivem  n  der  Ausdruck  (x  +  e)"  =  x'^  -\-  nx^'~'-e  -{- 
anderweitigen  G-Hederu  wird,  welche  höhere  Potenzen  von  e  zu  Fak- 
toren besitzen.  Die  Regel  lautet:  „Jedes  Glied  ist  mit  dem  Exponenten 
der  in  ihm  vorkommenden  Potenz  der  Unbekannten  zu  vervielfachen, 
die  Glieder  ohne  Unbekannte  sind  wegzulassen,  alle  jene  Produkte 
zusammen  sind  gleich  Null  zu  setzen."     Aus 

CT^  _{_  Ja  ^  eä  _  2cx  +  2x' 
wird  demnach 

—  2cx  -f-  ix^  =  0,   ^  ^  -^■ 

Vergleicht  man  Huygens  Begründung  mit  den  Sätzen,  auf  welchen 
nach  De  Sluses  zweitem  Briefe  von  1073  (S.  138)  dessen  Tangenten- 
methode beruhte,  so  kann  man  kaum  zweifeln,  dass  De  Sluses  Ge- 
dankengang mit  dem  von  Huygens  hier  bei  Gelegenheit  der  Bestim- 
mung von  Maximal-  und  Minimalwerthen  Entwickelten  nahe  verwandt 
war.  Doch  wir  gehen  in  unserem  Berichte  Über  die  Huygens'sche 
Abhandlung  weiter.  Ist  der  zum  Maximum  oder  Minimum  zu  machende 
Ausdruck  mit  Brüchen  behaftet,  deren  Nenner  die  Unbekannte  ent- 
halten, so  nimmt  die  Regel  folgende  Gestalt  au,  deren  Beweis 
wiederum  von  dem  gleichen  Gedanken  aus  wie  vorher  leicht  zu 
führen  ist:  „Zunächst  werden  alle  die  Unbekannte  nicht  enthaltenden 
Glieder  weggelassen;  dann  bringt  man  alle  Glieder  auf  gemeinschaft- 
lichen Nenner;  der  ganze  Zähler  wird  hierauf  mit  dem  ganzen  Nenner 
vervielfacht  und  jedes  einzelne  Glied  des  Produktes  überdies  mit  der 
Differenz  der  Exponenten  der  Unbekannten  in  den  dem  Zähler  und 
dem  Nenner  angehörenden  Faktoren,  positiv  wenn  ersterer,  lifegativ 
wenn  letzterer  den  höheren  Exponenten  besitzt;  die  Summe  dieser 
Produkte  endlich  ist  gleich  Null  zu  setzen."  Das  von  Huygens  ge- 
wählte Beispiel  ist ,   ,  , — s— Er  bildet 

{3  —  0)hc^  ■  bx^  -~(2  —  0)hc^  ■  c^x^  —  (1  —  0)?>e^  •  Uc^x 

-(-  (3  —  3}a:^  ■  Ix^  ^{2^  ?i)x^  ■  cV  —  (1  -  3):c^  -  2hc^x  =  0 
oder 

3&*cV  —  2bi:''x'  —  2Vc'x  +  c^x^  +  4&c'x*  =  Ü. 
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Dieae  Gleichung  ist  durch  hc?x  +  <?x^  theitbar  and  liefert  als  Quo- 
tienten a?  +  3/*x®  —  2tc^  =  0,  woraus  x  zu  ermitteln  ist.  Huygens 
gibt  ausdrücklich  Fermat  als  den  Schriftsteller  an,  aus  welchem  er 
die  Anregung  au  seiner  Darlegung  entnommen  habe.  Es  ist  kein 
Zweifel,  dass  er  die  Regeln  wesentlich  bequemer  als  Jener  (Bd.  II, 
S.  858 — 859)  gestaltete,  aber  ebensowenig,  dass  er  zwei  Mängel  weder 
beseitigte,  noch  vermuthlich  erkannte,  welche  Fermat  übrig  gelassen 
hatte.  Huygens  gleich  Fermat  weiss  nur  rationalen  Ausdrücken  bei- 
zukommen, er  lägst  es  vom  Zufalle  abhangen,  ob  der  gefundene  Werth 
von  X  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  hervorbringt,  von  jenen  Fallen 
KU  schweigen  wo  keines  von  beiden  eintritt. 

In  Notizen  von  1675  hat  Huygens  einen  interessanten  Satz  über 
Maximalwerthe  ausgesprochen  ohne  ihn  zu  begründen:  von  allen  Viel- 
ecken, welche  mittels  n  gegebener  Strecken  als  Seiten  hergestellt 
werden  können,  sei  dasjenige  von  grÖsstem  Flächenraume,  durch  dessen 
Eckpunkte  ein  Kreis  hindurchgelegt  werden  könne'). 

Die  zweite  Abhandlung  von  1()93  ist  der  Tangentenaufgabe  ge- 
widmet. Sie  muss  sehr  viel  früher  gesehrieben  als  dem  Drucke  über- 
geben worden  sein,  denn  Huygens  sagt  in  den  einleitenden  Worten, 
er  habe  diese  Fassung  der  Fermatschen  Regel  als  eine  praktische 
erkannt,  noch  bevor  Descartes  Briefwechsel  herausgekommen  war, 
aus  welchem  er  ersah,  wie  dieser  letztere  sich  mit  jener  Regel  ab- 
zufinden suchte.  Das  muss  also  schon  vor  1667  gewesen  sein,  weil 
in  diesem  Jahre  Oiersellier  den  genannten  Briefwechsel  zum  Drucke 
beförderte.  Immerhin  dürfte  es  nicht  vor  1652  gewesen  sein,  da 
damals  Huygens  Nachdenken  wesenthch  durch  fremde  wie  eigene  auf 
die  Quadratur  des  Kreises  sich  beziehende  Untersuchungen  in  An- 
spruch genommen  war.  1G52  aber  erfand  De  Sluse  (Bd.  II,  S.  !)17) 
seine,  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  mit  Huygens  Gedankenfolgen 
ungemein  nahe  verwandte  Tangentenmethode.  Auch  der  1673  ver- 
öifenfclichte  Wortlaut  von  De  Sluses  Regel  deckt  sich  fast  vollständig 
mit  dem  der  von  Huygens  ausgesprochenen  Vorschrift.  Der  Erfin- 
dung wie  der  Veröffentlichung  nach  ist  also  hier  Huygens  der  zweite. 
Sein  Eigenthum  bleibt  nur  das  Wort  Subtangente  und  eine  Klar- 
legung der  Gründe,  auf  welche  die  Regel  sich  stützt,  während  De  Shise, 
wie  wir  gleichfalls  wiederholen,  sich  mit  Angabe  dreier  die  Grund- 
lage bildenden  Sätze  begnügt  hatte  (S.  138).  Im  Grossen  und  Ganzen 
kommt  die  Auseinandersetzung  wieder  darauf  hinaus,  dass  bei  gann- 
zahlig  positivem  n  die  Differenz  {x-\-  e)"  —  3f  mitnx"~V  beginne,  um 
m  den  weiterfolgenden  Gliedern  höhere  Potenzen  von  e  zu  enthalten. 

')  iluyg«ii!;,  Oeuvres  VIII,  ÖO. 
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Zu  den  behiift^t ellern,  welche  mit  der  Ciirvenlelire  sich  be- 
sLbattigten  gthort  auch  Tschiruhaus.  Manches,  was  er  darüber 
dat-bte  und  veröffentlichte,  kann  nicht  als  richtig  befunden  werden, 
sei  ea  dass  dei  "Wunach  Früchte  seiner  rasch  wachsenden  Berühmt- 
heit 711  gemessen  ihn  Dingo  zum  Druck  hefürdern  liess,  an  deren 
vollen  /uverl^bigkeit  er  selbst  nicht  recht  glaubte  (S.  118),  sei  es 
dass  er  lUzugieng  schon  auf  mangelhafte  Induktion  hin  der  neuen 
Satze  sich  fieute,  welche  sieh  ihm  darboten.  Wertbvoll  blieb  seine 
Entdeckung  der  Bieunlinien  durch  Zurückwerfuug,  wenn  sie 
wirklich  bem  Eigenthnm  wäre,  und  er  sie  nicht  llj78  in  Paris  dui-ch 
Hmgens  kt-nupn  ^letut  hätte. ^)  Sei  (Figur  22)  eine  Curve  ÄFE 
den  parallel  einfallenden  Sonnen- 
strahlen ausgeseiat,  und  der  Strahl 
BF  werde  in  der  Eiehtung  FG 
zurückgeworfen.  Ein  ihm  zunächst 
eintreffender  Strahl  erzeugt  einen 
auch  dem  FG  sehr  nahe  liegenden 
zurückgeworfenen  Strahl,  der  jenen 
in  G  schneidet.  Der  geometrische 
Ort  der  Durchscbnittspunkte  je  zweier 
zunächst  liegender  zurückgeworfener 
Strahlen  ist  eine  Curve  BGB,  welche 
als  Brennlinie  durch  Zurückwerfung 
j-ig  aa.  benannt  zu  werden  pflegt,  mit  fremd- 

ländischem Ausdrucke  als  Catacau- 
stica.  Durch  gebrochene  Strahlen  erzeugte  Brennlinien  führen  den 
Namen  Diacaustica.  Beide  Namen  röhi-en  von  Johann  und  Jakob 
Bernoulli  her^).  Tacbirnhaus  hat  seine  Ergebnisse  1682  der  Pariser 
Akademie  der  Wissenaebaften  mitgetheilt')  und  hat  sieb  in  seinen 
Briefen  an  Leibniz  weitläufiger  darüber  ausgelassen,  auch  ein  Brief 
an  Huygens  vom  August  1Ö82  ist  vorhanden,  in  welchem  Tschim- 
haus  mit  geradezu  naiver  Unbefangenheit  von  seinen  Entdeckungen 
redet,  als  ob  diese  Dinge  für  Huygens  von  überraschender  Neuheit 
wären*).  Beweise  von  Tachirnbaus  für  die  Sätze  kennt  man  nicht. 
Einzelne  seiner  Behauptungen  sind  auch  thatsächlich  unrichtig,  was 
er  später  in  den  A.  E.  vom  Februar  1690  zuzugeben  sich  genöthigfc 
aah:  Er  habe  einen  Kechenfehler  begangen,  indem  er  früher  die 
Catacaustica  dea  Kreises  für  eine  Cuive  vieiten  Grades  gebalten  habe, 

')  (Jylenliroek,  thristiLim  Hugenii  iborumque  aeculi  XVII  virorum 
celebrium  «lercitatioiies  uidthematicae  tt  philo soplncae  11,  40  (Haag  1830). 
*)  Jac.  Bernoulli,  Opera  1,  4()t.,  47((  und  utttr  )  Weissenborn,  Tschiru- 

haus S.  148— na,         ')  Iluvgens,  (»euvrt-ö  VUl,  im 
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aie  sei,  wie  Jakob  BernouUi  ilin  aufmerksain  gemacht  habe,  vom 
sechsten  Grade').  Der  wichtigste  Satz  Tschirnhausens  spricht  ans, 
dass  die  Bogenlänge  EG  der  Catacaustica  der  Summe  der  beiden 
Strahlen  DF  -\-  FG  gleich  sei.  Einen  Beweis  dafür  lieferte  Leibniz 
16S2  sofort  in  dem  Antwortschreiben  auf  die  ihm  gemachte  Mit- 
theiliing^),  indem  er  dabei  von  dem  nacbgrade  allgemein  gewordenen 
Gedanken  des  TJnendl ichkleinen,  beziehungsweise  dea  Zusammenfallen s 
eines  Cui-venelementes  mit  seiner  Berührungslinie,  einer  Senkrechten 
auf  eine  Gerade  mit  eijiem  um  den  Anfang  der  Geraden  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  n.  s.  w,  Gebrauch 
machte. 

Eine  sich  von  selbst  aufdrängende  Bemerkung  ist  es,  dass  die 
Durchschnittspankte  nächstliegender  Strahlen,  wie  sie  in  der  Cata- 
caustica auftreten,  und  Durchschnittspunkte  nächstliegender  Normalen, 
wie  sie  als  Evolute  erscheinen,  sehr  verwandte  Forderungen  an  die 
geometrische  Einbildungskraft  stellen.  Wir  wollen  damit  nicht  sagen, 
Tschirnhaus  habe  das  Horologium  oscillatorium  studirt,  und  der  Ge- 
danke von  Huygens  habe  bewusst  oder  unbewusst  in  ihm  weiter  ge- 
arbeitet. Das  kann  nicht  behauptet,  es  kann  ebensowenig  gradezu 
geleugnet  werden,  um  so  weniger  geleugnet  werden,  als  Tschirnhaus 
gleich  das  erste  Mal,  wo  er  Leibniz  Andeutungen  über  seine  neuen 
Untersuchungen  machte,  die  Präge  beifügte'),  ob  dieser  glaube,  dass 
Huygens,  dessen  Dioptrik  jüngst  herausgekommen  sei,  Aehnliches 
kenne.  Man  kann  dieser  Frage  vielleicht  entnehmen,  dass  Tschirn- 
haus die  Empfindung  hatte,  es  sei  für  Huygens  nur  naturgemäss, 
den  einmal  erfolgreich  benutzten  Gedanken  des  Durchschnittes  nächst- 
liegender Geraden  weiter  auszubilden. 

Huygens  that  es  auch  wirklich,  wobei  er  selbst  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  einen  Vor^nger  in  Descartes  besaas,  dessen  Ovalen 
(Bd.  n,  S.  815)  Durchschnitte  brechender  Flächen  waren,  welche  die 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem  anderen 
Punkte  vereinigen.'*)  Huygens  hat  im  sechsten  Kapitel  seines  1678 
geschriebenen  und  Pariser  Gelehrten  vorgezeigten,  dann  allerdings  erst 
1690  gedruckten  Tratte  de  la  Lumiere  die  Aufgabe  der  Diacaustica 
gestellt  und  gelöst. 

Die  ältesten  geometrischen  Untersuchungen  Tschimhausens,  von 
denen  wir  wissen,  und  die  ihn  auf  der  Reise  nach  Italien  beschäftigten, 
nachdem  er  eben  Paris  verlassen,  wo  er  \inter  Leibiiizens  Augen 
und    mit    diesem    gemeinsam,    wenn   nicht    von    ihm,    mathematisch 


")  Weisöenliorti,    TKchimhiuis    S.    153.  ')  Leibniz   IV,   4<I3- 

")  Ebimda  IV,  404.  ^)  Briefliclie  Bemerkung  von  tl,  Kortewe^. 
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arbeiten  gelernt  hattö,  beziehen  sieh  auf  Quadraturen'!.  Zunächst, 
d.  h.  während  des  Jahres  1678,  wissen  wir  von  aolchen  Arbeiten  aus 
an  Leihniz  gerichteten  brieflichen  Mittheilungen.  Tschirnhaus  ver- 
fuhr theils  nach  Cavalieris  Methode  der  Indivisibilien,  theils  nach 
einer  Methode,  die  dem  JMictitn  tplani  in  ^wmi/m  des  Gregorius  a 
Sto.  Vincentio  augenfällig  nachgebildet  war,  was  Leibniz  nicht  an- 
stand, ihm  bemerklich  zu  machen.  Dann  probirte  es  Tschimliaus 
mit  der  umgekehrten  Aufgabe:  ctuadrirbare  Curven  zu  finden. 
Er  sagt,  er  stelle  einen  algebraischen  Ausdruck  auf,  welchen  er  als 
die  Quadratur  einer  Curve  betrachtet  wissen  wolle,  und  dann  könne 
man  nach  einer  Methode,  welche  an  Barrow  sich  anschliesse^),  die 
Gleichung  der  Curve  finden.  Näher  erklärte  er  sich  nicht,  gab  auch 
keine  Beispiele,  denen  man  entnehmen  könnte,  ob  Tscliirnhaus  richtig 
Bchloss.  Leibniz  antwortete  in  etwas  vorwurfsvollem  Tone,  das  seien 
Dinge,  welche  er,  Leibniz,  ihm  iu  Paris  mündlich  auseinandergesetzt 
habe,  aber  Tschimhaus  scheine  nicht  Acht  gegeben  zu  haben').  Die 
Sache  verhalte  sich  ao.     Die  Gleichung  irgend  einer  Curve  möge 

(i  ^=  a  -\-  hx  -\-  cy  -\-  dxij  +  ex^  -\-  fif  -\-  etc. 
heissen,  und  man  wolle  wissen,  ob  sie  algebraisch  allgemein  quadrirbar 
sei.     Nun  stelle  man  die  Gleichung  einer  zweiten  Curve 

0  =  l^mx-\-nz-\-  pxz  +  qx}  -f  rs^  +  etc. 

auf,  welche  die  Curva  summatrix,   die  summirende  Curve  genannt 

werden  möge.     Ist  t  deren  Subtangente,  so  sei 

Z  ^  m-\-pz-\-2qx+  ■  ■  ■ 

t  n+pX  +  2TZ  +  ■■  ■' 

und  bei      =  y  entstehe 

ny  -\-  pxy  -\-  2rzy  +  ■  -  ■  =  m  +  p2  -f-  "^S^  +  -  -  - . 
Aus  dieser  Gleichung  sei  mittels 

0  =  ;  +  ''^^  -\-  nz  -\-  pxs  -\-  <ix^  +  rg^  -\-  etc. 
die  Unbekannte  g  wegzuschaffen,  und  man  erhalte  eine  neue  Gleichung, 
welche  als  Unbekannte  nur  x  und  y^   in  den  Coefficienten  aber  l,  m, 
n,  p,  q,  r  ■  •■   enthalten  werde.     Die   Frage    sei   nun    darauf  zurück- 
geführt, ob  durch  Identification  dieser  Gleichung  mit 

0  ^^  a  -\-  hx  -{-  cy  4-  dxy  -\-  ea?  -{-  fy^  -\-  etc. 
die  l,  in,  n,p,q,r---  bestimmt  werden  können  oder  nicht;  im  ersteren 
Falle    habe    man   eine    algebraisch  allgemein   quadrirbare  Curve,   im 

')  Weissenboin,   Tschirnhaus   S.   71  —  112.  ')  Leibnia  TV,  472.   — 

.Weissenbora,  TBohirnhaus  S.  84.  ')  Leibniz  IV,  481:  Ff  memini  tne  Tibi 
jam  haec  Parisiis  dicere,  sed  iri  video  non  atteiidisti. 
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zweiten  nicht.  In  die  Sprache  der  heutigen  Mathematik  gekleidet 
würde  die  LeibiiiKische  Vorschrift  besagen,  dass  wenn  e  =  fix)  zur 
Quadratur  von  y  ^  <p{x)  führen  soll,  man  1/^-7=5'  setzen  müsse, 
weil  aledann 

jy  ■  dx  =jz'-  dx  =  s  =  f(x) 

liefert.  Im  Jahre  1678  war  das  noch  nicht  so  leicht  zu  verstehen, 
und  nur  die  mündlichen  Unterredungen  in  Paris,  auf  welche  Leibniz 
anspielte,   mochten    den   Schlüssel   zum  Verstandniss   geliefert  haben. 

Tschirnhaus  schwieg  von  nun  an  in  seinen  Briefen  über  diesen 
Gegenstand,  aber  nach  Ablauf  mehrerer  Jahre  gab  er  im  October- 
hefte  1683  der  Ä.  E.  eine  Abhandlung  Methodus  datae  figwae,  rectis 
lineis  et  curva  geotmirica  iemtinatae,  mtt  quadraUiram  aut  impossSnli- 
taiem  e^mdem  quadraturae  determinare^)  heraus,  weiche  schon  durch 
die  an  der  Spitze  stehende  Zeichnung  (Figur  23)  Zeugnis  dafür  ab- 
legt, dass  Tschimhaus,  mochte  er  auch 

eiue  Zeit   lang   vergessen   haben,    was  ~     ~ 

Leibniz  ihm  in  Paris  mündlich  gesi^t 
hatte,  dessen  Brief  um  so  sorgsamer 
sich  eingeprägt  und  dessen  Sinn  be- 
griffen hatte.  Tschirnhaus  nimmt  in 
der  Abhandlung  an,  zwischen  der  Curve 
AHD,  deren  Ordinaten  y  heissen,  und 
der    Curve   AFB,    deren  Ordinaten  s    "  ^        .  ^'  ^        o 

während    die    beiden    Curven 

auf  ÄGC  gemessenen  Abscisseu  durch  x  bezeichnet 
werden,  finde  die  Beziehung  statt,  dass  das  R,echteck  ÄCDE  dem 
gemischthnigen  Dreieck  AGB  gleich  sei,  ebenso  AGHI  =  AGF 
u.  s.  w.  Die  Gfleichung  der  AHD  wird  als  gegeben  angenommen, 
und  zwar  als  Gleichung  1.,  2.,  3.  u.  s.  w.  Grades.  Er  gibt  alsdann 
die  Gleichung  zwischen  x  und  0  an,  welche  der  Curve  AFB  an- 
gehören muss,  damit  die  geforderte  Beziehung  stattfinde.  Wie  er  /.u 
diesen  Gleichungen  gelangt  sei,  sagt  er  nicht,  und  überdies  hat  sich 
bei  einer  Nachrechnung  unter  Benutzung  der  heute  landläufigen  Mittel 
herausgestellt*),  dass  sie  nicht  einmal  richtig  sind. 

Es  würde  uns  zu  weit  führen,  wollten  wir  genauer  erzählen,  wie 
Leibniz  über  Tschirnhausens  Verfahren,  ein  ihm  brieflich  Angedeutetes 
auszubeuten,  ohne  auch  nur  der  ihm  gegebenen  Anregung  mit  einem 


')  A.  E.   1683   pag.   433  —  437.  *)  W e issenborn,   Die   Prindpien   der 

höheren  AnaJjBis  in   ihrer  Entwicklung   von  Leibniz   bis   auf  Lagrange.     Halle, 
1866.     S.  79—82. 
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Worte  zu  gedenken,  erzürnt  war,  und  wie  es  der  VermitteluDg  von 
Meiicke,  dem  Herausgeber  der  A,  E.,  bedurfte,  um  ku  verhüten,  dass 
nicht  ein  Öffentlicher  Streit  zwischen  Leihniz  und  Tschimhaus  in 
jener  Zeitschrift  selbst  ausbrach. 

Einige  Monate  früher  als  die  Abhandlung  über  Quadraturen  liesa 
Tschirahaus  in  den  A.  E.  vom  December  1682  und  vom  März  1683 
zwei  Aufsätze  erscheinen^),  welche  das  Tangentenproblem  iind  daa 
der  Maxima  und  Minima  behandelten.  Zur  Lösung  beider  Auf- 
gaben wvirden  allgemeine  Kegeln  aufgestellt,  welche  in  dieser  Allge- 
meinheit falsch  sind  und  nur  ausnahmsweise  in  einigen  'besonderen 
Fällen  Richtiges  liefern. 

Einige  Jahre  später  dagegen,  1686,  erschien  Tschirnhaus  mit 
einem  gi-össeren  Werke  auf  dem  Büchermarkt,  mit  der  Medicina 
mentis^).  Tschirnhaus  selbst  durfte  1695  eine  neue  verbesserte  Aus- 
gabe Teranatalten,  weitere  Abdrücke  erfolgten  1705  und  1753  und 
beweisen,  dass  der  Geschmack  der  Zeit  für  derartige  Bücher  empfäng- 
lich war,  wenn  auch  Tadel  und  Widerspruch  nicht  fehlten.  Die 
Medicina  mentis  ist  eine  Logik  und  würde  sich  unserer  Beachtung 
entziehen,  wenn  nicht  Tschirnhaus,  wie  seit  Aristoteles  alle  Schrift- 
steller über  Logik  es  mehr  oder  weniger  gethan  haben,  seine  Bei- 
spiele mit  einiger  Vorliebe  der  Mathematik  entlehnte,  und  zwar  blieb 
er,  wie  man  voll  anerkennen  muss,  nicht  bei  den  alten  breitgetretenen 
Beispielen  stehen,  sondern  er  ersann  deren  neue,  die  im  Lichte  der 
Mathematik  betrachtet  zu  werden  verdienen.  Die  menschlichen  Kennt- 
nisse werden  nach  Tschirnhaus  theils  durch  die  Begriffsfähigkeit  er- 
zeugt, theils  durch  die  Einbildungskraft  empfangen^).  Erzeugen,  der 
Concept,  ist  das  logisch  Bedeutsamere,  und  insbesondere  ist  zu  unter- 
suchen, wie  die  ursprünglichen  Coneepte  erzeugt  werden.  Sie  theilen 
sich  ein  nach  der  Anzahl  der  bei  der  Bildung  wirksamen  Elemente, 
und  hierfür  tritt  ein  erstes  neues  Beispiel  auf:  die  Erzeugung  von 
Curven  aus  Brennpunkten*).  Eine  Curve 
hat  einen  Brennpunkt,  Foeus,  wenn  sie  so 
entsteht,  dass  ein  Faden  von  gegebenei^  Länge 
an  einem  festen  Stifte  A  befestigt  ist,  und 
s  das  Ende  des  Fadens  mittels  eines  Griffels 
B  herumgeführt  wird;  sie  ist  ein  Kreis.  Die 
Ellipse  als  Curve  mit  zwei  Brennpunkten  ent- 
steht, indem  der  Faden  mit  beiden  Enden  in 
festen  Stiften  A,  B  befestigt  ist  und  mittels  eines  bewegten  Griffels  C 
gespannt  wird.  Nun  gelangt  man  zur  Curve  (Figur  24)  mit  den  drei 
')  WeiBsenborn,  TschirnhauB  S.  139—148.  ')  Ebenda  S.  10—09.  ")  /w- 
telleetus  concipit,  iinagimiUo  percipit.       ')  WeiBseabotn,  Tachinihaiis  S.  35 — 36. 
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durch  feste  Stifte  A,  11  C  hergestellte  Bre  ni  kt?  De-  Faden 
ist  in  A  befestigt,  um  ß  lose  hei  imgeschlt  nge  m  t  d  m  anderen 
Ende  in  0  befestigt,  ii  1 1  nun  ipannt  ih  de  b  v  ^te  driffcl  D. 
Man  sieht  den  weiteren  Ve  la  f  t  1  d  e  E  tst  h  g  der  C  rve  mit 
vier  lind  mehr  Brennpunkten  Bei  Bien  j  nkten  h  allgemeinem 
Falle  —  den  Tsehirnhans  fie  1  ch  n  cht  e  ortert  —  smd  he  beiden 
Enden  des  Fadens  an  St  ften  befe^t  gt  vahrend  er  i  zw  s  lien  um 
m  —  2  Stifte  loae  hei umge^^chlnngen  ist,  so  dass  von  jedem  dieser 
m  —  2  Stifte  Doppell  iden  nach  jedem  Curvenpunkte  gehen.  Als  be- 
sondere Fälle  sind  zu  nntei  scheiden,  wie  viele  von  den  Brennpunkten 
in  einer  Geraden  liegen  usw.  Die  Anzahl  der  Brennpunkte  soll 
man  den  Grriid  dei  Tuive  ntnnen,  und  da  durch  das  Zusammenfallen 
von  Brennpunkten  der  Grad  sich  erniedrigt,  so  sind  alle  Brennpuiikts- 
curven  niedrigen  Grades  besondere  Fälle  derer  von  höherem  Gi'ade. 
Man  kann  aber  die  Ei-zeugung  nunmehr  dadurch  verwickelter  machen, 
dass  Brennpunktscurven  an  die  Stelle  einzelner  Brennpunkte  treten. 
Wollte  man,  was  Tschinihaus  nicht  thut,  dafür  die  Benennung  Ord- 
nung benutzen,  so  wären  die  gewöhnlichen  Brennpunktscurven  solche 
erster  Ordnung,  die  soeben  geschilderten  neuen  Curven  wären  Brenn- 
punktscurven zweiter  Ordnung,  und  Bi-emipunktscurven  Mter  Ordnung 
wären  solche,  bei  welchen  Brenn- 
punktscurven n  —  1  ter  Ordnung  an 
die  Stelle  der  Brennpunkte  traten. 
Sind  (Figur  25)  zwei  Brennpunkte 
a,  d  vorhanden,  deren  einer  a  durch 
X,  der  andere  d  durch  (t  Fäden  mit 
dem  Curvenpunkte  c  vereinigt  ist,  /"',, 
so  dass  also  X  •  ac  -\-  p.  •  de  die  un- 
veränderliche Länge  des  ursprüng- 
lichen Fadens  darstellt,  so  glaubte  \  ,--M 
Tschimhaus  auf  folgende  Weise  die  }-  "' 
Beruh  rungslinie  an  die  (  urvo  m  (  j,  g 
erhalten  zu  können    Man  bebthreibe 

um  c  als  Mittelpunkt  mit  irgend  emem  Halbraesitr  tmen  Kreis- 
bogen mpj  welcher  in  w  den  Leiistrabl  a  nach  d>'m  inen  Brenn- 
punkte a,  in  p  den  Leitstrahl  id  nach  dem  andeien  BiennpunUe  li 
schneide.  Den  Bogen  mp  theile  man  in  >  in  umgekehrtem  Ver- 
Iniltnisse  der  Anzahl  der  nach  a  und  d  tuhrenden  laden  d  h  so 
dass  mr:rp  =  (i    X      Alsdann  stehe  /(,  in  c  zur  Cuiie  senkieiht 

Ein  damals  noch  sehr  junger  schweizer  Mathematiker,  Nicolas 
Fatio  de  Duillier  (1H64 — 1753),  von  welchem  im  92.  Kapitel  aus- 
führlicher  die   Bede    sein    wird,   trat   in   der  Bibliotheqtie   universale 
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("AnnPP  1688,  Tome  V,  pag.  25)  gegeo  <3ie  Tsciiirahauaensehe  Vorschrift 
auf  und  behauptete,  die  rc  sei  nur  unter  der  Voraussetzung  senkrecht 
2ur  Cui've,  wenn  sie  nicht  den  Kreishogen  turp,  sondern  dessen  Sehne 
fwwj)  in  Jena  verlangten  Verhiiltnisse  tlieile,  d.  h.  wenn  m«;«p  =  (*:A. 
Ist  nc  alsdann  »ur  Curve  senkrecht,  und  ist  ce  wieder  senkrecht  zu 
MC,  so  muss  6-e  die  Berührungslinie  sein,  d,  h.  kein  weiterer  Punkt  e 
dieser  Geraden  kann  der  Giirve  angehören.  Letzteres  hat  man  für 
den  Punkt  c  zu  heweisen,  d.  h.  man  muss  zeigen,  dass  X  ■  ae  -\-  ^  -  äe, 
mehr  als  die  Fadenlänge  beansprucht.  Werden  diejenigen  senkrechte 
und  parallele  Hilfslinien  gezogen,  welche  aus  der  Figur  ersichtlich 
sind,  so  erscheinen,  wie  leicht  zu  beweisen,  drei  Paare  einander  ähn- 
licher Dreiecke, 

ti  cmo  <:\i  ech ,         b>.  cpq  ro  ceg ,         Amonr\}pqn, 
und  daraus  folgen  die  drei  Proportionen; 

1.  cm  :  om  =  ec  :  bc, 

2.  cp:qp  ^=€e:ge, 

3.  om  :  qp  ==  mn  '.pn. 

Weil  ep  =  cm  als  Halbmesser  desselben  Kreises,  lasst  2.  sich   auch 

cm:  (jp  =^  er  :  c(i 
schreiben,  und  daraus  in  Verbindung  mit  1.  erhält  man 

om  :  qp  ^  ic  :  eg 
und  wegen  3.  auch 

hc:  eg  =^  mn  ipn  =  ft :  ^. 
Demnach  ist  A  -  6c  =  jt  ■  eg.    Die  Länge  des  mehrgenannten  Fadens  ist 

Aber  ae  >  ef,  de  >  eh,  mithin 

l  ■  ae  -^  [i  ■  de  >  k  ■  ef  -\-  (t  ■  eh, 
und  das  ist  die  Ungleichung,  auf  deren  Beweis  es  ankam.  Allerdings 
fehlt  noch  der  Beweis  einer  eben  solchen  Ungleichung  för  den  Fall, 
dass  e  auf  der  anderen  Seite  von  c  (näher  beim  Brennpunkte  d)  liegt, 
aber  auch  ihn  erbrachte  Fatio  de  Duillier  unter  Herstellung*  einer 
der  vorigen  ähnlichen  Zeichnung  mittels  fast  buchstäblich  gleicher 
Schlösse.  Fatio  de  Duillier  ging  aber  noch  einen  betiÄchtlichen 
Schritt  über  diesen  ersten  interessanten  Lehrsatz  hinaus.  Seien  b,  c,  d 
die  Brennpunkte  einer  dreibrennpunktigen  Curve  und  m  ein  Punkt 
dieser  Curve,  deren  Gesetz  sich  dadurch  ausdrückt,  dass  die  Padenlänge 

L  =  X  ■  mb  -\-  X  ■  mc  -'r  li  ■  md 
sein    muss.     Nun    solle    man  um   m  als  Mittelpunkt  mit  beliebigem 
Halbmesser  einen  Kreisbogen  beschreiben,  der  die  mb  in  f,   die   mc 
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in  p",  die  md  in  h  sclineideii  möge,  imil  in  f,  i),  h  Gewichte  im  Grössen- 
verhältnjsse  x  :  i  :  /t  angebracht  denken.  Fällt  deren  Schwerpunkt 
jiach  n,  so  sei  nm  zur  Curve  senkrecht.  In  der  That  ist  auch  diese 
Behauptnng  richtig.  Aus  Notizen,  welche  Huygens  im  März  1687 
in  sein  Taschenbuch  eintrug,  geht  hervor,  dass  dieser  in  fortwährendem 
Verkehre  mit  Fatio  de  Duillier  über  die  hier  erwähnten  Sätze  stand 
und  an  deren  Erfindung  betheiligt  war.  Hujgens  z.  B.  war  es,  der 
den  letzten  allgemeinsten  Satz  bewies.*) 

Tschirnhaus  yertheidigte  sich  zunächst  im  Septemberheft  1681^  der 
Bibliotheque  universelle  in  sehr  gewundener  Weise,  indem  er  in  der 
Hauptsache  nachgab,  d.  h.  zugestand,  dass  die  Tangentenregel  in  der 
Medicina  mentis  irrig  sei.  In  der  zweiten  Auflage  der  Medicina  mentis 
von  1695  verbesserte  er  den  Irrthum,  indem  er  die  Schwerpunkt 
methode  Linführte  abtr  ei  ersetzte  iie  durch  eine  rem  geometrische 
Vorschrift,  deien  Beweis  ei  zu  andeiei  Grelegenheifc  zusagte  Er  hat 
ihn  nie  gegeben  vermuthlich  also  auch  nicht  besessen 

Immer  und  überall  kehrt  das  Gleiche  wieder  Tschimhaus  ver 
allgemeinert,  verspricht  Beweise  der  Verallgemeinening  und  bleibt 
sie  schuldig  Ein  letztes  Beispiel  können  wii  dem  im  No^emberheft 
1695  der  A  E  gediuckten  Aufsätze  jVoiff  et  •^inqtäarit  qeomeiriae 
promotw  itrra  dtmensionem  qtiaiif'tnfuni  rmianim  tntnehmen  Dort 
ist  der  richtige  Satz  ausgeiproohen,  dass 
wenn  zwei  Parabeln  (Figur  26)  mit  der 
Äxe  AlC  und  dem  Brennpunkte  C  auf 
einander  liegen,  eine  von  G  ans  gezogene 
Gerade  CBE  die  Parabelbögen  BD,  AE 
begrenze,  deren  Längen  sich  wie  die  Para- 
meter der  beiden  Parabeln  verhalten.  Aber 
sofort  geht  Tschimhaus   weiter  und  ver-     "^     "'^     ''   yj    ^c  ^ 

allgemeinert  den  Satz  in  ungerechtfertigter 

Weise,  ja  er  geht  so  weit,  dass  er  sogar  behauptet^),  er  sei  im  Besitze 
eines  Verfahrens,  welches  ihm  ennögliche,  bei  jeder  Curve  ein  Bogen- 
sfciick  zu  ermitteln,  welches  zu  einem  anderen  auf  ihr  gegebenen 
BogenstÜcke  in  gegebenem  Verhältnisse  stehe!  Natürlich  blieb  er 
auch  dieses  Verfahren  schuldig  und  hinterlässt  uns  den  Zweifel,  ob 
er  heissblütig  genug  war,  Sätze,  die  er  nur  ahnte,  ohne  ' 
wahr  zu  halten,  oder  ob  er  immer  mit  Bewusstsein  flunkerte. 


')  Briefliche  Mittheilnn^  von H.Kortoweg  mit Benifnng  auf  Uylenbrock, 
Christiani  Hu^enii  alionimque  seculi  XVII  vironim  celebrium  exerfitationes 
mathematicae  et  philosophicae  II,  S6— 58.  ')  Weissenborn,   TschimhauB 
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Newtons  and  Lefhnizens  erste  Entdeekangen  im  Gebiete 
der  iRflnitesimalreclmnng. 

Was  wir  im  letzte»  Kapitel  ini  neueu  Erruiigenachafteii  in  der 
Currenlehre  mitzutheilea  hatten,  war  geistreichen  Benutzern  längst 
bekannter  Methoden  zu  verdanken.  Inzwischen  waren  aber  neue 
Methoden  entstanden,  und  ihre  Erfindung  zu  erzählen,  von  der  wir 
schon  am  Schlüsse  des  XV.  Abschaittes  als  bevoi-stehend  sprachen, 
um  im  letzten  Kapitel  (S.  131),  die  Ankündigung  zu  wiederholen,  ist 
nunmehr  unsere  Aufgabe. 

Wir  haben  zuerst  von  Newtons  Analysis  per  aequationea, 
von  seiner  Erstlingsabhandlung  von  1666  beziehungsweise  1669 
{S.  68)  zu  reden.  Wir  haben  als  Inhalt  derselben  den  binomischen 
Lehrsatz  bei  beliebiger  Annahme  des  Exponenten  und  die  näherimgs- 
weise  erfolgende  Auflösung  von  Gleichungen  kennen  gelernt,  einen 
Inhalt,  der  vollauf  genügte,  dem  Verfasser  unsterblichen  Ruhm  zu 
sichern.  Aber  jener  Inhalt  war,  möchte  man  sagen,  eingerahmt 
zwischen  Aeussemngen,  auf  welche  man  später  noch  grösseres  Ge- 
wicht legte.     Die  Abhandlung   beginnt  nämlich   mit  einer  Hegel  für 


die  Quadratur  einfacher  Curven   welche  - 


-X  "     sei,  falls  die  Glei- 


chung der  Curve  y  =  ax"   war,  und  gegen  den  Schluss  der  Abhand- 
lung findet  sich  ein  Beweis  der  Regel. 

Sie  war  nichts  weniger  als  neu.     Waliis  (Bd.  II,  S.  826)  hatte 
sie  1655,   wenn  auch  nicht  in  demselben  Wortlaute  doch  dem  Sinne 
nach,   aufgestellt.     Newtons  Beweis   ist 
folgender    (Figur  27).     Die   Basis    AB 
Curve   ADS   möge    durch   x   be- 
zeichnet sein,   die  senkrechte  ^plicate 
BD  durch  y,  die  Fläche  ABB  durch  b. 
Das   kleine  Stückchen   Bß    wird    durch 
den  Buchstaben  o   bezeichnet,  den  man 
ja  nicht,  wie  es  mitunter  geschehen  ist, 
mit  einer  Null  verwechseln  darf,  ausser- 
dem   sei    BK  =  V,    und    das    Rechteck 
BKHß(~ov)sei  flächengleich  mit  BßSJD.   Man  hat  also  ^(3  =  :(;-f- o, 
A6ß  =^  g  -^  ov.     Newton  nimmt  nun  die  Abhängigkeit  des  s  von  ^ 
I  an  und  sucht  daraus  //;  mit  Ausdrücken,  welche  Newton 
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nicht   kannte,   würde   man    sagen,    aus   g^Jpdx  =  F(x)    sucht    er 

j/==— -.-— ■      Als    Beispiel    wählt    er  — x"  ^  "     "^  ^    oder,    indem 

—  —  ^c,  m  -{^  n  =  p  gesetzt  ist,  ex"  =5,  beideliungsweise 
CicP  ^  z".  Geht  a.'  in  a:  -|-  0  über,  so  nimmt  ^  den  Werth  s  4~  '^^' 
oder  auch  den  davon  nicht  verschiedenen  Werth  z  -\-  oy  an.^).  Das 
liefert  die  neue  Gleichung 

^{x  +  oy  =  (s  +  oy)". 
Wendet  man  links  und  rechts  die  Binomialentwicklung  an,  ho  entsteht 

e^xP  +  c''pxP—'-o  +  ■  ■  ■  =  2"  -f-  ns'"~'-oy  +  ■  ■  ■ , 
und  durch  Subtraktion  von  <;"x''  =  s"  und  darauf  folgender  Division 
durch  o  findet  mau 

ßBp^P— 1  _j_  . , .  _.  nz''~'^y  -|-  ■  ■  ■ , 
wo  sämmtliehe  durch  Punkte  angedeutete  Glieder  links  wie  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  den  B'aktor  o  noch  enthalten,  folglieh  weg- 
fallen, weim  0  verschwindet.  Newton  dürfte  diese  Benutzung  des 
Buchstaben  o  für  eine  nachmals  zum  Verschwinden  gebrachten  Grösse 
aus  der  lliüT  in  Venedig  gedruckten  Geoinetriae  pars  universaüs  des 
James  Gregory  entlehnt  haben,  wenigstens  findet  sie  sich  dort  im 
7.  Satze  in  genau  mit  Newton  übereinstimmender  Weise^).  Aus  der 
übrig  bleibenden  Gleichung  C"px^~^  =  n0^—^y  entsteht  dann 

__  v"px^~^ c"jia^~^s  __  «"ß^P—'s  „  i^ pcx" 


und  rückwärts  hat  also  die  Curvengleicbung  y  =  ax"  die  Fläche 
s=  — r  -  ax  "  zur  Folge.  Newton  fügt  hinzu,  man  könne  auch 
andere  Gloichungaformen  für  den  Zusammenbang  zwischen  0  und  x 
wählen.     Bei  z^^^a^ -\-3f  sei  «/=  --— ^—  und  so  bei  den  übrigen^). 

Gestatten  wir  uns  wieder  die  Ausdruckweise  der  heutigen  Mathe- 
matik, so  sind  wir  berechtigt  aus  diesen  Aeusserungen  die  Folgerung 

'■)  sive,  guod  perinde  ext,  s  -j-  oy.  '')  Zeuthen  in  Üverflifft  overdet  kgl. 
Daneke  videnakabernes  selskaba  tbrhandlinger  Jä97,  pag.  G'Jl  Note  1.  ')  Et 
sie  de  reUguis. 
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zu  ziehen,  dass  Newton,  als  er  so  schrieb,  Potenzen  von  Polynomien 
mit  positiven,  vielleicht  auch  negativen,  ganzen  und  gebrochenen 
Exponenten  zu  differentiiren  wuaste,  vfährend  von  der  Differentiation 
von  Produkten  und  Quotienten  sieb  noch  keine  Spur  findet.  Wir 
ei'kennen  ferner,  dass  es  Newton  klar  war,  daas  die  Gleicbung  der 
Curve  durcb  Differentiation  der  Gleichung  für  die  Curvenfläcbe  ent- 
stehe. Andererseits  ist  die  Aehnlicbkeit  von  Newtons  Verfahren  mit 
ßarrows  rechnender  Tangentemnethode  (S.  136)  nicht  von  der  Hand 
z«  weisen.  Man  wird  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 
Barrow  jenes  Verfahren  auf  Newtons  Andrängen  zum  Drucke  gab, 
zu  einer  von  zwei  Vermuthungen  gedrängt:  entweder  hat  Barrow  den 
Anregungen  Newtons,  oder  Newton,  der  Schüler  Barrows,  den  An- 
regungen seines  Lehrers  sebr  viel  zu  verdanken  gehabt.  Wir  wollen 
nicht  entscheiden,  welche  Vermuthung  die  riebtigere  ist;  vielleicht 
traf  beides  zusammen.  Das  aber  glauben  wir  behaupten  zu  können, 
bezüglich  der  Differentiation  war  von  einem  unbefangenen  und  un- 
wissenden Leser  nicht  mehr  aus  diesem  Kapitel  von  Newtons  hund- 
schriftlicher Anatysis  per  aeguaimies  als  aus  Barrows  gedruckten 
geomeirkae  zu  entnehmen  und  rrmgekehrt.  Nur  in  einer 
g,  auf  welche  allerdings  einige  Forseber  ein  sehr  grosses 
Gewicht  legen ^J,  kann  man  von  einem  Fortsehritte  reden:  in  der 
Analysis  per  aequationes  war  deutlicher  als  bei  irgend  einem  Vor- 
gänger, Barrow  (S.  137)  nicht  ausgeschlossen,  der  Gegensatz  zwischen 
Quadratur  und  Tangentenproblem,  mithin  auch  die  Uebereiustimmung 
der  Quadratur  mit  dem,  was  das  umgekehrte  Tangeutenproblem  zu 
ermitteln  suchte,  zu  erkennen. 

Aber  Newton  hat  noch  Anderes  zwiscbendrein  erörtert.  Wir 
sahen  früher  (S.  lOli- — 107),  dass  Newton  aus  einer  x  und  y  ent- 
haltenden Gleichung  y  in  Gestalt  einer  nach  Potenzen  von  x  fort- 
laufenden Reihe  zu  entwickeln  lehrte.  Seine  Absicht  dabei  war, 
die  Quadratur  der  durch  jene  Gleichung  zwischen  x  und  y 
definirten  Curve  zu  ermitteln.     Wenn^)  die  Gleichung 
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nach  sich  zieht,  so  kann  nach  den  am  Anfange  der  Abhandlung  ge- 
lehrten Regeln  die  Curve  quadrii-t  werden  und  ihre  Fläche  stellt  sich 
alsdann  dar  durch 


')  Besonders  P.  Tannery  und  Zeutheu  sind  dieser  Meinung,      *)   O^useula 
Newtoni  I,  16. 
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Der  sonderbar  aussehende  Ausdruck  \^t—\  wird  dahin  erklärt,  es  handle 

sich  hier  una  ein  hyperbolisches  Flächenatück,  welches  der  übrigen 
durch  die  anderen  Reihenglieder  gemessenen  Fläche  hinzuzufügen  sei. 
Eine  Bemerkung  dagegen,  welche  ausspräche,  jenes  hyperbolische 
FläeheiiatÜck  sei  ^  log  x,  findet  sich  nicht. 

Curvenlängen,  Körperinhalte  und  Körper  Oberflächen,  auch  Schwer- 
punkte zu  bestimmen,  heisst  es  dann  später'),  seien  lauter  Aufgaben, 
welche  auf  Quadraturen  sich  zurückführen  lassen.  Der  ßri 
sei  folgender  (Figur  28).  Das  Flächenstück 
ABD  ist  durch  irgend  eine  Curve  AD 
und  die  Strecken  AS  =  x,  BD  =  y  be- 
grenzt. AS  oder  BK  soll  die  Längenein- 
heit sein,  so  dass  das  Rechteck 
ABKE=x-  1  =x 

ist.     Die  Fläche  ABD  ebenso  wie   das     -H"  K 

Kechteck   ABKH    kann   durch  gleich-  ''"'*'' 

massige  hei  AH  beginnende  Fortbewegung  der  DBK  ent- 
standen gedacht  werden.  Dabei  ist  BK  =^  1  das  Moment,  mo- 
mentam,  gemäss  dessen  ABKH  =  x,  und  BD'^y  das  Moment, 
gemäss  dessen  ABD  sich  allmälig  vergrössert.  Ist  BD  fortwährend 
gegeben,  so  kann  nach  den  früheren  Hegeln  die  Fläche  ABD  be- 
stimmt, beziehungsweise  mit  der  Flache  ABKH  verglichen  werden, 
welche  gemäss  des  Momentes  1  entstand.  Wir  haben  das  lateinische 
Wort  Moment  ehifaeh  übernommen.  Es  bedeutet,  wie  wir  sehen, 
eine  in  einem  kürzesten  Zeit- 
räume sich  vollziehende  räum- 
liche Veränderung  und  kann 
ganz  passend  durch  das  deut- 
sche Wort  einer  Augen- 
blicks Veränderung  wie- 
dergegeben werden. 

Newton  macht  die  An- 
wendung seines  Gedankens  auf  die  Bestimmung  der  Bogenlänge  AD 
eines  Kreisbogens  (Figur  29).  Er  zieht  die  Berühmngslinie  DHT 
und  die  Seiten   des  unendlich   kleinen  Kechtecks  HGBK.     Als  Ein- 

')  Opuseiila  Newtoni  I,  18, 
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lieit  wird   der  Durchmesser 

angenommen.  BK  oder  das  ihm  gleiche  GH  ist  die  Angenblicka- 
veräudeiTing  der  Basis  x,  HD  die  des  Bogens  AD,  iind  nun  verhält 
fiich  GH:HD  =  BT:TD  =  BD:CJ)^yx~x-':  l  =1  -.--—L^-.. 

=  1  :  g^7-5~!-  Betrachtet  man,  was  Newton  freilich  Kiinäehst  nicht 
sagt,  die  Augen blicksverändei'ung  der  Basis  als  Einheit  für  die  anderen 
Augenblicks  Veränderungen,  so  zeigt  sich 

i'^S-i^'"^  +  T^'  +  ä*'  +  L"'^  +  £*'  +  ^n"'  +  *■ 
als  Augenblicks  Veränderung  der  Bogenlänge.  Von  der  Vetünderung 
des  Bogens  zum  Bogen  ist  der  gleiche  Uebergaug,  wie  von  der  Ver- 
änderung der  Fläche  zur  Fläche.  Newton  spricht  diese  Behauptung 
in  den  für  die  damalige  Zeit  dunklen  Worten  aus,  aus  jener  Iteibe 
folge  nach  den  für  die  Quadraturen  gegebenen  Kegeln  die  Bogenlänge 

AB  _  I'  +  -J  i*  +  l,x'  +  4"='  +  lila»^"  +  irr,''  <■"'■ 

Eine  hinzugefügte  Erläuterung  ersetzt  dann  jene  erst  verschwiegene 
Bemerkung,  dass  die  Augenblicks  Veränderung  der  Basis  als  Einheit 
derjenigen  des  Bogens  gelte.  „Die  Einheit  für  die  Augenblicks ver 
änderungen,  sagt  er^),  ist  Oberfläche  wo  es  um  Körperinhalte,  Linie 
wo  e.s  um  Flächenräume,  Punkt  wo  es  (wie  in  diesem  Beispiele)  um 
Längen  sich  handelt,  und  ich  scheue  mich  nicht  von  Punkten  oder 
unendlich  kleinen  Linien  als  Einheiten  zu  reden." 

Wir  sehen  in  diesen  Aeuaserungen  Newtons  einmal  das  deut- 
licher werdende  Bewuaataein  auftreten,  dass  Rectification,  Kubatur, 
Quadratur  Aufgaben  von  wesentlich  gleicher  Natur  sind. 
Wir  sehen  zweitens  den  Begriff  der  Augenblicksveriindernug 
hervortreten.  Diesen  hat  Barrow  nicht  besessen,  so  nahe  im  Uehrigen, 
wie  wir  wiederholen  dürfen,  dessen  Lectionea  geometricae  den  Newton- 
schen  Gedanken  verwandt  waren.  Er  ist  Newton  eigenthümlich  und 
bildet  die  dei  Bewegungslehre  entnommene  Grundlage  seiner  weite- 
ren Forschungen 

Diese    kamen    allerdings  sehr  viel  später  an   die  Oeffentlii'hkeit, 


')  bed  notandum  est,  qyod  umtos  isla,  guae  prv  maiiiento  ponitur,  esf  Sitper 
puis  gitum  df  Soh(hf  et  lAmn  qmm  de  &iipeifi(iehu\  et  Punetuin  g^miii  dt  Li 
neit  (ut  tn  hoc  ej.emplot  ugttiii  Äet  ititoi  hqiii  de  iiiiikite  iii  Pujifti',,  sii< 
Linets  »ißtnte  panna 
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und  wir  verlassen  Newton,  um  zum  Berichte  über  Leibuiz  und  seine 
Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  InfiniteHimalgeometrie  überzugehen. 
Leibniz  war  seit  l()(j9  ira  Hriofweclisel  mit  Oldenbui^.  Am  10.  August 
1670  miichte  dieser  ihn  auf  Ban^ows  LccUones  tum  Optirae  tum  Geo- 
metrirae  ala  ein  von  urt he ils fähigen  Lesern  sehr  geschätztes  Werk^) 
aufmerksam.  Im  Januar  1C73  nahm  Leibniz  seinen  ersten  Londoner 
Aufenthalt,  wo  er,  wie  iS.  30)  begründet  wurde,  nicht  mit  Collins 
bekannt  wurde,  also  nicht  in  der  Lage  war,  die  bei  diesem  ruhende 
Abhandlung  Newtons,  die  Analjsis  per  aequationes,  lesen  zu  können. 
Dagegen  brachte  er  Barrows  Lectiones  opticae  käuflich  an 
sich,  von  deren  Besitze  in  einem  Briefe  die  llede  ist^),  welchen 
Leibniz,  nach  Paris  zurückgekehrt,  im  April  167;^  an  Oldenburg  schrieb. 
Wenn  darin  nur  die  optischen  Vorlesungen  genannt  sind,  so  kann 
doch  kein  Zweifel  daran  obwalten,  dass  ein  Exemplar  der  vereinigten 
optischen  und  geometrischen  Vorlesungen  gemeint  war.  Ein  solches 
Exemplar  mit  handschriftlichen  Randbemerkungen  Leibnizens  ver- 
sehen ist  nämlich  in  seinem  Nachlasse  aufgefunden  worden*).  Eine 
nicht  unwichtige  Frage  ist  hier  aufzuwerfen»  Hat  Leibniz  die  Lectiones 
gleich  im  April  1673  studirt,  oder  hat  er  das  Buch  erst  geraume 
Zeit  in  seinem  Besitze  gehabt  und  ist  erst  dann  zur  Aneignung  seines 
Inhaltes  geschritten,  als  er  Barrow  gegenüber  selbständig  schon 
Vieles  ersonnen  hatte,  zu  welchem  er  dort  eine  allerdings  nur  geringe 
Anregung,  aber  immerhin  eine  Anregung  hätte  finden  können? 

Zu  Gunsten  der  Meinung,  dass  Leibniz  das  erworbene  Buch  so- 
fort studirte,  hat  man  verschiedene  Gründe  angeführt*).  Erstlich 
spricht  dafür  die  allgemeine  Wahrscheinlichkeit.  Ein  Mathematiker, 
der  wie  die  in  der  Note  abgedruckte  oben  erwähnte  Briefstelle  vom 
April  1673  beweist,  die  optischen  Theile  des  Buches  las,  wird  nicht 
grade  da  aufhören,  wo  von  der  ihn  weit  mehr  interessir enden  Geo- 
metrie die  Hede  ist.  Zweitens  hat  Barrow  die  unendlich  kleinen 
Katheten  des  aus  den  Zuwächsen  der  Abscisse  und  der  Ordinate  und 
aus  der  Tangente  gebildeten  Dreieckchens  durch  e  und  n  bezeichnet 
(S.  135),  imd  noch  im  October  1675  führen  die  gleichen  Stückchen 
bei  Leibniz,  der  des  gleichen  unendlich  kleinen  Dreiecks  sich 

')  Leibniz  I,  12  ')  Ebenda  1,  46:   AUvM   tneculn  Barrooü  Leetiottes 

Optieaa;  sub  libri  caleem  doctissiiiivs  autm-  }ihae)iome»on  ea^ibet,  cujus  rationem 
reddere  posse  negat,  alioaque  ut  twgiHrant  hortatur;  aut  iit,  si  posmit,  enusam 
nHi  commimicent  rogat;  dubitat  eero  ut  id  facile  pmestari  possif  Hw/mius 
tarnen  et  MarioUits  ejiM  solutionem  se  habere  dixere.  °)  C.  J.  Gerhardt,  Die 

Entdeckung  der  heberen  Analysis,    Halle,  1856.     S.  48.  *)  F,  Diese!,  Die 

Kntstebung  des  Newton  -  Leibni zischen  Prioritiilestieites  hinsichtlich  der  Er- 
findung der  Inflnitfisimalrechnuag,  Ost«rpi'ogramra  der  höheren  Bürgerschule  zu 
Delitzsch,  18GÖ.    S.  irs,  Note  0. 
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bedient,  bestimmte  Buchstaben  als  Bezeicknung,  nämlich  die  Buch- 
staben «  und  /  ^). 

Wenn  wir  das  Gewicht  dieser  Gründe  keineswegs  verkennen,  so 
läast  sich  ihnen  doch  mancherlei  entgegenhalten.  Man  kann  sagen, 
bestimmte  Buchstaben  für  unendlich  kleine  Zuwächse  seien  seit  Per- 
mats  E  allgemein  angewandt  worden,  so  dass  das  Neue  einzig  darin 
bestand,  zwei  unendlich  kleine  Längen  durch  Buchstaben  zu  be- 
zeichnen. Man  kann  auf  einen  Brief  Leibnizens  an  den  Marquis 
de  l'Hospital  von  Ende  December  1694  sich  berufen^).  Leibniz  er- 
klärt dort,  er  habe  bei  Beginn  seiner  Iniinitestmaluntersuchungen  von 
den  Indivisibilien  Cavalieris,  von  dem  Ductus  plani  in  planum  des 
Gregorius  a  Sto.  Vincentio,  von  der  Synopsis  geometrica  des 
Houore  Fabri  von  itJ69  genaue  Kenntniss  gehabt,  also  von  dem 
was  aus  diesen  oder  ähnlichen  Schriftstellern  geschöpft  werden  könne^). 
Dass  Barrow  nicht  unter  die  Worte  ähnliche  Schriftsteller  in- 
begriffen werden  darf,  ist  ausdrücklich  durch  die  jener  Erklärung 
vorausgeschickten  Worte*)  betont:  „Ich  erkenne  an,  dass  Herr  Barrow 
sehr  weit  gegangen  ist,  aber  für  meine  Methoden  brachte  er  mir 
keinerlei  Hilfe."  Dann  führt  Leibniz  in  Anschluss  an  das  obige  auf 
die  ähnlichen  Schriftsteller  Bezügliche  fort:  .Tetzt  lieh  mir  Herr 
Huygena  die  Briefe  Dettonvilles  oder  Paacals.  Ich  prüfte  dessen 
Beweis  für  die  Kugeloberfläche,  nnd  mir  kam  ein  Licht,  welches 
der  Verfasser  nicht  gesehen  hatte"'').  Leibniz  sagt  also  hier  ganz 
unzweideutig,  Pascal  habe  ihm  den  Gedanken  des  Dreieckchen 
eingeflösst*^),  welches  er  das  charakteristische  Dreieck  nenne''). 
Er  habe  darüber  mit  Hnygens  gesprochen  und  dieser  ihn  alsdann 
auf  Descartes  hingewiesen,  damit  er  mit  dessen  Verfahren  sich  ver- 
traut mache,  Gleichungen  zur  Darstellung  der  Natur  krummer  Linien 
anzuwenden.  Nach  weiteren  Ausführungen  schliesst  Leibniz  seine 
Erzählung  mit  den  Worten^):  „Ich  habe  öffentlich  anerkannt,  was 
ich  Herrn  Hnygens  und  bezüglich  der  unendlichen  Reihen  Herrn 
Newton  schulde.  Ich  hätte  Herrn  Barrow  gegenüber  ebenso  gehandelt, 
wenn  ich  aus  ihm  geschöpft  hätte." 

')  C.  J.  Gerhardt,  Dip  Enideckuns  Uer  höhereu  Analynis  f*  12S  *)  Leili- 
niz  II,  269.  ')  ee  qui  pent  se  tuei  de  c«s  auteuia  ou  leurs  lemblabhs  ')  Je 
reconnais  que  M  BaTfOit.  est  alU  hten  avant,  mais  je  puts  vous  assurer,  Moneteur, 
gue  je  n'ay  tue  auctm  secours  pour  mes  mithodes  °)  J'y  troumty  iiw  hnm^e 
que   Vaiitem  n'avait  foint  reue  ")  Ueber  daa  Verhaltniss   von  Leibniz   zu 

Pascal  verg]   C  J  Gerhardt,  J.cibni?  und  Pascal,  m  den  Monatshenchten  der 
Berliner  Akademie  1891,  S    lOS3  flgg  ")  gue  fappelle  le  tnangle   earaete- 

ristique.  ")  Oomme  fay  reconnu  puhhqtiement,  en  quoy  j'est-ois  rd/^abh  a 

M.  Huygens  et  a  Vegnrd  des  nertes  xnfintes  a  M  JVettfoH,  j'en  aurms  faxt  autatU 
ä  l'egard  de  M  Baiiox,  «i  j'y  avats  pmse 
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Wir  müssen  hier  kurz  einschalten,  dass  es  leieht  fällt,  die  Stelle 
Pascals  nachzuweisen,  auf  welche  Leibniz   in  seinem  Briefe,  und  wie 
wir  zeigen  werden,   auch   anderwärts,   anspielte.     Sie   findet  sieh  in 
dessen  Tratte'  des  simts  du  quart  ih  cercle'-)  und 
ist    von    einer    Zeichnung   (Figur  30)   begleitet, 
bei   welcher   es  auf  die  Äehnlichkeit   der  Drei- 
ecke EKE    und   DIA    ankommt.     Wir   haben 
(Bd.  II,  S,  916)  darauf  hingewiesen. 

Auch  anderwärts,  sagen  wir,  hat  Leibniz 
die  Einwirkung  Paseals,  aber  nicht  Barrows,  auf 
seinen  Geist  ganz  ähnlich  wie  in  dem  Briefe  an 
L'Hospital   geschildert.     In    einer    nicht   abge-  j,,    ■^^ 

schickten,  aber  handschriftlich  erhaltenen  Nach- 
schrift zu  einem  Briefe  vom  April  1703  an  Jakob  Bernoulli  sagt 
Leibniz  noch  etwas  weitergehend,  er  habe  nachmals  bei  Barrow,  als 
dessen  Vorlesungen  erschienen,  einen  grossen  Theil  seiner  eigenen 
Sätze  vorweggenommen  gefunden^).  An  Freiherr  Christian  von 
Wolf  schreibt  Leibniz  etwa  1716,  Barrow  habe  für  das  Tangenten- 
problem nichts  geleistet,  was  nicht  luf  Voraibeiten  von  Itrmat,  von 
Roberval,  von  De  Sluse  und  anderen  beruhe  er  habe  m  dessen 
Vorlesungen,  als  er,  so  weit  er  sieh  eimnere  im  Tahre  1G75  Em 
sieht  davon  nahm^),  nichts  Bemeikeusweithes  dann  gefunden  um  so 
weniger  als  er  selbst  damals  Beiteies  besessen  habe  In  dti  /wi  chtn 
1714  und  1716  verfassten  Abhandlung  Hibfnrn  et  o)  g  cal  iilt  l/ffi 
rentmlis  hat  Leibniz  wiederum  Pascil  als  den  Schrittstellei  genannt 
aus  dessen  Arbeiten  er  Folgerungen  geyngen  habe  die  Pa'.cal  selbst 
entgangen  waren*). 

Soll  Leibniz  an  allen  diesen  Stellen  die  Unwdhiheit  gesagt  haben? 
Warum?  Um  sich  mit  fremden  Federn  zu  nchmutkeni'  Er  ^iht  la 
fremde  Anregung  zu!  Er  bemtt  sich  auf  Pas  aP  Also  nui  um  dem 
Engländer  Barrow  nichts  zu  veidanken  zu  habent'  Wir  wissen  wohin 
Parteisueht  und  Parteihass  führen  können,  wir  werden  im  XVII.  Ab- 
schnitte traurige  Geschichten  davon  zu  erzählen  haben.  Aber  wenn 
man  die  Ansiebt  hegt,  Leibniz  habe  gegen  alle  mit  ihm  in  Brief- 
wechsel stehende  Gelehrten  gelogen,  will  man  auch  bedachte  Lüge 
in  dem  Aufsatze  De  geometria  recondita  et  awaJysi  indivis^tUmm  atgue 
infinitorum    wittern,   welchen    Leibniz  1686    in   den  A.  E,   veröffentr 

')  Pascal,  Oeuvree  III,  409  ')  Leibiiiz  III,  72—73  in  iler  Anmerkung; 
quemadmodrtm.  et  Banwio  denmm  «tiw  (jus  LecfwitfH  prodirent,  w&i  tmignam 
partem  jiieoi-mn  theoretnatum  praticptam  i  idi  ")  Leibniz  Briefwecheel,  Supple- 
mentband S,  186:  CK)«  Bariovianm  ieetiones  tuh  (A«no  Doniini  1675  quantum 
recordorj.        *)  LeibniE  V,  399 
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lichte,  also  zu  einer  Zeit,  als  er  zum  Hasse  gegen  Engländer  nicht 
ilie  geringste  Veranlassung  hatte?  Er  nannte  allerdings  Pascal  dort 
nicht,  aber  er  sprach  sich  für  uns  doch  mit  hinlänglicher  Deut- 
lichkeit aus,  indem  er  erzählte^),  er  habe  plötzlich  ein  helles  Licht 
gesehen,  als  ihm  ein  Beweis  für  die  Grösse  der  Kugelobeifläche  zu 
Augen  kam,  denn  diese  Redewendung  deckt  sich  fast  buchstäblich 
mit  den  in  dem  Briefe  an  L'Hospital  Yorkommenden  Ausdrücken. 

Und  will  man  schliesslich  so  weit  gehen,  behaupten  zu  wollen, 
Leibniz  habe  nicht  bloss  alle  Andere,  er  habe  auch  sich  selbst  an- 
gelogen ?  Wie  anders  wäre  denn  die  Thatsache  zu  nennen,  dass  Leibniz 
in  seinem  Handexemplare  der  Lectiones  geometricae  mehrere  mathe- 
matische Formeln  an  den  Rand  schrieb,  in  welchen  Integralzeichen 
vorkommen^),  von  denen  wir  sehen  werden,  dass  sie  grade  1075  in 
Gebrauch  genommen  wurden,  was  also  eine  Bestätigung  des  Christian 
von  Wolf  mitgetheilten  Stodiendatums  in  sieh  sehliesst?  Oder  soll 
man  sieh  mit  der  Deutung  begnügen,  Leibniz  werde  die  Barrowschen 
Leetiones  wiederholt  gelesen  haben,  einmal  1673,  dann  abermals 
1675,   und  beim   zweiten  Lesen  habe  er  jene  Randbemerkungen  ein- 


Wir  haben  unsere  Ueberzeugung,  dass  Leibniz  die  ] 
des  unendlich  kleinen,  einem  endlichen  Dreiecke  ähnlichen  Drei- 
eckchen Pascal  und  nicht  Barrow  schuldete,  zu  vertreten  gesucht. 
Schliesslich  kommt  bei  der  ganzen  Streitfrage  wissenschaftlich  nichts 
heraus,  und  nur  die  Wahrheitsliebe  oder  die  Verlogenheit  Leibnizena 
steht  auf  dem  Spiel,  je  nachdem  man  sich  für  die  eine  oder  für  die 
andere  Meinung  entscheidet.  Sicher  ist  unter  allen  Umständen,  dass 
Leibniz  von  jenem  Dreieckchen,  das  er  gar  nicht  selbst  zuerst  an- 
gewandt haben  will,  frühzeitig  Gebrauch  machte. 

Leibniz  hatte  die  gute  Gewohnheit,  die  losen  Blätter,  auf  welchen 
er  seine  mathematischen  Untersuchungen  anstellte,  und  die  in  ziem- 
licher Anzahl  in  seinem  Nachlasse  gefunden  worden  sind,  zu  datiren. 
Im  August  1673  versuchte  er  sich  schon  an  einer  allgemeinen  Tan- 
gentenmethode ^),  welche  also,  wie  hervorgehoben  werden  mag,  seinen 
Ausgangspunkt  bildete,  während  Newton  von  den  Quadraturen  her  zu 
Infiniiesimalbetrachtungen  gelangte.  Gleich  in  diesem  ersten  Auf- 
satze wird  die  Curve  als  Vieleck  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Seiten  betrachtet,  wird  die  Aehnlichkeit  des  Dreiecks  aus 
einer  dieser   unendlich    kleinen  Seiten   und  den  Differenzen   der  Ab- 

')  Leibniz  V,  282;  Mihi  eontigit  adkuc  Hroni  in  his  siudiis,  ut  ex  vno 
asptxtn  c^jusdam  demonstrati<ynis  de  magnitudine  superßciei  sphaerieae  mbito 
magna   lux  aboriretu^.  *)  C.  J.  Gerhardt,    Die  Entdeckung   der   höheren 

Analysia  S.  48.         ^  Ebenda  S.  Q5— 56, 
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scissen  und  der  Ordinaten  ihrer  Endpunkte  mit  dem  aus  der  Tan- 
gente, der  Subtangente  und  der  Ordinate  des  Beriilirungspiinktea  ge- 
bildeten Dreiecke  benutzt.  Leibniz  bezeichnet  den  unendheh  kleinen 
Äbscisaen unterschied  durch  h.  Er  lässt  Glieder,  welche  h  als  Faktor 
enthalten,  weg;  aber  es  sei  nicht  sicher,  diese  Vielfachen  von  h  so- 
gleich von  Anfang  an  zu  verwerfen'),  sie  könnten  im  weiteren  Ver- 
laufe zur  Ausgleichung  gegen  andere  Glieder  sich  als  nothwendig 
erweisen  und  der  Gleichung  eine  ganz  andere  Gestalt  verleihen. 
Leihntz  hat  ferner  schon  hier  das  Bewiisstsein  von  der  Differenzen- 
natnr  der  unendlich  kleinen  Katheten  des  wiederholt  genannten  Drei- 
eckchens. Die  ganze  Frage  spitzt  sich  ihm  darauf  zu,  aus  der  Diffe- 
renz zweier  Ordinaten  die  Ordinaten  selbst  zu  finden^.  Er  weiss 
aber  auch,  dass  das  umgekehrte  Tangentenproblem  auf  Quadraturen, 
auf  Auffindung  von  Flächenräumen  zuriickführbar  erscheine").  Von 
diesem  Augenblicke  an  gewinnt  auch  für  Leibniz  die  Lehre  von  den 
Quadraturen  erhöhte  Wichtigkeit.  Zum  Tb  eil  sehr  umfangreiche 
Entwürfe  vom  October  1674  und  Januar  1675,  welche  aber  leider 
nicht  gedruckt  sind,  scheinen  diesen  Umschwung  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben*).  Gedruckt  ist  eine  längere  Abhandlung,  welche  in  den 
Tagen  vom  25.,  26.,  29.  October,  1.  November  1675  entstanden  ist'). 
Ueberrasehend  dürfte  für  die  meisten  Leser  der  Abhandlung  das  Vor- 
kommen des  Wortes  momenhim  gleich  in  den  ersten  Zeilen  und  im 
ganzen  Verlaufe  der  Abhandlung  sein. 

Das  ist  ja  derselbe  Kunstans druck,  dessen  Newton  sich  bediente, 
um  die  Augenblicks  Veränderung  der  wachsenden  Grösse  zu  benennen, 
und  es  war  doch  wiederholt  behauptet  worden,  Leibniz  habe  vor 
seinem  zweiten  Londoner  Aufenthalte,  mithin  vor  October  1(376,  von 
der  Analyais  per  aeqiiationes  keine  Kenntniss  gehabt?  Wir  halten 
diese  Behauptung  im  vollen  Umfange  aufrecht.  Nur  das  Wort,  nicht 
der  Sinn  derselben  stimmt  bei  Leibniz  und  Newton  überein.  Leib- 
nizens  momentam  ist  der  mechanische  Begriff  des  Wortes  (Bd.  II, 
S.  569),  wie  denn  auch  Leibniz  am  25.  October  nur  über  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Momenten  einer  Figur  mit  Rücksicht  auf 
zwei  gegebene  Gerade,  der  FKche  der  Figur  und  der  Lage  ihres 
S  hwe  punktes  Unt  h  ng  n  an  t  Ut  E  blieb  dabei  der  Haupt- 
a  he  na  h  a  f    em      n     ul  ^  s  h  ag  nen  Wege  (Bd.  II,  S.  841), 

nd  w  nn  a    h  Gu  d  n  m  T  xt         h    genannt  ist,  so  ist  die 

IM»  est   uu      p  WS   n      te  pa  n  b  n     t^a  ab  initio  rt^icere.      •)  Tota 
g  (1  st    5  lo    X      ff  ent  is  d  a  tt      app    ntaru-m  ipsae  inveniri  ipteant 

pp    tUc  Hn       te    g  po       f  a       oc    nam  de  tneihodo  tangmtium 

niersf      im  ab  d      a    q  ad  a  berhartlt,  Die  Entdeckung 

de    höh      n  Ana  SB»  Fb  nda  —131. 
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Centroharycn,  von  welcher  die  Rede  ist,  gewiss  als  dessen  so  betitelte 
Schrift  zu  deuten,  nicht  etwa  allgemein  als  Schwerpiinktsuiiter- 
suchungen  oder  dergleichen. 

Am  2|).  October  treten  die  Cayalierischen  Gesammtheiten  auf. 
Omnia  w,  omn  xw  und  dergleichen  Ausdrücke  kehren  fort  und  fort 
wieder.  Am  29.  October  1675  erfolgt  der  grosse  Schritt  der  Erfin- 
dung des  neuen.  Algorithmus^).  Utile  erit  scribi  f  pro  omn.  ut 
fl  pro  omn.  l  id  est  summa  ipsorum  l,  es  wird  nützlich  sein  /  statt 
omnia  zu  schreiben,  um  die  Summe  einer  Gesammtheit  zu  bezeichnen. 
Hier  zeige  sich,  heisat  es  in  der  an  demselben  Tage  geschriebenen 
Fortsetzung  weiter^},  eine  neue  Gattung  des  Calcüls;  sei  dagegen 
l  ^  ya  gegeben,  so  biete  sich  ein  entgegengesetzter  Calcüi  mit  der 
Bezeichnung   ^  =  -^  ?   nempe  ui  j   aug^nt,  ita  ä  mimM  i 


J 


j  autcm  significat  summatn,  d  äifferentiam,  das  heisst  auf  deutsch: 
Wie  nämlich  /  die  Abmessungen  vermehrt,  so  vermindert 
sie  il.     j   aber  bedeutet  Summe,  d  Differenz. 

Das  war  ein  wesentlich  Neues,  aus  Leibnizens  eigenem  Geiste 
entsprungen,  und  wozii  er  nirgend  eine  Anregung  erhalten  konnte, 
nicht  bei  Pascal,  nicht  bei  Barrow,  nicht  in  Newtons  Analysis  per 
aequationes,  wenn  Jemand  allen  Gegenbeweisen  zum  Trotz  darauf 
beharren  wollte,  Loibmz   habe   sie   im  October  1675  kennen  können. 

Allerdings  besass  Newton,  wie  wir  bald  sehen  werden,  muth- 
maaslich  seit  1671  Aehnliches,  aber  es  war,  wiewohl  zur  VeröfEent- 
lichung  bestimmt,  für  Jedermann  ohne  irgend  eine  Ausnahme  tiefstes 
Geheimniss,  und  für  die  Wissenschaft  als  solche,  der  es  gleich  gilt, 
ob  dieser,  ob  jener  ihr  neue  Bahnen  bricht,  war  es  ein  Glück,  dass 
Leibniz  unbeeinflusst  die  Zeichensprache  erfinden  durfte. 

Sie  hat  mit  anderen  Sprachen  das  gemein,  dass  sie  erat  allmälig 
aiis  unvollkommenen  Anfängen  zu  immer  höherer  Ausbildung  sich 
entwickelte,  zu  immer  grösserer  Ausbreitung  gelangte,  ein  Gebiet,  ein 
Land  nach  dem  andern  erobernd,  während  der  Geist  der  Sprache  un- 
verändert derselbe  blieb,  während  die  Begriffe  Summe  und  Diffe- 
renz stets  mit  gleirher  Deutlichkeit  sich  erkennen  liessen. 

Wie  allmälig  die  Sprach«-  sich  vervollkommnete,  zeigt  ein  hand- 
schriftlich erhaltener  m  unserem  Jahrhunderte  zum  Druck  beförderter 
Aufsatz   vom   11.  Novembei    lb75    über   inverse    Tangentenaufgaben, 

')  C.  J,  Gerkardt,  Die  Entdeckung  der  höheren  Anaijsis  S.  laö.      *)  Eben- 
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Methodi  tangentlum  inoersae  exempla^).  Am  Anfang  ist  das  /  und 
das  als  Nenner  eines  Bruches  auftretende  d  ganz  so  wie  in  den 
früheren  Aufsätzen  benutzt.  Auf  einmal  erseheint  mitten  im  Texte 
dx,  und  eine  ßandnote  Leibnizens  sagt,  dx  sei  das  gleiche  wie  y , 
nämlich  die  Differenz  zweier  nächstliegender  a;-Werthe^),  und  noch 
etwas  später^)  kommt  auch  dij  vor  und  /?/(??/ =  y,  also  genau  so 
gesehrieben,  wie  es  später  geblieben  ist,  während  im  Aufsatze  selbst 
Zeichen  wie  ix,  jyx^-j-y^  u.  s.  w.  auch  nachher  neben  fax,  jdy 
u.  s.  w.  auftreten. 

Wir  haben  das  Hauptgewicht  auf  die  Bezeichnung  legen  zu 
müssen  geglaubt.  Das  steht  im  Zusammenhang  mit  unserer  wieder- 
holt ausgesprochenen  Ansicht,  dass  die  Infinites imalbetraehtun gen 
selbst  schon  vor  Newton  und  Leibniz  so  weit  gediehen  waren,  dass 
es  hauptsächlich  auf  die  Erfindung  einer  zweckmässigen  Bezeichnung 
ankam,  ehe  wesentliche  Fortsehritte  möglieh  waren.  Nunmehr  war 
eine  Bezeichnung  vorhanden,  in  unanfechtbarer  Selbständigkeit  you 
Leibniz  erfunden. 

Etwas  anders  verhält  es  sieb  mit  dem  Inhalte  der  in  neuer  Form 
niedei^es eh ri ebenen  Au^tze  Leibnizens  vom  October  und  November 
1675.  Man  hat  bezüglich  desselben  Anklagen  gegen  Leibniz  er- 
hoben, die  zu  erfirtern  sind.  Im  September  1675  war  Tsehirnhaus 
nach  Paris  gekommen  (S.  113).  Ein  Brief  Oldenburgs  vom  30.  Sep- 
tember bestätigt  dessen  jüngst  erfolgte  Abreise  und  spricht  die  Ver- 
muthung  aus,  er  werde  Leibniz  ohne  Zweifel  schon  besucht  haben*). 
Leibniz  nahm,  wie  wir  gleichfalls  schon  wissen,  den  ihm  Empfohlenen 
in  seinen  vertrautesten  Umgang  auf,  Sie  arbeiteten  gemeinsam,  und 
am  28.  December  dankte  Leibniz  Oldenbui^  dafür,  dass  er  ihm  einen 
so  hoffnungsvollen  geistreichen  Jüngling  zugesandt  habe'').  Nun 
wurde  1725,  nachdem  CoUins,  Leibniz,  Tschirnhaus  längst  gestorben 
waren,  behauptef^),  Collins,  der  einen  Brief  Newtons  über  die  Tan- 
gentenaufgabe vom  10.  December  1672  besass,  habe  diesen  Brief, 
den  Tangentenbrief  von  1672,  wie  er  künftig  kurz  heissen  mag, 
im  Mai  1675  an  Tsehirnhaus  gelangen  lassen,  Tschirnhaus  war 
im  Mai  1675  entweder  noch  gar  nicht  in  London  oder  erst  seit  sehi 
kurzer  Zeit.  Ferner  steht  keineswegs  fest,  ob  Tsehirnhaus  mit  Col 
lins  bekannt  geworden   ist.     Gleichviel,    die   Behauptung   wurde   nun 


')  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeckimg  der  höheren  Analyeis  S,  132  —  139. 
*)  Ebenda  S.  134r  id  est  di/ferentia  mter  duas  x  proximas.  ^  Ebenda  S.  136, 
')  Leibniz  I,  82.        ')  Ebenda  I,  84.        *)  Ebenda  IV,  419  in  der  Fussnote. 
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einmiil  ausgesprochen,  als  Anklage  gegen  Leibniz  jiusgesp  1*0 eben,  und 
es  ist  Pflicht  sieh  mit  ihr  ausein  au  dei  zusetzen  Wir  kehren  deshalb 
zu  Newton  zurück,  den  wir  seit  seiner  Aniilyais  per  aequationes 
nicht  weiter  in  seinen  Fois>chuns;;en  begleitet  haben. 

Eine  1661  in  Harlem  gediuckte  Algebra  des  holländischen  Mathe- 
matikers Gerhard  Kinckhuysen  sollte  1671  durch  Newton  mit 
Zusätzen  neu  herausgegeben  werden,  und  dieser  beabsichtigte  ins- 
besondere eine  grosse  Abhandlung  uuter  dem  Titel  Methodus  jluxio- 
nnm  et  scHeriim  mfitiitarmn  als  Einleitung  vorauszuschicken'-)  (S.  109). 
Wir  haben  erzählt,  dass  die  neue  Ausgabe  Kinckhuysens  unterblieb, 
dass  nunmehr  die  Absieht  bestand,  die  Methodus  fluxionum  —  unter 
diesem  abgekürzten  Titel  mag  künitig  die  Abhandlung  genannt  werden 
—  wiederum  im  Jahre  1671  gemeinschaftlich  mit  einer  Lehre  von 
der  Lichtbrechung  und  den  Farben  zum  Drucke  zu  befördern.  Auch 
dieses  Vorhaben  zerschlug  sich,  wie  wir  gleichfaUe  schon  wissen. 
Einwürfe  gegen  die  neue  Farbenlehre  hatten  sieh  erhoben,  welchen 
Newton  nicht  begegnen  wollte,  um  nicht  in  öffentlichen  Streit  ver- 
wickelt zu  werden^.  Noch  später  wollte  Collins  die  grosse  Abhand- 
lung herausgeben.  Er  machte  diesen  Vorschlag  der  Royal  Society 
am  21.  Januar  1680.  Sie  solle  60  Exemplare  fest  bestellen,  damit  der 
Druck  gesichert  sei.  Nach  zweiundeinhalbjährigem  Ueberlegen  ent- 
schlosH  sich  die  Gesellschaft  auf  die  Bedingung  einzugehen.  Warum 
der  Druck  dennoch  auch  damals  unterblieb,  ist  unbekannt*).  End-t 
lieh  1736,  also  erst  nach  Newtons  Tode,  erschien  die  nunmehr 
bereits  65  Jahre  alte  Abhandlung,  sofern  man  berechtigt  ist  anzu- 
nehmen, es  sei  in  der  That  seit  1671  keine  Äenderung  an  der  sorg- 
sam aufbewahrten  Handschrift  vorgenommen  worden.  Wir  wollen 
noch  keinen  Zweifel  in  dieser  Beziehung  erheben  und  vorläufig  die 
Methodus  fluxionum  von  1736  für  übereinstimmend  mit  der  von  1671 
halten.  Die  Ausgabe  von  1736  erfolgte  durch  John  Colson  in  eng- 
lischer TJebersetzung,  Buffon  gab  dann  1740  eine  französische  Ueber- 
setzung  heraus  und  Castillon  1744  eine  Rückübersetzung  ins  Latei- 
nische nach  Colsons  Wortlaut*).  In  der  fünfbändigen  Gesammtansgabe 
der  Newtonachen  Werke,  welche  Samuel  Horsley  1779—1785  ver- 
anstaltete, führt  die  Methodus  fluxionum  die  Ueberschrift  Ge&mctria 
analytka. 

Newton  beginnt  mit  der  Lehre  von  den  Reihenentwicklungen 
und  von  der  Auflosung  der  Gleichimgen  mit  einer,  beziehungsweise 

')   Commerc.  epistol.  pag,  81.  ')   Ebenda  pag.  127.  ")    Edleston, 

Ootrespondence  <if  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes.  London,  1850, 
pag.  XXVin.  ')    Ojmscula  Neiutmü   I,  31—199.     Wir    bedienen   uns   dieser 

lateinischen  Aufgabe, 
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mit  zwei  Unbekannten,  in  welchem  letzteren  Falle  die  eine  inso- 
fern als  gegeben  angesehen  wird,  als  die  andere  Unbekannte  durch 
eine  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenaen  der  ersteren  geordnete 
unendliche  Reihe  ihre  Darstellung  findet.  Hier  ist  ziemlich  genaue 
Uebereinstimmung  mit  der  Analjsis  per  aequationes.  Wie  jene  voll- 
zieht die  Methüdus  üuxionum  die  Würz elausziehun gen  nur  nach  den 
elementaren  Regeln  der  Zahlenarithmetik  ohne  des  binomischen  Lehr- 
satzes sich  zu  bedienen  (S.  71).  Hinzugekommen  ist  das  Newtonsche 
Parallelogramm  (S.  107—108).  Nach  dieser  Einleitung  wird  die 
doppelte  Aufgabe  der  Fluxionsmethode  gestellt^).  Man  soll  erstens 
die  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  zu  einer  bestimmten  Zeit  finden, 
wenn  der  durchlaufene  Weg  jederzeit  bekannt  ist.  Man  soll  zweitens 
die  Grösse  des  durchlaufeneu  Weges  finden,  wenn  die  Geschwindigkeit 
in  jedem  Augenblicke  bekannt  ist.  Ist  x  ein  Raum,  der  in  stetiger 
Weise  —  gleichsam  im  Flusse  —  sich  verändert,  so  nennt  man  ihn 
ein  Fluens,  und  der  Name  bleibt  der  gleiche,  wenn  nicht  grade  von 
einem  Räume,  sondern  von  irgend  sonst  Fliessendem  die  Rede  ist, 
wobei  ausser  x  auch  andere  Buchstaben  vom  Ende  des  Alphabetes, 
wie  y,  s,  w,  zur  Bezeichnung  dienen  können.  Die  Buchstaben  am 
Anfange  des  Alphabetes  a,  h,  c  etc.  bedeuten  bekannte  und  bestimmte 
Grössen.  Die  Geschwindigkeiten,  nach  welchen  die  einzelnen  Fluenten 
sich  verändern,  heissen  Fluxionen.  Sie  werden  dadurch  bezeichnet, 
daas  man  über  die  Fluente  noch  ein  Pünktchen  setzt.  Demnach  sind 
X,  y,  z,  ü  die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  x,  y,  s,  w  sich  ändern. 
Ob  Newton  Begriff  und  Name  des  Fliessens  Neper  (Bd,  II,  S.  730), 
ob  er  ihn  Cavalieri  (Bd.  II,  S.  849)  entnahm,  dürfte  sehr  schwer  zu 
entscheiden  sein;  für  Cavalieri  spricht  die  bei  diesem  vorkommende 
Participialform  fluens.  Das  Pünktchen  und  der  Gegensatz  der  Wörter 
Fluens  und  JBlusio  gehören  Newton  selbst  an. 

In  der  Methodus  fluxionum  gibt  nun  Newton  erst  eine  Regel 
und  Beispiele  für  die  erste  Aufgabe,  dann  den  Beweis  der  Regel. 
Unser  Bericht  kehrt  die  Reihenfolge  vielleicht  besser  um.  Moment 
der  Fluente  nennt  Newton  bei  Auseinandersetzung  der  ersten  Auf- 
gabe^) die  unendlich  kleinen  Theile,  um  welche  sie  sich  in  unendlich 
kleinen  Zeittheilen  verändert,  also  wieder  die  Augenblicks  Veränderung, 
wie  in  der  Analysis  per  aequationes.  Das  Moment  ist  der  Geschwindig- 
keit, der  Fluxion,  proportional,  ist  gleich  deren  Produkt  in  eine  un- 
endlich  kleine   Grösse    dargestellt    durch  den  Buchstaben  o,  welcher 

')  Opuscttla  Newtoni  I,  53—54.  I.  Longitiidine  descripti  spatii  seiiiper  (id 
est  gMopig  Temporis  inomenio)  data,  invmire  Velocitatem  Motu»  tempore  p 


II.  Veloeitale  Motus  sempej'  data,  invenire  Longitutlineiii  spatü  desciipti  Tempore 
proposito.        *)  Ebenda  I,  59—61. 
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im  Druck  immer  von  der  Null  0  unterscliiedeji  ist.  Von  dem  Ur- 
sprung jenes  0  hfiben  wir  (S.  157)  gesprochen.  Das  Moment  von  x 
ist  demnach  xo,  und  das  von  y,  £,  u  ist  yo,  zo,  uo.  Da  die  Momente 
unendlicli  kleine  lucremente^)  sind,  um  welche  sich  die  Fluenten 
in  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  verändern,  so  sind  die  x,  y,  . , . 
dadurch  in  a;  -|-  ico,  y  -\-  yo,  •  ■  ■  übergegangen,  und  da  die  Bewegunga- 
gleichungen  in  jedem  einzelnen  Augenblicke  Geltung  haben  sollen, 
so  müssen  diese  durch  die  angedeutete  Substitution  richtig  bleiben. 
Richtiges  muss  dann  auch  auftreten ,  wenn  die  ursprüngliche  Be- 
wegungsgieichung abgezogen  wird.  Richtiges,  wenn  man  den  Rest 
durch  0  dividirt.  Aber  o  soll  unendlich  klein  sein,  die  diesen  Buch- 
staben enthaltenden  Glieder  dürfen  deshalb  den  anderen  gegenüber 
vernachlässigt  werden^),  und  m  entsteht  eine  Regel,  welche  von  den 
mehrfach  besprochenen  Tangentenregeln  (S.  14ti)  sich  so  gut  wie 
nicht  unterscheidet  und  darin  besteht,  dass  ans  jedem  Gliede  ax"'y" 
der  ursprünglichen  Gleichung  die  Gliedersumme 
'm,ax"'-'-if'x  +  nax'"y''~^y 
wird.  Au«  dec  GJeiehiing  x^  —  ax^  +  «■^'J/  ~-  V''  =  *^  2.  B.  entsteht 
dx^x  —  2aa:i  -f-  ayx  -{-  axy  +  Sy^j/  =  0. 

Brüche  mit  Veränderlichen  im  Nenner  oder  Irrationalitäten,  die 
in  der  Bewegungsgleichung  vorkommen,  würden  die  ganze  Regel  über 
den  Haufen  werfen,  wenn  Newton  nicht  durch  einen  geistreichen, 
wenn  auch  vielleicht  nicht  ganz  erlaubten  Kunstgriff,  der  vor  ihm 
nur  von  Format  bei  dem  Rationalmachen  von  Gleichungen  (Bd.  II, 
S.  804)  angewandt  worden  war,  den  aber  Newton  schwerlich  dorther 
kennen  gelernt  haben  kann,  Abhilfe  getroffen  hätte.  Sei  etwa  die 
Gleichung 

x^  —  ay^  +  -i^--  _  x^  Vay  +  x''  =  0 

gegeben*),  so  setze  man     _/    ^=g  und  x^Yay -\- x^='ii.    Diese  beiden 
Annahmen  lassen  sich  auch  in  der  Form 

a;^  -\~  yz  —  hy^  =  0,     ax^y  -\-  x^  —  u^  ^  0 
anschreiben,  wahrend  die  ursprüngliche  Gleichung  die  Gestalt 

a;^  —  ay^  -)-  g  —  m  =  0 
annimmt.     Die  drei  neuen  Gleichungen  liefern  in  der  Reihenfolge,  in 

')    ina-ementa   indffinite  parva.  ')    Termini   in    mm   ducti  pro   nihüo 

pomunt  haberi  cum  itUig  eollati;   eos  igitur  negligo.         ")   Opusaila  Newfoni  I, 
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der  ivir   sie   germnüt  haben,  nach  der  nunmehr    anwendbaren  Regel 

behandelt,  folgende  Ergebnisse: 

as  -^  ys  -\-  ey  —  ^^y^y  ^  ö,     4ax''yä)  -\-  ax^y  -]-  Q'jc'x  —  2uü  =  0, 

Sx^x  —  2ayy  -\-  z  —  m  =  ü. 
Eliminirt  man  zwischen  ihnen  z  und  ü,  so  entsteht: 


_  36y'y  —  gjj Jax^yx  +  ax'y  +_% 

«  +  !/ 

in  welche  Gleichung  man  endlich  rückwärts  die  Werthe  von  z  nnd 
u  einsetz-t,  um  die  verlangte  Gleichung  zwischen  x,  y,  ^,  y,  zu  er- 
halten. 

Nun  kommt  die  zweite  Aufgabe  an  die  ßeihe,  weiche  den  Ueber- 
gang  vt>u  den  Fluxionen  zu  den  Flueuten  zum  Ziele  hat').  Die  Itegel 
ist  die  umgekehrte  wie  vorher.  Aus  max'"~^y'*x  wird  (ta?"!/",  und 
wenn  in  der  Gleichung  nacify~^y  gleichfalls  vorkommt,  welches 
wieder  zu  aaf'y''  führt,  so  darf  dieses  Glied  in  der  Endgleichung 
gleichwohl  nicht  mehrmals,  sondern  nur  einmal  geschrieben  werden. 
Newton  fühlte,  daas  die  richtige  Bemerkung  einen  Folgesatz  forderte 
dahin  gehend,  dass  seine  Regel,  die  er  freilich  eine  SoluUo  peculiaris, 
eine  in  besonderen  Füllen  zutreffende  nennt,  nur  dann  Geltung  habe, 
wenn  in  der  Fluxionsgleiehung  neben  max"'~'y''x  das  Glied  naa^'^y''~'y 
auch  wirklich  auftrete,  und  er  setzte  deshalb  ausdrüeklieh  hinzu,  dass 
die  gegebene  Vorschrift  nicht  immer  zur  Lösung  der  Aufgabe  aus- 
reiche^). Mau  solle  zur  Sicherung  des  Ergebnisses  von  der  gefundeneu 
Fluentengleichung  wieder  zur  Fluxionsgleiehung  übergehen. 

Freilich  ist  das  nur  ein  Nothbehelf,  aber  wir  sind  weit  entfernt 
davon,  Newton  diese  kleine  Lücke  als  Verbrechen  anrechnen  zu  wollen. 
Bei  Leibuiz  hätten  wir  bei  eingehender  Prüfung  des  materiellen  In- 
haltes seiner  älteren  Papiere  auf  die  gröbsten  Unrichtigkeiten  hin- 
weisen müssen,  kaum  dadurch  entschuldbar,  dass  es  Arbeitsnotizen 
und  nicht  druckfertige  Ausarbeitungen  waren,  welche  dieselben  offen- 
baren. Das  ist  nun  einmal  nicht  anders  bei  den  ersten  Gehversuchen 
auf  nie  betretenem  Boden,  als  dass  man  strauchelt. 

Eine  grosse  Unklarheit  steckt  auch  in  der  Bemerkung  Newtons'), 
die  gegebene  Fluxionsgleiehung  müsse  nach  den  auftretenden  Flu- 
xionen homogen  sein,  und  wenn  das  nicht  von  selbst  der  Fall  sei, 
müsse  man  Fluxionen  einer  weiteren  Grösse  als  Factoren  hinzudenken 
und  diese  als  Einheiten  betrachten.     So  gewinne 


')    Opuscula  Neivtoni  1,  61,  *)  Ebenda  I,  6'J   hoe  pncto  problema  non 

semper  solvi  potent.  °)   Ebenda  I,  63.     Weissenborn,   Die   rrincipien    der 

hSheren  Analjsis  «.  s.  w.  iS.  34. 
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X  +  xxy  —  ax'  =  ü 

nur  dann  einen  Sinn,  wenn  man  die  Umwandlung  in 

xs  +  xxy  —  ax'^B^  =  0 
vornehme. 

Was  soll,  hat  man  ganz  richtig  gefr^t,  dieses  i,  was  soll  z 
selbst  bedeuten?  Newton  ging  von  Bewegungserscheinungen  aus. 
Jede  Fluente  und  jede  Fluxion  hatte  für  ihn  einen  bestimmten  mecha- 
nischen Sinn.  Durfte  er  schon  oben  hei  der  ersten  Aufgabe  2  und  u 
als  blosse  Abkürzungen  einfllhren?  Durfte  er  vollends  hier  hei  der 
zweiten  Aufgabe  eines  gar  nicht  definirten  s  sich  so  bedienen,  wie 
er  es  thatV 

Newton  blieb  hei  der  Solutio  pemliaris  der  zweiten  Aufgabe 
nicht  stehen.  Er  lehrte  vielmehr  jede  Fluxionsgloiehung  auf  die  Ge- 
stalt zurückführen,  dass  die  Flusionen  nur  in  Quotienten  form  —  eine 
Fluxion  durch  eine  andere  dividirt  —  auftreten  und  unterschied  so- 
dann drei  Gattiiugen  ^).  In  der  ersten  Gattung  sollen  zwei  Fluxionen, 
aber  nur  eine  Fluento  vorkommen;  wir  würden  heute  schreiben 
\l'=F{x)  oder  y'=F{y).  In  der  zweiten  Gattung  soUen  zwei  Flu- 
xionen und  beide  Fluenteu  vorkommen;  wir  würden  heute  schreiben 
y'  =  F{x,  y).  In  der  dritten  Gattung  sollen  mehr  als  zwei  Fluxionen 
vorkommen;    das  sind  die  heutigen  partiellen  Differentialgleichungen. 

Das  Mittel,  welches  Newton  ganz  allgemein  anwandte,  um  von 
der  Fluxionsgleiehung  zur  Gleichung  zwischen  den  Fluenten  zurück- 
zukehren, ist  das  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen in  unendliche  nach  Potenzen  der  Fluenten  fortlaufende 
Reihen.  Unbequem  ist  ihm  dabei  selbstverständlich  das  Auftreten 
von  Gliedern  wie  —,  denn  wenn  beim  Aufsteigen  von  der  Fluxion 
zur  Fluenten  aus  max'"~^y''  zn  ax'"y"  oder  aus  aaf^~^y''  zu  — — — 
übergegangen  werden  muss,  so  führt  dieses  Verfahren  von  —  oder 
aar~^  zu  -—  d.  h.  zu  einem  unendlich  Grossen,  Newton  schreibt  vor^), 
man  solle  alsdann  das  —  durch  ein  , — -, —  oder  ein  t — —  ersetzen 
und  diesen  Ausdruck  durch  Division  in  eine  Reihe  verwandeln.  Er 
nimmt  also  eine  Veränderung  der  Coordinaten,  eine  Verlegung  des 
Anfangspunktes  vor.  Das  wäre  an  und  für  sich  gewiss  gerechtfertigt, 
nur  musste  gesagt  werden,  dass,  wenn  x  in  J  ■ —  x  übergehe,  gleich- 
zeitig X  durch  —  i  zu  ersetzen  sei.  Doch  ist  damit  noch  nicht  der 
Gipfelpimkt  willkürlichen  Verfahrens  erreicht.     Solches   ist   vielmehr 


')  Opmcula  Neißtoni  I,  66.        ')  Elienda  I,  70. 
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bei   der  Behandlung    des   dritten  Falles   geschehen,   wo   Newton  bei 

mehr  als  zwei  vorkommenden  Fluxionen  mit  einer  einzigen  Gleichung 
nicht  ausreicht.  Bei  X  Fluxioiien  muss  er  A  —  1  Gleichungen  haben; 
gegeben  ist  ihm  eine  weitere  Gleichung;  weitere  A  —  2  Gleichungen 
werden  beliebig  angenommen').  Anders  ausgedrückt:  Newton  setzt 
die  ihm  unbequemen  Grössen  durch  hinzugenommene  Bedingungen 
in  ein  Abhängigkeitsverhältniss  von  einander,  ein  Verfahren,  welches 
geeignet  ist  zur  Integration  zu  führen,  aber  damit  noch  keineswegs 
Berechtigung  gewinnt. 

Bei  der  Behandlung  des  zweiten  Falles  (»/' =  i^(a;,  i/))  wird  die 
Funktion  von  x  und  y,  welche  in  Newtonscher  Schreibweise  dem 
Quotienten  —'gleich  war,  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe  verwandelt,  zu  deren  Bildung  ein  Verfahren  angegeben  ist, 
welches  Newton  nicht  nüher  begründet,  aber  dessen  Zusammenhang 
mit  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  sofort  zu 
erkenncQ  ist*).     Sei 

.^  ~-'l  A^  Zx  — ■  '2'ij  -\-  x"^  -\-  x^y 
vorgelegt..     Man  nimmt  an 

//  =  4,  +  Ä^x  +  A^x'  +  A^x"^  u.  s.  w. 
Dann  ist 

A  =  ^,  +  2^gj  +  '^A^x"-  H 

«nd  setzt  man  den  angenommenen  Werth  von  y  in 

2  -|-  Sa  —  2y  •\-  x^  -\-  x^y 
ein,  so  ist  andererseits  auch 

A  =  2  +  S,T  +  x^  +  (,T^  -  -i)  (A  +  A,x  +  yl,,r^  +  ■  ■  ■) 
=  (2  ~  2^„)  +  (3  -  2A,)x  +  (1  +  vlo  -  2^)^^  +  .  •  -. 

Die  beiden  Reihen  fui  —  müssen  gleiche  Coefficienten  besitzen,  d.  h. 
es  muss  sein 

4  =  2  — 2A,  24  =  3  —  2^,,  3^B  =  1 +A  — 2^a  u.  s.  w. 
Alle  A  können  diidurch  von  A^  abhängig  gemacht  werden,  und  setzt 
man   fiir   Ä^    irgend    einen   bestimmten  Werth,   so    erhält  man   eine 


cssMineMda  eft,  äune  neguoiiones,  si  günfitor  ivswfA  ^btmones,  otque  ita  pwro,  ita 
it  aegvaljo  propo<tta  tandem  in  aliatn  transforinelur,  in  qjia  xint  dum  fluieiones 
tantainniodo  ")  \\i,it.senborji,  Die  Prineipien  der  höheren  Analysis  it  s.  w,' 
■^  36—39 
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Reilieneiitwicklinig  von  )/,  eine  von  unendlich  vielen,  je  nach  der  für 
^u  getroffenen  Wahl.  Newton  war  sieli  dieser  Unbestimmtheit  auch 
voll  bewusat'). 

Waren  die  beiden  ersten  Aufgaben,  von  deren  Bearbeitung  in 
der  Methodug  flusionum  wir  bisher  gesprochen  haben,  die  Auffindung 
einer  Fluxionsgleichung,  wenn  die  gegenseitige  Beziehung  der  Fluenten 
zu  einander  —  das  was  wir  oben  Bewegnagsgleicfaung  nannten  — 
gegeben  war,  und  die  Herleitung  der  Bewegungsgleiehung  aus  dor 
Fluxionsgleichung,  so  fordert  die  dritte  Aufgabe  die  Auffindung 
grösster  oder  kleinster  Werthe^),  Eine  Grösse,  welche  Maximum 
oder  Minimum  ist,  sagt  Newton,  kann  in  dem  Augenblicke,  in  welchem 
sie  diesen  besonders  gearteten  Werth  annimmt,  weder  nach  der  einen 
noch  nach  der  anderen  Seite  hin  im  Flusse  befindlich  sein,  denn 
sonst  wäre,  wenn  es  um  ein  Maximum  sich  handelt,  ein  noch  grösserer, 
wenn  es  um  ein  Minimum  sich  handelt,  ein  noch  kleinerer  Werth 
vor  oder  nach  dem  betreffenden  Punkte  vorhanden.  Daraus  ergibt 
sich  die  Noth wendigkeit  die  Flnxion  zu  suchen  und  gleich  Null  zu 
setzen,  und  daraus  eine  Regel,  welche  mit  der  von  Hudde  herrühren- 
den (Bd.  II,  S.  919)  übereinstimme').     Aus 

x^  —  ax^  -\-  axij  —  »/'  =  0 

fo'gt  .  .  .  , 

^x^x  —  'iaxx  -\-  ayx  -\-  axjf  —  ^y  y  ^  0. 

Mittels  x  =  Q  erhält  mau  axfi  —  3j/^ir/=^0,  beziehungsweise  ^i/=ax, 
und  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ursprünglich  gegebenen 
lässt  die  gewünschten  Werthe  von  x  und  y  auffinden.  Ein  Kriterium 
dafür  zu  suchen,  ob  die  ermittelten  Werthe  von  x  und  y  wirklich 
ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum und  welches  von  beiden 
sie  liefern,  fällt  auch  Newton 
noch  nicht  ein. 

Die     vierte    Aufgabe     ist 
diederTangentenziehuug*). 
Bei     ihrer    Betrachtung     hat 
Newton  den  nur  von  Fermat 
fast   verstohlenerweise    angedeuteten    (Bd.  II,    S.  817,   Note  1)   Fort- 
schritt  voUzogeu,   dass    die  Ordinaten   der  Curve   (Figur  31)   nicht 
mehr   senkrecht   zu    den    Abscissen    gezeichnet    sind'')      Wird   die 

')  Opnscula  Newtom  I  79  JIrc  dbtter  mnmmlveite'nänm  est  quod  tntCT  i«- 
finitas  soiuttone^     guihwi  m^tatto  poteit   enodan  etc  *)  Ebend  i  I    S6^88. 

^)  Htnc  dedvci  potesf  notisfima  reguia  Huddemi  ')  Opuwula  Nentoni  1,  88- 
"}  Ordinata  factens  cmgaltim  guemits  datvm  cum  aJia  lecla  AB  qnae  Bali»  est 
vel  Abscissa 
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Ordinate  BD  in  die  unendlich  nahe  Lage  bewegt,  so  dass  sie  um 
die  Augen bliefesveränderung  cd  zunimmt,  wahrend  AB  um  die  Augen- 
blicks Veränderung  Bh  =  De.  wächst,  so  findet  in  Folge  der  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  dcD  und  DBT  die  Proportion  stiitt 

TB:BD  =  De  (oder  Bh)  :  de . 
Die  Beziehung  /.wischen  DB  und  AB  geht  aus  der  Curvengleichung 
hervor.  Aus  ebenderselben  erhält  man  nach  den  Vorschriften  der 
ersten  Aufgabe  das  Verhältniss  der  Fluxionen  von  AB  und  BD,  und 
dieses  Verhältniss  lässt  TB  bei  gegebenem  BD  finden.  Alsdann 
berührt  DT  die  Curve  in  D. 

üeber  die  Inflexion  hatte  Newton  unklare  Vorstellungen^).  Er 
meint  au  einer  Stelle  in  dem  Punkte  D  sei  ein  Uebergang  von  einem 
convexen  zu  einem  concaven  Curventheile^),  wenn  AT  (mithin  auch 
BT  oder  die  Subtangente)  einen  kleinsten  Werth  besitze.  Er  meint 
an  einer  zweiten  Stelle,  im  Inflexionspunkte  sei  die  Neigung  der 
Tangente  zur  Absciase  ein  Maximum  oder  Minimum.  Letztere  Be- 
trachtung ist  ziemlich  richtig,  sofern  das  Maximum  oder  Minimum 
der  ersten  Ableitung  der  Ordinate  nach  der  Abscisse  nur  dann  ein- 
treten kann,  wenn  die  zweite  Ableitung  Null  ist. 

Andere  Methoden  der  Tangentenbestimmung,  acht  an  der  Zühl, 
folgen,  auf  welche  wir  nicht  näher  eingehen. 

In  der  fünften  Aufgabe  wird  die  Gfrösse  der  Krümmung"), 
welche  irgend  eine  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  besitzt,  unter- 
sucht. Kreise,  heisst  es,  hätten  an  allen  Stellen  eine  und  dieselbe 
Krümmung,  und  bei  verschiedenen  Kreisen  stehe  dieselbe  im  reci- 
proken  Verhältnisse  der  Durchmesser.  Eine  andere  Curve,  d,  h.  eine 
solche,  die  kein  Kreis  ist,  kann  in  einem  Punkte  durch  sehr  viele 
Kreise  von  der  concaven  Seite  her  berührt  werden.  Ist  einer  dieser 
Berührungskreise  so  beschaffen,  dass  kein  anderer  innerhalb  dessen 
Contiugenzwinkel  mit  der  Curve  verläuft,  so  könne  man  von  ihm 
sagen,  er  habe  im  Berührungspunkte  die  gleiche  Krümmung  wie  die 
Ourve,  sein  Mittelpunkt  sei  dann  Krümmungsmittelpunkt,  sein 
Halbmesser  Krümmungshalbmesser  der  Curve*).  Dieser  sei,  heisst 
es,  das  zwischen  dem  Krümmungsmittelpunkte  und  der  Curve  ge- 
legene Stück  der  zur  Curre  senkrecht  gezogenen  Geraden.  Ziehe 
man  in  drei  Curvenpunkten  Senkrechte  zur  Curve,  so  schneidet  die 
Senkrechte  im  mittleren  Curvenpunkte  die  beiden  anderen  in  zwei 
Punkten,  die  um  so  naher  zusammenfallen,  je  näher  die  Curvenpunkte 

')  Opuscula  Newtoni  I,  91  und  lO.B,  *)  piiruiuni  guod  separat  piirkm  con- 
Uxam  a  concaea.  ^  Ebenda  I,  104—125:  Quantitas  cm-vatttrae.  ')  Cm- 

tnim  citrvaturcte,  radiux  cirvaturae. 
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bei  einander  liegen.  Werden  die  drei  Cnrvenpunkte  zn  einem,  die 
drei  Senkrechten  mithin  auch  zu  einer,  so  ist  nur  ein  Durchschnitts- 
punkt der  Senkrechten  vorhanden,  und  dieser  ist  der  Krümmungs- 
mittelpunkt,  was  von  selbst  offen- 
bar ist^).  Newton  geht  sodann 
zur  Bestimmung  des  Krämmungs- 
halbmesserg  über.  Die  Curve 
ADd  (Figur  32)  ist  auf  die  AV 
acisse  ÄI}  =  x  und  die  zu  ihr 
senkrechte  Ordinate  BI)  ^=  y  be- 
zogen. TD  ist  die  Berührungs- 
linie  in  Z>,  DC  und  dC  sind  un- 
endlich nahe  bei  einander  liegende 
Senkrechte  zur  Curve,  die  im 
Krümmungsmittelpunkte  C  ein- 
ander schneiden.  Cij  ist  ein  auf  der  Ordinate  von  (J  beliebig  an- 
genommenes und  als  Längeneinheit  gewähltes  Stück.  Die  übrigen 
Stücke  der  Figur  bedürfen  keiner  besonderen  Erläuterung,  da  der 
Augenschein  zeigt,  welche  Geraden  der  Abscisae,  welche  der  Ordinate 
parallel  laufen.     Die  Proportion  ergibt  sich  leicht 

Cff :  t,d  =  BT:BB  =  Dc:de  =  x:y, 

denn  es  mi  De  die  Augenblicksveränderung  x  ■  o  der  Äbseisse,  de 
die  y  ■  0  der  Ordinate,  und  diese  Augenblicks  Veränderungen  verhalten 
sich  wie  die  Fluxionen.  Setzt  man  ausser  Cg  =  1,  was  schon  aus- 
gesprochen worden  ist,  noch  gd  =  ^,  so  ist  aus  jener  Proportion 
1  :  s  =^  x:y,  d.  h.  s^  ^.  Der  (Jebergang  von  B  zum  benachbarten 
Punkte  d  lasst  df  als  Augenblicksveränderung  von  z,  d.  b,  als  i  -  o  er- 
kennen.   In  dem  bei  (ü  rechtwinkligen  Dreiecke  Dt^i^  ist  (i6^  =  Z*t-«F, 


mithin  eF  =  ■= 


-  J*!:." 


,  und 


Ferner  verhält  sich 

df:  DF  =  Cff  :  CG    oder  s  •  o  :  ^1±^-  - 


und  somit  hat  man  CG  = 


Des  Weiteren  ist 


GB:CG  =  ög:C<j  oder  GB  = 


')  Quod  per  se  patet. 
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Man  sucht  aber  CD,  und  zu  dessen  Auffindung  dient 

Newton  wählt  nunmehr  -e  als  Fluxionseinheit.   Dadurch  wird  c  =  ''  =  j/ 


„iid   cjß  =  (^--)' (1  +  ^0  un<i   ''^  =  ---r    ■ 

Das  Interessanteste  an  der  ganzen  Entwicklung  ist  oft'enbar  die  Dar- 
stellung des  Fluxionsquotienten  -  durch  eine  Strecke  z,  welche  es 
möglich  macht,  die  Fluxion  des  Fluxionsquotienten  in  Rechnung  zu 
bringen. 

Vergleicht  man  die  Betrachtungen  (S.  142^143),  welche  Hujgens 
bei  Aufsuchung  des  Krümmungshalbmessers  anstellte,  so  ist  anzu- 
erkennen, dass  Newtons  Weg  ein  durchaus  anderer,  und  zwar  der 
gangbarere  war,  ganz  abgesehen  davon,  dass  Huygena  an  Krflmmungs- 
verhältnisse  nicht  dachte,  sondern  nur  darin  mit  Newton  überein- 
stimmte, dass  er  die  Entfernung  eines  Curvenpunktes  von  dem  Punkte 
suchte,  in  welchem  zwei  consecutive  Normalen,  deren  eine  die  an  den 
betreffenden  Cnrvonpunkt  ist,  einander  schneiden. 

Um  so  auffallender  ist  die  ungemeine  Aehnlichkeit  zwischen  den 
weiteren  Folgerungen  beider  Schriftsteller.  Newton  sucht  als  Beispiel 
für  seine  Regel  den  Knimmunggmittelpunkt  der  Hyperbel,  der  Cissoide, 
der  Conchoide,  der  Troehoide,  welche  letztere  auch  Oycloide  heisse. 
Bei  letzterer  bemerkt  er  plötzlich')  das  Vorhandensein  der  Curve  der 
Kr ümmungsmitteip unkte,  weiche  selbst  eine  Cycloide  sei.  Er  be- 
merkt, dass  die  Normalen  an  die  eine  Cycloide  Berührangslinieu  der 
anderen  sind.  Er  dreht  die  Figur  um,  so  dass  die  Cycloiden  ihre 
Wölbung  nach  unten  haben.  Er  bildet  eine  eyeloidale  Pendelvomch- 
tung.  Er  benutzt  die  Pendelfigur  zur  Rectification  der  Cycloide,  er 
spricht  davon,  dass  der  Pendelfaden  um  die  obere  Cycloide  sich 
herumwickle^).  Er  wählt  alsdann  andere  Curven  als  Beispiel,  Von 
einer  Curve  der  Krümmungamittelpunkte  ist  bei  ihnen  keine  Rede, 
aber  in  einem  Anhange  von  wenigen  Zeilen,  welchen  wir  deshalb 
vollständig  mittheilen,  kommt  er  auf  die  Frage  zurück. 

„V,  Den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zu  bestimmen,  oder 
die  Cnrve  zu  beschreiben,  auf  welcher  dieser  Mittelpunkt  sich  immer 
befindet.  Wir  haben  oben  gezeigt,  dass  der  Kriimmungsnaittelpunkt 
der  Troehoide  immer  auf  einer  anderen  Troehoide  gefunden  wird. 
Nicht   anders  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Parabel  auf  einer 

')  Opusevia  Newtoni  I,  112—114,  *)  Toliiiii  jilum  eiruitmvulutwa  fuit  tro- 
choidis  pet-imetro. 

CiHTOB,  OoBOhicMi;  dor  Mothomatik    III    1,    S,  Aufl.  12 
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anderen  Parabel  aber  zweiten  Geachlecbtes,  welche  dareh  die  Gleichung 
ax^  =  y^  ausgedrückt  wird,  wie  die  Rechnung  leicht  zeigt"^) 

Wir  verweisen  unsere  Leser  auf  den  Bericht  über  den  dritten 
Theil  des  Horohgium  osciUatorium  (S.  140^143)  und  knüpfen  daran 
die  Frage,  ob  es  denkbar  ist,  dasa  hier  lauter  zufällige  Ueberein- 
stimmungen  uns  entgegentreten?  Newton  sollte  ganz  zufällig  nur  bei 
-  den  beiden  Curven,  welche  Huygens  genauer  behandelte,  die  Gleichung 
der  Krümmungsmittelpunktscurven  gesucht  haben?  Er  sollte,  während 
nirgend  sonst  in  der  Methodus  Fluxionum  von  einem  Pendel  die  Eede 
ist,  grade  auf  die  ejcloidale  Vorrichtung  verfallen  sein,  auf  das  Her- 
nmwickeln  des  Fadens  (ßiim  ärannvolutum)?  Er  sollte  ganz  von 
selbst  in  der  zehnten  Aufgabe,  beliebige  Curven  zu  finden,  deren 
Länge  in  einem  geschlossenen  Ausdrucke  darstellbar  sei*),  gleich 
Huygens  die  Evoluten  bekannter  Curven  gesucht  haben  und  diese  als 
rectificirbar  bezeichnen? 

Uns  kommt  ein  solcher  sich  fortsetzender  Zufall  als  mehr  als 
überraschend  vor.  Wir  können  die  Vermuthung  nicht  unterdrücken, 
Newton  habe  diese  Stellen  der  Methodus  fluxionum  erst  geschrieben, 
nachdem  er  das  Horologium  osciUatorium  gelesen  hatte,  und  ein  wei- 
terer gewichtiger  Grund  für  diese  Annahme  wird  uns  im  90.  Kapitel 
bekannt  werden.  Nun  erhielt  aber  Newton  das  Horologium  osciUa- 
torium von  dessen  Verfasser  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  des 
Werkes.  Der  Dankbrief  Newtons  vom  23.  Juni  1673  hat  sich  er- 
halten^), und  einige  darin  ausgesprochene  Bemerkungen  über  be- 
stimmte Stellen  beweisen,  dass  das  Buch  nicht  ungelesen  in  Newtons 
Besitze  war. 

Wenn  wir  ako  auch  weit  entfernt  davon  sind,  behaupten  zu 
wollen,  Newton  habe  die  Methodus  Fluxionum  von  1671  nochmals 
ganz  umgearbeitet,  so  kommen  wir  doch  zu  der  Ueberzeugung,  jene 
Abhandlung  habe  eine  theilweise  Umarbeitung  nach  1673,  als 
dem  Jahre,  in  welchem  das  Horologium  osciUatorium  im  Drucke  er- 
schien, ezfahren.  Wie  viel  spater  als  1673  die  Verändeningen  vor- 
genommen wurden,  wie  weit  sie  sich  erstreckten,  darüber  ist  uns  jede 
Auskunft  unmöglich  und  nur  eine  Folgerung  bleibt  bestehen:  wenn 
die  Methodus  änxionum  nach  1671  Veränderungen  erfuhr,  so  fällt 
damit  ihre  Beweiskraft  für  das  Wissen  Newtons  in  jener 
frühen  Zeit. 

Wir  müssen  suchen,  andere  zuverlässigere  Zeugnisse  uns  zu  ver- 
schaffen, Sehriffettücke,   welche  mit  Zeitangabe  versehen,   früh  genug 

')  Opmcnla  Neivtom  I,  123—124.  '}  Ebenda  I,  173— 1H5,  "j  Hujgens, 
üeuvreB  VII,  32ö. 
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aus  Newtons  Händen   in  die   anderer  Gelehrten   Übergingen,  um   die 

Bürgschaft   zu   gewähren,    dass    sie    so    geblieben  sind,    wie  sie  von 
Anfang  an  gesehrieben  waren. 


90.  Kapitel. 
Newton  und  Leilmiz  bis  1687. 

Mit  dem  Vorbehalte  gleich  wieder  auf  frühere  Zeiten  zurückzu- 
greifen, beginnen  wir  mit  einem  Bruchstücke  eines  Briefes,  den  Leibni/. 
am  12.  Mai  1676  von  Paris  aus  an  Oldenburg  schrieb '^).  Von  Infini- 
tesimalrechnung ist  zwar  darin  nicht  die  Rede,  aber  Leibuiz  er- 
kundigte sich  hier  zum  ersten  Male  nach  den  von  den  Eng- 
ländern benutzten  Methoden. 

Ein  in  Geometrie  und  Analyais  wobt  bewanderter  Däne,  Georg 
Mohr,  war  über  England  nach  Paris  gekommen  und  hatte  Leibniz 
mitgetheilt,  Collins  sei  in  Besitz  der  Reihenentwicklungen 

aresin  x  =  x  --\-  ,.  ^^  -j-  rr.x''  -\-  tt^  x''  -j-  -'--.-  x^  +  ete, 
und 

sin  ^  =  :.  -  -6--*'  +  F2Ö'^  -  ö^i*'  +  ^**'- 
Leibniz  fragt  nach  dem  Beweise  dieser  Sätze.  Er  selbst  habe,  wie 
aus  seinen  früheren  Briefen  an  Oldenburg  erhelle,  Aehnliches  gleich- 
falls ohne  Beweis  schon  längere  Zeit  im  Erwägung  gezogen.  Er 
schreibe  gegenwärtig  seine  Beweise  auf  und  werde  sie  gegen  Ein- 
sendung der  englischen  Beweise  an  Oldenburg  gelangen  lassen. 

Oldenburg  antwortete*)  am  26.  Juli  1676,  Zunächst  gab  er  Aus- 
kunft über  die  Coefficienten  der  Arcussinusreihe,  dann  über  einige 
andere  Reihen.  Er  erzählte  weiter  als  vorläufig  wissenswürdig,  dass 
Newton  ihm  und  Collins  unter  dem  10.  December  1672  eine  Methode 
der  TangentenzJehung  an  geometrische  Gurven  mitgetheilt  habe,  welche 
ihren  Ausgang  von  der  Gleichung  zwischen  Abscisse  und  Ordinate 
der  Curve  nehme.  Eigentlich  sei  es  nur  ein  Zusatz  zu  einer  all- 
gemeinen Methode,  welche  ohne  beschwerliche  Rechnung  nicht  nur  das 
Tangentenproblem  in  grösster  Allgemeinheit  erledige,  sondern  auch 
andere  verborgene  Probleme  über  die  Art  wie  Curven  gebogen  sind^), 
über  Flächeninhalte,  Längen,  Schwerpunkte  u.  s.  w.  Die  Methode, 
so  fahre  Newton  fort,  sei  nicht  gleich  Huddes  Methode  der  grös-^ten 
und  kleinsten  Werthe  oder  De  Sluses  Tangenten methode  auf  Glei- 
chungen  beschränkt,    in   welchen   Irrationalitäten   nicht   vorkommen. 

')  Leibniz  I,  88.  ')  Ebenda  I,  88—89,  ■')  lle  can-arum  jkxii. 
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Das  ist  Alles,  was  Oldenburg  an  Leibniz  Über  jenen  Newtonschen 
Brief  vom  10.  December  1072  schrieb.  Von  einem  bestimmten  Bei- 
spiele vollends  ist  durchaus  nicht  die  Rede. 

Gehen  wir  nun  zu  Newtons  Brief  selbst  zurück,  zu  dem  Tan- 
gentenbrief von  1672,  wie  wir  ihn  (S.  167)  genannt  haben.  Er 
ist  seit  1712  dem  Drucke  übergeben^),  und  wir  werden  ihn  nament- 
lich in  der  Richtung  zu  durchmustern  haben,  ob  und  was  er  allen- 
falls mehr  enthielt,  als  was  schon  in  der  Änalysis  per  aeguationes 
gestanden  hatte,  ob  er  etwa  den  Inhalt  der  Mefhodus  fluxiomim  an- 
deutete? AVas  tinden  wir  nun?  Versprechungen,  was  mittels  der 
neuen  Methode  geleistet  werden  könne,  welche  Oldenburg  zum  Zwecke 
seiner  Mittheüung  an  Leibniz  fast  wörtlich  abschrieb!  Oldenburg 
veränderte  nur  ein  Wort,  wo  es  um  die  Krümmimgs Verhältnisse  sieh 
handelte.  Er  schrieb  de  curvarum  fhxu,  wahrend  Newton  de  ctirvi- 
tatihus  gesagt  hatte.  Ausserdem  findet  sich  im  Tangentenbriefe  ein 
einziges  Beispiel.     Es  lautet  folgendermassen.     Sei 

x^  —  2x^y  +  bx^  —  Vx  +  ?,j/=  —  »^  =  0 
die  vorgelegte  Curvengieichung.  Man  soll  ihre  Glieder  mit  irgend 
einer  arithmetischen  den  Abmessungen  von  y  gemäss  verlaufenden 
Zahlenreihe  multipliciren  ^),  etwa  mit  0,  1,  0,  0,  2,  3,  dann  mit  einer 
anderen  den  Abmessungen  von  x  sieh  anschliessenden,  etwa  mit  3,  2, 
2,  1,  0,  0.  Das  erste  Produkt  werde  der  Zahler,  das  zweite,  nachdem 
man  es  zuvor  durch  x  dividirt  habe,  der  Nenner  eines  Bruches  sein, 

der  die  Subtangente   darstelle.     Diese  sei  also  „--, — /— '— n   «v -ri' 

o  3x' —  ia;y -i- ibcc  ~  b' 

Das  Ergebniss  unserer  Durchmusterung  ist  also:  kein  Kunstausdruck, 
keine  Bezeichnung,  keine  Curvengieichung  mit  Irrationalitäten  oder 
mit  in  einem  Nenner  auftretenden  Unbekannten,  überhaupt  ein  kaum 
nennenswerther  Fortschritt  über  das  hinaus,  was  die  von  Newton 
erwähnten  Schriftsteller  längst  geleistet  hatten;  insbesondere  Hudde 
hatte  bei  seinem  Verfahren  zur  Bestimmung  grösster  und  kleinster 
Werthe  nahezu  Uebereinstimmendes  gelehrt. 

Wir  haben  (S.  167)  bemerkt,  es  sei  nichts  weniger  als  aus- 
gemacht, dass  Tschirnhaus,  als  er  im  Spätjahr  1675  zu  Leibniz  kam, 
den  Tangentenbrief  kannte,  aber  möge  er  sogar  eine  Abschrift  davon 
besessen  und  diese  Leibniz  zur  Verfügung  gestellt  haben,  lernen 
konnte  Leibniz  daraus  so  gut  wie  nichts,  lernen  auch  nicht  aus  dem 
Briefe  Oldenburgs  vom  26.  Juli  1676.  Er  konnte  höchstens  die  An- 
regung finden,  nun  auch  seinerseits  nach  einem  Verfahren  zu  forechen, 

')  Oowmere.  epiatol.  pag.  H3— 84.  Vgl.  auch  Opvmida  Newtoni  1,  207—298. 
')  Multipliea  aequationü  terminos  per  quamlibet  progressioncm  arithineticam  juaia 
dimenmonea  y. 
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welches  durch  Irratioualitilten  in  der  Curvengleichuiig  nicht  in  seiner 
Äimführbarkeit  behindert  werde. 

Nun  lag  allerdings  dem  Briefe  Oldenburgs  vom  26.  Juli  1676 
ein  langer  für  Leibni«  bestimmter  Brief  Newtons  bei^).  In  diesem 
Briefe,  von  welchem  schon  (S.  79)  die  Bede  war,  und  den  man  nicht 
mit  demjenigen  vom  24.  October  1676  (S.  67)  verwechseln  darf,  gab 
Newton  das  Gesetz  seiner  Binomialreihe  an,  gab  er  seine  numerische 
Gleiohungsauflösung,  seine  Darstellung  der  einen  Unbekannten  einer 
Bwei  Unbekannte  enthaltenden  Gleichung  in  Gestalt  einer  nach  Po- 
tenzen der  anderen  fortschreitenden  Reihe.  Er  gab  auch  einige 
durch  Reihen  vollzogene  Rectificationen  und  Quadraturen,  aber  überall 
wurden  nur  Ergebnisse  mitgetheilt.  Von  Ableitungen  oder  Beweisen 
ist  nichts  zu  finden.  Das  Wie  der  Ermittelung  zu  beschreiben,  meint 
Newton,  wäre  allzu  weitläufig*).  Leibniz  beantwortete  die  Briefe 
Oldenburgs  und  Newtons  am  27.  August  1676  und  auch  von  diesem 
Antwortschreiben')  war  (S.  79)  die  Rede.  Wir  erörtei'ten  damals, 
dass  in  Leibnizens  Briefe  die  Transmutation  eine  Rolle  spielte, 
d.  h.  eine  Quadratur,  welche  Flächenelemente  von  einer  gewissen 
Gestalt  durch  solche  von  anderer  Art  ersetzte,  aber  dass  Leibniz  sehr 
deutlich  gesprochen  hätte,  kann  kein  Mensch  behaupten,  und  wenn 
mit  unendlich  kleinen  Strecken  ß  gerechnet  wurde,  so  lag  darin  nichts 
irgend  Neues. 

Nur  eine  Stelle  des  Briefes  mochte  Newton  auffallen.  Dort 
hiess  es*):  „Wenn  Ihr  sagt,  die  meisten  Schwierigkeiten  liessen  sich 
durch  unendliche  Reihen  erledigen,  so  will  mir  das  nicht  recht 
seheinen.  Vieles  Wunderbare  und  Verwickelte  hängt  weder  von  Glei- 
chungen noch  von  Quadraturen  ab.  So  z.  B.  die  Aufgaben  der  um- 
gekehrten Tangentenmethode,  von  welchen  auch  Descartes  eingestand 
dass  er  sie  nicht  in  seiner  Gewalt  habe."  Leibniz  nannte  als  beson- 
deres Beispiel  die  Beaune'sche  Aufgabe  (Bd.  II,  S.  856).  Was 
Descartes  und  Beaune  nicht  hätten  leisten  können,  das  habe  er, 
Leibniz,  mit  Hilfe  einer  gewissen  Analysis  innerhalb  einer  Stande 
vollendet,  ,Jch  gestehe  jedoch,  fuhr  er  dann  fort,  dass  ich  noch  nicht 
erreicht  habe,  was  auf  diesem  Gebiete  wünschenswerth  ist,  wiewohl 
ich  weiss,  dass  es  von  höchstem  Gewichte  wäre." 

Vielleicht  grade  mit  Rücksicht  auf  diese  Aeusserung  sprach 
Newton  am  26.  October  1676  an  Oldenburg  von  Leibnizens  treff- 
lichem Briefe''),  suchte  er  am  8.  November  CoUins  zu  über 


')  Opuscula  Netvtoni  I,  307—322  und  Leibni?,  I,  100—113.  ")  Qmmoäo 
delermitKmtur  nimis  longum  foret  ilescrilerc  (Leibniz  I,  106,  Opusimla  New- 
toni  I,  314).  =)  Leibnia  I,  114—132.  *)  Ebendiv  I,  121-122.  *)  Edleaton, 
Con-esponrfctice  of  Sir  Isaac  NetJiton  and  Professor  Cotes,  pag.  257:  excellent  htter. 
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(iass  Leibnizena  Methode  weder  allgemeiner  noch  leichter  sei,  als 
seine  eigene^). 

Aber  in  zwischen  war  Leibniz  in  London  gewesen,  wo  dieser 
sein  zweiter  Aufenthalt  etwa  acht  Tage  währte.  Leibniz  hat  damals 
CoUins  keanen  gelernt,  und  es  ist  zu  vermnthen,  dass  es  bei  dieser 
Gelegenheit  war,  dass  er  die  Analysis  per  aequationea  las  und  die 
Aufzeichnungen  sich  machte,  welche  imter  der  Ueberschrift  „Aus- 
züge aus  einer  handschriftlichen  Abhandlung  Newtons"^) 
in  Leibnizens  Nachlasse  gefunden  worden  sind.  In  diesen  Aufzeich- 
nungen ist  namentlich  der  Abschnitt  De  resolutione  aequationum  affecta^ 
mm,  also  die  Darstellung  von  y  in  einer  nach  Potenzen  von  x  ge- 
ordneten Reihe  unter  Zugi'undetegung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  »/  in  einem  Maasse  berücksichtigt,  dass  man  fast  von  einer  Ab- 
schrift sprechen  kann.  In  denselben  Aufzeichnungen  kommt  das  am 
29.  Oetober  1675  erfundene  Integralzeichen  (S.  166)  vor.  Es  ist 
nicht  ersichtlich,  wann  anders  als  während  des  zweiten  Londoner 
Aufenthaltes  Leibniz  den  handschriftlichen  Aufsatz  Newtons  zur  Ver- 
fügung gehabt  haben  sollte. 

Eines  dürfen  wir  dabei  hervorheben:  dass  Collins  die  Sache 
jedenfalls  sehr  unverfänglich  fand,  denn  in  einem  Briefe  an  Newton 
vom  März  1677,  in  welchem  Einzelheiten  über  Leibnizens  Besuch 
mitgetheilt  sind'),  steht  nichts  davon,  dass  er  sich  die  Analysis  per 
aequationea  genau  angesehen  habe.  Ebenso  war  gewiss  Leibniz  seibat 
sich  keines  TJnterschleifes  oder  Unrechtes  irgend  einer  Art  bewussfc, 
welches  er  mit  Anfertigung  des  Auszuges  begangen  haben  könnte, 
denn  sonst  hätte  er  ihn  sicherlich  nicht  aufbewahrt,  nachdeni  ein 
heftiger  Streit  grade  über  die  Erfinderrechte  am  neuen  Algorithmus 
sieh  erhoben  hatte. 

Leibniz  war  nämlich  so  ganz  heikel  nicht  bei  Anwendung  von 
Mitteln,  welche  in  einem  Streite  gute  Dienste  leisten  können.  Der 
XVII.  Abschnitt  wird  uns  nöthigen,  von  beiden  grossen  Männern, 
von  Leibniz  wie  von  Newton,  Dinge  zu  erzählen,  welche  der  blosse 
Bewunderer,  wenn  er  nicht  die  Pflichten  des  Geschichtsschreibers  zu 
erfüllen  hätte,  am  liebsten  verschwiege  und  jetzt  schon  müssen  wir 
auf  Eines  aufmerksam  machen.  Wir  haben  (S.  167)  von  einem 
Aufsatze   vom   11.  November   1675  gesprochen,  in   welchem   Leibniz 

/  yäy  =  2  geschrieben  hat,  mithin  derjenigen  Bezeichnung  sich  be- 
diente, welche  seitdem  die  mathematische  Welt  erobert  hat.  Mit 
der   Datirung    dieses   Aufsatzes    ist   ein    Pälschungsversuch 

•)  Bdleston   pag.    SXVIII,  *)  Leibnix    I,    7:    ExcerpUi   ex    tractatu 

NewUmi  Mse».  ')  Ebenda  I,  147  flg. 
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vorgenommen  worden').  Man  hat  aie  in  1G73  nmäiidern  wollen. 
Der  obere  Zug  der  5  ist  wegradirt  und  dafür  mit  schwärzerer  Tinte 
der  obere  Zug  von  3  gesetzt  worden.  Man  wird  schwerlich  gegen 
einen  Anderen  als  gegen  Leibniz  selbst  den  Vorwurf  dieser  versuchten 
Kiickdatirung  erheben  können. 

Aber  dass  man  die  Veränderung  erkannte,  zieht  noch  zwei  Folge- 
rungen nach,  welche  wir  auszusprechen  nicht  unterlassen.  Erstens 
wird,  nachdem  die  einmal  versuchte  Äendemng  beobachtet  war,  sicher- 
lich auch  den  übrigen  vorhandenen  Jahreszahlen  nochmalige  Beach- 
tung gewidmet  worden  sein,  und  der  Mangel  jeder  Bemerkung  über 
sie  beweist  ihre  volle  Unanfechtbarkeit.  Zweitens  bestätigt  die 
Äenderung  von  5  in  3  die  nicht  mehr  zu  bezweifelnde  Echtheit  der 
ersteren  Zahl.  Am  11.  November  1675,  das  steht  nunmehr  fester 
als  je,  war  Leibniz  im  Besitze  seiner  Bezeichnung. 

Eine  der  Aufgaben,  welche  er  damals  löste,  und  zwar  deren  erste, 
war  die  Auffindung  der  Corve,  deren  Subnormale,  wie  wir  heute  sagen, 
der  Ordinate  umgekehrt  proportional  sei.  Die  Subnormale  nennt 
Leibniz  w,  die  Subtangente  (,  die  Differenz  zweier  nächster  Abseissen 
3   (anstatt   des   späteren    dx).     Er   weiss   aus   früheren   Versuchen^), 

dase  jwz=^-  ■,  was  seine  Richtigkeit  hat.  Die  Subnormale  ist  ja 
y  ■  y' ,  also  /  wz  =  /  yy' äx  =  /  ydy  =  •  Nun,  schliesst  Leibniz 
weiter,  müsse  ws  ^^  d(  \  ^=  y  sein,  indem  er  den  Paktor  dy  ent- 
weder einfach  vergaag,  was  keinesfalls  unmöglich  ist,  oder  aber  ihn 
als  Einheit  betrachtete.  Der  Voraussetzung  gemäss  solle  w  ^  —  sein, 
folglich  erhalte  man 


ind  , 


./^=/r, 


die  links  stehende  Summe  sei  x  (d.  h.  /i?.r  =  jj,  die  rechtsstehende 
^— ,  folglich  sei  x  =  - A—  die  Gfleiehung  der  gesuchten  Curve.  Leibniz 
macht  sofort  die  Probe  auf  seine  Rechnung.  Er  ermittelt  von  der 
Curvengleiehuug  y'=  Sahx  ausgehend  die  Subtangente  t=  i,  wozu 
er  der  Methode  von  De  Sluse  sich  bedient.  Allgemein  ist  aber 
t:y=^y:  w     (ä.  h,  ^j.  :  y  =  y  :  yy''j . 

')  C,  J,  Gerhardt,  Uie  Entdeckung  der  höheren  Analysis.     S.  isa  Fuss- 
note.        ")  Cowstot  ex  alibi  a  ine  Aemonalratia. 
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Für  die  untersuchte  Curve  ist  daher   ■ ,  -.ii^iiiiv,  w;  =  —  wie  ver- 
ab    -^       ■'       ^  y 

langt  war^).     Dieses  eine  Beispiel  möge  erkennen  lassen,  wie  Leibuia 

damals,  Ende  1675,  inverae  Tangentenaufgaben  behandelte. 

Wir  kehren  zu  dem  Ende  des  zweiten  Londoner  Aufenthaltes 
von  Leibuiz  zurück.  Auf  der  Heimreise  nach  Hannover  hielt  er  sich 
bei  Hudde  in  Amsterdam  auf  und  schrieb  über  die  mit  diesem  ge- 
pflogenen Unterredungen  einen  an  Oldenburg  gerichteten,  mittelbar 
auch  für  CoUins  und  Newton  bestimmten  Brief.  Letzterer  insbesondere 
erhielt  ihn  in  Gestalt  einer  durch  CoUins  besorgten  Abschrift^). 
Leibniz  erzählte  hier,  Hudde  besitze  eine  bessere  Tangentenmethode 
als  De  Sluse.  Er  zeigte  auch,  wie  zwischen  der  Subtangente  und 
der  Abscisse  eine  Gleichung  ermittelt  werden  könne,  welche  die  Or- 
dinate nicht  mehr  enthalte,  mit  anderen  Worten  er  lehrte  die  Elimi- 
nation einer  Unbekannten  zwischen  zwei  Gleichungen,  in  deren  einer 
mindestens  sie   als  Potenz  höheren  als  des  ersten  Grades  vorkommt. 

Newton  schuldete  Leibniz  noch  immer  eine  Antwort  auf  dessen 
Brief  vom  27.  August  1676.  Er  schrieb  sie  am  24  October,  und 
gemeiniglich  bezeichnet  man  diese  Antwort  als  zweiten  Brief 
Newtons  an  Leibniz,  während  unter  dem  ersten  Briefe  der  vom 
26.  Juli  (S.  180)  verstanden  wird.  Auch  für  den  zweiten  Brief  diente 
Oldenburg  als  Mittelperson,  aber  dieser  konnte  ihn  nicht  mehr  per- 
sönlieli  übergeben,  denn  Leibniz  war  schon  wieder  abgereist,  als 
der  Brief  in  London  ankam.  Man  muss  damalige  Postverhältnisse 
weder  der  Schnelligkeit  noch  der  Sicherheit  der  Beförderung  nach 
mit  heutigem  Maassstabe  messen.  Oldenburg  fühlte  sich  berechtigt, 
den  Brief  nicht  sofort  nachzuschicken.  Er  hob  ihn  sorgfältig  auf, 
fertigte  eine  Abschrift  und  liess  auch  diese  erst  am  2.  Mai  1677  ab- 
geben, nachdem  sich,  wie  er  in  dem  Begleitbriefe  sagte'),  eine  sichere 
Gelegenheit  zur  Ueberaendung  gefunden  hatte.  In  dem  zweiten 
Briefe*)  äusserte  sich  Newton,  wie  wir  wissen  (S,  69 — 71  u.  S.  107), 
über  die  Art  und  Weise,  wie  er  zum  Binomialtheorem  gelangt  war, 
und  über  sein  Parallelogramm.  Ueber  andere  Theile  des  ausser- 
ordentlich langen  Briefes  haben  wir  jetzt  zu  berichten. 

Die  Absicht  Newtons  war  offenbar  die,  sich  jetzt  die  Priorität 
der  Fluxionsrechung  au  sichern,  und  er  führte  sie  aus,  indem  er 
sagte,  seine  Tangentenmethode  stosse  sich  nicht  an  Irrationalitäten; 
ebenso  wenig  störe  ihn  deren  Vorkommen  bei  Aufgaben  über  grösste 
und  kleinste  Werthe,   ebenso   wenig  bei   einigen  anderen   von    denen 

')  C.  J.  Gerhardt,  Die  Entdeokunj,'  dor  höheren  Analjsis  S.  132—133. 
»)  Leihniz   I,  147  —  149.  ')   Ebenda,  I,  151,  ')   Ebenda  I,   12'2  — 146. 

Opuscula  N&Btoni  I,  328—357, 
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er  nicht  rede.     Die  G-rmidlage   des  Verfahrens  verberge  sich   in  fol- 
i  Buchstaben: 


Ga,  2c,  d,  a,  e,  13e,  2f,  1i,  ?.l,  ^n,  Ao,  Aq,  2r,  4s,  St,  12i',  x. 
In  späterer  Zeit  hat  man  erfahren,  dieses  Anagramm  bedeute:  Data 
aequatione  quotcumque  flitcntes  quantitates  involvcnle,  fluxiones  invenirc 
et  vice  versa,  ans  einer  beliebig  viele  Fluenten  enthaltenden  Gleichung 
die  Fluxionen  zu  finden  und  umgekehrt.  Ein  Kvreites  Anagramm 
fand  sich  gegen  Ende  des  Briefes.  Dort  behauptete  Newton  die 
inversen  Tangentenprobleme  zu  beherrschen.  Er  bediene  sieh  dazu 
zweier  Methoden,  welche  ans  folgenden  Buchstaben  bestehen.  Und 
nun  kamen  "abermals  zahlreiche  Buchstaben,  deren  Vereinigung  zu 
Worten  später  bekannt  geworden  ist.  Sie  lautet:  üna  meihodus  co}i- 
sisUt  in  ex^acUone  fluentis  quoMtitaUs  ex  aequatione  simtd  involvente 
flttxionem  ejus;  altera  tantum  in  assumptione  seriei  pro  quanUtate  qua- 
libet  incognita,  ex  qua  cetera  commode  derioari  possint,  et  in  coUatione 
terminorwa  homologorum  aequadonis  residtardis  ad  eruendos  terntinm 
assumpiae  seriei.  Die  eine  Methode  besteht  in  der  Herausziehung 
der  Fluente  aus  einer  Gleichung,  welche  daneben  auch  ihre  Pluxion 
enthält,  die  andere  in  der  Annahme  einer  Reihe  für  jede  Unbekannte, 
woraus  das  Uebrige  leicht  abzuleiten  ist,  und  in  der  Vergleichung 
der  einander  entsprechenden  Glieder  des  Ergebnisses,  um  daraus  die, 
Glieder  der  angenommenen  Reihe  zu  ermitteln. 

Zieht  man  in  Erwägung,  dass  Fluens  und  Fluxio,  ersteres  selten, 
letzteres  überhaupt  noch  nie  in  einer  mathematischen  Schrift  ge- 
braucht worden  waren,  und  dass,  was  man  mit  ihnen  machen  sollte, 
mit  einziger  Ausnahme  der  zuletzt  angerathenen  Methode  der  unbe- 
stimmten Coeflici eilten,  auch  aus  dem  voll  und  unzerlegt  angegebenen 
Wortlaute  beider  An^ramme  kaum  zu  verstehen  gewesen  wäre,  so 
gewinnen  beide  nur  die  Bedeutung,  welche  wir  ihnen  beilegten. 
Während  sie  für  Leibniz  ohne  jeglichen  Nutzen  waren,  sollten  sie 
künftig  die  Selbständigkeit  von  Newtons  Erfindungen  mit  sichernder 
Zeitangabe  versehen.  Wir  machen  dabei  besondere  darauf  aufmerk- 
sam, dass  in  den  Anagrammen  von  einer  Bezeichnung,  einem  eigent- 
lichen Algorithmus,  nicht  die  Rede  war.  Das  lässt  sich  nicht  anders 
deuten,  als  dasa  Newton  diese  Dinge  nicht  für  wichtig  genug  hielt, 
um  auch  ihren  Besitz  sich  zu  sichern. 

Gehen  wir  noch  auf  Eines  ein,  was  hochwichtig  für  die  Ge- 
schichte der  Infinitesimalrechnung  in  dem  nicht  in  Anagrammen  ge- 
sehriebenen  Texte  des  Briefes  vorkommt.  Ist  s  die  Abscisse,  y  die 
senkrecht  zu  z  angenommene  Ordinate  einer  Curve,  und  heisst  die 
Gleichung  der  Curve  y  =  dz^{c  -\-  />')*,  und  ist  — -^—  =  r,  so  stelle 
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belmuptefc  Newton  unmittelbar  nach  dem  ersten  Anagramme'),  die 
Fläche  der  Curve  sich  durch  eine  Reihe  dar,  deren  Anfangsglieder 
er  angibt,  und  welche  als  geschlossener  Ausdruck  erscheine,  sofern  r 
eine  ganze  positive  Zahl  sei;  anderenfalls  sei  die  Reihenentwickelung 
eine  unendliche.  Wir  wollen  unseren  Lesern  das  Verständniss  des 
Satzes  dadurch  erleichtern,  dass  wir  ihn  in  Zeichen  der  Integral- 
rechnung schreiben  und  dabei  den  Buehataben  d,  welchen  wir  für 
das  Differential  von  z  nicht  entbehren  können,  mit  a  vertauschen. 

Newton  sagt  alsdann:  jaz^  {e-\-fz''')'-dz  lasse  sich  in  eine  Reihe 
entwickeln,  welche  abbreche,  mitbin  einen  geschlossenen  Ausdruck 
liefere,  sofern  -  -  eine  ganze  positive  Zahl  sei.  Nach  einigen  Bei- 
spielen fährt  Newton  fort^,  wenn  die  Entwicklung,  welche  er  soeben 
kennen  gelehrt  habe,  nicht  zum  Ziele  führe,  versuche  er  die  Um- 
wandlung der  Curvengleiehung  ui  y  =  az-^+'-'^ez-'' -\- fy.  Das  kann 
aber  keinen  anderen  Sinn  haben  als  den,  dass  Newton  das  Bewusst- 
sein  der  Möglichkeit  einer  Integration   in   geschlossener  Form   auch 

dann  besass,  wenn  — — 1-  X   eine  ganze  Zahl  ist.     Er  kannte   also 

bereits  die  beiden  Haupfcfälle,  in  welchen  das  sogenannte  binomische 
Integral  in  geschlossener  Form  gefunden  werden  kann,  eine  That- 
sache,  welche  ihm  zur  höchsten  Ehre  gereicht. 

Im  weiteren  Verlaufe  des  Briefes  zeigte  dann  Newton,  wie  unter 

Benutzung  dieser  Regel  die  Ourve  ?/  ^=  y  a'  —  «a:  -f-  ~  quadrirt 
werden  könne.     Setze  man  nämlich  a^  ~  ax  =  s^,  so  sei 


-y-'' 


;  etc., 


und  jedes  Glied  dieser  Reihe  sei  für  sich  quadrirbar.  Auch  diese 
Behauptung  ist  wahr.  Nennt  man  nämlich  den  auftretenden  Zahlen- 
coefficienten  k,  so  ist  jedes  Glied  von  der  Form 

und —  =        "^      ist   eine  ganz  positive  Zahl,   da  jt   selbst  ganz 

und  positiv  ist.  Wäre,  fährt  Newton  sogleich  fort,  die  Reihe  nicht 
einfach  genug,  so  könne  man  sich  dadurch  helfen,  dass  man  eine 
geometrische  Curve  beschriebe,  welche  durch  beliebig  viele  gegebene 
Punkte  hindurchginge^).    Er  äussert  dabei  die  Bemerkung,  Euklid  habe 

')  Opuscula  Newtoni  I,  335.  *)  Ebenda  I,  338.  ')  Ebenda,  I,  340: 

Omvam  geoinetricam  describere  qaae  per  data  gMofcMwcta  puneta  frftnsibit. 
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gelehrt  einen  Kreis  dnrcli  drei  gegebene  Punkte  zu  legen,  ein  Kegel- 
schnitt könne  mit  Hilfe  von  fünf  gegebenen  Punkten  gezeichnet  werden, 
eine  Curve  dritten  Gtrades  mittels  sieben  gegebener  Punkte;  dieses 
geschehe  geometrisch  und  ohne  Dazwischentreten  irgend  welcher 
Rechnung.  Offenbar  dachte  Newton  hier  an  eine  näher ungs weise 
Quadratur  von  der  Art  der  Simpsonschen  Regel.  Diese  Sätze 
dürften  die  wicLtigsten  Errungenschaften  Newtons  auf  dem  Gebiete 
der  Infinitesimalrechnung  darstellen,  für  welche  der  zweite  Brief  vom 
24.  Oetober  1676  als  Zeugniss  angerufen  werden  kann. 

Ob  Leibnia  durch  diesen  zweiten  Brief  auf  die  Spur  von  Dingen 
gebracht  werden  konnte,  die  er  nicht  vorher  schon  kannte?  Durch 
die  A.nagramme  gewiss  nicht,  ob  durch  den  nicht  in  Räthselform  ge- 
hüllten, aber  immer  noch  dunkel  und  räthaelhaft  klingenden  Text  der 
zuletzt  von  uns  besprochenen  Satze  bleibe  dahingestellt. 

Aber  Leibniz  liess  sieh  gar  nicht  die  Zeit,  den  Brief  zum  Aus- 
gangspunkte neuer  Untersuchungen  zu  nehmen,  er  beantwortete  ihn 
an  dem  Tage,  an  welchem  er  ihn  erhielt^).  Er  beantwortete  ihn 
durch  eine  klare,  offene,  vollständige  Darlegung  der  Auflösung 
des  Tangentenproblems  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung 
Augenscheinlich  finde  {Figur  33)  die  Proportion  statt: 

d.  h.  der  auf  der  Axe  gemessene  Ab.stand  der  Tangente  von  der  Ordi- 
nate verhalte  sich  zur  Ordinate,  wie  die  Diiferenz  zweier  Abscissen 
zur  Differenz  zweier  Ordinalen.  Betrachte  man 
die  Abscissendifferenz  immer  als  die  gleiche,  so 
komme  es  also  nur  auf  die  Ordiuatendifferenz 
an.  Er  bezeichne  durch  dy  die  Differenz  zweier 
nächstliegender  Ordinaten,  durch  dx  die  Diffe- 
renz zweier  nächstliegender  Ahscissen.  Soll 
die  Differenz  etwa  von  y*  gesucht  werden,  so 
achreibe  er  dafür  dy^.  Wir  bemerken,  dass 
wir,  in  dieser  letzteren  Beziehung  von   unserer 

Vorlage  abweichend,  den  Horizontalstrich  über  dem  zu  differentÜrenden 
Ausdruck  durch  Klammem  ersetzen  werden,  zwischen  denen  er  stehen 
soll.  Nun  sei,  sagt  Leibniz,  d(if)  =  2y  dy,  wie  leicht  zu  beweisen 
sei.  Es  sei  nämhch  diy^)  die  Differenz  der  Quadrate  zweier  nächst- 
liegender Ordinaten  oder 

{y  +  dyf-f^2ydy  +  {dyf- 
Das  Quadrat  der  unendlich  kleinen  Grösse  dy  oder  (dyy  könne  weg- 
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gelaaseu  werden  und  so  sei  äiy^)  =^2y  ibj.  Äehnlicherweise  sei 
tl(i/^)  =  Sy^dy  u.  s.  w.  Auch  die  Differenzen  vou  Produkten  seien 
erhältlich  nach  der  Formel 

d(xy)  =  ydx  -\-  xdy. 
So  sei  z.  B. 

d{y^x)  =  2xydij  -}-  \fdx. 

Leibniz  zeigt  dann  weiter,  dass  wenn  in 

a  +  hy^  cx-\-  dyx  +  ey^  +  fx^  +  gy^x  +  hyx^  -| =  0 

die  Grössen  x,  y  durch  x  -\-  dx,  y  -j-  dy  ersetzt  werden,  man  dann 
die  urspi'üngliche  Gleichung  abziehe  und  die  Glieder  weglasse,  welche 
höhere  Abmessungen  von  dx  und  dy  als  die  erste  enthalten,  das 
Ergehniss  sich  zeige 

_  dy  ^  e  +  dy  +  2f3:  +  gy' +  21,xy  +  -  -  - 
dx         b  +  dx  +  2ey  +  'igxy  +  hx'' +  ■  -  ■ 

Aber  es  sei  auch 

_dy  __        ,B,B  __  _iCD  _  _  T,l} 
~  (ix  ~  ~  D^G  ~        D^  ~  ~  '^B^ 
und  folglich 

_  I\B  _  e  +  dy  H 

^B^G        h-\-  dx-\ 

in  Uebereinstimmung  mit  dti  Regel  von  De  Sluse.  Nur  sei  die 
Leibnizische  Regel  \iel  umfassendei,  weil  sie  Anwendung  finde  so- 
wohl wenn  mehreit  unbestimmte  Gro^isen  als  x  uad  y  vorkommen, 
als  auch  wenn  Iirationaliaten  voihanden  seien.  Es  sei  nämlich  ganz 
allgemein  d{x')'=^zi  ~^tii,  und  wenn  etwa  diya  -^  by  -{-  cy')  ge- 
sucht werden  wolle,  ■letze  m'in  '(  ~\-  hi/  -j-  cy^  =  x-^  dann  sei 

Bei  der  letzten  hier  niedergeschriebenen  Formel  haben  wir  aller- 
dings die  Treue  der  Berichterstattung  zu  Gunsten  der  Richtigkeit 
des  Ergebnisses  verletzt.  Bei  Leibniz  fehlt  die  Quadraterhebung 
der  im  Nenner  auftretenden  Wurzelgrösse,  und  der  gleiche 
Felller  kehrt  im  Verlaufe  des  Briefes  wieder,  so  dass  die  Vermuthung 
eines  einmaligen  Schreib-  oder  Druckfehlers  ausgeschlossen  ist.  Leibniz 
glaubte   augenscheinlich,  es  sei  äyyx)  ^ ,  ohne  um  den  Wider- 

Spruch  gegen  die  von  ihm  erkannte  Regel  d{x')^  gx'~^dx  sich  zu 
kömmem. 

Kehren    wir    nach    dieser   nothwendigen   Zwischenbemerkung   zu 
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Leibnizens  weiteren  Auseinandersetzungen  zurück.  Die  von  ihm  an- 
gewandte Substitution  neuer  Buchstaben  für  zusamin engesetzte  Aus- 
drücke genüge  auch  bei  noch  viel  verwickeiteren  Irrationalitäten,  so 
z,  B.  wenn  die  gegebene  Gleichung 

a  +  hxVy^  +  hfl'-f^  +  hys^Vf  +  yV^^^  =  0 

heisse.  Ich  glaube,  fährt  Leibniz  fort,  dass  waa  Newton  im  Befcreif 
der  Tangentenziehung  verbergen  wollte,  hiervon  nicht  abweichen 
dürfte^),  und  darin  bestätigt  mich,  was  er  hinzufügt,  daas  nämlich 
von  der  gleichen  Grundlage  aus  die  Quadraturen  sich  leichter 
stalten,  denn  jede  Figur  ist  quadrirbar,  die  auf  eine  Different. 
gleichung  sich  zurückführt^).  Dieses  hier  zum  ersten  Male 
der  Mathematik  vorkommende  Wort  wird  sofort  erklärt  und  d; 
ein  zweites  Wort  erstmalig  benutzt,  welches  nicht  minder  Eingang 
fand,  das  Wort  ableiten,  derivare.  Eine  Differentialgleichung 
nämlich  eine  solche,  durch  welche  dei  Wetth  von  dx  sich  ausdrücke, 
und  welche  die  Derivirte  einer  anderen  ?ei*),  durch  die  der  Werth 
von  X  sich  ausdrücke.  Leibm/  glaubte  z  B  ,  wie  unsere  oben  ein- 
geschobene Bemerkung  es  auapricht,  ei  sei 

•jy^  +  hi  +Ty'+  f7  +  ^  ■  -  -  ^+ ^tHtl>;  ;^^  ,1, 

und  setzt  in  Folge  dessen 


|/.+ 


als  die  Fläche  der  Curve,  deren  Gleichung 
^  _-  6  +  g'J  +  <'y*  +  ■ 


.y. 


1  +  ''!/  +  y!/'  +  Yy"  +■■■  -■ 

sei,  beziehungsweise  sieht  er  in  <!er  Curve 

a:_j/l  +  6j  +  i!,>  +  |y  +  ... 

die  quadrirende  Curve  der  vorher  genannten.  Leibniz  bedient 
sich  zur  Erläuterung  dieser  Betrachtungsweise  einer  Figur,  welche 
genau  mit  E'igur  23  übereinstimmt,  die  wir  (S.  151)  Tschirnhausens 
VeröfFentiichuug  von  1(583  entnahmen,  und  so  erkennen  wir  aus  dem 

')  Arhitror  quue  eelare  volwü  Neatonus  de  tangeMibus  ducendis  ab  his  mm 
abhidere.         ')  Quae  sunt  ad  aequatioitem  differentiahtn.  ')  Quaeque  ex  alia 

derivttta  est. 
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Briefe  Leibnizens  an  Newton,  wie  unbefangen  Tscbiriihaus  etwa  (1  bis 
7  Jahre  später  ülier  fTedanken  veitugte,  die  er  Leibnia  schuldete. 
Die  Wissenschaft  fieihch  hat  aus  ahnhchem  Vertrauen  sm  issbrau  che 
nicht  selten  Nutzen  ziehen  können,  und  wie  sehr  dieses  1683  der 
Fall  gewesen  ist,  weiden  wir  bald  'leten. 

Leibniz  kommt  in  seinem  Briefe  noch  auf  die  iiiverse  Tangenten- 
aufgabe zu  reden.  Wenn  Newton  behaupte,  sie  in  seiner  Macht  zn 
haben,  so  ist  das  offenbar  mittels  unendlicher  Reihen  gemeint,  er  aber 
habe  die  Sache  anders  verstanden.  Er  wünsche  die  geometrische  Her- 
stellung der  betreffenden  Curve.  Huygens  habe  z.  B.  entdeckt,  dass 
die  Cyeioide  durch  ihre  eigene  Evolution  entstehe'),  wie  nun,  wenn 
man  die  Krage  stelle;  welche  Curven  werden  durch 
ihre  eigene  Evolution  erzeugt?  Das  sei  eine  inverse 
Tangentenaufgabe  und  nach  seiner  Meinung  eine  sehr 
schwierige.  Ändere  inverse  Tangenten  aufgaben  ent- 
stehen, wenn  (Figur  34)  in  dem  Dreiecke  TBC,  welches 
er  das  charakteristische  nenne,  und  von  dessen 
Seiten  er  SC  ^  x  setze,  während  Aß  =  y  sei,  eine 
Beziehung  zwischen  zwei  Seiten  gegeben  werde.  In 
diesen  Fallen  sei  die  Curve  auffindbar  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  man  jede  analytische  Curve  zu  qua- 
driren  verstehe.  Oh  ausser  Newton  irgend  Jemand  die  Auffindung 
zu  vollbringen  im  Stande  sei,  wisse  er  nicht,  aber  durch  seine  Me- 
thode werde  die  Sache  mit  einer  Zeile  Rechnung  erledigt.    Wenn  ?,.  IV 

TB  =  hx  +  cx^  +  d:<^  -\ y, 

so  sei  die  Curve  yx  =  hx  -\-  -  — j-  -  ■ — |-  -  -  ■ .  Fähren  wir  jiiit 
unseren  heutigen  Bezeichnungen  die  liechnnng  aus,  so  ist  (da  x  und 
y  bei  Leibniz  in  jenem  Briefe  die  Kolleo  gegen  die  meistgebräuch- 
liche Schreibweise  vertauschen)  TB  =  .'■  ■  -y-  ■  Die  gegebene  Be- 
ziehung lautet  daher  y  -\-  x  ~-  =  hx  -\-  cx^  -\-  dx^  -.)-...  oder 

d{yx)  =  {hx  -\-  cx^  -\-  dx^  -\-  ■  .  •)dx, 
woraus   die    Integration    yx  =  ~ -\ — ^-  -]-   ^- +  ■  ■  ■   hervorbringen 
würde.     LeibniKens  Ergebniss   ist   mithin   falsch    und   würde   voraus- 
setzen 


TB  =  ?<  -f  c 


')  Sollte  in  dieser  Stelle  des  Leibniziachen  Briefes  für  Newton  die  An- 
regung gefunden  werden  müssen,  die  Huygensscben  EvolutenHiitets\iclim:gftii 
nachtc^glich  in  die  Methodus  fluxionuin  aufzunehmen? 
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Fassen  wir  den  Inhalt  des  Briefes  noclimal8  zusammen,  so  sehen 
wir,  daaa  unsere  Behauptung,  Leibniz  habe  eine  ebenso  klare  als  aus- 
führliche Schilderung  der  Auflösung  der  Tangentenaufgabe  mittels 
Differentialrechnung  gegeben,  durchaus  berechtigt  ist,  und  wenn  auch 
einige  Fehler  ein  schlüpften,  auf  welche  hinzuweisen  wir  nicht  unter- 
lassen haben,  für  welche  vielleicht  die  Eiligkeit  des  Briefes  verant^ 
wortlich  zu  machen  wäre,  so  war  doch  genug  gesagt,  um  Newton 
KU  überzeugen,  hier  erwachse  ihm  ein  ebenbürtiger  Nebenbuhler. 
Warum  Leibniz,  während  er  das  Zeichen  der  Differentiation  preis- 
gab, das  der  Integration  zurückbehielt?  Auf  diese  Frage  fehlt  uns 
die  Antwort.  Vielleicht  dachte  Leibniz,  die  Differentiation  sei  in 
erhöhtem  Grade  neu  und  sein  Eigenthum,  während  die  seit  Cava- 
lieri  vorhandenen  Gesammtheiten  dem  Summenbegriffe  vorgearbeitet 
hatten. 

Aber  ein  Anderes  ist  hier  zu  rügen.  Leibniz  sprach  in  seinem 
Briefe  die  Vermuthung  aus,  Newtons  Tangentenmethode  dürfe  von 
der  seinigen  nicht  abweichen.  Das  war  fast  mehr  als  Vermuthung, 
das  konnte  mit  Rücksicht  auf  den  Inhalt  der  Analysis  per  aequa- 
tiones  (S.  158)  nahezu  als  gewiss  gelten.  Aber  warum  sagt  Leibniz 
nicht  offen,  dass  er  in  London  jene  Abhandlung  gelesen  habe?  In 
dem  Drama  des  späteren  Streites  ist  hier  die  erste  Schuld  Leibnizens 
'  erkennbar,  die  deshalb  nicht  minder  au  verurtheilen  ist,  dass  sie  in 
die  Vorgeschichte  fallt. 

Freilich  können  wir  Leibnizens  Schweigen,  wenn  nicht  ent- 
schuldigen, doch  erklären.  Leibniz  hatte  jene  Abhandlung  gelesen. 
In  dem,  was  dort  über  die  Rectification  von  Curven  gesagt  war 
(S.  159),  in  Verbindung  mit  den  sehr  lakonischen  brieflichen  Aeusse- 
rungen  Newtons  glaubte  er  seine  eigenen  Gedanken  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  wiederzuerkennen,  aber  er  glaubte  es  nur.  Er  wusste, 
selbst  mit  allen  Anlagen  zu  einem  Geschichtsforscher  ersten  Hanges 
versehen,  dass  es  für  einen  solchen  keine  gefährlichere  Klippe  gebe 
als  die  seiner  eigenen  Kenntnisse,  dass  man  nur  zu  geneigt  ist,  das, 
was  man  selbst  weiss,  in  ältere  Schriftsteller  hineinzulesen.  Konnte 
es  ihm  nicht  ähnlich  beim  Lesen  der  Analysis  per  aequationes  und 
des  Newtonschen  Briefes  gegangen  sein?  Er  wollte,  er  mnsste  sich 
Sicherheit  verschaffen.  Das  war  sein  erster  Gedanke,  und  unter 
seinem  Einflüsse  schrieb  er  die  Antwort  an  dem  Tage,  an  welchem 
Newtons  Brief  in  seine  Hände  gekommen  war.  Sein  Forschungsgang 
war  mit  grÖsster  Wahrscheinlichkeit  ein  ganz  anderer  gewesen  als 
der  Newtons,  aber  sie  konnten  doch  auf  verschiedenen  Wegen  zum 
gleichen  Ziele  gelangt  sein!  Deshalb  erörterte  er  jetzt  sein  Ver- 
fahren und  die    eine,  wie  wir  vorher  gesagt  haben,  durchaus   neue 
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Hälfte  seiuer  Bezeichnungen.  Weiteres  behielt  er  vielleicht  sich  vor, 
wenD  Neivton  sich  entsprechend  offen  geäussert  haben  würde. 

Dazu  kam  es  allerdings  nicht.  Leibnizens  Brief  traf  nach  dem 
12.  Juli  1677  in  London  ein.  Am  9.  August  bestätigte  Oldenburg 
dessen  Empfangt)  und  bemerkte,  auf  eine  baldige  Antwort  Yon  Newton 
oder  Collins  dürfe  .Leibniü  sich  keine  Rechnung  machen,  beide  seien 
von  der  Stadt  abwesend  und  sehr  beschäftigt.  Noch  im  gleichen 
Monate  oder  in  dem  darauf  folgenden  September  starb  Oldenburg. 
Aber  konnte  Newton,  wenn  er  antworten  wollte,  nicht  später  eine 
andere  Mittelsperson  suchen,  konnte  er  nicht  einen  Brief  unmittelbar 
an  Leibniz  richten?  Dass  er  es  nicht  that,  liegt  doch  wohl  in  der 
gekränkten  Eitelkeit  Newtons  begründet.  Er  konnte  es  Leibniz  nicht 
verzeihen,  auf  eigene  Hand  gefunden  zn  haben  und  offen  zu  beschreiben 
was  noch  Geheimniss  bleiben  und  nicht  über  Englands  Grenzen  hinaus 
sich  verbreiten  sollte. 

Was  Wunder,  wenn  jetzt  Leibniz  theÜs  durch  die  Nichtbeant- 
wortung  sich  beleidigt  fühlte,  thcils  daraus  die  Muthmassung  schöpfen 
mochte,  er  habe  wirklich  Newton  mehr,  als  Recht  war,  zugetraut? 
Newton  sei  in  der  That  in  seinen  Forschungen  lange  nicht  so  weit 
als  er  vorgedrungen  und  scheue  sich  nur  solches  einzugestehen? 
Dass  Leibniz  so  dachte,  geht  aus  seinem  ganzen  späteren  Benehmen 
hervor. 

Die  nächsten  Jahre  waren  für  Leibniz  mit  Geschäften  so  über- 
füllt, dass  er  an  mathematische  Arbeit,  geschweige  denn  an  Veröffent- 
lichungeu  nicht  denken  konnte.  Erst  1682  boten  die  neu  entstandenen 
A.  E.  ihm  den  Anlass,  manches  zum  Drucke  zu  geben.  Dahin  ge- 
hört 1683  die  Abhandlung  Über  Zinseszins  (S.  53),  dahin  schon  1682 
eine  solche  über  Optik^).  Das  Gesetz,  dass  das  Licht  immer  den 
Weg  einschlage,  der  in  der  kürzesten  Zeit  zu  durchlaufen  sei,  gibt 
Veranlassung  die  Bedingung  zu  erörtern,  unter  welcher  ein  Ausdruck 
mp  -^  nq,  in  welchem 


p  ==  yc'  +  /,    <1  =  Vg^  +  (Ä  —  yf 

seinen  kleinsten  Werth  erhalte.  Nach  meiner  Methode  für  die 
fcen  und  kleinsten  Werthe^),  sagt  Leibniz,  welche  über  die  bisher 
bekannten  hinaus  die  Rechnung  wunderbar  zusammenzieht,  wird  so- 
fort beim  ersten  Anblick,  fast  ohne  jede  Rechnung,  offenbar,  dass  np 


I)  Loibniz  I,  1G7.  *)  A.  E.  1G82  pag.  185—130;  Unicvm  opticae,  catop- 
tricae  ei  dioptricae  principium  Avtore  (7.  (?.  L.  Diese  Abbancllung  feblt  i" 
der   GerhariJtschen    Gesammtausgalie,  ^)    Ex    mea    vtetkodo    . 

mwiimis. 
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sich  ZU  7nq  verhalten  muss  wie  y  zu  /( — »/.  Das  isb  die  erste 
öffentliclie  Berufung  Leibnizens  auf  eine  in  seineru  Besitze 
befindlielie  Methode.  Rechnet  man  nach,  ho  zeigt  sich,  dass  die 
von  Leibniz  ausgesprochene  Proportion  in  der  That  den  Mindest- 
werth  von  mp  +  nq  liefert. 

Der  folgende  Jahrgang  1GH3  der  A.  E.  brachte  im  Octoberhefte 
jene  Abhandlung  Tschirahausens  über  Quadratur  einer  Curve  mit 
Hilfe  einer  anderen  Curve,  welche  die  quadrirende  genannt  werden 
kann,  in  der  Tschimhausen  Leibnizens  Gedanken  in  kaum  gestatteter 
Weise  ausbeutete  (S.  190).  Leibniz  empfand  darüber  den  empfind- 
lichsten Aerger,  und  dessen  Folge  war  es,  dass  er  nun  mit  seinen 
Entdeckungen  nicht  länger  zurückzuhalten  sieh  eutsehloss.  Im  Mai 
1684  erschien  in  den  A.  E.  der  Aufsatz  Nova  tnei^odus  pro  maximts 
et  minimis,  Hemgue  tang^itibus,  quae  itec  fradas  nee  irrationales  guanÜ- 
taies  moratwr,  et  dnffulare  pro  üUs  ealctdi  genus'^). 

Leibniz  begann  diesen  Aufsatz  damit,  dass  er  die  Grösse  dx  als 
eine  beliebige,  nicht  etwa  als  eine  unendlich  kleine  Strecke 
erklärte,  zu  welcher  alsdann  eine  andere  dadurch  in  ihrer  Grösse  be- 
stimmte Strecke  dv  oder  dw,  dy,  ds  u.  s.  w.  in  demselben  Verhält- 
nisse stehe,  welches  zwischen  zwei  Seiten  des  Dreiecks  obwalte,  das 
aus  einer  Berührungslinie  an  eine  Curve,  aiis  der  Ordinate  des  Be- 
rührungspunktes und  aus  der  Äbscisse  zwischen  den  Fiiasp unkten 
der  Berührungslinio  und  der  Ordinate  gebildet  ist.  Ist  a  eine  Con- 
stante,  so  sei  rfa  =  0,  d(ax)  =  adx.  Ist  ii  =  5  —  S  +  Wj  so  sei 
dv  =  ds  —  dy-\-dw.     Ist   y  =  xv ,   so    sei    dy  =  xdv  -\-  vdx.     Ist 

2  =  —  ,  so  sei  dg  = i ^ ;  letzterer  Ausdruck  sei  noch  ]nit  -1-  1 

y>  y'  '  — 

vervielfacht  zu  denken,  weil  je  nach  der  Gestaltung  der  Curve,  welche 

der  Betrachtung   unterworfen    ist,  die  einzelnen  Strecken   bald   na«h 

der  einen,  bald   nach   der   anderen  Richtung   zu    nehmen    sind.     Im 

Allgemeinen  sei   zu  bemerken,  dass  s  und  ds  gleichen  Zeichens  sein 

werden,  weil  sonst  die  vorhergehende  Regel  für  dv  bei  v  =  s  —  ?f  +  m' 

nicht  stattfände,  dass  aber  die  positive  oder  negative  Bedeutung  von 

ds   nur   aus   der  Figur   ersichtlich   sei.     Die  Berührungslinie   steigt, 

beziehungsweise  fällt,  wenn  -j—  positiv,  beziehungsweise   negativ  ist. 

Sie  ist  der  Axe  parallel,  und  weder  ein  Steigen  noch  ein  Fallen  findet 

statt,  wenn  -.—  ^  0.     Dabei   ist  die  Ordinate  v   ein  Maximum,  wenn 

die  Curve   gegen    die  Axe    concav,    sie    ist   ein  Minimum,   wenn  die 

Curve  gegen  die  Axe  convex  ist.     Hier  ist  zum  ersten  Male  der 

')  Leibniz  V,  220—320. 

CXHTOB,  »sBcblcbte  der  Mathsraatik    III    1,   1.  AuH.  13 
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TJnterBchied  zwischen  einem  Maximum  und  einem  Minimum 
erkannt  und  ausgesprochen!  Aber  Leibniz  ist  weiter  als  das 
gegangen.  Er  hat  der  sinnlieh  sichtbaren  U  t  -s  h  düng  eine  ana- 
lytische an  die  Seite  gestellt.  Er  hat  auf  di  D  fi  nzen  1er  Diffe- 
renzen, differentiae  diffcrenUarum,  auf  ddv  ve  w  n  1  s  Positiv- 
oder Negativsein  die  beiden  Krümmungaart  n  k  e  hne.  Das 
Verschwinden  von  ddvj  ohne  daaa  allgemein  ^0  1  rfv  =  0 
wäre,  läaat  den  Wechsel  von  Coneavität  und  Convexjtat  erkennen, 
einen  ptmclmn  flexus  eontrarii.  Hier  finden  nicht  wie  beim  Maximal- 
probleme, zwei,  sondern  drei  gleiche  Gleichungawurzein  sich 
zusammen,  was  heute  in  die  Worte  gekleidet  zu  werden  pflegt,  die 
Inflexionstangente  habe  drei  consecutive  Punkte  mit  der  Curve  ge- 
meinschaftlich, Leibniz  hatte  in  dieser  seiner  Behauptung  einen  Vor- 
^nger  an  Franciscua  van  Schooten,  welcher  das  Gleiche  schon 
in  seinen  Erläuterungen  zu  der  Geometrie  von  Deseartes  ausge- 
sprochen hat')  (Bd.  II,  S.  820).  Andrerseits  dürfte  Newton  die 
zweite  Erklärung  des  Inflexionspunktes  in  der  Methodua  fiuxionum 
(S.  175)  den  Varia  Opo-a  Ferraats  entnommen  haben  ^).  Ist  diese 
Vermuthung  richtig,  so  haben  Aenderungen  an  der  Methodua  fiu- 
xionum nicht  bloss  nach  Hi7;i    sondern  auch  nach  1C79  noch  statt- 


Weiter  gibt  Leibniz  als  Algorithmus  des  Differentialcalculs, 
wie  er  die  Methode  nenne,  d(3f)  =^  aaf~'dx  mit  Ausdehnung  auch 
auf  negative  und  gebrochene  Exponenten  a  und  zeigt  an  einer  sehr 
verwickelten  Gleichung,  wie  die  Einführung  neuer  Veränderlichen 
nothwendig  falle.  Es  ist  genau  das  gleiche  Verfahren  wie  in  New- 
tons Methodus  fluxionum  (S.  170- — 171),  auf  welches  auch  Leibniz 
verfallen  ist,  denn  dass  er  die  Methodus  fiuxionum  zu  Gesicht  be- 
kommen haben  könnte  ist  durchaus  unmöglich,  ist  auch  niemals  nur 
vermuthet  worden.  Bei  solchen  Substitutionen  erscheint  zum  ersten 
Male  der  Doppelpunkt  als  Divisionszeichen^). 

Als  Beispiel  einer  Minimalaufgabe  ist  das  optische  Gesetz  be- 
nutzt, Über  welches  der  Aufsatz  in  den  A.  E.  von  1682  sich  ver- 
breitet hatte  (S.  192),  und  das  damals  beweislos  ausgesprochene 
Ergebniss  wird  abgeleitet.  Zum  Schlüsse  kommt  Leibniz  auf  die 
Beaunesche  Aufgabe.  Sie  führe  zur  Gleichung —  =  "7~'  Nehme 
man  dx   als  eine  Constaute,  etwa  =l>,   so  sei  w  =^  j-dw,   d.  h.  die 


ä,  üeom.  I,  '2ÖH,  ')  Fermat,  Varia  Opera  73,    Oeuvres 

i  V,  223:   X  :  y  quoil  idem  est  ae  x  divis.  per  y  seu    -  ■ 
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Ordinateii  tc  seien  ihren  Incrementen  oder  Differenzen  proportional, 
und  wenn  die  x  um  Conataßtes  wachsen,  in  arithmetischer  Progression 
stehen,  so  seien  die  entsprechenden  tv  die  Glieder  einer  geometrischen 
Progression.  Wenn  also  die  wj-Zahlen  darstellen,  so  seien  die 
X  deren  Logarithmen,  die  Gurre  eine  logarithmische. 

Leibniz  hatte  also  jetzt  der  Oeffentlichkeit  ühergeben,  was,  wie 
er  befürchten  musste,  sonst  durch  Tschirnhausens  schrankenlose  Ver- 
öffentÜchungswuth  in  weniger  zutreffender  Gestalt  der  Presse  Über- 
gehen zu  werden  drohte,  vielleicht  gar  ohne  dass  der  Name  des  Er- 
finders genannt  worden  wäre.  Von  der  Integralrechnung  und  dem 
für  ihre  Zwecke  erfundeneu  Zeichen  war  1684  kaum,  wenn  man  die 
kurze  Erörterung  der  Beauneschen  Aufgabe  ausschliesst,  gar  nicht 
die  Hede. 

Wie  rasch  der  Aufsatz  bekannt  wurde,  dafür  konnten  wir  viel- 
leicht auf  den  Aufsatz  über  den  Contingenzwinkel  hinweisen,  welchen 
Wallis  1685  zum  Drucke  gab,  und  in  welchem  (S.  26)  man  Leib- 
nizische  Gedanken  wiederfinden  kann.  Sei  aber  auch  dieser  Hin- 
weis anzuzweifeln,  so  erschien  gleichfalls  1685  und  gleichfalls  in 
England  ein  Euch,  dem  der  Leibnizische  Aufsatz  von  1684  als  Grund- 
lage diente.  Der  Schotte  John  Craig,  den  wir  (S.  56)  als  Schrift- 
steller über  die  Zuverlässigkeit  menschlicher  Ueberlieferung  kennen 
gelernt  haben,  gab  als  erste  Schrift  1685  die  Metkodus  figurarum 
lineis  recUs  et  cmvis  comprehmsai-um  qundraiuras  äetermifmndi  heraus, 
die  sich  vollständig  auf  die  Leibnizische  Differentialrechnung  gründete. 
Ihre  Zeichen  sind  benutzt,  ihre  Tangentenmethode  wird  als  diejenige 
gepriesen,  welche  Irrationalitäten  am  besten  bewältigte. 

Craig  lebte,  wie  wir  uns  erinnern,  in  Cambridge  gleichzeitig  mit 
Newton.  Ist  es  denkbar,  dass  Newton  den  Aufsatz  nicht  gekannt 
haben  sollte,  der  Craig  als  Ausgangspunkt  diente?  Ist  es  denkbar, 
dass  Craigs  Buch  von  1685  ihm  unbekannt  blieb,  dessen  Titel  schon 
seine  Neugier  reizen  mussteV  Zu  diesen  allgemeinen  Erwägungen 
tritt  noch  der  Umstand,  dass  in  Craig's  Methodus  das  Newton'sche 
Binomialtheorem  erstmalig  gedruckt  erschier.  Es  tritt  sogar  ein  be- 
stimmtes Zeugnis  hinzu.  Craig  gab  1718  ein  zweites  Werk,  De  cal- 
Cälo  fluentium,  heraus,  und  in  dessen  Vorrede  erzählte  er  ausdrück- 
lich, er  habe  1685  in  Cambridge  gewohnt,  und  Newton  habe  auf 
seine  Bitte  sein  damaliges  Buch  vor  der  Drucklegung  gelesen!  So 
ist  also  unter  Ausschluss  jeden  Zweifels  bewiesen;  Newton  kannte 
Craigs  Methodus,  und  was  that  er,  um  sich  seine  eigenen  mathe- 
matischen Entdeckungen  zu  sichern?     Nichts! 

Es  ist  ja  richtig,  Newton  war  damals  mit  der  Abfassung  seines 
Werkes    der  Priiicipien    beschäftigt.     Im  August    1684   war 
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Halley  bei  ihm  auf  Besuch^)  und  erfuhr,  der  Beweis  des  Gesetzes 
der  HimmelabewegungCQ  sei  vollendet.  Im  November  schickte  Newton 
vier  Lehrsätze  und  die  Auflösung  von  sieben  Aufgaben  an  Halley 
nach  London.  Der  Empfang  dieses  Schriftstückes,  welches  Newtons 
Anrecht  an  die  Entdeckung  der  allgemeinen  Anziehungslehre  wahren 
sollte,  wurde  in  das  Registerbuch  der  Royal  Society  eingetragen.  Es 
wäre  zu  viel  verlaugt,  wenn  man  beanspruchte,  dass  ein  mit  so  um- 
fassenden und  schwierigen  Arbeiten  Beschäftigter,  aus  welchem  Grunde 
es  auch  sei,  sieb  herausreisse  und  ganz  andere  Dinge  rasch  zu  Papier 
bringe.  Gewiss,  aber  die  Methodus  flusionum  lag  doch  seit  13  Jahren 
druekfertig  in  Newtons  Pulte!  Warum  schickte  er  sie  auch  jetzt 
nicht  ein?  Wir  persönlich  können  diese  Lässigkeit  nur  auf  eine 
Weise  erklären,  nur  damit,  dass  Newton  den  Werth  seiner  mathe- 
matischen Leistung  als  solcher  nicht  so  sehr  hoch  ansehlug,  dass  er 
sieh  darein  fügte,  dass  Leibniz  ihm  hier  den  Rang  abgelaufen  hatte. 

Wir  sprachen  von  der  Baschheit,  mit  der  Leibnizens  Aufsatz 
sich  bekannt  machte.  Die  Raschheit  des  wissenschaftlichen  Verkehrs 
nahm  überhaupt  mehr  und  mehr  zu.  Von  dem  Buche  Craigs,  welches 
hervorgerufen  durch  eine  Abhandlung  vom  Mai  1684  im  Jahre  1085 
erschien,  ist  bereits  im  Jahrgange  1686  der  A.  E.  eine  Anzeige  vor- 
handen^, welche  der  Randbemerkung  des  Heidelberger  Exemplars 
zufolge  von  Christoph  Pfautz  vertasst  wai 

Derselbe  Jahrgang  Ib^id  dei  A  E  biaehte  ^wei  ntue  Aufsätze 
von  Leibniz:  Meditatio  nota  de  natura  anguh  coniactus  et  ob&di  etc.^) 
und  unmittelbar  daran  anschliessend  De  gpomeina  recondita  et  a/najysi 
indivisibüium  atque  infinitomm*)  Der  eistere  Aufsatz  brmgt  eine 
neue  Frage  an  die  Tagesordnung,  von  welcher  noch  nirgend  die  Rede 
gewesen  war,  denn  wir  dürfen  nie  vergessen,  dass  die  Methodus 
fluxionum,  selbst  wenn  sie  damals  den  voUen  später  bekannt  ge- 
wordenen Inhalt  besass,  für  die  mathematische  Welt  nicht  vorhanden 
war.  In  einem  Curvenpunkte  könne  man,  sagt  Leibniz,  ausser  der 
Richtung  auch  die  Krümmung  messen.  Jene  werde  durch  die  grade 
Berühruiigslinie,  diese  am  einfachsten  durch  denjenigen  Kreis  ver- 
sinnlieht,  der  den  kleinsten  Oontingenzwinkel  mit  der  Curve  bilde, 
der  im  Kusse  sich  ihr  anschmiege,  sie  osculire.  Ein  solcher  Kreis 
müsse  mit  der  Curve  zwei  Berührungen,  also  vier  gleiche 
Wurzeln  gemein  haben,  und  man  könne  auch  Osculationen  zweiter, 
dritter  und  noch  höherer  Ordnung  sich  denken,  wo  drei,  vier  und 
mehr  Berührungen  stattfinden. 

')  Kdleaton,  Correnpondenee  of  Sir  Inaac  Newton  and  ProfegHor  (Mtci 
pag,  XXIX  und  LV.  ')  A,  E,  16Öß  pag.  160.  ^  Leib.üz  VII,  326— .^29, 

')  Ebenda  V,  226—233. 
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Hier  hat  Leibniz,  vielleicht  weil  er  bei  dem  allgemeineu  Gedanken 
sich  beruhigte,  statt  ihn  in  Rechnung  iimzusetzea,  bekanntlich  geirrt. 
Der  Oscnlationskreis  beruht  auf  der  Gemeinschaft  von  drei,  nicht 
von  vier  eonseeutiven  Punkten,  und  Newton  sah  hier  viel  richtiger 
(S.  176),  wenn  jene  Stelle  dem  alten  Manuacripte  angehörte  und 
Newton  nicht  etwa,  wie  nach  1673  und  1679,  auch  nach  1686  und 
noch  später  Zusätze  in  seine  Handschrift  einschaltete. 

Der  zweite  Aufsatz  von  1686,  die  Geomehia  recondtta,  wie  er 
gewöhnlieh  genannt  wird,  ist  ungleich  wichtiger.  In  ihm  erscheint 
zum  ersten  Male  das  Integralzeichen  im  Drucke.  Das  ist  aber 
durchaus  nicht  das  einzige  Bemerkenswerthe.  Leibniz  geht  aus  von 
dem  Buche  Craigs,  welches  ihm  zugesandt  worden  sei.  Dann  kommt 
eine  freundschaftlich  gehaltene  Polemik  gegen  Tschimhaus,  in  welcher 
Leibniz  sich  darauf  beruft,  dass  er  seine  Methoden  schon  vor  zehn 
Jahren  und  ^nger  besessen  und  sie  im  Gespräche  mit  Tsehirnhaus, 
der  sich  damals  in  Paris  bei  ihm  befand,  frei  g^ussert  habe.  Diese 
Behauptung  fand  keinen  Widerspruch,  ist  also  abermals  geeignet, 
die  Datirungen  der  handschriftlichen  Notizen  von  1676  zu  stützen. 
Schon  in  einem  Aufsätze  De  dimensionihis  figurwrum  inveniendis  in 
den  A.  E.  von  1684  hatte  Leibniz  die  algebraischen  Curven  als 
solche  bezeichnet,  deren  Natur  dnrch  eine  Gleichung  bestimmten 
Grades  ausgedrückt  werden  könne  ^).  Noch  früher  hatte  er  in  der 
handschriftlich  erhaltenen  Abhandlung  Compendhim  guadraturae  arith- 
meUcae  die  gleichen  Curven  analytische  genannt  und  das  Wort 
Parameter  für  jede  in  der  Gleichung  vorkommende  Constante  ein- 
geführt*). In  der  Geometria  recondita  öffnet  er  den  Weg  zu  den 
Transcendenten.  Wir  haben  gelegentlich  (S.  112)  auf  die  An- 
wendung dieses  Wortes  bei  Gleidiungen  wie  af  -j-  x  ^=  a  aufmerksam 
gemacht,  in  der  Geometria  recondita  ist  es  erläutert:  Transcendente 
sind  solche  Grössen,  die  durch  keinerlei  Gleichung  bestimmten  Grades 
erklärt  werden,  vielmehr  über  jede  algebraische  Gleichung  hinaus- 
gehen^). Die  Tangentenmethode  von  1684,  behauptet  nun  Leibniz, 
mache  auch  vor  transcendenten  Curven  nicht  halt.  Dem  Differential- 
caleul  aber  stehe  ein  anderer  gegenüber,  zu  welchem  er  hier  den 
Zugang  eröffnen  wolle.  Ans  einer  Differentialgleichung  entstehe  näm- 
lich eine  summirende*).    So  sei  j  x  dx  =  ---'^^  ^iiiß  Folge  davon,  dass 

')  Leibniz  V,  127  ctyits  mitttra  per  aequattoneni  certt  giaäim  exprimi  ^Ust. 
")  Ebenda  V,  103;  Curva  analytica  est,  ciyas  vatMra  ae^Mtiotw  eerU  gradus  ex- 
Itiberi  poteat.  'Parameter  tst  reita  tonstotts  aequatiin>fiin  nigridtens.  ')  Ebenda 
V,  aa»:  omnem  aeqaaU<mem  algebrincam  trans&miimt  *)  Äeqtiatiune  differm- 
tiali  versa  m  sumnuttricetn 
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=  xdx,  und  die  Gleichung  der  Cydoide  f 
fj  =  "[/2x  —  .-c^  -|-  /  -- —  - 


Bei  dei  Prüfung  dei  letiteren  Gleichung  ist  zu  beachten,  wa*  sjchtin 
(S  190)  angemerkt  wurde,  das->  r  nnd  1/  bei  Leibniz  nitht  den  gleichen 
gporaeti ischen  Sinn  haben,  den  man  diesen  Buchstaben  heute  beizu 
legen  pflegt  Die  ;/  sind  auf  der  Grundlinie  gemes'jen,  über  welche 
der  Erzpugungakieis  hmrollt,  die  1  dazu  senkiecht,  und  dei  Halb 
me<<sei  des  Krei&es  iit  ubeidie«  als  Einheit  gewählt  Waium  dr 
gewählt  wuide  statt  der  einfachen  Buchstaben  älterer  Schi iftstellei 
ist  ausdrücklich  ges^t:  weil  in  di  die  Aenderung  von  x  zu  er- 
kennen ist').  Leibnia  führte  in  diesem  Aufsätze  auch  den  Namen 
des  charakteristischen  Dreiecks  m  die  OefFentlichkeit  ein,  aller- 
dings in  anderer  Bedeutung  als  in  seinem  Briefe  an  Newton.  Damals 
(S.  190)  war  das  Dreieck  gemeint,  dessen  Hypotenuse  die  Berührungs- 
linie  vom  BeriÜiruugs])unkte  bis  zur  Abseissenaxe  ist,  während  die 
Ordinate  des  Berührungspunktes  und  ein  Stück  Abseissenaxe  die 
Katheten  bildeten.  Jetzt  verstand  Leibniz  dai'unter  das  jenem  grossen 
Dreiecke  ähnliche  unendlich  kleine  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ein 
mit  der  Cnrve  zusammenfallendes  Element  der  Berührungsliiiie  ist. 
Wir  erinnern  uns,  dass  Leibniz  hiermit  nur  den  Rückweg  zu  seinen 
anfänglichen  Gedanken  nahm,  denn  bei  Pascal  war  ihm  grade  das 
unendlich  kleine  Dreieckchen  begegnet  und  aufgefallen  (S.  163).  In 
den  A.  E.  von  1693  hat  Leibniz  später  beide  Auffassungen  vereinigt. 
Es  gebe  zwei  einander  ähnliche  charakteristische  Dreiecke,  ein  an- 
gebbares und  ein  nicht  angebbares  ^). 

Zwischen  den  mathematisch  so  hochbedentsamen  Mittheilungen 
der  Geometria  recondita  ist  auch  eine  geschichtliche  Uebersicht  bis- 
heriger Leistungen  eingeschlossen.  Wie  Pascal  dort  zwar  nicht 
genannt,  aber  mit  für  uns  ausreichender  Deutlichkeit  als  Leibnizens 
Vorgänger  bezeichnet  war,  haben  wir  (S.  164)  besprochen.  An 
Mercators  erste  Quadratur  mit  Hilfe  einer  unendlichen  lieihe  wird 
erinnert,  und  dann  heisst  es  weiter^):  „Ein  Geometer  von  tiefstem 
Geiste,  Isaac  Newton,  hat  dieselbe  Entdeckung  nicht  nur  selbst- 
ständig gemacht,  sondern  hat  sie  in  ganz  allgemeiner  Weise  zu  Ende 
geführt;  würde  er  die  Ueberlegungen,  von  denen  ich  vernehme,  dass 
er  sie  noch  verhehlt,  herausgeben,  so  ist  kein  Zweifel,  dass  er  uns 
den  Zugang  zu  grossen  Vermehrungen  der  Wissenschaft  und  zu 
grossen  Abkürzungen  eröffnen  würde." 

')  Quin  istud  dx  est  niodifieatio  quaedam  ipsius  x.  ')  Loibui«  V,  2'JS: 

asmgnabüe  et  inassignabik.  ')  Ebenda  V,  132. 
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Und  nun  kam  in  der  Zeit  vom  April  1686  bis  etwii  zum  Juli 
1087  die  Drucklegung  von  Newtons  Phihsophiae  natwalis  principia 
mafkematka,  meistens  kurzweg  die  Principien  genannt^).  Unsere 
Leser  erwarten  wohl,  dass  namentlicL  Leibnizens  nicht  missziiver- 
stehender  Aufforderung  von  1686  gegenüber  Newton  die  Gelegenheit 
gern  ergriffen  haben  werde,  bei  Veröffentlichung  eines  mit  Spannung 
erwarteten,  von  der  Royal  Society  in  London  schon  vor  seinem  Er- 
scheinen aufs  Wohlwollendste  befürworteten  Werkes  nun  auch  die 
mathematischen  Hilfsmittel  zu  enthüllen,  deren  er  bei  der  Ausarbeitung 
sich  bedient  hatte. 

Keineswegs!  Einige  Andeutungen  über  das  Werden  der  Grössen, 
von  welchen  gleich  die  Rede  sein  soll,  finden  sich  zwar,  die  Wörter 
Augenblicks  Veränderung,  Fliessen  aind  gebraucht,  aber  das,  was  bei 
Leibniz  das  eigentlich  Neue  gegen  alle  früheren  Infinitesimalbetrach- 
tungen war,  die  einheitliche  Bezeichnung,  also  bei  Newton  das 
Pünktchen,  ist  nirgends  benutzt,  nirgends  angedeutet,  während  es 
doch  nach  vorhandenen,  wenn  auch  nicht  gedruckten  Aul'zeichnungen 
seit  166Ö  in  Newtons  Besitze  war^). 

Warum  dieses  Schweigen?  Eine  einzige  Erklärung  scheint  dafür 
möglich,  welche  auch  wiederholt  gegeben  worden  ist.  Die  Gesetze 
der  allgemeinen  Anziehung,  deren  Darstellung  die  Principien  geben, 
waren  so  neu,  so  überraschend,  dass  Newton  eine  um  so  schroffere 
Ablehnung  derselben  befürchten  musste,  wenn  er  in  der  Beweisführung 
sich  im  Geringsten  von  den  altgeometri sehen  Methoden  entfernt  hätte, 
welche  alle  Mathematiker  anerkannten.  Heisst  es  doch  in  einem  fast 
30  Jahre  später  geschriebenen  Aufsätze^):  „Newton  fand  die  meisten 
Sätze  der  Principien  mittels  der  neuen  Analysis,  aber  er  bewies  sie 
synthetisch,  damit  die  Gesetze  des  Himmels  auf  guter  geometrischer 
Grundlage  ruhten." 

Wir  haben  zugesagt  einige  leise  Andeutungen  zu  erwähnen. 
Newton  schickte  gleich  dem  ersten  Buche  eine  Reihe  von  11  Lemmen 
oder  Lehnsätzen  voraus,  welche  bestimmt  waren,  die  Grundlage  des 
Nachfolgenden  zu  bilden,  und  welche  wir  mittheilen*). 

I  wie  auch  Verhältnisse  von  Grössen,   welche   iu  einer 


')  Bme  sphr  ausföhiliche  Berichterstattung  über  die  Pnnn]ien  bei  Marie 
Histoire  des    sciences   mafhetitattgwc^   et  pJiystques  VI    h — 92  ')  ttlkston, 

f orrespondence  of  Sit  Iiaai,  NnHim  and  Ptofeitsm  Cotcs  Ä.XI  bemerkt  au  dem 
Datum  lies  SO  Mai  lb65  Papet  on  /luxions,  m  whwk  thc  notation  of  pomts  is 
«Mrf  und  zu  dem  lt.    Mai  1666    AnoSiir  paper  on  fluxmti  =)  P  T    1715 

pjg  30b  Vgl  F  trieael,  Entstehung  dea  Leibmz  Nowtonschen  Pnontrtts 
streiten     Delitzsch  I8bh     '^    14    ^nmerkun^  U  'j  Wii   bedienen  uns  meistens 

des  Wortlautes  dei  Uöbeisptzung  der Pimcipien  lon  T  Ph  ^\olteis    Beilm  lS7a 
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gegebeneu  Zeit  sich  I  est  iiUig  der  (rleithhtit  iihIilid  und  einander 
vor  dem  Ende  jener  Zeit  niher  kimmen  koiiuen  iilt.  um  jede  ge- 
gebene Grösse,  werden  endlich  einander  glen,h 

y.  Werden   (ligur     5]   in   dei   behebigen   tigut     4acE,    welche 
durch  die  geraden  Linien    1«    AI  und  die  (uive  a   E  begrenzt  ist, 
j  behebig  viele  Parallelogramme  Ah,  Jic, 

<  d  etc  auf  gleichen  Grundlinien  AS, 
BC,  (.D  eto.  und  mit  den  Seiten  lih, 
Cc,  Dd  etc.  beschrieben;  fugt  man  hier 
auf  die  Parallelogi'ainme  aKhl,  hLon, 
cMdnetc.  hinzu;  vermindert  man  femer 
die  Breite  AB=BG=CD=--  dieser 
Parallelogramme  und  vermehrt  man  zu- 
gleich ihre  Anzahl  bis  ins  Unendüehe, 
^^  ^  '■  -^  ■"  90  wird  zuletzt  die  eingeschriebene  Figur 
gleich  der  umschriebenen,  gleich  der 
krummlinigen.  Der  Beweis  besteht  darin,  dass  der  Unterschied  der 
eingeschriebenen  und  der  umschriebenen  Figur  aus  kleinen  Parallelo- 
grammen besteht,  welche  zu  ÄSla  sieb  summiren.  Die  Höhe  dieses 
Summenparallelogrammes  ist  endlich,  die  Breite  nimmt  imendlich  ab, 
die  Fläche  verschwindet  alsdann.  Sind  aber  die  eingeschriebene  und 
die  umschriebene  Figur  als  gleich  zu  erachten,  so  fällt  mit  ihnen  auch 
die  zwischen  beiden  liegende  krummlinig  begrenzte  Figur  zusammen. 

3.  Die  Folgerungen  des  zweiten  Lehnsatzes  bleiben  bestehen, 
wenn  die  Stücke  AB,  JiC,  CD  etc.  auch  nicht  einander  gleich  sind, 
falls  sie  nur  alle  unendlich  klein  werden. 

4.  Wenn  in  zwei  Figuren  wie  vorhin  zwei  ileihen  Parallelo- 
gramme, deren  Anzahl  in  beiden  gleich,  eingeschrieben  und  ihre 
Breiten  ins  Unendliche  vermindert  werden,  wenn  ferner  die  letzten 
Verhältnisse')    der  einzelnen   Parallelogramme   in  der  einen  Figur 

zu    den    einzelnen    in   der    anderen    dieselben 
— -^  sind,    so    stehen    beide    Figuren    zu    einander 
in  demselben  Verhältnisse. 

f>.  Alle  einander  eorrespondirenden  Seiten 

ähnlicher  Figuren  sind  proportional,   sowohl 

die    krumm-    als    die   gradlinigen,    nnd    ihre 

p.    g^     -^  Fhicheninhalfce   verhalten    sich    wie    die    Quar 

drate  der  Seiten. 

6.  Wird  (Figur  36)   ein  der  Lage   nach   gegebener  Bogen  ACB 

durch  die   Sehne  AB  unterspannt    und    in   irgend  einem   Punkte  A, 


')  rationes  nUiviae. 
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wo  die  Krümmung  ihre  Art  niclit  ändert^),  durch  die  grade  Linie  AD 
berührt,  nähern  sich  hierauf  die  Punkte  A  und  B  einander  und  treffen 
sie  endhch  zusammen,  so  wird  der  Winkel  BAD,  welchen  iSehne  und 
Tangente  mit  einander  bilden,  ins  Unendliche  vermindert  und  ver- 
schwindet zuletzt. 

7.  Bei  denselben  Voraussetzungen  ist  das  letzte  Verhältniss  des 
Bogens,  der  Sehne  und  der  Tangente  das  der  Gleichheit. 

8.  Bilden  gegebene  grade  Linien  AR  und  BR  mit  dem  Bogen 
ACB,  der  Sehne  AB  und  der  Tangente  AD  die  Dreiecke  ACBR, 
ABB,  ADB,  und  nähern  sieh  die  Punkte 
A  und  B  einander  gegenseitig,  so  wird  die 
letzte  Form  der  verschwindenden  Dreiecke 
einander  ähnheh^,  und  ihr  letztes  Vorhältniss 
das  der  Gleichheit. 

9.  Die  ihrer  Lage  nach  gegebene  Curve 
ABC  und   die  grade  Linie  AE  (Figur  37) 
schneiden  sich   im  Punkte  A,  und  auf  jene    ^  ^^ 
Gerade  stützen  sich  unter  gegebenem  Winkel 

die  DB,  EG,  welche  der  Curve  in  B,  C  begegnen;  lässfc  man  B  und 
C  dem  A  sich  nähern,  so  stehen  die  Dreiecke  ADB,  AEC  zuletzt 
im  quiidi'ati sehen  Verhältnisse  der  Seiten. 

10.  Die  Wege,  welche  ein  Körper  in  Folge  der  Wirkung  irgend 
einer  endlichen,  regelmässigen  Kraft  besehreibt,  mag  diese  bestimmt 
und  unveränderlich  sein,  oder  mag  sie  beständig  zu-  oder  abnehmen, 
stehen  beim  Anfange  der  Bewegung  im  quadratischen  Verhältnisse 
der  Zeiten. 

11.  Die  Linie  AD  sei  eine  Tangente  an  der  Curve  ABC  und 
BD  beliebig  von  B  nach  D  gezogen,  alsdann  steht  BD  beim  Ver- 
schwinden zuletzt  im  quadratischen  Verhältnisse  der  zugehörigen 
Sehne  AB  (d.  h.  es  wird  lim.  -j-jj-j  gleich  einer  Constanten,  und  die 
Curve  kann  beim  Verschwinden  als  Kegelschnitt  gedacht  werden). 

Man  wird,  nachdem  wir  alle  11  Lehnsätze  mitgetheilt  haben, 
unsere  Kennzeichnung  derselben  als  leise  Andeutungen  der  Infinite- 
simalbetrachtungen, mittels  deren  Newton  zu  seinen  Ergebnissen  ge- 
langt war,  vielleicht  als  zu  vielsagend,  keinenfaüs  als  zu  eng  zurück- 
weisen. Am  deutlichsten  sprach  sich  Newton  noch  in  einem  längeren 
Scholium,  einer  Anmerkung  aus,  mit  welcher  er  nach  Aufstellung 
der  11  Lehnsätze  den  ersten  Abschnitt  bescbloss.  Die  wichtigste 
Stelle  hat  folgenden  Wortlaut: 

'1  in  media  OH/rvaturae  continuae.  '}  JJUiiim  forma  trianguloruni  evane- 

sceniium  eit  similitudo. 
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„Man  kann  den  Eiuwuif  machen,  dass  ea  kein  letztes  Verhäit- 
niss  verschwindender  Grössen  gebe,  indem  dasselbe  vor  dem  Ver- 
schwinden nicht  das  letzte  sei,  nach  dem  Verschwinden  aber  Über- 
haupt kein  Verhältniss  mehr  stattfinde.  Aus  demselben  Grunde  könnte 
man  aber  auch  behaupten,  dass  ein  nach  einem  bestimmten  Orte 
strebender  Körper  keine  letzte  Geschwindigkeit  habe;  diese  sei,  bevor 
er  den  bestimmten  Ort  erreicht  hat,  nicht  die  let/.te,  nachdem  er 
ihn  erreicht  hat,  existire  sie  gar  nicht  mehr.  Die  Antwort  ist  leicht. 
Unter  der  letzten  Geschwindigkeit  versteht  man  diejenige,  mit 
welcher  der  Körper  sich  weder  bewegt,  ehe  er  den  letzten  Ort  er- 
reicht und  die  Bewegung  aufhört,  noch  die  nachher  stattfindende, 
sondern  in  dem  Augenblicke,  wo  er  den  Ort  erreicht,  ist  es  die  letzte 
Geschwindigkeit  selbst,  mit  welcher  der  Körper  den  Ort  berührt, 
und  mit  welcher  die  Bewegung  endigt.  Auf  gleiche  Weise  hat  man 
unter  dem  letzten  Verhältnisse  verschwindender  Grossen  da'sjenige  zu 
verstehen,  mit  welchem  sie  verschwinden,  nicht  aber  d<js  vor  oder 
nach  dem  Verschwinden  stattfindende.  Ebenso  ist  das  erste  Ver- 
hältniss entstehender  Grössen  dasjenige,  mit  wtkhem  sie  entstehen, 
die  erste  und  letzte  Summe  diejenige,  mit  welchei  sie  anfangen  oder 
aufhören  zu  sein  (entweder  grösser  oder  kleinei  zu  weiden).  Es 
esistirt  eine  Grenze,  welche  die  Geschwindigkeit  nm  Ende  der  Be- 
wegung erreichen,  nicht  aber  überschreiten  kann,  dies  ist  die  letzte 
Geschwindigkeit.  Dasselbe  gilt  von  der  Grenze  aller  anfangenden 
und  aufhörenden  Grössen  und  Proportionen.  Da  diese  Grenze  fest 
und  bestimmbar  ist,  so  ist  es  eine  wahrhaft  geometrische  Aufgabe 
sie  aufzusuchen." 

Man  sieht,  mit  welchen  gewundenen  Ausdrücken  Newton  um 
den  Begriff  der  in  einem  Augenblicke  vorhandenen  Geschwindigkeit 
herumgeht,  anstatt  grade  ihn  zu  benutzen,  um  das  Wort  Flusion 
den  Lesern  klar  zu  machen.  Er  wollte  damals,  am  28.  April  1686, 
als  das  erste  Buch  der  Principien  der  Koyal  Society  druckfertig  vor- 
gelegt wurde'),  jenes  Wort  nicht  in  die  Oeffentlichkeit  bringen.  Seine 
Meinung  in  dieser  Beziehung  änderte  sieh  bis  zum  20.  Juni,  als  dem 
Tage,  an  welchem  das  zweite  Buch  bis  aufs  Abschreiben  fertig  war^). 
Im  zweiten  Abschnitte  des  zweiten  Buches  taucht  imvermittelt  das 
zweite  Lemma  auf:  Mommtum  Genitae  aequatar  MomenMs  latervM 
singuhrum  generanHum  in  eorundem  laterum  indices  dignitatwm  et 
coefficientia  continue  ductis,  oder:  die  Augenblicksveränderung  einer 
Function  ist  gleich  dem  Producte  der  Augenblickaveränderungen  der 


')  Edleston,    Correspondence   of  Sir  Isaac  Newton   find   Frofess 
;,  XXX.  ')  Ebenda  pag.  LVII,  Anmerkung  86. 
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sie  bildenden  Veränderliulieii  in  ihre  Exponenten  und  in  ihre  Coeffi- 
cienten. 

Dasa  wir  nJchfc  allzufrei  übersetzt  haben,  geht  ans  der  Fort- 
setzung hervor,  in  welcher  Newton  noch  Einzelnes  erläutert.  Genita 
sei  jede  Grösse,  wolehe  aus  anderen  arithmetisch  oder  geometrisch 
hervorgehe;  Momcntum  sei  das  HUgenblickliche  positive  oder  negative 
Increment  der  in  einem  Flusse  befindlichen  Grössen.  „Die  Momente"! 
sagt  Newton,  „hören  imt  Momente  zu  sein,  sobald  sie  eine  endliche 
Grösse  erhalten.  Man  hat  unter  ihnen  die  eben  entstehenden  An- 
fänge endlicher  Grössen  zu  verstehen  und  betrachtet  in  diesem  Lehn- 
satze  nicht  die  Grösse  der  Momente,  sondern  ihr  Verhältniss,  wenn 
sie  eben  entstehen.  Es  kommt  auf  dasselbe  heraus,  ob  man  statt 
der  Momente  entweder  die  Geschwindigkeiten  der  Zu-  und  Abnahme 
(welche  man  auch  Bewegungen,  Veränderungen  und  Flnxionen  der 
Grössen  nennen  kann)  oder  beliebige  endliche  Grössen  versteht,  welche 
jenen  Geschwindigkeiten  proportional  sind." 

Darnach  bedeutet  in  der  That  der  (S.  202)  im  lateinischen  Wort 
laute  und  in  freier  Uebersefaung  abgedruckte  Satz  nichts  anderes 
als  die  Regel,  nach  welcher  A  mal  J}  differentiirt  werden  soU,  wenn 
Ä  und  B  irgend  Potenzen  der  Veränderlichen  sind,  und  sechs  Bei- 
spiele zeigen  die  Richtigkeit  dieser  Auffassung. 

Man  würde  irren,  wenn  man  glaubte,  Newton  habe,  nachdem 
dieser  Lehrsatz  ausgesprochen  war,  von  nun  an  fortwährend  Flnxionen 
angewandt.  Dazu  wäre  im  ersten  Buche  Gelegenheit  gewesen,  das 
zweite  Buch  hat  es  wesentlich  mit  Fluenteu  d,  h.  mit  Integralrech- 
nung zu  thun,  und  ihr  Name  ist  in  dem  Lehnsatze  nicht  enthalten. 
Man  sieht  daraus  deutlich,  was  Newtons  Absicht  beim  Abdrucke 
eines  Lehnsatzes,  von  dem  er  keinen  Gebrauch  zu  machen  gewillt 
war,  gewesen  sein  muss. 

Er  wollte  eine  gedruckte  Aeusserung  schaffen,  auf  die  er  sich 
später  einmal  zur  Datimng  beziehen  könne,  wenn  er  je  daran  denken 
sollte  seine  Flusionsrechnnng  herauszugeben.  Das  geht  noch  deut- 
licher aus  einem  Schohum  hervor,  welches  hinter  dem  Lehnsatze 
imd  den  ihn  erläuternden  Beispielen  steht:  „In  Briefen,  welche  ich 
vor  etwa  10  Jahren  mit  dem  sehr  gelehrten  Mathematiker  G.  G.  Leibniz 
wechselte,  zeigte  ich  demselben  an,  dass  ich  mich  im  Besitze  einer 
Methode  befände,  nach  welcher  man  Maxima  nnd  Minima  bestimmen, 
Tangenten  ziehen  und  ähnliche  Aufgaben  lösen  könne,  und  zwar  lasse 
sich  dieselbe  eben  so  gut  auf  irrationale  wie  rationale  Grössen  an- 
wenden. Indem  ich  die  Buchstaben  der  Worte  (wenn  eine  Gleichung 
mit  beliebig  vielen  Fluenten  gegeben  ist,  die  Fluxionen  zu  finden 
und  umgekehrt),   welche  meine  Meinung  aussprachen. 
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barg')  ich  dieselbe.  Der  berühmte  Mann  itntwortete  mir  darauf,  er 
sei  auf  eine  Methoda  derselben  Art  verfallen,  die  er  mir  mittheilte  ^), 
und  welche  von  meiner  kaum  weiter  abwich  als  in  der  Form  der 
Worte  und  Zeichen'"),  Damit  war,  schon  durch  den  Gegeii&atz  der 
beiden  Wörter  „verbergen"  und  „mittheilen"  die  Unabhängigkeit  der 
Erfindung  bei  dem  offen  Mittheilenden  jedenfalls  zugestanden,  für 
den,  der  seine  Methode  verbarg,  mindestens  beansprucht 

Dieses  Scholium  hat  aber  seine  Geschichte,  die  wir  vorgreifend 
gleich  hier  ernählen  wollen.  Im  Jahre  1709  war  das  dringende  Be- 
dürfniss  nach  einer  neuen  Auflage  der  Principien  vorhanden.  Die 
Besorgung  derselben  übernahm  Roger  Cotes,  der  begabteste  unter 
den  damaligen  jüngeren  Mathematikern  Englands,  und  der  Brief- 
wechsel zwischen  dem  jungen  Herausgeber  und  dem  wirkhehen  Ver- 
fasser gibt  über  manche  nicht  unwichtige  Ä ender ung  Aufschluss, 
durch  welche  die  zweite  Ausgabe  von  der  ersten  abweicht.  Meistens 
war  es  Cotes,  der  mit  der  erstmaligen  Fassung  sich  nicht  ein- 
verstanden erklärte  und  seine  Ausstellungen  und  Verbesserungsvor- 
schläge mit  grosser  Zähigkeit  festhielt,  bis  Newton  in  der  Regel 
nachgab,  oder  doch  eine  Vermittlung  zwischen  beiden  Ansichten  er- 
zielt war.  Die  neue  Ausgabe  erschien  1713,  aber  noch  vor  dem 
15.  April  1710  war  der  Druck  bis  jenseits  des  erwähnten  Scholium 
vorgerückt,  und  dasselbe  hatte  die  voUständjg  gerechtfertigte  Aende- 
rung  erlitten,  dass  als  unterscheidend  zwischen  beiden  Methoden,  der 
von  Newton  und  der  von  Leibniz,  noch  die  Art  der  Entstehung 
der  Grössen*)  hervorgehoben  wurde.  Alles  Andere,  sogar  die  „vor 
etwa  10  Jahren  gewechselten  Briefe"  blieb  unverändert,  wenn  uuch 
inzwischen  schon   mehr  als  20   weitere  Jahre  dahingegangen   waren. 

Die  Bedeutsamkeit  des  erwähnten  Zusatzes,  welcher  der  beider- 
seitigen Unabhängigkeit  der  Gedanken  ein  unzweideutiges  Zeug- 
niss  spricht,  da  ja  grade  die  Art  der  Entstehung  der  Grössen  durch 
fliessende  Bewegung  oder  aus  in  Ruhelage  vorhandenen  unendlich 
kleinen  Elementarthoilen  den  .Kern  der  Fluxionsrechnung  wie  der 
Differentialrechnung  bildet,  liegt  auf  der  Hand.  Von  wem  ist  aber 
dieser  Zusatz?  Auch  wie  gewöhnlich  von  Cotes,  oder  von  Newton? 
Darüber  wird  wohl  nie  Lieht  verbreitet  werden.  Der  Briefwechsel 
zwischen  Newton  und  Cotes  zeigt  eine  Lücke  vom  11.  Oetober  1709 
bis  zum  15,  April  1710,  und  grade  innerhalb  dieser  Zeit  fand  der 
Druck  des  Scholium  statt^).  Hier  fehlen  die,  wie  ans  dem  Zusammen- 
hange zu  entnehmen  ist,  sicherlich  vorhanden  gewesenen  Briefe,  von 

')  celavi.  ')  commitniemiit.  ')  in   cerboruvi   et  formamm   forniitlis 

')  Idea  generafionis  quantitatum.  ')  Edleston,   Correspondenee  of  Sir  Isaae 

Newton  and  Professor  Cotes  pag,  6—7, 
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deren  Abhandenkommen  wir  im  XVII.  Abschnitte  zu  reden  haben 
werden. 

Aber  wir  gehen  in  der  Geschichte-  des  Scholium  weiter.  Eine 
dritte  Ausgabe  der  Principien  erschien  1726  unter  der  Leitung  von 
Henry  Pemberton  (1(j94 — 1771),  und  diesesmal,  10  Jahre  nach 
Leibuizens  Tode,  wurde  das  ganze  Scholium  nicht  bloss  gestrichen, 
sondern  durch  folgendes  neue  ersetzt:  „In  einem  an  unseren  Lands- 
mann CoUins  gerichteten  Briefe)  vom  11.  December  1G72  beschrieb 
ich  eine  Methode  der  Tangenten,  welche  meiner  Vermuthung  nach 
mit  der,  damals  noch  nicht  veröffentlichten  Methode  von  De  Sluse 
identisch  sei.  Ich  fügte  folgende  Bemerkung  hinzu:  Dies  ist  ein  be- 
sonderer Fall,  oder  vielmehr  ein  Zusatz  zur  allgemeinen  Methode 
welche  sieh  auf  jeden  mühevollen  Calcul  erstreckt,  nicht  nur  auf  die 
Construction  von  Tangenten  an  alle  geometrische  oder  mechanische 
Curven,  oder  von  auf  andere  Curven  sich  beziehenden  graden  Linien, 
sondern  auch  auf  die  Losung  anderer,  schwieriger  Aufgaben  über 
die  Krümmung,  Quadratur,  Rectification,  die  Schwerpunkte  der 
Curven  u.  a.  w.,  und  sie  beschränkt  sieh  nicht  (wie  die  Methode  von 
Hudde  fui  Mamma  und  Mmima)  auf  diejenigen  Gleichungen,  welche 
frei  von  irrationalen  Glossen  ^md  Diese  Methode  habe  ich  jener 
andeien  emgefügt,  nach  welcher  nh  die  Gleichungen  behandle,  indem 
ich  sie  auf  unoiidhche  Keihen  7uruckfiihrte.  So  weit  jener  Brief. 
Die  letzten  Woite  beziehen  sab  auf  eine  Abhandlung,  welche  ich  im 
Jabre  1671  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  habe.  Die  Grund- 
l^e  dieser  allgemeinen  Methode  ist  im  vorhergehenden  Lehnsatze 
enthalten." 

Hier  war  also  der  Name  Leibnizens  in  Wegfall  gebracht.  Dafür 
war  dem  Tangenten briefe  (S,  167)  und  der  ersten  Niederschrift  der 
Methodus  flnxionum  eine  Bedeutung  beigelegt,  welche  Newton  ihnen 
offenbar  weder  1687  noch  1710,  weder  bei  der  ersten  noch  bei  der 
zweiten  Auflage  der  Principien  beizulegen  wagte.  Wir  dürfen  die 
ganze  Umänderung  wohl  als  Beweis  dafür  ansehen,  dass  man  jetzt 
1726  fühlte,  wie  das  alte  Scholium  gemeint  war,  wie  es  allein  ver- 
standen werden  konnte.  Jetzt  sollte  man  es  nicht  mehr  so  verstehen, 
und  deshalb  wurde  es  beseitigt. 

Wir  möchten  noch  auf  eine  weitere  Stelle  der  Principien  auf- 
merksam machen,  welche,  wie  uns  scheint,  ein  geschichtlich  wich- 
tiges Eingeständniss  enthält.  Im  10.  Abschnitte  des  eraten  Buches 
ist   die  Pendelbewegung   genau    erörtert.     Die   34.  Aufgabe   verlangt 

')  Das  hier  wiederholte  Bvü<;hatück  dea  Briefes  ist  abgedruckt  Jii  Opu>:cuhi 
Newtmi  l,  297—298. 
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die  Geschwindigkeit  des  Pendels  in  jedem  einzelnen  Punkte,  durch 
welchen  er  bei  seinen  Schwingungen  hindurchgeht,  und  die  Zeiten  zu 
bestimmen,  in  welchen  sowohl  die  ganzen  Schwingungen  als  einzelne 
Theile  derselben  zurückgelegt  werden.  Der  zweite  Zusatz  zu  dieser 
Aufgabe  erwähnt  das  Cyoloidenpendel,  seinen  Tautochronismua  u.  s.  w. 
mit  der  Bemerkung,  Huygena  habe  es  bewiesen^).  Kein  Wort 
gibt  zu  verstehen,  dass  Newton  zu  dem  gleichen  Ergebnisse  selb- 
ständig gekommen  sei.  Wir  finden  darin  die  Bestätigung  unserer 
früher  ausgesprochenen  Ansicht  (S.  178),  dass  Newton  die  Metfaodns 
fluxionum  nicht  durchaus  in  dem  Zustande  der  ersten  Niederschrift 
von  1671  liess,  sondern  wenn  auch  nicht  eine  vollkommene  Um- 
arbeitung, doch  spätere  Einschaltungen,  jedenfalls  eine  solche  nach 
1673,  vornahm. 

Der  Hauptinhalt  der  Prineipien  kann  nur  in  einer  Geschichte 
der  Physik  oder  der  Astronomie  genau  gewürdigt  werden.  Hier 
haben  wir  uns  mit  der  Andeutung  zu  begnügen,  dass  es  Newton 
darauf  ankam  zu  beweisen,  daas  die  Kepler'schen  Gesetze,  deren  wirk- 
iche  Geltung  erfahrungsmässig  feststand,  sich  mathematisch  als  Folge 
ner  allgemeinen  Anziehung  ergehen,  vorausgesetzt  dass  diese  An- 
iehung  im  umgekehi-ten  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen 
wirke.  Anziehung  nannte  Newton,  wie  er  in  der  letzten  Anmerkung 
des  11.  Abschnittes  des  ersten  Buches  ausdrücklich  sagt,  jeden  Ver- 
such der  Körper  sich  einander  zu  nähern.  Ob  eine  thatsächliche 
Fernwirkung,  ob  fortgesetzte  Nahe  Wirkungen  diesen  Versuch  beein- 
flussen, liess  er  unbestimmt.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Anziehung 
stattfindet,  war  ihm  am  wichtigsten,  und  an  den  verschiedensten  Stellen 
der  Prineipien  sind  Einwirkungsannahmen  der  verschiedensten  Natur 
gemacht  und  ihre  Folgen  in  Erwägung  ge- 
zogen. 

Einer  der  wichtigsten  Sätze  der  im  um- 
-\Z  gekehrten  Quadrate  der  Entfernung  sich 
ändernden  Anziehung  ist  der  von  der  sich 
aufhebenden  Beeinflussung  eines  in- 
neren Punktes  einer  Kugel,  welcher  den 
12.  Abschnitt  des  ersten  Buches  eröffnet 
*^'^  '^  (Figur  38).     P  sei  der  im  Inneren  der  Kugel 

liegende  Punkt.  Sind  HI  und  KL  unendlich  kleine  Bögen,  so  ist 
/\,HIP^  LKF,  und  ein  beliebig  kleines  Ober  fläch  entheilchen  um  HI 
verhält  sich  zu  einem  um  KL  gelegenen  wie  HP :  KU  =  PP  :  FK^- 
Die  Entfernungen  jener  Flächen  von  P  sind  aber  PI  imd  PK,   die 

')  m(  demonstravü  Hugenius. 
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Anziehung  nimmt  also  ab  im  Verhältnisse  von 

I'P    PK^ 
Verhältnisse  verbinden  sich  zu  jq-^:  77^!=  1  =  1»  d.  h. 

Anziehung  von  genau  gleicher  Grösse  treibt  den  Punkt  nach  beiden 
Seiten,  d.  h.  nicht  stärker  nach  der  einen  als  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite,  und  er  verbleibt  in  Kühe. 

Von  mancherlei  geometrisch  fesselnden  Sätzen  erwähnen  wir  den 
1.  Satz  des  5.  Abschnittes  des  ersten  Buches  dasa,  wenn  von  irgend 
einem  Punkte  eines  Kegelschnittes  nach  den  vier  Seiten  eines  Sehnen- 
vierecks Gerade  unter  gegebenen  Winkeln  gezogen  werden,  die  Pro- 
ducte  der  nach  je  zwei  Gegenseiten  gezogenen  Strecken  in  constantem 
Verhältniss  stehen.  Ueberhaupt  beschäftigt  sich  der  ganze  5.  Ab- 
schnitt mit  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  mit 
deren  Bestimmtheit  durch  fünf  Punkte,  während  durch  vier  Punkte 
mehr  als  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann  u.  s.  w,,  Fragen, 
mit  welchen  sich  einst  auch  Pascal  beschäftig  hatte  (Bd.  II,  S.  681), 
wenn  auch  ohne  dass  wir  wissen,  wie  weit  er  gelangte.  Eine  Er- 
innerung an  Desargues  (Bd.  II,  S.  676)  darf  wohl  in  dem  22.  Lemma 
des  ereten  Buches  vermuthefc  werden,  wo  es  heisst:  Parallellinien 
seien  solche,  welche  nach  einem  unendlich  entfernten  Punkte  ge- 
richtet sind^). 

91.  Kapitel. 

Leibniz   16S7  — 1699.     Jakob  nnd  Joliaiiii  Bernonlli  bis  zn 
ihrem  Streite. 

Mit  den  Principien  war  Newtons  schriftstellerische  Thätigkeit, 
wenigstens  soweit  sie  an  die  Oeffentlichkeit  trat,  für  einige  Zeit  be- 
endigt. Der  Mathematiker  hat  von  seinen  Leistungen,  so  weit  sie 
uns  bisher  gegenüber  traten,  hauptsächlich  diejenigen  zu  schätzen, 
welche  in  der  Analysis  per  aequationes  niedergelegt  waren,  von  denen 
aber  brieflich  auch  Leibniz  Kenntniss  hatte.  Das  war  vor  allen 
Dingen  die  Binom ialreihe,  das  war  die  Anwendung  von  sowohl 
numerischen  als  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  einer  all- 
gemeinen, kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  angenommenen  Grösse 
verlaufenden  Reihen  zur  Auflösung  von  Gleichungen.     In   den  Prin- 

')  Lmeae  parallelae  stmt,  gvae  ad  jjuijcfuni  infinite  disfans  tendunt.  Weniger 
deutlich  ist  das  Gleiche  auch  schon  in  dem  an  das  18.  Lemma  sich  anschliessenden 
Scholium  ausgesprochen;  ß  punctis  qwituor  A,  B,  C  D  posmmt  unum  vel  dim 
ahire  ad  inßnituim,  edgue  facto  latera  figurae,  qiiiie  ad  puncia  illa  convergn/iü, 
evadere  pa/rallela. 
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cipien  war  es  die  Mechanik  der  Kräfte,  welche  im  umgekehrten 
.  Quadrate  der  Entfernungen  ihre  Wirksamkeit  ausüben.  Anderes  hatte 
Newton  da  und  dort  versprochen,  hatte  er  als  in  seinem  Besitze  ku 
verstehen  gegeben  und  die  Glaubwürdigkeit  seiner  Aussage  durch 
Beispiele  unantastbar  gemacht,  aber  bekannt  gemacht  hatte  er  es 
nicht,  weder  im  grossen  noch  im  kleinen  Kreise,  und  dass  er  nun 
gar  über  einen  Algorithmus  der  Infinitesimalrechnung  verfüge,  konnte 
kein  Mensch  ahnen.  Erst  1693  änderte  sich  dieses,  wie  wir  im 
92.  Kapitel  sehen  werden. 

Leibnizens  Veröffentlichungen  dagegen  nahmen  einen  nur 
immerfort,  beschleunigten  Gang  an,  und  es  ist  noch  Eines,  was  zu 
betonen  ist.  Leibniz  hat  eine  Schule  hervorgebracht.  In 
England  können  wir  ihr  Craig  (S.  19Ö)  beirechnen.  In  Deutachland 
und  in  Frankreich  jubelte  man  den  neuen  Entdeckungen  zu,  drängte 
man  sich  heran,  das  neue  Arbeitsmittel  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung gebrauchen  zu  lernen,  gab  man  demselben  durch  diesen 
vielseitigen  Gebrauch  immer  grössere  Vollkommenheit. 

Machen  wir  uns  mit  den  LeibniKischen  Veröffentlichungen  be- 
kannt. Sie  li essen  zunächst  etwas  auf  sich  warten.  Wir  wissen 
(S.  ßl),  daas  Leibniz  im  October  1687  jene  grosse  Studienreise  nach 
Italien  antrat,  welche  ihn  bis  lö90  von  Hannover  fernhielt,  imd 
welche  jeder  Arbeit  auf  einem  anderen  Gebiete  als  dasjenige  war, 
dem  zu  Liebe  er  seine  Heise  von  Bibhothek  zu  Bibliothek,  von 
Archiv  zu  Archiv  machte,  sich  mindestens  nicht  ft3rderlich  erweisen 
konnte.  Ob  Leibniz  auf  dieser  Reise  das  Exemplar  der  Prineipien 
erhielt,  welches  Newton  ihm  sofort  nach  dem  Erscheinen  zuschicken 
liess'),  wissen  wir  ebensowenig  als  wir  den  Grund  kennen,  warum 
Newton  fortgesetzt  Vermittler  für  solche  Sendungen  in  Ajispruch 
nahm.  Möglieherweise  war  es  das  vom  Verfasser  ihm  geschenkte 
Exemplar,  welches  Leibniz  in  liom  erhielt,  wo  er  lö88  sich  auf- 
hielt*). Vorher  kannte  er  nur  eine  Besprechung  der  Prineipien  in 
den  A.  E.  vom  Juni  1688.  Die  kurzgefasste  Sprache  dieses  Berichtes''), 
welcher, _  ohne  ein  lobendes  oder  tadelndes  Urtheil  beizufügen,  die 
Hauptpunkte  deutlich  hervorhebt,  hat  zur  Vermuthung  geführt,  es 
sei  hier  eine  Selbstanzeige  aus  Newtons  Feder  zum  Abdrucke  ge- 
bracht.   Eine  Randnote  des  Heidelberger  Exemplars  der  A,  E,  nennt 

')  Edleston,  Gorrespondenee  of  Sir  Isaae  Newton  and  Professor  Cotes 
pag.  309:  Quam  priamm  lAbm-  Newtoni  htcem  vidit,  ea:emplar  g'ws  D.  NicoJao 
Jf'atio  datum  est,  ut  ad  Leibnitium  mitteretiir  (aus  einem  von  Newton  her- 
rührenden Aufsatae).  ")  Leibniz  VI,  189;  Apris  a/eoir  bien  eonsideri  le  livre 
de  M.  Newton,  que  j'ai  mt  ä  Some  pour  la  premiere  fois,  j'ai  admire  eomme  df 
raistm  guantite  de  beUes  choses  gu'H  y  äomie.  ')  A.  E,  1688  pag.  303. 
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freilich  Christoph  Pfaiitz  als  den  Berichterstatter,  aber  eine  Ver- 
einigung heider  Ansichten  ist  nicht  unmöglich.  Pfautz  gehörte  zu 
dem  engsten  Kedactionskreise  der  Ä.  E.  Er  war  1680  mit  Mencke 
in  England  und  Holland  gewesen,  um  Mitarbeiter  für  die  Zeitschrift 
zu  werben,  zu  deren  Herausgabe  damals  die  ersten  Vorbereitungen 
getroffen  wurden.  Vielleicht  waren  damals  unmittelbare  oder  mittel- 
bare Beziehungen  zu  Newton  angeknüpft  worden,  vielleicht  fü^e 
dieser  deshalb  dem  Buche,  welches  er  zur  Besprechung  einsandte, 
schriftliche  Bemerkuugep  bei,  was  er  für  neu  und  wichtig  halte,  und 
Pfautz  dachte  dem  Verfasser  des  Werkes  wie  dun  Lesern  der  Zeit- 
schrift sieh  gleiehmässig  gefällig  zu  erweisen ,  indem  er  von  jenen 
Bemerkungen  umfassenden  Gebrauch  machte. 

Aber  gleichTiel!  Jedenfalls  las  Leibniz  auf  der  Reise  jenen 
Berieht,  den  er  also  früher  als,  das  Werk  selbst  erhalten  haben 
muss.  Das  geht  aus  einem  Aufsatze  De  Imeis  opticis  d  alia^)  her- 
vor, den  Leibniz  im  Januarhefte  1689  der  A.  E.  verÖif entlichte,  und 
der  mit  der  Erklärung  anfängt,  er  sei  schon  lange  auf  der  Reise  und 
mit  Durchstöbern  von  Archiven  beschäftigt,  da  habe  ihm  ein  Freund 
einige  Monatshefte  der  A.  E.  geschickt.  Im  Juniheft  1688  sei  ihm 
der  Bericht  über  die  Principien  Newtons  aufgefallen,  den  er  heias- 
hungrig verschlangen  habe.  Eise  weitere  Bestätigung  ist  in  dem 
Aufsatze  Trntamm  (h  moUmm  coekstiwm  causis%  der  im  Februarhefte 
1689  der  A,  E.  Abdi'uck  fand,  zu  finden.  In  ihm  gelangte  Leibniz 
zur  Behauptung,  die  Planeten  würden  von  der  Sonne  in  verschiedenem 
Maasse,  aber  jedesmal  im  tjuadratiscben  Verhältnisse  ihrer  Sonnen- 
nähe angezogen*),  eine  Wahrheit,  welche,  wie  er  aus  dem  Berichte 
iu  der  Zeitschrift  ersehe,  auch  von  Newton  erkannt  worden  sei,  wenn 
der  Berieht  auch  darauf  die  Auskunft  schuldig  bleibe,  wie  Newton 
zu  jenem  Satze  gelangte*). 

Leibniz  bediente  sich  zur  Ableitung  seiner  Sätze  hier  der  Diffe- 
rentialrechnung und  benutzte  die  Gelegenheit,  sich  Über  deren  Grund- 
gedanken zu  äussern'''):  „Ich  nahm  beim  Beweise  unvergleichbar 
kleine  Grössen  an,  z.  B,  den  Unterschied  zweier  nahezu  überein- 
stimmender Grössen^),  der  mit  den  Grössen  selbst  unvergleichbar  ist. 
So  kann  nämlich  solches,  wenn  ich  nicht  irre,  am  deutlichsten  aus- 
einandergesetzt   werden.     Will    also    Jemand    Uneudlichkleines   nicht 

')  Leibniz  Y!I,  329—331,  1  Ebenda  VI,  144—161.  ^  Flaneta  idem 
Kttrahitw  a  Sole  divei'nimode,  et  tftidem  tn  duphtata  rattone  vicinuii'aiii.  ')  Ebenda 
V,  157;  Vides  harte  ^opoaitionem  jam  tum  itinutmsse  viro  eeleberrimo  Isaaco 
Newtono,  «(  ex  relatione  Actorum  npparet.  licet  ttuk  non  postmii  juilicare  quo- 
wodo  ad  eam  pervetterit.        ^)  Ebenda  VI,  151.        "}  duurum  iptantiMum  com- 
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anweadtti  so  kimn  er  ho  Mpuies  annehmen,  als  ikm  t^enügend 
sckeint,  dtmit  es  imvtr^leithbai  werde,  und  tinen  J^ehler  hervor 
bringe,  der  iii(,ht  ins  Gewicht  fiiUe,  oder  kleiner  sei  als  ein  gegebenei 
Wie  die  Eide  föi  einen  Punkt,  der  Erddurchmesser  für  eine  unend 
hch  Meine  Linie  gehalttn  wiid  sofern  man  den  s^n/en  Himmel  be 
trachtet  so  kann  bewiesen  weiden,  das.s  ein  Winke!  dessen  Schenkel 
eins  Basis  zwischen  suh  haben  die  gegen  iie  selb"!!  uniei^huhbai 
klein  ist,  ein  unveigleiehbar  kleinei  «em  muss  und  dnss  dei  Untei 
schied  der  beiden  Sehenkel  mit  den  Schenkeln,  die  den  TJntersi.hied 
aufweisen,  nicht  vi.rgleiLhlai  ist  '  Etwas  spater  nennt  er  einander 
entspiechtnde  Sehnen,  Bogen,  Tangenten  als  Gio&sen  mit  ihnen  selbst 
nicht  vergleichbaren  Untern  hieden  „Sind  aie  selbst  unendbth  klein, 
so   sind   ihie  Unterschiede    unendlich   mal  unendbih   kkin'l  Es 

gibt  unendlich  viele  bilde  sowohl  des  Unendlich  n  ds  its  Uuend 
floh  kleinen  " 

Das  Apnlhett  Ib^'l  der  A  E  briuhte  d,beiinils  einen  Aufsatz 
des  nun,  nachdem  er  wieder  angefangen  hatte  mathematisch  zu 
arbeiten,  unermudlnhen  Reisenden  Es  wai  der  vierte  aeit  \iei  Mo 
natun,  denn  im  Januarhefte  hatte  sich  an  den  schon  erwahnticn  übei 
optische  Linien  ein  solcher  Obei  das  widei stehende  Mittel  angeschlossen 
Der  Aufsit?  im  Aprilhette  beschäftigte  sich  mit  der  Isochrone 
Wir  wissen  (S.  l'AQj,  dass  dieser  Name  durch  Pardies  der  Oycloide 
beigelegt  worden  war,  weil  ein  Körper,  von  welchem  Punkte  der 
nach  unten  gewölbt  gezeichneten  Gycloide  aus  er  längs  derselben  in 
fallende  Bewegung  geräth,  genau  in  der  gleichen  Zeitdauer  den  Weg 
bis  zum  Tiefpunkte  durchmisat.  Das  iat  nicht  die  Bedeutung,  in 
welcher  Leibniz  sich  des  gleichen  Wortes  bediente.  Er  wollte  unter 
Isochrone  diejenige  Curve  verstanden  wissen^),  in  welcher  ein  schwerer 
Körper  in  dem  Sinne  gleichförmig  fallt,  dass  er  in  gleichen  Zeit- 
räumen dem  Erdboden  um  einen  gleichen  senkrechten  Abstand  sich 
nähert.  Er  hatte  die  Aufgabe,  die  Curve  zu  finden,  welche  die  ge- 
nannte Eigenschaft  besitze,  im  Septemberhefte  lö87  einer  anderen 
Zeitschrift,  der  INouveUes  de  la  Bepublique  des  Lattrcs,  gestellt,  und 
Huygena  hatte  sofort  im  Octoberhefte  die  Auflösung  nachfolgen 
lassen,  die  gesuchte  Curve  sei  die  aemieubische  Parabel^).  Auch 
Leibniz  gab  nun  in  den  A.  E.  die  damit  Übereinstimmende  eigene 
Auflösung  sammt  deren  Beweis*),  was  Huygens  unterlassen  hatte. 
Inflnitesimalbetrachtungen  kommen  hier  nicht  vor.  Schon  im  Januar 
1688  hatte  übrigens  Leibniz  die  Nummer  mit  der  von  Huygens  ein- 

')  infiniiies  infinite  parvae.         ^  Leibniz  V,  234.  =)    Ebenda  V,  237. 

')  Ebenda  V,  234—237. 
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gerückten  Auflösung  erhalten  und  sofort  von  Pilsen  aus,  wo  er  sich 
grade  befand,  einen  Beweis  an  die  Nouvelles  de  la  ßepubüque  des 
Letfcres  abgehen  lassen,  der  nicht  aufgenommen  wurde,  vielleicht  nicht 
angekommen  ist^). 

Wir  überspringen  die  in  den  Jahrgängen  1Ö90  und  1691  der 
A.  E.  enthaltenen  Aufsätze  Leibai/.ens,  um  unter  den  acht  Veniftent- 
lichungen  von  1G92  hei  nur  dreien  zu  verweilen. 

Der  Aufsatz  von  der  Cnrve,  welche  aus  den  Dnrchschnittsp unkten 
unendlich  vieler,  na«h  einem  bestimmten  Gesetze  gezogener  Curven 
entsteht  mid  sie  alle  berührt,  De  linca  ex  lineis  numero  mfinitis  w- 
dinatim  dttctts  ii^er  se  c<mcmrent&ms  formata  easque  omnes  tange}%te^ 
führte  zwei  neue  folgewichtige  Begriffe  in  die  Geometrie  ein,  den  der 
krummlinigen  Koordinaten  und  den  der  Einhüllenden.  Die 
ersteren  sind  allerdings  nur  beiläufig  erwähnt,  aber  deshalb  nicht 
mit  geringerer  Deutlichkeit.  „Unter  Coordinaten"^),  sagt  Leibniz, 
„verstehe  ich  nicht  nur  Gerade,  sondern  beliebige  Cun^en,  wenn  nur 
ein  Gesetz  vorhanden  ist,  nach  welchem,  sofern  ein  bestimmter  Punkt 
einer  als  üoordinate  gegebenen  Linie  gleichfalls  gegeben  ist,  diesem 
Punkte  entsprechend  eine  Linie  gezogen  werden  kann,  welche  dem 
anderen  Systeme  der  als  Coordinaten  ge wählen  angehört."  Haupt- 
gegenstand ist  aber  die  Einhüllende*),  als  Ort  der  Durch  sehn  itts- 
puiüite  f(Sr  je  zwei  nächste  Linien ''j.  Sei  die  Gleichung  einer  Curve 
gegeben,  welche  nicht  blos  x  und  y  als  Ordinate  und  Abscisse,  die 
man  gemeinschaftlieh  Coordinaten  nennen  könne,  sondern  auch 
Parameter  a,  h  enthalte,  so  müsse  man,  um  zur  Berühr ungslinie  zu 
gelangen,  diese  Gleichung  differentiiren ")  und  die  Parameter  dabei  als 
constanfc '}  betrachten.  Beim  Uebergang  von  einer  Curve  zii  einer 
anderen  müsse  man  aber  einen  Parameter,  a  oder  h,  als  differentiir- 
bar*)  betrachten,  und  zwar  immer  nur  je  einen,  wenn  auch  in  der 
Ourvengleichung  mehrere  Parameter  vorkommen.  So  finde  sich  die 
Linie,  vf eiche  alle  Curven,  jede  in  dem  ihr  entsprechenden  Punkte 
berühre*').  Deutlicher,  sollten  wir  meinen,  spreche  kein  modernes 
Lehrbuch  der  Differentialrechnung  sich  aus. 

Aus   einem   zweiten  Aufsatze,  der   über  Ki'ümmungs Verhältnisse, 


')  Leibuiz  V,  238—240.  *)  Ebenda  V,  266—269.  ')  Ego  mtb  nrdi- 
iMiim  duetis  non  twatum  rectal,  sed  et  cmvas  Imeas  ^akseutiipte  acäpio,  modo 
lex  habeatur,  secwadum  quam  dato  liiieae  cumsdam  datae  (tanquam  ordmatHciB) 
jwwietoj  resjKJwdejw  ei  puncto  Hnea  duci  pogsit,  iptac  wna  erit  ex  ordinatim  dtt- 
eeiidis  MM  ordinatim  posittone  daiis.  ')  Jima  cofu^rgaum.         '')  lintae  pro- 

ximae.         *)  opus  est  aegwationem  ^us  cmeae  differentiare.  ")  magnitttdine 

comtantes.        ")  di/ferentiabüis.        *)  tangem  uvica  infittitarum  eurvarum  ordi- 
natim duclamm  uni^uigue  in  suo  pimcto  resp(mde»ti  occurrens. 

14* 


y  Google 


212  91.  Kapit«!. 

Oseulation  und  dergleichen  handelt,  erwähnen  wir  nur  einen  Satz, 
nämlich  den^},  dass  von  einer  Evoluten  andere  und  andere  Curven 
sich  abwickeln,  je  nachdem  der  Faden,  dessen  Endpunkt  die  Curve 
beschreibt,  von  verschiedener  Länge  ist.  Alle  diese  Curven  seien 
parallel,  d.  h.  der  Abstand  je  zweier  sei  überall  derselbe,  und  die 
Gerade,  welche  zu  der  einen  Curve  senkrecht  stehe,  verhalte  sich 
ebenso  zu  den  anderen,  was  als  allgemeinste  Definition  des  Parallelis- 
mus zu  gelten  habe  ^). 

Drittens  gehört  dem  Jahre  1692  die  Auflösung  einer  Aufgabe 
an,  welche  viel  von  sich  reden  machte.  Vincenso  Viviani  (Bd.  II, 
S.  660)  hatte  unter  angenommenem  Namen  von  Florenz  aus  diese 
Aufgabe  in  die  Welt  geschickt,  welche  nach  dem  ürte  ihrer  Her- 
kunft als  Florentiner  Aufgabe  bezeichnet  zu  werden  pflegt.  Der 
Name,  unter  welchem  ihr  Urheber  sich  verbarg,  lautete  autore  1).  Pio 
lÄsci  Pusillo  (jeometra,  ein  Anagramm  von  auU)re  postrenio  Galilei 
disdpulo,  und  als  letzten  Schüler  Galilei's  liebte  Viviani  sich  zu  be- 
zeichnen. Die  Aufgabe  selbst  bestand  darin,  aus  einer  Halbkugel 
(Figur  39)  rings  an  der  Grundfläche  henam  vier  gleiche  Oeffnuugen 
^  herauszubrechen,  so  dass  die  noch 

^^^^S^^^^^  übrige  krumme   Oberfläche   genau 

^^^^^^^^^^^^^^  quadrirbar    sei').      Das   Flugblatt, 

^^^^^^^^^^^^^^^^^         welches  die  gedruckte  Aufgabe  in 

^^^^^^^^^^^^^^^^^Ä        alle  Länder  hinaustrug,  war  vom 

^^        ^^^r  ^^       ■*■  ■''^P"-^   ^^^^    datirt,   Leibnizeus 

ß-K:" -~^S l^C    gleichfalls     gedrucktes     Antwort- 

^"---....^^^     ^        _..— -""^  schreiben    trägt    dus    Datum    des 

z»  28.  Mai  1692.    Raseher  kann  man 

^'^^  ^^  die  Erledigung  sieh  kaum  denken, 

und  wirklich  war  Leibniaens  Auflösung  die  erste,  welche  zur  Ver- 
öffentlichung kam,  und  dass  er  so  schnell  damit  fertig  wurde,  ver- 
dankte er  seiner  Infinitesimalrechnung,  die  hier  erstmalig  zur  F^chen- 
bestimmung  einer  gekrümmten  Oberfiäche  verwerthet  wurde.  Viviani's 
eigene  Auflösung,  welche  aber  die  Allgemeinheit  der  Leibnizischen 
Untersuchung*)  nicht  erreicht,  ist  folgende. 

Durch  den  Kugelmittelpnnkt  0  ist  der  Durchmesser  HC  gezogen, 
ebenso  der  Halbmesser  OA  senkrecht  zur  Grundebene  PDCO.  In 
der  Ebene  BAOO  wird  über  BO  und  CO  als  Durchmesser  je  ein 
Halbkreis  beschrieben,  und  durch  jeden  derselben  ein  grader  Halb- 
eylinder   bestimmt.     Diese   Halbc^lindei    schneiden   auf  der  vorderen 

')  Leibniz  V,  280.  *)   guae   diidum   miht  fvtt  äefinitio  paralMismi  in 

geTiere  sumti.  ^  wf  his  destrtictis  supersie^  curvu  superficies  teti-agonismi  vere 
geometrici  sit  capax.        *)  Leihniz  V   270—278 
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Ansicht  der  Halbkugel  die  Oeffnuiigen  BDE,  CDF  heraus,  and  ganz 
ähnliche  Oeffnungen  entstehen  selbstverständlich  auf  der  Rückseite. 
Der  übrig  bleibende  Theil  der  Halbkugloberfläche  ist  quadrirbar. 

War  diese  Aufgabe  als  geistreiche  geometrische  Spielerei  zu  be- 
trachten, so  brachte  Leibniz  im  nächstfolgenden  Jahre,  1693,  die 
Wissenschaft  wieder  um  eiuen  gewaltigen  Schritt  vorwärts,  indem  er 
das  wirklich  ausführte,  was  bisher  sowohl  durch  ihn  selbst  als  durch 
Newton  brieflich  nur  als  ausführbar  bezeichnet  zu  werden  pflegte: 
die  Integration  von  Differentialgleichungen  in  Reihen- 
form  ').  Leibniz  bedient  sich  dazu  der  Methode  der  unbestimmten 
Ooefficienten.  Ein  Beispiel  bietet  die  Entwickelung  der  Sinusreihe. 
Sei  ^  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  a  und  x  dessen  Sinus,  so 
nimmt  Leibniz  an^  die  Reihenentwicklung  heisse  a:  =  6j/  -f"  '^y" 
-j-  ei/^  +  ■  ■  ■ .  Warum  in  der  Reihe  nur  Potenzen  von  y  mit  un- 
graden  Exponenten  angenommen  werden  sollen,  begründet  Leibniz 
nicht  weiter.  Vermuthlich  stand  er  dabei  unter  dem  Einflüsse  der 
Thatsache,  dass  er  die  Reibe  schon  kannte,  zu  welcher  er  ge- 
langen wollte,  denn  dass  er  gewusst  hätte,  er  sei  sin  ( —  y)  =  —  sin  y 
und  daraus  geschlossen  hätte,  nur  Glieder  mit  Potenzen  von  ungradem 
Exponenten  dürften  vorkommen,  weil  nur  dann  die  ganze  Reihe  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annehme,  wenn  y  m  — y  übergehe, 
daran  ist  nicht  zu  denken.  Nun  ünde,  sagt  Leibniz,  die  Differential- 
gleichung statt: 

Auch  ihre  Ableitung  schenkt  sieh  Leibniz.  Von  ihrer  Richtigkeit 
kann  man  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung  —  =j  sin  —  über- 
zeugen, in  welcher  x,  y,  a  Längen  bedeuten,  als  deren  Einheit  a  ge- 
wählt wird.  Die  gleichviel  woher  bekannte  Differentialgleichung 
diS^erentiirt  Leibniz  abermals,  indem  er  bei  dieser  neuen  Differentia- 
tion ily  als  constant  annimmt.    So  erhält  er  0'=2a^<lxddx-\-  2xäxdy^ 

,-,  -^  0.    Aber  die 
Differentiation  der  für  x  angenommenen  Reibe  liefert 
^  =  fc-f  3ty +  5e)/*H und    -— =  2 -^icy -\- A  ■  bef  +  ■  ■■ . 

Folglich  muss  stattfinden 

[hy  +  cy'  +  ,  .  ,]  -[-  rt^[2  .  3<;y  4-  4  -  De.y»  +■■-]=  0. 
Für  &  fehlt  es  an  Mittel  zur  Bestimmvmg,  und  Leibniz  hilft  sich  mit 
einem:    man  nehme  an^)  h  =  1.     Dann  ist  aber 

'■)  Leibniz  V,  285— 38S,        ')  a-tmiuiatur. 
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1  1  ■  2  ■  -Aa"  ''"  )  ■  2  -  3  ■  4  ■  5a^  '  '  '' 
i  Wichtigste  an  diesem  Aufsätze  ist  neben  der  schon  hervor- 
.  thatsächliohen  AusfühniDg  des  vorher  nur  theoretisch  für 
ausführbar  Gehaltenen  die  hier  vorgenommene  abermalige  Diffe- 
rentiation einer  gegebenen  Differentialgleichung.  Daneben 
machen  wir  aufmerksam  darauf,  dass  Leibniz  trigonometrische  Func- 
tionen differentiireu  konnte,  und  in  der  Bezeichnung,  in  welcher 
Leibniz  steta  Meister  war,  auf  das  Ueberspringen  der  Coefficienten 
von  c  nach  e,  offenbar  weil  d  aus  schliesslich  als  Differentiations- 
z eichen  in  Anwendung  kommen  sollte.  In  einer  geometrisch  aus- 
gesprochenen Aufgabe,  deren  Dift'erentialgleichnng  a- \-  z  —  y  ^^ 

heisst,  welche  alsdann  wieder  integrirt  wird,  indem  die  Annahme 
3  =  hy  -{-  cy"  -\-  ey^  -(-  fy*  -|-  . .  .  als  Ausgangspunkt  dient,  kommt 
das  Wort  Subtangente ^j  vor,  welches  als  Huygens  eigenthümlich 
bezeichnet  wird  und  in  der  That  vor  Kurzem  von  diesem  eingeführt 
worden  war  (S.  147). 

Ein  anderer  Aufsatz  von  1693  brachte  wieder  eine  neue  geo- 
metrische Aufgabe  auf  die  wissenaehaftliehe  Tagesordnung^).  Claude 
Perrault  (1613 — 1688),  ein  vielseitig  gebildeter  Pariser  Arzt,  der 
als  Musiker,  als  Mechaniker,  als  Architekt,  als  Herausgeher  des 
Vitruvius  {S.  9)  bebannt  ist,  stellte  vielen  Mathematikern,  zuletzt 
auch  Leibniz,  die  von  ihm  selbst,  wie  er  eingestand,  nicht  bewältigte 
Aufgabe,  die  Curve  zu  finden,  welche  ein  an  dem  Ende  ü  eines 
Fadens  AB  befestigtes  Gewicht  beschreibt,  während  das  andere 
Fadenende  A  längs  einer  geraden  Linie  hingeführt  wird.  Als  Bei- 
spiel benutzte  Perrault  dabei  seine  silberne  an  einer  Kette  befestigte 
Taschenuhr,  welche  er  in  der  vorgeschriebenen  Art  über  den  Tisch 
zog.  Leibniz  erkannte  im  Septemberhefte  1693  der  A.  E.  die  geo- 
metrische Definition  der  Curve  in  der  Eigenschaft,  dass  die  Berüh- 
rungslinie von  der  Curve  bis  zum  Durchschnitte  mit  einer  gegebenen 
Geraden  gemessen,  einen  unveränderlichen  Werth  habe,  und  er  sah 
darin  eine  inverse  Tangenten  aufgäbe.  Er  erkannte  auch  die  loga- 
rithmische Natur  der  Curve,  versagte  sich  aber  ein  weiteres  Ein- 
gehen auf  die  Aufgabe,  weil  Huygens,  wie  aus  einem  Briefe  desselben 
hervorgehe,  mit  Äehnlichera  sich  beschäftige.     Es  war  auch  au  dem. 

')   subtangenUdUs.  ')    Leibniz  V,  394  —  301,     Vgl.   Klügel,    Matlie- 

matisoheB  Wörterbuch  V,  90 — 91. 
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Huygena  fasste  die  Aufgabe  allgemeiner  und  gab  der  erzeugten 
Curve  den  Namen  Tractoria,  weil  sie  als  Weg  eines  gezogenen 
Punktes  auftritt,  während  der  Endpunkt  des  den  Zug  vermittelnden 
Fadens  einen  selbst  vorgeschriebenen  Weg  durchläuft.  AVir  werden 
noch  Gelegenheit  haben,  von  den  Tractorien  zu  reden. 

Wir  kommen  zu  einem  Aufsätze  von  1694:  N(yva  calcuH  diffe- 
rentialis  applicaHo  ei  tmis  ad  mtdUpUcem  üneanim  eonstmrtionem  ex 
data  tangenUum  conditionc'-').  Er  ist  die  Fortsetzung  jenes  Aufsatzes 
von  1692,  in  welchem  (S.  211)  die  Einhüllenden  erklärt  waren. 
Leibniz  ging  jetzt  über  die  damals  allein  gegebene  theoretische  Er- 
klärung hinaus,  indem  er  das  erste  wirkliche  Beispiel  berechnete. 
Die  Kreisgleichung  {x  —  hy -]- y^  =  ah  enthält  den  als  veränderlieh 
angesehenen  Parameter  li.  Differentiirt  man  sie  nach  h,  so  wird 
21}  =  2x  -\-  a  und  setzt  man  Ji  =  x  -^  in  die  Kreisgleichuug  ein, 
so  verwandelt  sie  sich  in  )j'^  =  a{x-\-  -,\  d.  h.  in  eine  Parabelgleichung. 
Die  Parabel  ist  also  die  Einhüllende  jener  Schaar  von  JCreiaen.  Am 
Schlüsse  des  Aufsatzes,  in  einer  Art  von  Nachschrift,  hat  Leibniz 
zum  ersten  Mal  ein  Wort  benutzt,  welches  nachmals  eines  der  von 
Mathematikern  am  häufigsten  gebrauchten  geworden  ist,  das  Wort 
Function.  Allerdings  hatte  es  bei  Leibniz  eine  andere  Bedeutung 
als  die  man  später  damit  verband.  Leibniz  nannte  Function  das- 
jenige Stück  einer  Geraden,  weiches  abgeschnitten  wird,  indem  man 
Gerade  zieht,  zu  deren  Herstellung  nur  ein  fester  Punkt  und  ein 
Curvenpunkt  nebst  der  dort  stattfindenden  Krümmung  in  Gebrauch 
treten  ^).    ' 

Soli  die  fernere  Geschichte  des  Wortes  Function  im  XVII.  Jahr- 
hunderte gleich  beigefügt  werden,  so  berichten  wir,  dass  Jakob  Ber- 
nouUi  im  Oetoberheft  1694  der  A.  E.  auf  den  Leibnizischen  Aufsatz 
im  Julihefte  Bezug  nehmend  sich  des  gleichen  Wortes  im  gleichen 
Sinne  bediente^).  Die  Zeitfolge  führt  sodann  zu  dem  zwischen  Jo- 
hann Bernoulli  und  Leibniz  geführten  Briefwechsel.  Schon  im 
Juni  1698  spricht  Johann  BernouUi  von  irgend  welchen  Functionen 
der  Ordiuatea  beim  isoperimetrischen  Probleme*).  Leibniz  antwortet 
Ende  Juli,  er  sei  entzückt,  daas  Bernoulli  das  Wort  Fimction  grade 
so  gebrauche  wie  er  selbst*).  Im  August  schlägt  Bernoulli  vor  eine 
Function   von   x   durch   X   oder   durch  g    zu    bezeichnen*).     Leibniz 

')  Leibniz  V,  301—306.  *)  Ebenila  V,  30(i:  Fancfüniem  coco  portiomm 
rectae,  quae,  ducfis  opc  sola  puncH  fixi  et  piincü  ciirv<w  cum  carvedine  sua  dati 
rectis,  abscindütir.  ^)  Jac.  Bernoulli  Opera  1,  61».  ')  Leibniz  III,  507. 

=)  Ebenda  III,  52Ö.        ")  Ebenda  III,  .'iSl, 
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billigt  diesen  Vorschlagt),  meint  aber  zugleich,  man  könne  Versehietleii- 
heiten  der  vorkommenden  Functionen  dadurch  andeuten,  dass  man  den 
Buchstaben  |  mit  einem  Zahlenindex  versehe;  er  selbst  bediene  sich, 
und  zwar  hauptsächlich  mit  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der 
Functionen  anderer  Zeichen.  Ihm  seien  äll|  und  ic[2J  Functionen  von 
^,  3^;  ?/|ll  und  3^;itf|2|  Functionen  von  x  und  j/,  lc\rl\  und  'x\r2\  rationale, 
endlich  ^|rtl|  und  S|ri2j  ganze  rationale  Functionen  von  x .  Auf  eine 
Redewendung,  deren  Jacob  Bernouili  sich  im  Maiheft  1(598  der 
Ä,  E.  bediente,  kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  zu  reden. 

Die  hier  genannten  Aufsätze  sind  bei  weitem  nicht  alle,  welche 
Leibniz  in  der  Zeit  bis  zum  Jahre  1700  dem  Drucke  übergab.  Es 
sind  vielmehr  nur  diejenigen  ausgewählt,  in  welchen  er  den  Anstoss 
zu  Betrachtungen  gab,  die  sich  als  folgewichtig  erwiesen. 

Wir  haben  (S.  208)  auf  den  Schule  machenden  Einfluss  der 
Leibniziscben  Arbeiten  zum  Voraus  hingewiesen.  Wir  müssen  diesem 
Einflüsse  nachgehen.  Da  bietet  zuerst  und  von  selbst  die  Frage  sieh 
dar:  wie  stellte  sieh  Iluygens  zu  der  neuen  Lehre?  Er  war 
in  Paris  Leibnizens  Ermunterer,  sein  erster  Berather  in  mathema^ 
tischen  Dingen  gewesen.  Als  die  Ereignisse  sie  körperlich  trennten, 
blieben  beide  grossen  Mäuner  geistig  zusammen.  Nicht  weniger  als 
61  zwischen  ihnen  gewechselte  Briefe  sind  bekannt^,  und  sie  reichen 
bis  zu  Huygens'  Tode.  Nur  eine  grosse  Lücke  von  dem  Jahre  1680 
bis  zu  1688  ist  ohne  solchen  veröffentlichten  Brief  Gerade  in  die 
Mitte  dieser  Zeit  fällt  Leibnizens  Aufsatz  von  1684,  Zwar  hatte 
Leibniz  schon  in  dem  letzten  Briefe  vom  Januar  1680  dem  Freunde 
an  einem  Beispiele  den  Nutzen  seiner  Methode  der  Tangenten  oder 
der  grössteu  und  kleinsten  Werthe  zu  beweisen  gesucht^),  aber  eine 
Antwort  ist  nicht  erfolgt,  uns  wenigstens  nicht  bekannt. 

Hat  Huygens  nicht  antworten  mögen,  und  hat  Leibniz  dieses 
Schweigen  übel  genommen,  oder  ist  irgend  Anderes  Schuld  an  dem 
zeitweisen  Abbruche  des  Briefwechsels,  jedenfalls  fand  er  statt,  und 
erst  nach  acht  Jahren,  im  Januar  1688,  sehrieb  Leibniz  neuerdings, 
um  seinen  Dank  auszusprechen,  dass  Huygens  es  der  Mühe  werth 
gefunden  hatte,  sich  mit  der  Aufgabe  dei  Isochronen  (S.  210)  zu 
beschäftigen,  Huygens  unterliess  —  er  sagt  '(elhst,  er  wisse  nicht 
weshalb  —  auch  dieses  Mal  zu  antworten,  bis  zum  "i,  Februar  1690. 
Dann  dauerte  es  etwa  ein  halbes  Jahi,  bis  Leibniz  wieder  schrieb, 
und  in  diesem  Briefe  stellte  er  geradezu  die  Anfrage,  was  Huygens 
von  seiner  Differential-  und  Integralrechnung  denke? 

Binnen  Monatsfrist  erfolgte   diesmal   die  Antwort.     Huygens  ge- 

1)  Leüjniz  UI,  537.        =)  Kbenfla,  H,  11—208,        ^)  Ebunda  II,  38, 
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steht  zu^),  er  habe  bisher  die  Aufsätze  in  der  Leipziger  Zeitschrift 
nicht  so  genau  stiidirt,  dass  er  in  ihr  Verstau  du  iss  eingcdiimgeii  sei; 
er  liabe  immer  geglaubt,  mit  seinen  eigeneu  Methodeu  ebensoweit  zu 
koiumen.  Jetzt  habe  aber  Leibniz  durch  seine  Schilderung  dessen, 
was  er  zu  leisten  im  Staude  sei,  ihm  Lust  gemacht,  sich  mehr  dem 
neuen  Calcul  zuzuwenden. 

Im  October  hat  er  es  gethan^.  Er  gibt  zu,  die  Differential- 
rechnung sei  gut  und  nützlich,  aber  er  beharrt  dabei,  sie  sei  nicht 
unentbehrlich.  Habe  er  doch  ohne  dieselbe  vielfach  die  gleichen  Er- 
gebnisse erzielt  wie  Leibniz.  Gewiss,  antwortet  nun  Leibniz  im 
October  1690,  die  Zeichen  dx  oder  äy  seien  nicht  unentbehrlich. 
Huygena  sei  voll  berechtigt,  sie  durch  irgend  welche  Buchstaben  zu 
ersetzen.  Aber  auf  Eines  wolle  er  doch  aufmerksam  machen  *). 
Würde  man  wohl,  wenn  man  statt  x^  und  x^  etwa  m  und  n  schriebe, 
ebenso  durchsichtig  mit  diesen  letzteren  Buchataben  als  mit  dem, 
wofür  sie  gesetzt  sind,  rechnen?  Genau  in  derselben  Weise  verhalte 
es  sich  mit  dx,  mit  ädx. 

Diese  feine  Bemerkung  blieb  wirkungslos.  Im  Mai  1691  ver- 
wahrt sich  Hujgeas*)  gegen  den  Calculus  differentialis  und  wünscht, 
Leibniz  solle  ihm  nicht  wie  an  einen  darin  Eingeweihten  schreiben. 
Am  1.  September  1091  bezeugt  er  Neigung,  ihn  nun  wirklich  kennen 
zu  lernen'"').  Am  17.  September  1G93  nennt  er  sieh  massig  ein- 
geweiht"), mit  Ausnahme  der  ddx,  die  er  noch  nicht  verstehe.  Ja, 
am  27.  December  1694,  in  dem  letzten  Briefe,  den  Huygens  über- 
haupt an  Leibniz  richtete,  erklärt  er  noch  einmal'),  die  ganze  Me- 
thode bleibe  ihm  nie  gegenwärtig,  wenn  er  eine  Zeit  lang  aufgehört 
habe,  sich  mit  ihr  zu  beschäftigen.  Wir  werden  den  fremden  Ein- 
fluss  noch  kennen  lernen,  unter  welchem  sieh  Huygens  im  Ganzen 
so  abweisend  verhielt.  Jedenfalls  hat  er  an  der  Portbildung  der 
Leibnizischen  Lehre  nicht  theilgenommen. 

Ganz  anders  stellten  sieh  dazu  die  Brüder  Jakob  und  Johann 
Bernoulli  (S.  89).  Der  Leibnizisehe  Aufsatz  von  IßM  hatte  deren 
Wissbegier  geradezu  auf  die  Folter  gespannt.  Es  ist  nicht  an  dem, 
was  Johann  in  einem  nachgelassenen  Abrisse  des  eigenen  Lebens  er- 
zählt hat*},  dass  beide  Brüder  erst  1687  durch  einen  Zufall  mit 
jener  Abhandlung  bekannt  geworden  seien  und  binnen  weniger  Tage 
das  ganze  Geheimniss  ergründet  hätten.  Es  dauerte  im  Gegentheil 
Jahre,    bis  Jakob    zuerst,  dann   unter    dessen  Leitung  Johann   jenes 

')  LeibniK  11,  45.  ')  Ebenda  U,  47,  ')  Ebenda  II,  49.  ')  Ebenda 
II,  93.  ')  Ebenda  II,  100.  «)  Ebenda  II,  162,  ')  Ebenda  11,  203—204. 
*)  Rud.  Wolf,  Biographien  zur  KuHurge schichte  der  SchwRiz  II,  71—94.  Die 
hier  beigezogcne  Stelle  S.  72. 
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mit  orakelhafter  Kürze  verfasste  Schriftatüct  vorstehen  lernten.  Hat 
doch  Leibniz  16!'6  in  einem  Briefe  an  Johann^)  es  Jakob  zum  Ruhme 
angerechnet,  diesen  seinen  Bruder  der  Mathematik  zugeführt  zu  haben, 
und  Johann  verwahrte  sieh  mit  keinem  Worte  gegen  diese  Bemer- 
kung, ao  ihre  Walirheit  anerkennend. 

Im  Deeember  1687  wandte  Jakob  sich  brieflich  an  Leibniz  und 
bat  um  Auskunft  über  eine  andere  Abhandlung  von  1684  über  den 
Widerstand  fester  Körper,  bat  zugleich  um  Einführunf^  in  jene  höhere 
Geometrie,  welche  er  besitze^).  Aber  Leibniz  war  damals  schon  von 
Hannover  abgereist,  und  der  lange  Zeit  verlegte  Brief  kam  ihm  erst 
spät  in  die  Hände,  so  dass  die  Antwort  bis  zum  September  1690 
auf  sich  warten  liess.  Grade  diese  lange  mangelnde  Unterweisung 
gereichte  zum  Glück  dei'  neuen  Rechnungsarten.  In  der  Zwischenzeit 
war  es  Jakob  Bernoulli  gelungen,  von  sich  aus  znm  Verständniss  zu 
gelangen,  und  diese  Anstrengung  befähigte  ihn  sowie  den  Bruder 
auch  weiter  auf  selbstgebahnten  Wegen  fortzuschreiten. 

Schon  im  Maiheft  1690,  mitbin  vier  Monate  vor  Leibnizens 
Antwortschreiben,-  brachten  die  A.  E.  Jakob  Bernoullis  Beantwortung 
der  Aufgabe  von  den  Isochronen^).  Sie  ergänzte  das,  was  Leibniz 
selbst  168!)  in  seinem  Beweise  versehwiegen  hatte,  die  eigentliche 
analytische  Herleitung  des  Ergebnisses.  Jakob  Bernoulli  stellte  die 
Differentialgleichung  der  Isochrone  in  der  Form 


her,  welche  er  mittels  folgenden  ganz  im  Leibnizischen  Geiste  sieh 
bewegenden  Gedankenganges  sich  verschaffte.  Ist  (Figur  40)  BFG 
die  gesuchte  Curve,  und  sind 
JH  FH  nnd  B  G  zwei  zu  glei- . 
eben  unendlich  kleinen  Zei- 
ten durchlaufene  Bögen,  ao 
muss  nach  der  Definition  der 
Isochrone  LH  =  IG  =  dy 
sein,     während     LF  =  dx, 


FH  = 


-df 


=ydx^- 

j,.    ^^  ist.     Nach    den   Fallgesetz^n 

verhalten  sich  die  Fallhöhen, 
!  die  Quadrate  der  erreichten  Geschwindigkeiten,  d.  h. 

CG:FjH=  DG' :  FH'  =  DG'  X  LH' :  FH''  X  W^. 


421— 4-24. 


')  Ebenda  III,  13. 
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Nun  verhält  sich 

DG* :  IG^  =  MG' :  CG\     LIP  :  FH^  =  CG' :  GP\ 
DG^  X  LW  :  IG^  x  FIP  =  MG'' :  GF^, 


also 

Bei 

CG  —  a, 
ist 

mitliin 

Ce:EH=MG':OP'. 
MG-},,     EH^y,     ÄE- 
u-.y  —  l'-.GP. 

-^ 

Daneben  ist 
al.0 

LH -.EH—  CG:GP, 

gp_  DOxFlI 

•V"'' +  ■'!>•    „,„,    Gp.      , 

Die  beiden  Wertlio  von  GP^  liefern  einander  gleioligesetzt  eben  jene 
Ditfereiitialgleicliuiig 

dyyh'y  —  a-^  =  dxYa^. 
Mithin,  schloss  Bemoulli   dann  weiter,  sind  auch  die  Integrale  jener 
Ausdrücke  einander  gleich^): 

Das  ist  das  erste  Vorkommen  des  Wortes  Integral.  Johann  hat 
zwar  in  der  erwähnten  Selbstbiographie  den  Anspruch  auf  die  Er- 
ündung  des  Wortes  erhoben,  aber  es  fallt  schwer  ihm  zu  glauben. 
Jakob  hat  in  Veroffenthebungen  von  1(589,  von  1691,  von  1692  den 
jüngeren  Bruder  bei  jeder  thunlichen  Gelegenheit  genannt,  er  hätte 
OS  auch  damals  gethan,  wenn  der  damals  neue  Name  Integral,  in 
welchem  man  schliesslich  keine  Erfindung  von  irgend  welcher  Trag- 
weite erkennen  kann,  von  Jenem  hergerührt  hätte. 

Jakobs  Aufsatz  schloss  mit  einer  Gegenaufgabe:  die  Gestalt 
eines  biegsamen  an  zwei  Punkten  frei  aufgehängten  Seiles 
KU  finden.  Die  neue,  oder  auch  nicht  neue  Aufgabe,  denn  Galilei 
hatte  sich  ihr  schon  wenn  auch  ohne  Erfolg  zugewandt  (Bd.  11, 
S.  698),  fand  verschiedene  Bearbeiter.  Leibniz,  Huygens,  Johann 
BernouUi  lösten  sie.  Johann  Bernoulli,  der  inzwischen  Basel  ver- 
lassen hatte,  machte  mit  dieser  Auflösung*)  im  Junihefte  1691  der 
A.  E.  den  ersten  ganz  selbständigen  Schritt  in  die  Oeffentlichkeit, 
welche  von  nun  an  von  beiden  Brüdern  durch  mit  bewundernswerther 


')  Jirga  et  horuw.  Integralia  aequantur.         0  Job.  BcrnoulH  Opera  I,  48. 
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Schnelligkeit  auf  einander  folgenden  Untersucliimgiin  von  grösster 
Tragweite  überrascht  wurde.  Der  Name  mieiwria,  französisch 
cJtainetie,  für  die  von  Jafeub  Bernoulli  verlangte  Cnrve  scheint  von 
Leibniz  herzurühren. 

Unter  denen,  welche  die  Ciirve  ermittelten,  haben  wir  Huygens 
zu  nennen  gehabt,  ein  Beweis,  dass  hier  auch  mit  anderen  Hilfs- 
mitteln  als  denen  der  Differentialrechnung  auszukommen  war.  Das 
war  bei  den  Segelcurven  nicht  mehr  der  Fall,  mit  welchen  sich 
Jakob  und  Johann  Bernoulli  befaasten,  und  über  welche  fast  ein 
Streit  zwischen  beiden  Brüdern  hätte  entstehen  können.  Jakob  hatte, 
das  wissen  wir  durch  Johann,  mit  Letzterem  Briefe  über  die  Segel- 
curve  gewechselt.  Im  April  1692  veröffentlichte  Johann  im  Journal 
des  S^'avans  von  Paris  (wo  er  sich  gerade  aufhielt)  eine  Notiz  ^) 
über  die  Identität  der  Segelcurve  mit  der  Kettenlinie.  Johann 
machte  dabei  nicht  gerade  einen  Ausfall  gegen  Jakob,  aber  er  gab 
doch  zu  verstehen,  dass  dieser  daran  verzweifelte,  mit  der  Differential- 
gleichung der  Segelcurve  a  ■  ds  ■  ädx  =  dy^,  wo  s  wie  später  immer 
die  Bogenlänge  bedeutete,  etwas  anfangen  zu  können,  während  aus 
seiner  Arbeit  über  die  Kettenlinie  jene  Gleichung  unschwer  heraus- 
zulesen gewesen  sei.  Jakob  gab  auf  diese  Aeusserung  fürs  erste 
keine  Antwort,  und  als  Johann  Ende  1692  nach  Basel  zurückkehrte, 
fand  er  bei  dem  Bruder  das  liebevollste  Entgegenkommen.  Wir  er- 
wähnen die  Sache  nur,  um  die  wachsende  Selbstscbätzung  Johanns 
dem  älteren  Bruder  und  früheren  Lehrer  gegenüber  schon  jetzt  zu 
kennzeichnen,  eine  Selbstschätzung,  welche  fast  als  Ueberhebung  zu 
bezeichnen  wäre,  da  Jakobs  grosse  wissenschaftliche  Verdienste  Johann 
nicht  unbekannt  sein  konnten. 

Sie  waren  von  mannigfaltiger  Natur.  Ein  Aufsatz  im  Junihefte 
1G91  der  A.  E.  beschäftigte  sich  mit  der  logarithmischen  Spirale^l, 
und  im  Maihefte  1692  kam  Jakob  auf  eben  diese  Curve  zurück*), 
welche  er  die  wunderbare  Spirale,  spira  mirahiUs,  nannte.  Er  erkannte 
ihre  Eigenschaft,  durch  verschiedene  optische  und  geometrische  Ent- 
stehungsarten Curven  derselben  Gattung  hervorzubringen,  und  er 
wünschte  deshalb,  man  solle  sie  dereinst  auf  seinem  Grabsteine  an- 
bringen und  ihr  die  Umschrift  geben  Eadem  mutata  resurgo,  als  die- 
selbe stehe  ich  verwandelt  wieder  auf  Dieser  letztere  Wunsch 
wurde  buchstäblich  erfüllt*).  Auf  den  Inhalt  des  Aufsatzes  von  1691, 
der  berufen  war  den  Eingang  zu  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen  zu  eröffnen  und  auf  daran  anknüpfende  Leistungen  von 


')  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  59.  ^)  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  442  sqci. 

")  Ebenda  I,  491.  ')  A.  E.  170ü,  pag.  43. 
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Johann  Bernoulli  kommen  wir  im  100.  Kapitel  zurück.  Eine  andere 
Untersuchung,  mit  welcher  Jakob  Bernoulli  aich  beschäftigte^  war  die 
der  elastischen  Curve*).  Kurz  darauf  erfand  er  die  Lemniseate^). 
Eine  andere  Arbeit  galt  der  Gompianation  coiioidiscber  und  sphäroi- 
discher  Oberflächen^),  und  in  ihr  scheint  der  Kunstausdruek  Gom- 
pianation zum  ersten  Male  gebraucht  worden  zu  sein. 

Ueber  die  Reibenlehre  hat,  wie  wir  uns  erinnern  (S.  90 — 9G), 
Jakob  Bernoulli  sich  mehrfach  verbreitet.  Die  wichtigeren  Ergeb- 
nisse, KU  welchen  er  gelaugte,  sind  diejenigen,  zu  welchen  er  keinei- 
Differentialrechnung  bedurfte,  aber  er  hat  aucji  von  dieser  letzteren 
Gebrauch  gemacht  imd  in  den  Endabschnitten  jener  Untersuchungen 
Quadraturen  und  Ilectificationen  mittels  Reihen  vollzogen. 

Zu  Leibniz  trat  Jakob  Bernoulli  zweimal  in  einen  Gegensatz. 
Im  Januarhefte  lUÖl  der  A.  E.  sprach  er  die  Meinung  aus*},  Leibniz 
dürfte  wohl  seine  grundlegenden  Gedanken  aus  Barrow  haben,  aber 
schon  im  Junihefte  des  gleichen  Jahrganges'')  nahm  er  den  Ausspruch 
wieder  so  weit  zurück,  dass  er  neben  der  Aehnliehkeit  beider  Auf- 
fassungen auch  deren  Verschiedenheit  hervortreten  liess  und  Leibniz 
dabei  hoch  über  Barrow  stellte. 

Der  zweite  Gegensatz  war  sachlicher  Natur.  Leibniz  hatte 
(S.  19G)  1(J86  die  iiTige  Meinung  ausgesprochen,  OsciiSatiou  bestehe 
aus  zwei  Berührungen.  Dagegen  wandte  sich  Jakob  Bernoulli  im 
Mävzheft  1692  der  A.  E.  und  widerlegte  Leibniz").  Zu  dessen  Ehre 
dürfen  wir  weiter  berichten,  dass  er  im  Septem berhefto  seinen  Irr- 
thum  unumwunden  eingestand  uud  seine  Dankbarkeit  für  die  Be- 
lehrung aussprach').  Im  Juni  1694  gab  dann  Jakob  Bernoulli*) 
wieder  in  den  A.  E.  die  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser 
z  ^=  ds^ :  d)j  ■  ddx,  wo  also  im  Anschlüsse  an  Leibniz  y  die  Ahscisse 
und  X  die  Ordinate  bezeichnet. 

Aber  noch  bleiben  zwei  grosse  Arbeitsgebiete  zu  erwähnen,  auf 
welchen  Jakob  Bernoulli  seine  best  verdienten  Lorheeren  sich  erwarb. 
Wir  haben  (S.  91)  das  eine  beiläufig  genannt,  das  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Jakob  Bernoulli  hat  ein  Lehrbuch  derselben, 
Ars  conjectandi,  in  nahezu  druckfertigem  Zustande  hinterlassen,  dessen 
Herausgabe  sein  Neffe  Niclaus  I  Bernoulli  1713  besorgte.  Aber 
gerade  deshalb  dürfen  wir  noch  nicht  darüber  reden.  Die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung hat  am  Anfange  des  achtzehnten  Jahrhunderts, 
bevor  die  Ars  conjectandi  bekannt  wurde,  Bearbeiter  gefunden,  deren 
Leistungen  nicht   im   richtigen  Lichte  erscheinen   würden,   wenn   wir 

')   Jac.  Bernoulli  Opera  i,  B7C  sqq.  und  639  aqq,  *)  Kbenda  I,  609. 

')  Ebenda  II,  739  sqq.  *)  Ebenda  I,  131.  '■)  Ebenda  I,  453.  ")  Ebenda 
I,  473  aqq.        ')  Leibniz  V,  279—285.        ")  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  578. 
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den  Bericht  über  das  mustergültige  Werlc  von  Jakob  Bernoulli 
vorausschiekten.  Dieser  muss  daher  für  den  17.  Abschnitt  aufgespart 
bleiben. 

Das  zweite  Arbeitsgebiet,  welches  mir  meinen,  ist  das  der  Lehre 
von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  in  einem  erweiterteren 
Sinne,  als  sie  bisher  behandelt  woiden  wai  Hiei  ist  ater  /nglfich 
den  einschlagenden  Arbeiten  von  Tohinn  Bernoulli  Rechnung  7ii 
tragen,  und  deshalb  wenden  wii  uns  die&em,  dem  jüngeren,  vielkiclit 
nicht  eben  so  gründlichen,  aber  raacher  fassenden,  mit  unglaublicbLi 
Leichtigkeit  schaffenden  Bruder  zu. 

Allerdings  sind  in  den  Jahren,  mit  welchen  wir  uns  grade  hier 
beschäftigen,,  die  Veröffentlichungen  Johanns  nicht  sehr  zalilreich  ge- 
wesen. Rufen  wir  uns  ins  Gedächtnias  zurück,  daes  Johann  Ber- 
noulli im  Juli  1667  geboren  am  Eude  des  Jahrhunderts  erst 
32y2  Jahre  alt  war,  dass  er  die  ersten  23  Jahre  bis  zum  September 

1690  in  unmittelbarer  Nähe  und  geistiger  Abhängigkeit  von  Jakob 
Bernoulli  zubrachte,  und  dass,  wenn  dieser  auch  nie  versäumte,  wo 
es  anging,  des  jüngeren  Bruders  lobend  zu  gedenken,  doch  erst  nach 

1691  in  Paris  ein  Feld  freier,  uneingeschränkter  Arbeit  für  den  jungen 
Gelehrten  sich  öffnete.  Dort  aber  war  er  durch  mannigfaltige 
Thätigkeit  in  Anspruch  genommen.  Förderte  der  Verkehr  mit 
Pierre  Varignon  (1654—1722),  der  an  der  Redaction  des  Journal 
des  S^avans  betheiligt  war,  die  Anfertigung  wissenschaftlicher  Auf- 
zeichnungen für  den  Druck,  so  war  ein  anderer  Verkehr  von  entgegen- 
gesetzter Wirkung,  der  mit  dem  Marquis  de  l'Hospital  (S.  110) 
Wir  wissen,  dass  dieser  seit  1692  in  Briefwechsel  mit  Leibniz  stand. 
In  einem  Schreiben  vom  letzten  November  1694  hat  er  ihm  seinen 
mathematischen  Bildungsgang  auseinandergesetzt'). 

Vor  etwa  6  Jahren,  das  wäre  also  1688  gewesen,  sei  ihm  die 
Abhandlung  von  16S4  in  die  Hände  gekommen  uud  habe  ihm  so 
ungemem  gefallen,  dass  er  sofort  sich  daran  machte  Einiges  nieder- 
zuschreihen,  um  jene  Lehren  ausführlicher  darzustellen  und  zu  be- 
weisen Freunde,  unter  Anderem  Pater  Malebranche,  hätten  die 
Entwürfe  gesehen  und  zur  Veröffentlichung  gedrängt.  Eben  diese 
Freunde  hatten  dem  Abbe  Catelan  davon  erzählt,  der  nun,  um 
zuvorzukommen,  in  aller  Eile  ein  Büchelchen  verfasste:  Science  gme- 
rate  de-b  It/ftf/,  umrlif>,,  in  welchem  Leibniz  gar  nicht  genannt  war, 
die  gan^e  Methode  vielmehr  als  eine  Fortsetzung  Descartes'scher  Ge- 
danken sich  darstellte.  Aber  Catelan  hatte  die  ganze  Sache  gar  nicht 
verstanden    und    Schnitzer    begangen,   welche    nun    de   l'Hospital   in 


')  Leibniz  11,250—262. 
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einem  Briefe  im  Journal  des  S^avans  ihm  vorwarf.  Darüber  entspann 
sieh  ein  öffentlicher  Streit  in  jener  Zeitschrift,  den  de  l'Hospital  unter 
dem  von  ihm  angenommenen  Buchstaben  6.  führte,  seinen  wahren 
Namen  zurüekhaltend. 

Wir  unterbrechen  hier  einen  Augenblick  den  Gang  der  Erzäh- 
lung, um  ein  Wort  über  Cafcelan  und  dessen  Benehmen  bei  wissen- 
schaftlichen Streitigkeiten  einzuschalten.  Auch  1682  war  er  in  einen 
Streit  verwickelt  und  zwar  mit  Huygens.  Es  handelte  sich  um  den 
Schwingimgamittelpunkt,  mithin  einem  unserer  Behandlung  nicht  selbst 
unterworfenen  Gegenstand.  Von  den  beiden  Gegnern  lebte  Catelan 
in  Paris,  Huygens  war  im  September  1681  krank  aus  Paris  nach 
Holland  zurUckgekehrfc.  Er  bezog  das  Journal  des  S^avans  aus  Paris, 
mithin  in  der  dort  gedruckten  Ausgabe.  Daneben  erschien  aber  auch 
ein  Nachdruck  bei  einem  gewissen  Pierre  Legrand  in  Amsterdam, 
und  diesen  benutzte  Cateian,  wie  es  allerdings  nachweislich  noch  einige 
andere  gewissenlose  Schriftsteiler  thaten,  um  Dinge  einzuschmuggeln, 
die  niemals  in  der  Pariser  Ausgabe  gestanden  hatten,  von  denen  aber 
der  ungewamte  Leser  des  Nachdruckes  annehmen  musste,  sie  seien 
dem  Originaldrucke  entnommen.  In  Folge  einer  derartigen  Fälschung, 
denn  anders  lässt  das  Verfahren  sich  nicht  bezeichnen,  erhielt  Huygens 
erst  verbal tnissmäss ig  späte  Kenntniss  vou  gegen  ihn  in  Amsterdam 
gedruckten  Angriffen  und  konnte  sie  deshalb  nicht  so  rasch  zurück- 
weisen als  er  es  sonst  gethan  hätte  ^). 

Nach  dieser  Zwischenbemerkung  zur  Kennzeichnung  Catelans 
kehren  wir  zu  de  THospitals  Erzählung  zurück.  Malebranche,  fährt 
dieser  fort,  habe  seit  lange  ein  kurzes  von  ihm  verfasstes  Lehrbuch 
der  Kegelaehnitte  in  Händen,  welches  er  jetzt  herauszugeben  wünsche. 
Malebranche  habe  dazu  seine,  de  l'Hospitals,  Erlaubniss  erbeten,  wie 
nicht  minder  auch  dazu,  am  Schlüsse  beifügen  zu  dürfen,  was  er  über 
Differentialrechnung  niedergeschrieben  habe.  Ist  dieser  Bericht  voll- 
ständig wahrheitsgetreu,  so  war  demnach  de  l'Hospital  im  Herbste 
1691,  als  er  mit  Johann  Bemoulli  bekannt  wurde,  bereits  im  Besitze 
der  Differentialrechnung,  und  sein  Lehrbuch,  von  welchem  weiter  unten 
die  Rede  sein  wird,  war  das  Ergebniss  eigenen  Nachdenkens,  weun 
auch  eigenen  Nachdenkens  über  fremde  Erfindungen. 

Ganz  anders  erzählt  Johann  BernouUi  den  Lehrgang  de  l'Hospitals 
in  dem  schon  einmal  von  uns  erwähnten  Abrisse  seines  Lebens*). 
Johann  Bemoulli  will  1691  durch  Pater  Malebranche  in  Beziehung 
zu  de  l'Hospital  gekommen  sein.     Er  will  ihm  den  Zugang  zu   den 


')  Huygena   Üeuvrea  Vill,  359,  S63,  364,  395.  *)   Rud.  Wolf,   Bio- 

gi'aphien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  II,  74—76, 
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neuen  Methoden  geöfinet  haben,  will  ihm  schrifthehe  Äufz  eich  nun  gen 
darüber  gegeben  haben,  ohne  vorausKUsehen,  dass  jeuer  beabsichtigen 
könne  sie  eines  Tages  herauszugeben^). 

Nun  ist  unzweifelhaft  wahr,  dass  in  der  Basler  Bibliothek  eine 
Handschrift  einer  Integi'alrechnung  von  Johann  Bernoulli  aufbewahrt 
wird,  welche  die  Bemerkung  trägt*),  sie  sei  in  Paris  zum  Gebranehe 
durch  den  Marquis  de  l'Hospital  zusammengestellt  worden;  es  ist 
ferner  wahr,  dass  de  l'Hoapital  ein  Lehrbuch  der  Analjsis  der  un- 
endlich kleinen  Grössen,  wie  der  Titel  lautete,  verfasste;  es  steht 
fest,  dass  Johann  Bernoulli  sich  im  Februar  1698  über  das  Er- 
scheinen dieses  Buches  als  eines  an  ihm  begangenen  Plagiates  brief- 
lich gegen  Leibniz  beschwerte');  dass  er  1704  die  Auswerthung  von 
Quotienten,  deren  Divisor  und  Dividend  zugleich  verschwinden,  und 
welche  in  de  THospitals  Lehrbuehe  vorgetragen  ist,  für  sich  in  An- 
spruch nahm*),  dass  er  endlich  1742,  als  er  die  erwähnten  Vorlesungen 
über  Integralrechnung  im  Drucke  herausgab,  in  einer  Fussnote^)  er- 
klärte, die  vorausgehenden  Vorlesungen  über  Differentialrechnung  unter- 
drückt zu  haben,  weil  de  l'Hospital  sie  in  seine  in  allen  Händen 
befindliche  Analyse  des  infmiments  peüts  aufgenommen  habe. 

Wenn  diese  lauten  Beschuldigungen  geeignet  sind  de  l'Hospital 
in  üblen  Ruf  zu  bringen,  so  fehlt  es  doch  auch  nicht  an  Verthei- 
digungsgrönden  für  denselben.  Leibniz,  der  sonst  gewohnt  war,  die 
Briefe,  welche  er  erhielt,  Punkt  für  Punkt  zu  beantworten,  ging  über 
die  Anklage  von  1698  stillschweigend  hinweg.  Er  wollte,  kann  man 
sagen,  in  einen  Streit  zwischen  zwei  wissenschaftlichen  Freunden  nicht 
hineingezogen  werden.  Das  ist  ja  möglich,  aber  jedenfalls  nahm  er 
nicht  Partei  für  Johann  Bernoulli.  Als  der  Artikel  in  den  A.  E.  von 
1704  erschien,  war  de  l'Hospital  soeben  gestorben.  Überdies  handelte 
es  sich  dabei  um  eine  Einzelheit,  welche  Johann  Bernoulli  ganz  gut 
de  l'Hospital  und  anderen  Franzosen  um  1694,  wie  er  es  behauptet, 
mitgetheilt  haben  kann.  Als  die  sqjüirfste  Form  öffentlicher  Beschul- 
digung liegt  die  Fussnote  von  1742  vor.  Aber  damals  war  de  l'Hospital 
bereits  38  Jahre,  Malebranehe,  der  ihn  am  ersten  hätte  vertheidigen 
können,  27  Jahre  todt  und  begraben,  wer  konnte  die  Widerlegung 
übernehmen? 

War  es  ausserdem  unmöglich,  dass  die  Analyse  des  infiniments 
petits  auf  die  Abhandlung  von  1684  als  erste  Grundlage  sich  stützte? 
Auch  Jakob  Bernoulli  war  es  gelungen,  ihr  ""ohne  weitere  Anleitung 
so    viel   von    der   Differentialrechnung  zu    entnehmen,    dass   er   selb- 

')  ne  privoyunt  pas  le  diasein  qu'ü  auriiit  de  ks  publier  m»  jour.  *)  K  u  d . 
Wolf  1.  c.  II,  76  i'u3Biiote  8.  ')  Leibniz  III,  480.         ')  A.  E.  August  1704 

und  Job.  Bernoulli  Opera  I,  401.        ■■)  Joh,  Bernoulli  Opera  III,  387. 
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ständig  weiter  gelangen  konnte,  und  de  l'Hospital  hatte  zu  seiner 
Belehrung  docL  auch  die  Arbeiten,  welche  nach  1684  in  den  A.  E. 
erschienen  waren. 

Wir  bemerken  weiter,  dass  de  l'Hospital  ausschliesslich  eine  Diffe- 
rentialrechnung schrieb.  Auf  eine  Integralrechuung  verzichtete  er, 
weil,  wie  er  in  seiner  Vorrede  sagte,  er  Leibnia  nicht  vorgreifen  wolle, 
der  brieflicher  Mittheilung  zufolge  eine  Integralrechuung  vorbereite. 
Wir  stellen  nicht  in  Abrede,  dass  Johanns  Lehren  bei  dem  Verzichte 
auf  eine  Integralrechnung  auch  von  Einfluss  gewesen  sein  können, 
dass  sie  der  Differentialrechnung  ebenfalls  zu  gut  kamen,  aber  de 
l'Hospital  üussert  sich  in  dem  gleichen  Sinne.  Wieder  in  seiner 
Vorrede  sagte  er  ausdrücklich,  dass  er  Vieles  den  Brüdern  BernouHi 
/.umal  dem  jüngeren  verdanke;  er  habe  ihre  Entdeckungen  ebenso 
wie  die  Leibnizens  ohne  Umstände  benutzt').  Wir  müssten  uns 
sehr  täuschen,  wenn  das  die  Sprache  eines  Itäubers  geistigen  Eigen- 
thums  wäre. 

Aber  bei  blossen  Wahrscheinlichkeitserwägungen  brauchen  wir 
nicht  stehen  zu  bleiben.  Briefe,  welche  zwischen  de  THospitai  und 
Johann  Bemoulli  gewechselt  wurden,  sind  im  Besitze  der  Stockholmer 
Akademie  der  Wissenschaften.  Sie  sind  veröffentlicht  worden^).  Aus 
ihnen  geht  Dreierlei  hervor:  erstens  dass  de  l'Hospital  selbst  Johann 
Bemoulli  wiederholt  mitgetheilt  hat,  er  beabsichtige  eine  Differential- 
rechnung zu  sehreiben;  zweitens  dass  Johann  Bemoulli  diese  Ab- 
sicht billigte;  drittens  dass  Johann  BernouHi,  nachdem  er  die  gedruckte 
Analyse  <ies  infimment  petits  gelesen  hatte,  ihrem  Verfasser  nur  einen 
Vorwurf  machte,  nämlich  den  der  allzu  höflichen  Erwähnung  Jakob 
BernouUis.  Damit  ist  festgestellt,  dass  die  BernouHi  sehe  Anklage 
gegen  de  l'Hospital  von  1742  viel  zu  weit  geht,  und  dass  die  Schroff- 
heit seiner  Behauptungen  umsomehr  zunahm,  je  sicherer  er  sich  fühlte 
nicht  widerlegt  werden  zu  können.  Wir  haben  eine  der  zahlreichen 
Unwahrheiten,  welche  man  Johann  BernouHi  nachweisen  kann,  vor 
uns,  ein  Beispiel  dessen,  was  seiner  Ruhmredigkeit  und  seinem  nvir 
allzuweiten  Gewissen  zuzutrauen  war. 

Wir  betonen,  jetzt  eigentlich  überflüssiger  Weise,  noch  eijien 
letzten  Umstand.  Wo  ist  die  Handschrift  von  BernouUis  unterdrückten 
Vorlesungen^)  über  Differentialrechnung?  Hat  er  Sorge  dafür  ge- 
tragen,   dass    die   Handschrift    der   Integralrechnung   erhalten   blieb, 

')  Je  me  suis  servi  Sans  faion  lie  leitf-  tlecouverte^^  et  de  ceite'-  de  Mr 
Leilmis  (siel).  ')  Kneström,  Sar  la  part  de  Jean  Bemoulli  dana  la  pnbli 

cation  de  l'Analyse  des  iufiniment  pefcits  Bibhotheia  matbeniafcm  18'I4  pag  t)i> 
bis  72,  ')  Zectiones  in  calcvium  d%ffereniiaUw   quae  pj aecesbei unl    quaiqiu 

{autor)  svpprimendas  diiädt. 
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trotzdem  sie  unter  seinem  Namen  gedrueltt  ist,  so  hätte  er  doppelt 
für  die  Erhaltung  der  ihm  entwendeten  Differentialrechnung  sorgen 
müssen,  wenn  sie  wirklich  vorhanden  war. 

Gesichert  bleibt  für  uns  als  einziges  Ergebniss  unserer  Unter- 
suchung, dass  im  Verkehre  mit  de  THospital  in  Paria  jene  Vor- 
lesungen über  Integralrechnung,  oder  wie  man  sie  nun  nennen  will, 
entstanden,  welche  1742  noch  zu  Lebzeiten  Johann  Bemoullis  ge- 
druckt wurden^),  und  deren  Kiederschrift  einen  guten  Theil  der  Zeit 
des  jungen  Lehrers  in  Anspruch  genommen  haben  muss.  LecHones 
mathetnaticae  de  mefhodo  mtegralium  aliisque,  mathematische  Vorlesungen 
über  die  Methode  der  Integrale  und  Anderes  ist  die  Uebersehrift. 
Eine  Integralrechnung  in  dem  Sinne,  welcher  heute  mit  dem  Worte 
verbunden  zu  werden  pflegt,  ist  es  nicht.  Von  Integrationen  selbst 
sind  nur  wenige  vorhanden,  welche  ihren  Ursprung  in  der  Formel 

ax''d.T  =^  di--r~7  xf+^\ 

besitzen.     Ihr   entnimmt  Johann   Beruoulh^)    auch    das   Integral    von 

-  -     als     ■  ■  x"  ^  t^o  ■  1  =  (X) . 

Das    Inteffral    von     — =^-=^    kannte    er    so    wenig    wie    das    yon 
^  ytax  +  a-'  ^ 

-;— — ■      ■   keines  von  beiden   InteRralen   besitzt  man^).     Das  Inte- 

gral  ihrer  Summe     — —      ._    kennt  man  dagegen,  es  ist  Y'iiax  +  x^. 

Manchmal  helfen  Substitutionen,  zu  deren  Auffindung  ähnliche  Me- 
thoden fdhren,  wie  sie  bei  der  Auflösung  von  Diophantischen  Glei- 
chungen im  Gebrauch  seien.  Will  man  z,  B.  das  Integral  von 
.„  -  ■ —  sich  vei-schaffen*),  so  befreit  man  sich  von  der  IiTationalität 

des  Ausdruckes  durch  ax  —  x^  =  -  -,-.     Dann  ist  nämlich 


und  dessen  Integral  ist oder  2a^y-~  -~ .     Das  Minuszeichen 

ist  bei  der  Rückeinsetzung  der  Quadratwurael  verloren  gegangen. 

Bei   der  Integration   von  Differentialgleichungen  ist  Johann  Ber- 

')  Joh,  iäernouUi  Opei-a  III,  385-558,        »)  Ebenda  III,  388  tin.  12  v,  u. 
')  Kbönila  III,  389:  neutriits  habetur  integrale.        ')  Efeenda  III,  393. 
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nouUi,   dadurch,    dass   er  über  das  Integral  von     -■  irriger  Meinung 
war,  zu  sehr  unbequemen  Umwegen  gezwungen.     Er  will  z,  B. 

axdi/  —  ydx,  =  0 

iutegriren^).     Er  multipliKirt  die   Gleichung  mit  — ,—   und   erhält  so 

------    <V  —  |i  rt^a:  =  0 , 

welches  das  Differential  von  ■  =  1/  ist,  wo  h  irgend  eine  Constante^) 
bedeutet.  Das  war  woht  die  erste  Anwendung  eines  integrirenden 
Factors.     Noch  umständlieiier  wird  die  Integration^)  von 


oder 

'dx'^dp  —  2axydy  =  ^x^ydx  —  ay^dx. 
Bemoulli  setzt 

dl/  =  mdx  -\-  xdm 

dm  =  ani^dx . 
=  mdn  -f-  ndm 
'iiandm  =  amdn. 
Aber   noch    immer   kann   er  die   Trennung  der  Veränderlichen   nicht 

vollziehen,   denn =    ,  __        wäj-e   für  ihn  genau  ebenso  räthael- 

haft  wie  die  ursprüngliche  Differentialgleichung.  Erst  muas  er  oben 
«  =  -  j  dn  ^  —  — 7ä—  einsetzen,  um  5adm  —  5rdm  =  —  mdr  zu 
erhalten,  dann  r  —  a  =  t  mit  dr^^dt,  damit  die  Gleichung  in 
Stdm  ^^  mdt  übergehe,  und  jetzt  erst  liefert  die  Multiplikation  mit 
-ji  ihm  die  Gleichung 

— Ti-  =  0  oder  d  ( —  1  =  0 , 

welche  er  zu  m^^^ht  integriren  kann.     Setzt  er  rückwärts  die  Werthe 


ein,  so  kommt  endlich  »/^  -|-  lios^  =  aHiyx  heraus.  Er  wünscht  aber 
eine  in  allen  Gliedern  gleiche  Dimension*)  und  wählt  deshalb  die  will- 
kürliche Constaute  6  =  -■     Dann   ist  die  Gleichung  iß  -\-  x^  =  axy 

')  Joh.  Bemoulli  Opa-a  III,  416.     •)  =  guomfo'tatt  cofistanti  h.     ^  Ebenda 
III,  422—42,^.         ')  ut  aegwatio  tibique  aeqtialea  dimensitmes  babeat. 


und  erhält: 

3x'dm  - 

-2oi 

Er  setzt  weiter 

«-«», 

d: 

und  erhält 

3n'dm 

-3, 
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gefunden.  Wir  haben  den  ganzen  Gang  der  llechnung  wiedergegeben, 
damit  der  Leaer  um  so  bereitwilliger  uns  die  Ausführung  anderer 
Beispiele  erlasse,  um  so  mehr  solcher,  in  welchen  aiich  zweite  Diffe- 
rentiale vorkommen. 

Johann  BernouUi  geht  dann  auf  die  Lehre  vom  Krümmungs- 
halbmesser und  von  den  Evoluten  ein  imd  zeigt  den  engen  Zusammen- 
hang dieser  Lehre  mit  der  von  der  Rectifieation"-),  der  daraus  her- 
vorgehe, dassYdx^  -^  dp^,  welches  nichts  anderes  als  ds  sei,  in  der 
Gleichung  für  den  Kr iimmungshalbm esaer  ei'scheine.  Auch  alle  die 
halb  der  Geometrie  halb  der  Physik  angehörenden  Aufgaben  der  da- 
maligen Zeit:  die  Brennlinien,  die  Segelcurve,  die  Kettenlinie,  letztere 
auch  unter  der  Annahme,  dass  die  Kette  an  verschiedenen  Stellen 
verschieden  dick  sei  u.  s.  w.,  finden  die  ausführlichste  Behandlung 
und  machen  die  Zusammenstellung  noch  heute  lesenswerth,  wenn  wir 
auch  wiederholen  dürfen,  eine  Integralrechnung  ist  sie  nicht. 

Am  Schlüsse  des  Jahres  1692  kehrte  Johann  Bernoulli  nach 
Basel  Kuröck,  um  dort  seine  medizinischen  Studien  zu  beendigen,  aber 
der  Mathematik  war  er  deshalb  doch  nicht  ungetreu.  Im  Journal 
des  S^avans  wie  in  den  A.  E.  erschienen  kleinere  und  grössere  Auf- 
sätze, die  Doetordissertatioü  über  die  Muskel bewegung^)  brachte  An- 
wendungen der  Differentialrechnung  auf  anatomisch -physiologische 
Fragen,  seit  December  1693  eröffnete  sich  ein  Briefwechsel  mit 
Leibniz,  der  voll  der  bedeutsamsten  Mittheilungen  beider  Gelehrten 
iat.  Johann  Bernoulli  war  noch  selbst  dafür  besorgt,  dass  dieser 
Briefwechsel  1745  gedruckt  wurde,  und  nur  persönliche  Bemerkungen, 
vertraulich  ausgesprochene,  unbewiesene,  mitunter  wohl  auch  unbeweis- 
bare Anklagen  gegen  Diesen  und  Jenen  blieben  weg^). 

Von  den  Veröffentlichungen  erwähnen  wir  einen  kurzen  Aufsatz 
über  die  Construction  der  Differentialgleichungen  ej-sten  Grades*)  — 
primi  gradas,  gemeint  sind  aber  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  —  im  Novemberhefte  1694  der  A.  E.  Dort  kommt 
der  Ausdruck  der  Trennung  der  Veränderlichen*)  vor,  welcher 
der  Wissenschaft  verblieben  ist,  den  Johann  Bernoulli  auch  schon 
am  9.  Mai  1694  in  einem  Briefe  au  Leibniz  gebraucht  hatte^)  In 
demselben  Jahrgange  der  A.  E.  findet  sich  Additamtmiam  effecUonis 
quadraturarvm  et-  recUßmUonum  per  aeriem  ^mttdam  generalissimam^), 
welche  anschliessend  an  die  Leibnizische  Integration  mittels  Reihen 
von  lü93  (S.  213)  eine  Reihenentwicklung  ganz  anderer  Art  und 

')  Job.  Bernoulli  OiperalW,  444.  *)  Ebenda  I,  93—118.  ")  Der  volle 
Inhalt  wurde  aus  Leibnizens  brieflichem  Nachlasse  durch  C.  J.  Gerhardt  185fi 
wiederhergeBtelH.  *)  Joh.  Bernoulli  Opern  I,  123—126.  ")  separatio  in- 

detentimatarum.         '■)  LeibniK  TU,  139.         ')  Joh,  Bernoulli  Opera  1, 12&— 12ö. 
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durchaus  neuer  Eiitstehungs weise  liefert.  Sei  ndz  das  Differential 
einer  Fläche,  wobei  n  irgendwie  aus  Veränderlichen  und  Constanten 
Die  Identität 

naz  =  ndz  ~\-  san  —  sc/n  —  r,--,, — ^  +  -; — «—j- 


"T"  1  ."2  .  3  'd'i'  1  ■  3  ■  -H  ■  di^ 
liegt  auf  der  Hand  und  ebenso  deren  Fortsetzbarkeit  durch  beliebig 
viele  Paare  von  gleichlautenden  positiven  und  negativen  Gliedern,  in 
welchen  bald  das  positive  bald  das  negative  Glied  vorausstebt.  Ber- 
noulli  bedient  sich  allerdings  noch  nicht  der  Zahlenzeiger  für  die 
höheren  Differential! en,  sondern  des  wiederholt  gesehriehenen  Buch- 
staben d,  der  bis  zu  viermaliger  Schreibung  (in  ädddz)  in  dem  Auf- 
sätze vorkommt.  Sind  die  Güederpaare  so  geordnet,  wie  wir  ea  er- 
klärten, so  finden  sich  in  der  den  Ausgangspunkt  bildenden  Identität 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  erst  zwei  positive,  dann  zwei  negative 
Glieder,  dann  wieder  zwei  positive  u,  s.  w,  in  gleichmässiger  Wieder- 
kehr des  Zeichen  wechseis.  Jedes  dieser  Gliederpaare,  die  aber  augen- 
scheinlich von  dem,  was  oben  Gliederpaar  genannt  wurde,  verschieden 
sind,  bildet  ein  voll  ständiges  Differential 

1  .  2  ■  ■  ■  IrfE^-^        1  ■  2  ■  ■  .  ].{X  +  l)ds^  \1  -2  ■  -  ■X{1+  l)d/) 

Man  kann  daher  die  unendlich  gedachte  Reihe  int^riren  und  erhält: 

Integr.  nd,  -  „,  ~  ^^-  -^-  +  j--,  ^ . 

Es  ist  fast  überflüssig  darauf  hinzuweisen,  dass  Johann  BernouUi 
hier  gleichwie  in  den  früheren  Aufsätzen  ein  eigentliches  Integral- 
aeichen  noch  entbehrt,  und,  was  allerdings  von  ungleich  höherer 
Wichtigkeit  ist,  daas  er  die  Reihe  ohne  jedes  Bedenken  ins  Unend- 
liche fortsetzte.  Ob  sie  gegen  einen  bestimmten  Werth  convergire, 
macht  ihm  genau  so  wenig  Sorgen  als  der  Umstand,  dass  wegen  der 
vorerwähnten  Verschiedenheit  der  die  Identität  fortsetzenden  und  der 
bei  der  Integration  zusammengefassten  Gliederpaare  stets  ein  unpaares 
Glied  äberschiesst,  das  bei  der  Integration  unberücksichtigt  blieb. 
Etwas  hat  aber  Jobann  BernoulU  seit  seiner  Pariser  Zeit  hinzugelernt, 
vielleicht  durch  einen  Brief  von  Leibniz^)  vom  Juni  1694,  dus  Diffe- 
rential eines  Logarithmus.  Ist,  sagt  er,  um  ein  Beispiel  seiner 
Methode  zu  bilden,  y  =  a  log  (a  -\-  0)  = 
oder  wegen  dr  =  ds  auch  ihj  =  -"x"    ■     Hier  ist  demnach 

')  LeibnizlU,  Ul. 
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eine  ganz  andere  Entwicklung  als  diejenige  logaritbniiache  Reihe, 
welche  man  bis  dahin  kannte.  Daran  wird  nicht  das  Mindeste  durch 
den  Umstand  geändert,  dass  die  Entwicklung 

"  '°«5(»  +  ^)  -  .?  .  +  W^Yf  +  .,."iV.  +  ■  ■  ■ 

mittels  Einsetzung  von  — t"   =  m  in  die  Gestalt 

logd  — log  (1  -  «)  =  «  +  '*   +"   -I 

übergeht.  Am  Ende  des  XVII.  Jahrhunderts  war  man  an  solche 
Umformungen  noch  nicht  gewohnt. 

Die  Mängel  in  der  Bezeichnung,  welche  wir  erwähnten,  ver- 
schwanden 1695  und  1696.  Im  letzteren  Jahre  einigte  sich  Leibniz 
und  Johann  Bernoulli  brieflich')  über  die  Benutzung  des  Zeichens  /. 
Der  Brief  Leibnizens  vom  üetober  1695  aber,  in  welchem  die  Zahlen- 
zeiger höherer  Differentiation  vorkommen^,  ist  allzuwichtig,  als  dass 
wir  nicht  einen  Äugenblick  bei  ihm  verweilten. 

Die  Differenzen,  sagt  dort  Leibniz,  sind  den  Potenzen  ver- 
gleichbar^).    Wie 

{x  +  y)'"  =  x™/  +  ™  ,t'"~'i/i  +  — ^—  x"'-'hf  -\ , 

so,  kann  man  schüeasen,  wird  auch 

dP'(xy)  '^  ä'^x  ■  ^y  -!"  -{  rf"'^'^  ■  ä^y  +  -\ — ^ — -  d"'~^x  ■  d^y  -(-... 
sein.  Man  kann  auch  das  Differentiationszeichen  in  das  der  Inte- 
gration verwandeln  und  die  Gleichung  d'"  =  /  aufstellen,  wenn 
n  =  —  m  ist.     So  entsteht 

Die  U  eberein  Stimmung  zwischen  der  Potenzirung  einer  Summe  und 
der  Differenzirung  eines  Produktes  hat  Leibniz  erst  mehrere  Jahre 
später  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie*)  dem  Drucke 
übergeben,  den  Vergleich  der  Integration  mit  einer  negativ  indicirten 
Differentiation  iiess  er  aber  weg.  In  dem  Briefwechsel  allein  blieben 
auch  Gedanken  über  Differentiation  mit  gebrochenem  Index 
erhalten,  welche  Leibniz  hegte^). 

')  Leibniz  III,  26-2  und  27a.  ')  Ebenda  JH,  TU.  ^)  Potmtüs  analogae 
smt  diff'ermtiftf.        ')  Lcibniü  V,  377—383.         ^)  Ebenda  m,  228. 
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Und  wieder  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Johann 
Bernouili  wurde  von  ersterem  der  Keim  eines  Verfahrens  niedergelegt, 
welches  eines  der  hedeutsamsteu  der  ganzen  Analyais  gewonlen  ist, 
Leibniz  hatte  1692  die  MiiglichltRit  eingesehen,  eine  Curvengleichung 
nach  einem  in  ihr  auftretenden  Parameter  zu  diiferenziren  (S.  211). 
Er  hatte  1694  an  einem  bestimmten  Beispiele  die  Ausführung  des 
Verfahrens  gezeigt  (S.  215).  Im  August  1697  ging  er  den  grossen 
Schritt  weiter,  auch  dann  nach  einem  Parameter  zu  differenziren  ^}, 
wenn  derselbe  innerhalb  eines  Integrals  vorkommt.  Dlffermtiare  de 
mrva  in  mrvam,  Differentialübergang  von  einer  Curve  zur  anderen 
nannten  das  die  beiden  Freunde,  und  Johann  Bernouili  weiss  seiner 
Bewunderung  keinen  besseren  Ausdruck  zu  geben,  als  indem  er  sich 
entrüstet,  dass  der  Geist  Leibnizens  ihn  höher  geführt  habe,  als  er 
vorzudringen  im  Stande  gewesen  sei. 

Was  die  Darstellung  einzelner  Integrale  betrifft,  so  war  Leibniz 
seit  December  1696  im  Besitze  der  Formel^) 

welche  zwar  schon  aus  der  Regel  für  die  Differentiation  eines  Pro- 
duktes hervorgeht,  aber  immerhin  hergeleitet  werden  musste. 

Man  glaube  indessen  ja  nicht,  in  dem  Briefwechsel  zwischen 
Leibniz  und  Johann  Beraoulti  sei  ersterer  immer  der  Geber  gewesen. 
Im  Juni  1695  erwähnt  Johann  Bernouili')  einen  Gegenstand,  über 
den  er  jüngst*)  mit  de  l'Hospital  Briefe  gewechselt  habe.  Cnrven 
mit  Rückkehrpunkien'')  seien  vorhanden,  wie  die  aemicubische 
Parabel,  wo  ein  grÖsster  oder  kleinster  Werth  eintrete,  während  das 
Differential  unendlich  gross  werde.  In  jenem  Briefwechsel  seien  sie 
auch  zur  üeberzeugung  gekommen,  dass  es  Wendepnnkte  von 
Curven  gebe,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  nicht 
oo  sondern  0  sei;  einen  dritten  endlichen  Werth  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser in  einem  Wendepunkte  gebe  es  allerdings  nicht. 
Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Kapitel  zurück. 

Im  August  1697  spricht  Johann  Bernouili  von  der  Aufi:^ibe "), 
eine  Curve  zu  finden,  welche  gegebene  Cnrven  unter  gegebenem,  un- 
veränderlichem oder  nach  einem  bestimmten  Gesetze  veränderlichem 
Winkel  schneide.  Bin  Jahr  später^)  gibt  er  der  gesuchten  Curve  den 
Namen  der  Trajectorio,  und  damit  ist  der  Infinitesimalgeometrie 
ein  neues  schwieriges  Kapitel  eingefügt,  an  dessen  Bearbeitung  zahl- 
reiche Kräfte  ersten  Ranges  sich  versuchten. 

')  Leibni?.  ill,  453  und  462,  ■)  Kbencln  111,  351.  ')  Ebenda  III,  185, 

*)  non  ita  pridem.  '^)  points  de  rebrougsement.  ")  Leibniz  !1!,  464.  ')  [<;benda 
in,  539  und  Job,  Betnonüi  Opera  I,  266. 
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Noch  bedeutsamer  iat  ein  Gegenstand,  den  .lohann  Bernoulli 
bereits  ltj94  in  den  Briefweehse!  warf^).  Er  meinte,  man  könne  von 
percurrenten  Cur?en  sprechen.  Der  Gipfel  der  Geometrie,  sagt 
er,  wäre  es,  wenn  die  transcendenteu  Curven  auf  percurrente  zurück- 
geführt werden  könnten,  d.  h.  auf  solche,  deren  Gleichungen  Glieder 
in  sich  schliessen,  welche  zu  unbestimmten  Abmessungen  aufsteigen^). 
Der  Name  der  percurrenten  Grössen  ist  freilich  aus  der  Mathematik 
verschwunden;  Johann  Bernoulli  selbst  hat  ihn  gegen  den  von  Leibniz 
vorgeschlagenen  Namen  der  ExponentialgrÖssen  vertauscht,  aber 
er  hat  im  Mär?:heft  10i)7  dor  A.  E.  die  Gmndzäge  der  Rechnung  mit 
den  ExponentialgrÖssen  für  alle  Zeiten  festgestellt^).  In  der  dort 
mitgetheilten  Formel 

d{m")  =  tu"  logmdn  -j-  nin''~''dm 
besass  Bernoulli  allerdings  einen  Vorganger  m  Leibniz,  der  dieselbe 
schon  im  Jahrgange  169.T  der  A  E  abgeleitet  hattt^J.  Ein  wesent- 
liches Versinnlichungsmittel  bildet  bei  allen  diesen  Untersuchungen 
die  logarithmische  Cnrve  \ori  dei  Gleichung  i/  =  log3:.  Wer 
diese  zuerst  betrachtete,  wissen  wii  nicht  zu  ^agen  Huygens  gab 
ihr  in  seiner  Abhandlung  De  l<t  lause  dt  la  i'csankiir  den  Namen, 
fügte  aber  hinzu,  die  Cnrve  sei  schon  von  Anderen  beachtet  worden. 
Neuere  "Untersuchungen^)  lassen  in  Torricelli  den  Entdecker  der 
Curve  vermuthen. 

Wir  würden  nicht  einen  Theil  eines  Kapitels,  wir  würden  mehrere 
Kapitel  verwenden  müssen,  wollten  wir  Alles  angeben,  was  in  Johann 
BeriiouUis  frühen  Aufsätzen  oder  in  seinem  Briefwechsel  mit  Leibniz 
an  Wisseng  würdigem  enthalten  ist.  Wir  erwähnen  aus  der  FüHe  hier 
nur  noch  einen  einzigen  im  Märzhefte  1697  der  A.  E.  mitenthaltenen 
Aufsatz^),  in  welchem  unter  anderem  eine  Differentialgleichung  integrirt 
ist,  weiche  nicht  selten  die  Bernouliische  Differentialgleichung 
genannt  wird.  Jakob  Bernoulli  hat  sie  im  Decemberhefte  1695  der 
A.  E.  in  der  Gestalt 

adif  =  ypdx  +  hyqdx 
zur  Bearbeitung  vorgelegt  und  dabei  bestimmt,  a  und  h  sollten  Oon- 
stante  bedeuten,  p  und  q  irgendwie  von  x  abhängen   ohne  y  zu  ent- 
halten.    Johann  Bernoulli   trat  an   die  Aufgabe   so  heran,  dass  er  y 
als  Produkt  zweier  Variabein  auffasate,  d.  h. 

')  Leibniz  III,  139,  201,  3^3  und  öfter.  ')  terminis  ad  dimmsiones  m- 

determinatas  ascendenUbus.      ')  Joh.  ßernoulli  Opera  1,  179—187.      ')  Leibniz 
V,  3'J5.  ')  Gf.  Loria,  Le  riverehe  inedite  di  Evnngelitia  TorriceUi  sopra  la 

cwvu  logarithmiea  in  der  Bibliotheca  Mathematica  1900,  S.  75—89.  ")  Joh, 

Bernoulli  <Jpera  1,  175—176. 
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y  =  mz,      äy  =  mds  -\~  sdni 
setate.     öa  erhielt  er 

amds  +  azdm  =  mzpäx  -\-  bm''z''qdx. 
Nun  waren  abe:-  »J  und  z  beide  unbekannt,  und  es  schien  gestattet 
znr  Bestimmung  einer  dieser  Grössen  eine  Eedingungsgleicbung  ein- 
zni'Uhren.  Johann  Beruoulli  wählte  dazu  amds  =  mzpdx,  welche 
auch  — -  =  pdx  geachriebeti  werden  konnte,  und  aus  ihr  ergibt  sich 
e  in  seiner  Abhängigkeit  von  x,  etwa  z  =  %.  Nun  blieb  von  der 
früher  vi ergli adrigen  Differentialgleichung  nur  noch 

azdni  ==<  hm'"ä"qdx     oder  — ^  =  liz"'-''qdx, 

und  hieraus  ergibt  sich  m  in  seiner  Abhängigkeit  von  x,  etwa  m  =  X, 
worauf  y  ==  |X  sich  auscbliesst.  Es  ist  sehr  gleichgiltig,  ob  Johann 
Bernoulli  diese  Integration  wirklich,  wie  er  behauptet,  in  einer  halben 
Viertelstunde  gefunden  hat  oder  nicht.  Jedenfalls  hat  er  die  Methode 
dabei  erfunden,  eine  Variable  durch  das  Produkt  zweier  Va- 
riablen zu  ersetzen,  welche  bei  der  Behandlung  der  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  beibehalten  worden  ist. 

Wir  verlassen  hiermit  die  Arbeiten,  durch  welche  noch  im 
XVII.  Jabrh.  die  beiden  Brüder  Bernoulli  sich  auszeichneten  ohne 
iu  Zwiespalt  mit  einander  zu  gerathen.  Die  Geschichte  ihres  j 
i  fordert  ein  besondere^  Verweilen. 


92.  Kapitel. 

Streit  der  Brüder  Bernonlli.  De  l'Hospital.  Newtons  Briefe  von  1693. 
Leibnizens  Gegner. 

Wir  erinnern  uns  (S.  89),  dasa  Johann  Bernoulli  1695  einem 
Rufe  nach  Groeningen  Folge  leistete.  Es  war,  als  wenn  diese  Be- 
rufung eine  Feindschaft  entfesselt  hätte,  deren  wahre  Gründe  kaum 
zu  ermitteln  sein  dürften,  deren  Folge  aber  eine  Reihe  von  öffentlich 
ausgetragenen  Streitigkeiten  bildete,  deren  Erzählung  man  am  liebsten 
auswiche,  wenn  nicht  neben  der  hässlichen  Form  ein  hochbedeutender 
Inhalt  ausführlichen  Bericht  forderte'). 

Die  Eröffnung  der  Feindseligkeiten  verschuldete  Jakob  Bernoulli 
durch  einen  Aufsatz  im  Decemberhefte  16!}5  der  A.  E. ,  in  welchem 
sich    Johann    an    mehreren    Stellen    zum    mindesten    gereizt    fühlen 

')  Giesel,  Geschichte  ilpr  Variationsrechnung  T.  Theil  'Torgauer  Hjmuasial- 
progtamm  fOi  1857), 
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konnte^),  denselben  Aufsatz,  iu  welcliem  am  Schlnsse  die  BernouUische 
Differentialgleichung  aufgegeben  war,  von  deren  Integration  wir  ge- 
sprochen haben.  Zunächst  ist  die  Rede  vom  Krümmungshalbmesser, 
von  welchem  ausser  Jakob  Bemoulli  fast  ausschliesslich  solche  Leute 
etwas  wüssten,  denen  der  Bruder  dieses  raitgetheilt  habe^).  Nach 
diesem  ersten  Stiche  kommt  ein  zweiter  empfindlicherer,  es  war  die 
Antwort  auf  Johanns  1692  an  den  Tag  gelegte  üeberhebung  (S.  220). 
Er  selbst  habe  Johann  die  Diff'erentialgleichung  der  Segelcurve  zu- 
geschickt, er  sei  so  wenig  an  der  Integration  derselben  verzweifelt, 
wie  Johann  im  April  l<i92  im  Journal  des  S^avans  sich  ausdrückte, 
dass  er  vielmehr  einen  Monat  vorher  im  März  die  volle  Auflösung 
nach  Leipzig  habe  abgehen  lassen.  Später  habe  Johann  die  eigene 
Auflösung  verbessern  und  eine  andere  von  de  l'Hospital  beifügen 
wollen,  aber  es  seien  noch  immer  Irrthümer  darin  geblieben.  Der 
giftigste  Stich  war  ein  dritter.  Johann  habe  im  Oetoberhefte  1694 
der  A.  E.  über  die  Isochrone  geschrieben.  Darüber  sei  nicht  viel 
zu  bemerken.  Er  habe,  wie  man  zu  sagen  pflege,  nach  dem  Früh- 
stück Eier  aufgetragen^}  und  nichts  mitgetheilt,  was  nicht  einfacher 
in  Jakobs  Aufsatze  im  vorangehenden  September  hefte  gestanden  habe. 

Man  kann  ja,  wie  wir  es  andeuteten,  diese  verschiedenen  kleinen 
Bosheiten  als  die  Antwort  auf  die  vierthalb  Jahre  früher  begangene 
Taktlosigkeit  Johanns  betrachten;  allein  unter  Brüdern,  welche 
zwischen  in  persönlichem  Umgänge  sich  auszusprechen  volle  Gfelegen- 
heit  gehabt  hatten,  war  es  gehässig,  jetzt  erst  und  so  zu  antworten, 
Es  müssen  hier  Dinge  gespielt  haben,  von  welchen  wir  nichts  wi 

Johann  schwieg  öffentlich  und  äusserte  nur  gegen  Leibuiz  seine 
Empfindungen  über  die  ihm  widerfahrene  Kränkung  mit  der  aller- 
dings erfolglosen  Bitte,  Leibniz  möge  doch  gelegentlich  erklären,  was 
er  von  jedem  der  beiden  Brüder  halte*).  Im  Juni  1696  brachten 
dann  die  A.  E.  eine  von  Johann  gestellte  Aufgabe,  zu  deren  Auf- 
lösung innerhalb  des  laufendeu  Jahres  die  Mathematiker  aufgefordert 
wurden.  Man  solle  den  Weg  bestimmen,  auf  welchem  ein  bewegter 
Punkt  von  einem  Orte  A  zu  einem  in  derselben  Vertikalebene  tiefer 
liegenden  Orte  B  in  der  kürzesten  Zeit  gelange;  die  grade  Linie  AB 
sei  es  nicht,  vielmehr  eine  den  Geometem  wohlbekannte  Curve.  Das 
Decemberheft  der  A.  E.  verlängerte  die  gestellte  Frist  bis  Ostern 
1697,  und  das  Maiheft  1697  brachte  die  Auflösung  durch  Jakob^), 
ihr  vorausgedruckt   aber   die   Auflösung   durch  Johann^)   selbst,   der 

')  Jac.  BernouUi  Opera  1,  639—663.  »)  quihwscum  frater  nostra  comnm- 
iiicaverat.  ')  Nohis  hie  ova,  r^uod  aiunt,  punt  2>randium  nppiynit.  ')  Leibiiia 
III,   269.  =J  Jac.   Bemoulli   Opera  II,    763  —  778.  ")  Job.  BernouUi 

Opera  I,  187—193. 
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hier  zum  ersten  Male   den  Namen   der  Brachistochroiie   für   die 
gesiielite  Curve  einführte. 

Auch  von  Leibniz  erschien  damals  eine  Notiz'),  Er  hatte  aller- 
dings bereits  viel  früher,  nämlich  sofort  im  Juni  1696,  die  Aufgabe 
gelöst  und  seine  Auseinandersetzung  brieflich  an  Johann  eingesandt, 
wogegen  ihm  dieser  gleichfalls  brieflieh  seine  Methode  zuschickte^). 
Schon  in  diesem  Briefe  war  von  einem  Namen  für  die  Curve  die 
Bede,  Leibniz  sehlug  Tachystoptota  vor,  fand  aber  selbst  alsdann 
den  Gegenvorschlag  Braehistochrone  besser.  In  dem  gedruckten  Auf- 
satze der  A,  E.  begnügte  sich  Leibniz  mit  der  Bemerkung,  das 
Brachistochronenprohlem ,  welches  er  ganz  ähnlich  wie  die  Brüder 
Bernoulli  behandelt  habe,  weshalb  seine  Auflösung  hier  wegbleibe, 
sei  so  recht  geeignet,  die  Vorzüge  der  Differentialrechnung  erkeiuien 
zu  lassen.  In  ihr  seien  die  drei  Mathematiker  bewandert,  von  welchen 
jetzt  Auflösungen  vorhanden  seien.  Ausser  diesen  seien  es  aber  nur 
wenige,  denen  zuzutrauen  gewesen,  daas  sie  dem  Gegenstande  ge- 
wachsen sein  würden.  Er  habe  an  den  Marquis  de  i'Hospital 
gedacht,  ausserdem  an  Huygens,  wenn  er  noch  lebte,  Hudde,  wenn 
er  von  solchen  Untereuchungen  sieh  nicht  längst  zurückgezogen  hätte, 
Newton,  wenn  er  sich  die  Mühe  gegeben  hätte');  das  seien  die 
Männer  dazu  gewesen. 

Von  Newton  ist  auch  in  der  That  ein  Brief  im  Januarhefte  der 
P.  T.,  dann  in  den  A.  E,  veröffentlicht'),  der  aber  nur  die  beweislos 
ausgesprochene  Behauptung  enthält,  die  gesuchte  Curve  sei  eine  Cy- 
eloide.  Aehnlich  war  es  mit  einer  Auflösung  von  de  I'Hospital,  in 
Bezug  auf  welche  nur  zu  bemerken  ist, 
dass  er  die  Aufgabe  in  einen  eigen- 
thümlichen  Zusammenhang  mit  der  der 
Ketteulinie  zu  bringen  wusste''). 

Jakob  hat  aliein  den  Grundgedan- 
ken deutlich  ausgesprochen,  von  welchem 
die  Auffindung  der  Curve  des  kürzesten 
Falles  und  so  mancher  anderen  ab- 
hängt, und  deshalb  verdient  sein  Auf- 
satz mehr  als  die  anderen,  dass  man 
darüber  berichte.  Jener  Grundgedanke  besteht  darin,  dass  eine  Curve. 
welche  als  Ganzes  ein  Maximum  oder  Minimum  darstellt, 
auch  in  ihren  noch  so  kleinen  Theilen  die  gleiche  Eigen- 
schaft besitzen  muss.     Auf  die   Aufgabe  der  Brachistochrone  an- 

')  LeibniK  V,  331—336.  •)  Ebenda  III,  388,  290— ay5,  298,  302  —  309 

')  si  opm-am   ftaiic  in  ne  reciperH.  ')   Opu«ciiht  Nmrtoni  I,  289.  ")   Job, 

Bernoulli  Opera  I,  199—200. 
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gewandt,  heiast  dieaea,  dass,  wenn  (Figur  41)  ACMGBB  die  Bra- 
chistoclirone  ist,  ein  nnendlich  kleines  Stück  GMGB  derselben  in 
kürzerer  Zeit  durchfallen  werden  mnss,  als  das  Curvenstückchen  einer 
anderen  Curve,  welche  in  endlicher  Entfernung  von  der  ersteren 
gleichfalls  von  G  nach  D  verläuft.  Die  übrigen  BestandtLeile  der 
Figur  sind  die  Horizontale  AH  mit  ihren  Parallelen  EI  und  FD, 
senkrecht  dazu  HF  und  JD;  F  liegt  in  der  Mitte  zwischen  C  und 
F.  Die  LM  und  NG  sind  Kreisbögen,  welche  von  C  und  D  als 
Mittelpunkten  aus  mit  CI  und  DG  als  Halbmesser  beschrieben  sind. 
Wenn  die  Ciirve  OLND  der  CMGD  unendlich  nahe  gedacht  ist,  so 
muss  LG  gegen  EG  unendlich  klein  sein.  Nennt  man  niui  die  auf 
einen  Weg  verwandte  Zeit  t,  mit  nachfolgender  Angabe  des  Weges, 
also  beispielweise  t(JG ,  so  wird  wegen  der  unendlichen  Nähe  der 
beiden  von  C  nach  D  führenden  Wege,  und  nur  unter  dieser  Be- 
dingung, tüG  +  tGD  =  tCL  +  tLD  sein  und 

1,     tCG  —  tCL  =  tLD  —  tGD. 
Während  so  unendlich  kleiner  Zeitritume  als  diejenigen  sind,  um  die 
es  sich  handelt,  ist  jede  Bewegung  gleichförmig,  und  dann  verhalten 
sich   die  Räume  wie  die  Zeiten,   in  welchen  sie   durchlaufen   werden, 
also  CE:CG  =  tCE:tCG,   CE :  CL  =  tCE :  WL  imA 

CE :  (CG  —  GL)  =  tGE :  (WG  —  tGL) 
oder  wegen  CL  =  GM  und  GG  —  GL  =  GG  —  CM^  MG  auch 

2.     GE:MG  =  tCE :  (tGG  —  tGL). 
Weil  das  bei  E  rechtwinklige  Dreieck  CEG  dem  bei  M  rechtwink- 
ligen LMG  ähnlich  ist,  muss 

3.     MG  :  GL  =  EG  :  CG 
sein,  und  Multiplikation  von  2.  und  3.  liefert 

4.     GE-.GL  =  EG  ■  tGE:GG(iCG  —  tGL). 
Eine   abermalige  Anwendung  des  Satzes   von   der  gleichmäasigen  Be- 
wegung liefert  EF:  LD  =  tEFitLD, 

EF:GD=tEF:tGD,  EF:{LD  ~~  DG)  =  tEF:  (tLD~tGD) 
oder  wegen  GD  =  ND,  LD  —  GD  =  LD  ~  ND  ^  LN  und 
EF^EC  auch 

5.     EG:LN^tEF:(tLD  —  tGD). 
Auch   die  Dreiecke  LNG,  GID  sind  einander  ähnlich   und  deshalb 

tl.     LN:LG==  GI-.GD. 
Die  Multiplikation  von  5.  und  6.  liefert: 

7.     GE:  GL=  Gl  ■  tEF :  GD(tLD  —  tGD). 
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Die  Proportionen  4.  und  7.  füliren  zur  Folgenmg 

EG  ■  iCE :  aC(tGG  —  tCL)  =^  GI-tF.F:  GD(tLI)^-  iGD) 


EG-tCE:GI-tEF==  GC{tCG-~tCL):  GD(tLD^tGT>) 
und  nnt.er  Berücksichtigung  von  1.  nu 

8.     EG-fCE:GI/EF=  GC-.GD. 
Weiter  verhalten  sich  beim  freien  Fall  die  Zeiten,  in  welchen  gleiche 
Räume  zurückgelegt  werden,   umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  der 
überhaupt  schon  zurückgelegten  Räume,  also 

tÜE:tEF=----    :-= 

yiic  yHE 

lind  deshalb  ist 

9.     EG  ■  tOE :  Gl  -  tEF  =   "^£1 ;  -J-  ■ 
-[/HC   yiiE 

Jetzt  zieht  endlieh  8.  und  9.  die  Folgerung  nach  sich: 

4^:-%L^CG:  Gl) 

\/HC     YHE 

oder  die  Curvenelemente  stehen  in  einem  Verhältnisse,  welches  zu- 
sammengesetzt ist  aus  dem  der  Ab scissen demente  und  dem  der  reci- 
proken  Quadratwurzel  der  Ordinate:  -^  =  —  ,  wobei  VWr  den  Pro- 
portionalitätsfaetor  darstellt.  Diese  Differentialgleichung  geht  abei' 
leicht  in  dx  =  äyy  ^~  über,  und  das  ist  die  Differentialgleichung 
der  Cycloide,  deren  erzeugender  Kreis  den  Halbmesser  r  besitzt. 

Der  Beantwortung  der  gestellten  Frage  fügte  -Takob  Bernoulli 
sofort  seinerseits  eine  neue  Frage  hinzu,  welche  in  der  Geschichte 
der  Mathematik  den  Namen  der  isoperimetrischen  Aufgabe  er- 
halten hat,  weil  es  sich  danim  handelte,  gemäss  bestimmter  Bedin- 
gungen eine  Curve  auszuwählen,  deren  Umfang  zwischen  zwei  festen 
Punkten  gegeben  sei,  welches  letztere  Verlangen  natui^emäss  durch 
unendlich  viele  Curven  erfüllt  werden  kann.  Die  Aufgabe  selbst 
hatte  in  deutscher  Uebersetzung  folgenden  Wortlaut^):  „Unter  allen 
zwischen  zwei  festen  Punkten  gelegenen  isoperimetrischen  Curven  die- 
jenige zu  finden,  welche  bewirkt,  dass  der  von  einer  anderen  Curve, 
deren  jede  Ordinate  ein  gewisses  Vielfache  oder  Unter  vielfache  der 
derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinate  oder  des  entsprechenden 
Bogens  der  zu  suchenden  C\irve  ist,  ferner  den  Ordinaten  ihrer  End- 
punkte  und  dem  zwischen  diesen  gelegenen  Theile  der  Absciasenaxe 

')  Juc,  Bernoulli  Opera  U,  77Ö. 
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eingeschlossene Flächenraum  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei." 
Eine  zweite  Aufgabe  verlangte  diejenige  Cjcloide  zu  finden,  deren 
Basis  gegeben  und  längs  deren  ein  fallender  Körper  in  der  kürzesten 
Zeit  an  eine  gegebene  Verticale  gelangte. 

Die  Aufgaben  sollten  eine  Herausforderung  für  Johann  BemouUi 
sein,  und  damit  Niemand  diese  Absicht  miasverstehen  könne,  sagte 
Jfikob  ausdrücklich,  es  sei  Jemand,  für  den  er  selbst  bürge'),  bereit 
dem  Bruder,  falls  er  die  Aufgaben  löse,  50  Imperialen  auszuzahlen; 
nur  müsse  er  innerhalb  dreier  Monate  die  Erklärung  abgeben,  dass 
er  sich  an  die  Aufgaben  machen  wolle,  und  vor  Ende  des  Jahres 
1697  die  Auflösung  auf  Quadraturen  zurückgeführt  erreichen. 

Da  die  Heransforderung  im  Mai  1697  gedruckt  erschien,  so  war, 
wenn  man  die  Verzögerungen  der  Versendung  in  Anrechnung  bringt, 
ein  volles  halbes  Jahr  Zeit  gegeben.  Statt  dessen  nahm  Jobann,  wie 
er  in  einem  Briefe^)  sagte,  der,  wiewohl  er  von  einer  Figur  begleitet 
war,  die  doch  erst  der  Herstellung  bedurfte,  schon  im  Junihefte  der 
Histoire  des  ouvrages  des  Savans  gedruckt  eraebien,  nur  drei  Minuten 
in  Anspruch,  um  die  Aufgaben  anzusehen,  sich  daran  zu  machen  und 
das  ganze  Geheim niss  zu  ergründen.  Er  habe  seine  Erörterungen 
bereits  schriftlich  an  Leibniz  gelangen  lassen,  und  er  schlage  vor, 
diesem  grossen  Mathematiker  die  Entscheidung  zu  überlassen,  ob  die 
Aufgaben  durch  ihn  richtig  gelöst  seien,  dann  könne  der  Herr, 
welcher  die  50  Imperialen  als  Preis  ausgesetzt  habe,  damit  heraus- 
rücken; sie  sollten  den  Armen  zu  Gute  kommen;  würde  man  also 
Ausflüchte  suchen,  um  der  Aushändigung  des  Preises  zu  entgehen, 
so  sei  damit  den  Armen  ein  Unrecht  zugefügt. 

Jakob  blieb  diesem  Briefe  gegenüber  stumm.  Johann  stellte 
nun  auch  Aufgaben,  welche  dem  Gebiete  der  grössten  und  kleinsten 
Werthe  angehören,  im  Journal  des  S^avans  vom  26.  August  1697. 
Um  nicht  die  Gegenstande  allzusehr  zu  vermengen,  gehen  wir  auf 
diese  Aufgaben^)  spater  ein.  Am  15.  October  ergriff  Johann  aber- 
mals das  Wort  in  einem  Briefe  an  Varignon,  der  im  December  1697 
im  Journal  des  S^avans  erschien*).  Johann  wiederholte  hier,  was  er 
im  Monate  Juni  gesagt  hatte,  fügte  aber  die  eigentliche  Auflösung 
bei,  da  er  befürchten  müsse,  man  werde  ihm  sonst  den  Einwurf 
machen,  seine  Auflösung  sei  nicht  rechtzeitig  erschienen.  Die  zweite 
Aufgabe  werde  durch  diejenige  Cjcloide  gelöst,  welche  die  betreffende 
Verticale  unter  rechtem  Winkel  erreiche,  Ihr  erzeugender  Kreis 
müsse   also   die    doppelte   Entfernung    des  Anfangspunktes    der   allen 


')  prmlit  nonnemo,  pro  quo  caveo.  ')  .loh.  Bernoiilli  Opera  I,  202. 

=)  Ebenda  i,  204—205.        *}  Ebenda  1,  206— ai3. 
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Cycloiden  gemeinschaftlichen  Basis  yom  Anfangspunkte  der  Verticalen 
zum  Umfange  haben.  Wir  schalten  hier  ein,  daas  an  diese  Auflösung 
niemals  eine  tadelnde  Kritik  angelegt  wurde,  sie  also  als  durchaus 
zutreffend  stillschweigend  anerkannt  worden  ist.  Die  erste  isopeai- 
metrische  Aufgabe  beantwortete  Johann  dahin,  dass  wenn  (li'igor  42) 
PF  =  y  die  Ordinate  der  gesuchten  Curve  BFN  ist,  welche  zur 
Abscissc  X  gehört,  wenn  PZ  =  y"  die  zu  der  gleichen  Ahscisse  ge- 
hörende Ordinate  derjenigen  Curve  ist,  welche  das  Flächenmasimum 
oder  Minimum  hervorbringen  soll, 
wenn  a  eine  als  Einheit  gewählte 
beliebige  Strecke  ist,  aldan 
Gleichung  der  BFN  als 


gefunden    werde.     Man    könne,   fuhr 

er  fort,  die  Aufgabe  viel  allgemeiner 

fassen,   so   dasa  PZ  nicht  die  nte   Potenz   tou  PF  sei,  .sondern    in 

irgend  einem  Abhängigkeitsverhältnisse  dazu  stehe.     Dann  werde  die 

gesuchte   Gleichung   m=  ( --r^? — ,    wobei   h  ==  i -^   bedeute. 

Er  ging  darm  mit  wenigen  Worten  auch  auf  den  Fall  ein,  dass  PZ 
nicht  von  PF,  sondern  von  dem  Bogen  BF  abhänge, 

Jakob  rückte  hierauf  eine  kurze  Bemerkung^)  in  das  Journal 
des  S^avans  vom  17.  Februar  1698  ein.  Die  gegebene  Auflösiing  der 
Hauptaufgabe,  nämlich  der  von  den  isoperimetrischen  Curven,  sei  der 
Wahrheit  nicht  ganz  entsprechend^).  Er  verpflichte  sich  dem  gegen- 
über zu  drei  Leistungen:  1,  die  Analysis,  welche  seinen  Bruder  zu 
seiner  Lösung  geführt  habe,  zu  errathen;  2,  die  sich  in  ihr  vorfinden- 
den Widersprüche  aufzudecken,  falls  sie  veröffentlicht  würde;  3.  die 
wahre,  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  zu  liefern.  Wolle  jemand 
eine  Wette  darauf  eingehen  und  auf  jede  dieser  drei  Leistungen  einen 
Einsatz  wagen,  so  sei  er  bereit,  die  gleiche,  beziehun^weise  doppelte, 
beziehungsweise  dreifache  Samrae  zu  zahlen,  je  nach  den  der  Reihe 
nach  genannten  Punkten,  auf  welche  die  Wette  sich  beziehe. 

Das  Journal  des  S9avans  vom  21.  April  1608  brachte  Johanns 
Erwiderung^).  Er  fragt,  warum  denn  der  unbekannte  Herr  Jemand*) 
die  ursprünglich  zugesagten  50  Imperialen  nicht  an  Leibniz  gelangen 
lasse  und  diesen  als  Richter  anerkenne,  wie  er  —  Johann  —  ea  vor- 
geschlagen habe?     Im  Uebrigen  sei   bei   der  Eile   seiner  ersten  Ver- 

',1  .loh,  BeriiouUi  Optra  I,  214.  •)  pas  entierement  cmifm-vie  ä  la  verite. 
')  Joh,  BernoulU  Opera  I,  216—220,        ')  Nonnemo. 
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Offen tlicbung  ein  unbedeutender  Fehler  vorgekommen,  nicht  bei  der 
eigentlich  gestellten  Aufgabe  mit  FZ  =  FF",  sondern  bei  der  aus 
freien  Stücken  hinzugefügten  Verallgemeinerung,  zu  welcher  er  keines- 
wegs  verpflichtet   gewesen  sei.     Dort   sei  statt  ''  ^  / einfach 

h=^FZ  zu   setzen,  es  sei  also  FF=  j   -  --------  ■     Solle  PZ  von 

dem  Bogen  BF,  der  (  beissen  möge,  abhängig  gemacht  werden,  und 
sei  V  irgendwie  von  t  abhängig,  so  habe  sich  ihm  bei  weiterem  Nach- 
denken  die  Gleichung  i;  =  /  ;37s^^  -§  ei^eben. 

Die  Zeitungsnummeru  des  Journal  des  S^avans  fuhren  fort, 
SchriftgtÖeke  der  beiden  Brüder  zu  bringen.  Am  26.  Mai  1698  fragt 
Jakob'),  ob  die  Erklärung  vom  21.  April  genau  so  gemeint  sei,  wie 
sie  sich  abgedruckt  finde,  damit  später  keine  Uebereilung  mehr  vor- 
geschützt werden  könne.  Am  23,  Juni  behauptet  Johann^),  die  beiden 
ursprünglich  gestellten  Aufgaben,  die  isoperimetrische  unter  der  Be- 
dingung, PZ  =  PF"  ebensowohl  als  die  von  dem  Falle  durch  die 
Cycloiden,  richtig  gelöst  zu  haben,  und  au  mehr  sei  er  nicht  ver- 
pflichtet gewesen.  Am  4.  August  sagt  Jakob  ^,  in  der  ursprünglichen 
Fassung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  sei  die  Abhängigkeit  der 
Ordinate  PZ  von  dem  Bogen  BF  mit  enthalten  gewesen,  dieser  Theil 
der  Aufgabe  müsse  also  mit  erledigt  werden,  und  deshalb  frage  er 
genauer,  ob  die  Gleichung  flv  =  ,■_-——,  nicht  etwa  mit  einem 
Druckfehler  behaftet  sei.  Zugleich  gibt  er  sein  Einverständnias  zu 
erkennen,  dass  Leibniz  oder  auch  de  l'Hospital  und  Newton  als 
Richter  dienen  sollten,  vorausgesetzt,  dass  sie  ihr  Urtheil  erst  zu 
fällen  hätten,  nachdem  er  seine  Gründe  sämmtlieh  auseinandergesetzt 
haben  werde.  In  ebenderselben  Nummer  unmittelbar  vor  Jakobs 
Anfrage  ist  ein  Brief*)  desselben  an  Varignon  abgedruckt,  der  gleich- 
falls mit  dem  Streite  zusammenhängt.  Jakob  spricht  nämlich  hier 
Vermuthungen  über  Fehlschlüsse  aus,  welche  sich  Johann  bei  seiner 
Behandlung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  wahrscheinlich  habe  zu 
Schulden  kommen  lassen,  und  die  ihn  durch  Wiederholung  derselben 
zu  einem  theilweise  richtigen  Ergebnisse  führen  konnten;  so  sei 
z.  B.  in  dem  Schlüsse  „Jeder  Mensch  ist  von  Stein,  jeder  Kiesel  ist 
ein  Mensch,  also  ist  jeder  Kiesel  ein  Stein"  der  Schluaasatz  wahr, 
weil  die  Falschheit  des  Vordersatzes  durch  die  des  Nachsatzes  auf- 
gehoben werde.     Die  Nummer  vom  8.  December  bringt  wieder  eine 


')  Job,  BernoulU  Opera  I,  220.         ')  Ebenda  I,  221—2-22.         ")  Ebenda 
I,  230,        ')  Ebenda  !,  222—229. 
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Zuschrift  von  Johann')  mit  immer  verletzenderen  Aeusserungen  gegen 
Jakob.     Von  Thatsächliehem  ist  nur  hervorzuheben,  dass  Johann  die 

Gleichung  c/f  =  --,,-,-  -,  ,  ausdrücklich  wiederholt,  wenn  auch  ohne 
besonders  zu  betonen,  dass  sie  richtig  sei,  dass  er  sich  freut,  daas 
Jaköb  nunmehr  Richter  anerkenne,  und  dass  er  folgenden  Vorschlag 
macht:  in  erster  Linie  solle  Leibniz  sein  Urtheil  abgeben;  falle  es 
gegen  ihn,  Johann,  aus,  so  werde  er  sich  dabei  beruhigen;  gegen  ein 
Urtheil  zu  seinen  Gunsten  aber  gestatte  er  Jakob  die  Berufung  an 
den  Marquis  de  l'Hospital  und  Newton. 

Nun  war  endlich  der  Augenblick  gekommen,  dass  Jakob  Ber- 
nouUi  seine  eigene  Auflösung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  enthüllte; 
aber  zugleich  ist  damit  für  uns  der  Augenblick  gekommen,  unsere 
Darstellung  zu  unterbrechen.  Jakobs  Abhandlungen  erschienen  in 
den  A.  E.  von  1700  und  1701.  Johanns  Gegenlösung  ist  in  den 
Veröffentlichungen  der  Pariser  Academie  der  Wissenschaften  von  170(1 
enthalten.  Sein  Eingeständniss  eines  begangenen  Irrthum  hat  er 
ebendort  erst  1718  gegeben.  Das  sind  lauter  Dinge,  die  gemeinsam 
berichtet  werden  müssen ,  lauter  Jahreszahlen ,  die  auf  unseren 
XVH.  Abschnitt  verweisen.  Dort  werden  wir  zu  Beginn  des  100.  Ka- 
pitels an  das  jetzt  Unterbrochene  anzuknüpfen  haben. 

Wir  haben  (S.  238)  versprochen,  auf  die  Aufgaben  zurückzu- 
kommen, welche  Johann  Btsrnoulli  im  Journal  des  S^avans  vom 
26.  August  1Ö97  den  Mathematikern  stellte.  Ks  waren  deren  sechs, 
welche  alle^)  gewisse  Minima  aufzufinden  verlangten  oder  an  Minimal- 
aufgaben  anknüpften.  Die  wichtigste  derselben  war  als  erste  an  die 
Spitze  gestellt,  die  Aufgabe:  die  kürzeste  Linie  auf  einer  nach 
aussen  gewölbten  Oberfläche  zu  finden^),  und  zwar  wird  die 
Auffindung  in  geometrischer  Weise  verlangt.  Für  Kugel,  Kegel 
und  Cyliuder  sei  dieses  sehr  leicht,  schwierig  dagegen  für  (Konoide 
und  Sphäroide,  d.  h.  also  in  unserer  heutigen  Sprache  für  Um- 
drehungaflächen  zweiten  Grades.  Johann  schlug  als  Beispiel  das  Um- 
drehungspar aboloid  vor,  bei  welchem  aber  die  beiden  durch  eine 
kürzeste  Linie  zu  verbindenden  Punkte  nicht  derselben  Meridian- 
curve  angehören  dürfen,  weil  diese  sonst  selbst  die  gesuchte  kürzeste 
Linie  sei.  Johann  hatte  mit  seiner  Aufgabe  offenbar  Jakob  in  Ver- 
legenheit bringen  wollen,  denn  er  stellte  sie  den  Mathematikern, 
welche  da  glauben  Metboden  zu  besitzen,  welche  für  alle  dergleichen 

')    Joh.    BernouUi    Opera    1,   a31  — 339.  ")    Kljenda    I,  204  — 20&. 

')  P.  Stäekel,  Bemerkungen  zur  Geschiciite  der  geodätischen  Linien,  ßericlite 
der  mathem.-phjB.  Classe  der  Königl.  Sachs,  Gesellschaft  der  Wis.sonsehaftea  zu 
Leipzig,     Sitzung  vom  3.  Juli  18y3. 

CiBTOH.  ffeSQhiphlo  der  Maihematik.  I]I,  1,    i  Aiifl  16 
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Aufgaben  ausreichen^).  Jakob  nahm  den  hingeworfenen  Handschub 
auf.  Im  Maihefte  1698  der  A.  E.  yeröffentlichte  er  drei  zusammen- 
hängende Aufsätze  ^) ,  deren  Inhalt  in  grösster  Kürze  angedeutet 
werden  mag.  Der  erste  Aufsatz  behandelt  den  Fall  längs  einer 
Cyeloide  bis  zum  Treffen  einer  Verticalen,  der  von  Johann  bereits 
(S.  238)  erledigt  worden  war.  Eine  Stelle  kommt  hier  vor,  welche 
bemerkt  zu  werden  verdient*):  „Ich  habe  bei  allen  solchen  Aufgaben, 
wo  es  darauf  ankommt,  von  unendlich  vielen  Curven  der  ähnlichen 
Natur  eine  herauszufinden,  welche  irgend  eine  Function  am  besten 
erfülle,  bemerkt,  dass  von  zwei  Ourven,  deren  Durchschnitt  einen  der 
gesuchten  Funkte  darstellt,  die  eine  immer  die  Functionslinie  ist, 
wie  ich  sie  nenne,  welche  bald  transcendent ,  bald  algebraisch  sein 
kann,  während  die  andere  stets  algebraisch  ist."  Das  ist  die  Stelle, 
auf  welche  wir  (S.  ^16)  zum  Voraus  hingewiesen  haben,  als  wir  von 
der  Einführung  des  Kuustausdruekea  Function  sprachen.  Der  dritte 
Aufsatz  behandelt  die  von  Johann,  dem  Erfinder  des  Gedankens  der 
Trajectorien  (8,  231),  gestellte  Aufgabe,  diejenige  Curve  zu  finden, 
welche  eine  unendliche  Schaar  von  logarithmischen  Linien  rechtwinklig 
schueide.  Der  mittlere  Aufsatz  wendet  sieh  zur  Aufgabe  der  kürze- 
sten Linien  und  löst  sie  für  jeden  Umdrehungskörper  durch  synthe- 
tische Betrachtungen,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  dass  jeder 
Punkt  der  kürzesten  Linie  zugleich  auch  Punkt  einer  Meridiancurve 
sei.  Das  Integral  der  Bogenlänge  der  kürzesten  Linie  ist  beigefügt, 
aber  nicht  eigenthch  abgeleitet.  Die  Aufgabe,  meint  Jakob,  fähre 
meistens  auf  Trans cendente,  und  daher  könne  von  einer  geometrischen 
Ausführung,  wie  Johann  sie  verlangt  habe,  eigentlich  nicht  die  Rede 
sein,  wenn  man  nicht,  der  sonstigen  Uebung  widersprechend,  schon 
solche  Auflösungen  geometrisch  nennen  wolle,  welche  eine  Aufgabe 
bis  auf  Quadraturen  zurückführen.  Das  war  eine  kleine  Bosheit,  wie 
sie  im  Charakter  der  wegen  der  isoperimetrischen  Aufgabe  zu  der- 
selben Zeit  gewechselten  Schriftstücke  lag,  und  kleine  Bosheiten, 
allerdings  feiner  ausgesprochen,  finden  sich  auch  in  einer  Erwiderung 
Johanns*)  im  Octoberhefte  1698  der  A.  E.  Die  Auflösungen,  weiche 
Jakob  gegeben  hatte,  werden  gebilligt,  sie  seien  in  Uebereinstimmung 
mit  denjenigen,  welche   der  Aufgabesteller  selbst  besitze,  nur  hessen 

')  aux  Geomitres  ijui  eroyent  nvoir  des  metftodes  pour  towteg  les  queatiom  de 
cetU  naUtre.  *)  Joh.  BernouUi  Opera  I,  263~3ee.  »)  Ebenda  I,  256: 

Observabum  in  Omnibus  ^mtnodi  qttaentionibvs ,  ubi  ex  mfimtis  Gurms  similibM 
ali^ui  invenienda  e&t,  quae  functionem  quanipiam  oplime  praestet,  qwod  duofUtn 
Cuiiiarum,  quaitini  ifUei'secHone  quaesäum  detenniaatur,  altera  »eat-pKr  possit  esse 
Linea,  qwim.  voco,  Functionia,  adeoque  »mwc  medtaniea,  nimc  algebraiea, 
um  alte  drftperpetao  est  (dgebraiea.  *)  Ebenda  I,  2Ca— 271. 
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sie  durchweg  Allgemeinheit  yermissen.  Es  seien  eben  besondere  Auf- 
lösungen besonderer  Fälle,  über  welche  nie  hinausgegangen  sei.  Das 
Wort  geometrisch  verstehe  er  natürlich  in  dem  erweiterten  Leib- 
niziscben  Sinne,  dass  schon  die  Zurückfuhrung  auf  Quadraturen  «Is 
genügende  Auflösung  erachtet  werde.  Er  habe  es  bei  der  Aufgabe- 
stellung  überhaupt  nur  deshalb  gebraucht,  ura  die  rein  mechanische 
Auflösung  auszusehli essen,  die  darin  bestehe,  dass  man  auf  der  über- 
fliicbe  einen  Faden  durch  die  beiden  mit  einander  zu  verbindenden 
Punkte  lege  und  fest  anziehe,  wodurch  er  von  seibat  die  Gestalt  der 
kürzestmöglichen  Linie  annehme. 

War,  wird  man  fragen,  Johann  Bemoulli  im  October  1698  be- 
rechtigt, die  mangelnde  Allgeraeinheit  in  Jakobs  Behandlung  der  Auf- 
gabe der  kürzesten  Linien  zu  rügen?  War  er  selbst,  der  doch  die 
Aufgabe  in  der  engen  auf  Conoide  und  Sphäroide  beschränkten  Form 
gestellt  hatte,  in  Besitz  einer  allgemeinen  Behandlung?  Sein  Brief- 
wechsel mit  Leibniz  gibt  darüber  Auskunft. 

Am  4.  Decemher  1697  schickte  Johann  Bemoulli  an  Leibniz 
einen  Ausschnitt  des  Journal  des  S^vans  mit  der  dort  gestellten 
Aufgabe  der  kürzesten  Linien.  De  l'Hospital  sei  mit  derselben  nicht 
fertig  geworden,  er  aber  habe  sie  auf  eine  Differentialgleichung 
zurückgeführt,  und  sofern  die  Veränderlichen  in  ihr  getrennt  werden 
könnten,  sei  die  Sache  erledigt^).  Leibniz  antwortete  am  17.  December, 
er  habe  schon  früher  über  die  kürzesten  Linien  auf  gegebenen  Ober- 
flächen nacbgedafibt,  aber  ohne  Befriedigung.  Bei  Gelegenheit  der 
Brachistochrone  habe  er  die  Verwandtschaft  beider  Aufgaben  erkannt, 
und  eine  Methode  erfunden,  die  er  aber  nie  erprobt  habe^).  Als  im 
Maiheft  1698  der  Ä.  E.  die  Arbeit  Jakobs,  über  die  wir  (S.  242) 
berichtet  haben,  erschienen  war,  machte  Leibniz  am  29.  Juli  Johann 
darauf  aufmerksam^)  und  bemerkte  zugleich,  wie  er  selbst  früher 
die  Behandlung  der  Frage  sich  vorgestellt  habe.  In  der  Ebene  seien 
Gerade,  auf  der  Kugel  Kreisbögen  die  kürzesten  Linien.  Nun  denke 
man  sich  die  gegebene  Oberfläche  aus  ebenen  oder  auch  aus  kugel- 
förmigen Elementen  zusammengesetzt.  In  zwei  sehr  benachbarten 
Oberflächepunkten  M,  S  seien  solche  Elemente  vorhanden,  welche  ein- 
ander schneiden.  Ihrer  Durchschnittslinie  müsse  ein  Punkt  T  an- 
gehören, der  BT  -{-  TS  zu  einem  Minimum  mache.  Könne  man  die 
Lage  von  T  durch  eine  Gleichung  bestimmen,  so  sei  diese  die  Glei- 
chung der  kürzesten  Linie,     Gegen  Ende  August  antwortete  Johann*), 

')  Leibnin  III,  470:  Hospilalim  de  eo  desperavit;  }igo  vero  iltud  reüvxi 
ad  aequafionem  differentialeni,  quae,  st  separentur  indcterminatae,  constnii  potertt. 
')  Ebenda  DI,  47ö:  Sed  ad  proxm  melhodi  tion  aceessi,  ')  Plbencla  III,  B2G, 
■*)  libenda  III,  533. 
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Was  Leibüiz  als  Grundlage  einer  Methode  vorschlage,  sei  ja  ganz 
richtig  und  habe  ihm  selbst  sieh  auch  zunächst  dargeboten,  aber  es 
fähre  nicht  zur  Erzielung  der  kürzesten  Linien  auf  der  Oberfläche. 
Er  habe  dagegen  eine  andere  Methode  gefunden,  welche  sich  darauf 
gründe,  dass  die  Ebene  durch  drei  eonseeutive  Punkte  einer 
kflr  Besten  Linie  senkrecht  Kur  Berührungsebene  an  die 
Oberfläche  in  einem  jener  drei  Punkte  stehe  ^).  Mit  Hilfe 
dieses  Satzes  habe  er  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  für  alle 
Oberflächen  ganz  allgemein  dargestellt,  welche  in  besonderen  Fällen, 
wie  bei  Conoiden  und  Sphäroiden,  leicht  zur  Construction  führen, 
Leibniz  lobte  in  seiner  sofortigen  Antwort^)  den  Gedanken,  der  zur 
allgemeinen  Gleichung,  wenigstens  zur  allgemeinen  Differentialglei- 
chung fähren  werde.  Damit  hört  der  Briefwechsel  über  die  kürzesten 
Linien  auf,  abgesehen  von  einer  kurzen  Bemerkung  Johanns  in  einem 
im  September  geschriebenen  Briefe,  er  habe  eine  Antwort  auf  Jakobs 
Auflösung  an  die  A.  E.  abgehen  lassen,  womit  jedenfalls  der  Aufsatz 
im  Oetoberhefte  1698  der  A.  E,  gemeint  war. 

Es  steht  also  fest,  dass  Johann  BernouUi  damals  wirklich  die 
Haupteigenschaft  der  kürzesten  Linien  bannte.  Wie  die  allgemeine 
Gleichung  hiess,  zu  welcher  er  gelangt  war,  ob  sie  der  Hauptsache 
nach  mit  den  Ergebnissen  der  Abhandlung  übereinstimmte,  welche 
Johann  Ende  1728  an  Professor  Klingenstierna  Yon  Lfpsala  mit- 
getheilt  haben  will,  welche  er  aber  erat  1742  in  der  Gesammtaus- 
gabe  seiner  Werke  zum  Drucke  gab^),  dürfte  kaum  zu  entscheiden 
sein.  Wäre  es  der  Fall,  so  wäre  damit  allerdings  der  Beweis  er- 
bracht^), dass  Johann  Bemouili  schon  1698  Oberfläehengleichungen 
mit  Hilfe  von  drei  Raumcoordinaten  aufzustellen  und  zu  behandeln 
wuaste.  Wir  kommen  auch  hierauf  im  XVII.  Abschnitte  wieder 
zurück 

W       h  b       {'^2  —  /'S)  1  m  persönlichen  Verkehre,  der 

whJh         B  11        dd        Marquis  de  FHospital  1692 

n   P  t  ttf    d       nd  n  m  B     he  des  letzteren   gesprochen, 

wlhw  hhti  t  ger  Diebstahl  an  dem  ersteren 

atf  t(  M  g         Ih      heute   widerlegt    erscheint), 

]  d    tu       nte  n  m  E    fl  t  tanden    ist.     Die  Analyse   des 

nfi    m    t  pittt    i)»      l     tll^q  i     T'ffnes  courbes  ist  zuerst  1696, 

dann  (nach  des  Verfasseis  li04  erfolgtem  Tode)  in  wiederholten  Auf- 
lagen 1716    1720    1768    gedruckt  worden      Der  Erfolg    des  Buches 

)  qioi  plmum  transtens  pei  tr  a  gt  aehbet  juncta  proxiina  litieae  guacxitae 
debeat  etse  ett«»  ad  pJ  itiuv  fiigeit  ft  pmf  n  eureaui  in  aliquo  iitorvin 
punctmum         *)  he  bniz  III    655  Joh    BernouUi  Opern  IV,  lOB— laä- 

*)  btätket,  1       ^  448 
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ist  um  so  begreiflicher,  als  es  das  erste,  lange  Zeit  das  einzige,  fast 
noch  längere  Zeit  diis  am  leichtesten  lesbare  Lehrbuch  der  Differential- 
rechnung wnr.  Die  Differenzen  —  denn  nur  dieses  Wort  wird 
angewandt  —  sind  als  unendlich  kleine  Grössen  erklärt,  welche 
ebenso  gegen  Endliches  verschwinden,  wie  ihre  höheren  Potenzen 
g^en  sie  selbst.  Sie  entstehen,  indem  ein  früherer  Zustand  von 
einem  nachfolgenden  abgezogen  wird,  unter  Berücksichtigimg  des 
Ümstandes,  dass  bei  Constanten,  welche  durch  einen  der  ersten  Buch- 
staben des  Alphabetes  bezeichnet  werden,  während  die  letzten  für 
die  Variablen  aufbewahrt  bleiben^),  der  frühere  Zustand  mit  dem 
nachfolgenden  genau  übereinstimmt.  Die  Differenz  von  a-\-x-\-y  —  5 
ist  also 

Die  Differenz  von  xy  ist 

{x  +  rix)  (y  +  dy)  —  xy  =  xdy  -[-  ydx  +  dxdy  =  xdy  -\-  ydx 
wegen   des  Versehwinden   von  dxdy  neben    ersten  Potenzen   von  dx 
nnd  dy.     Die  Differenz  von  xyz  findet  man  als 
xyde  4-  xsdy  +  yzdx, 

indem  man  zunächst  xy  als  einfache  Variable  betrachtet  u,  s.  w.  Ist 
s  =  y  ==  X ,  so  erhält  man  die  Differenz  von  x^,  nämlich 

xxdx  -\-  xxdx  -\-  xxdx  =  ^x^dx 
und   ähnlich   die  Differenz   von  j:"  als  nx''~'^dx,  wenn  n  eine   ganze 
positive  Zahl  ist.    Um  die  Differenz  von  -  -  =  2  zu  finden,  geht  mau 
zur  Gleichung 

X  =  ys ;     dx  =  sdy  -\-  ydz 
über,  woraus 

,    dx  —  zdy ydx  —  crdy 

Ganz  ähnlich  ist  die  Ableitung  der  Differenz  von  x"  =  e ,  wenn  n 
keine  ganze  positive  Zahl  ist  Multiplikation  oder  Potenziruug  führt 
zu  einer  neuen  Gleichung,  in  welcher  nur  ganze  positive  Exponenten 
vorkommen,  und  diese  /u  differentiiren  hat  man  schon  gelernt.  Das 
Differentiiren  algebiaiscbei  Functionen  ist  damit  vollständig  erledigt, 
aber  das  Differentiiren  irgend  welcher  Transcendenten  wird  nicht  ge- 
lehrt. De  l'Hospital  kümmert  sich  weder  um  Logarithmen  noch  um 
Exponentialgrössen,  weder  um  trigonometrische  noch  um  cyclo  metrische 
Functionen,  welche  hier  in  Frage  kommen  könnten. 

')  <juanUtes  constantes,  quantües 
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Der  ganze  weitere  Inhalt  des  Lehrbuches  besteht  vielmehr  aus 
Anwendungen  des  Differentürcus  auf  Curven,  die  theils  algebraisch 
sind,  tbeils  so  behandelt  werden,  dass  man  wenigstens  nur  mit  alge- 
braischen Gleichungen  zu  thun  hat.  Der  Punkt  der  Curve,  an  welchen 
eine  Beröhrungslinie  gelegt  wird,  heiast  regelmässig  M,  der  i'uss- 
punkt  seiner  durch  y  bezeichneten  Ordinate^)  heisst  F,  der  Fusspunkt 
der  BerÜhrungslinie  T.  Die  Äbscisse  x  wird  mit  ins  Französische 
abersetztem  Namen  la  cimpeii  genannt").  Heute  klingt  uns  allerdings 
diese  Uebersetzung  ebenso  fremdartig  wie  die  von  cerclc  haisant  ffir 
den  OaealatioQskreis  ^}.  Im  Laufe  der  TJutersuchungen  kommen  sehr 
verschiedene  Curve ugattungen  vor:  solche,  welche  mit  Benutzung 
mehrerer  Brennpunkte  entstanden  sind*),  Brennlinien  durch  Zurück- 
werfung^),  ebensolche  durch  Brechung'^),  einhüllende  Linien'),  Parallel- 
curven*)  u.  s.  w-,  lauter  Entstehungs weisen,  welche  theils  an  Tschirn- 
haus, theils  an  Leibniz  uns  erinnern,  und  an  den  letzteren  denken 
wir  auch  sofort,  wenn  die  Äbscissea  nicht  auf  einer  geraden  Linie 
sondern  auf  einer  Curve  abgenommen  werden").  Bei  der  Lehre  von 
den  grössten  und  kleinsten  Werthen,  welche  einen  ganzen  Abschnitt^'') 
einnimmt,  ist  besonders  hervorgehoben"),  die  Differenz  der  Ordinate 
müsse  vor  und  nach  dem  Punkte,  in  welchem  das  Maximum  oder 
Minimum  eintritt,  verschiedenen  Zeichens  sein,  aber  die  Veriinderung 
des  Zeichens  miiase  nicht  grade  den  Durchgang  durch  Null  voraus- 
setzen, sie  könne  auch  bei  dem  Durchgang  durch  das  Unendlichgrosse 
entstehen,  was  nicht  so  zu  verstehen  ist,  als  wolle  de  l'Hospital  be- 
haupten, die  detinitionsgemäss  unendlich  kleinen  Differenzen  könnten 
plötzlich  unendhch  gross  werden,  sondern  Differenz  bedeutet  hier  so 
viel  als  Differentialquotient,  wenn  etwa  dx  als  constant,  d.  h.  ak 
Einheit  betrachtet  wird.  Das  ist  einer  jener  Gegenstände,  über  welche, 
wie  wir  wissen  (S.  231),  de  l'Hospital  1695  mit  Johann  Bernoulli  in 
Briefwechsel  stand.  War  er  damals,  wie  nicht  bezweifelt  werden 
kann,  für  beide  Briefschreiber  neu,  so  kann  er  unmöglich  1692  in 
den  Lehrvorträgeo  Johann  Bernoullis  vorgekommen  sein,  und  wir 
haben  hier  eine  Stelle,  die  unbedingt  später  hinzugearbeitet,  den  er- 
hobenen Vorwurf  einfachen  Abdruckes  des  alten  Heftes  vernichten 
hilft.  Noch  Anderes  entstammt  ersichtlich  dem  erwähnten  Briefwechsel 
von  1695,  wenn  wir  auch,  da  jener  Briefwechsel  leider  nicht  veröffent- 
licht ist,  nicht  immer  im  Stande  sind  zu  sagen,  was  jedem  der  beiden 

')  appliquee.  ■)  Analyse  des  infiniinent  petita  Nr,  i),  pag.  11.  ")  Ebenda 
Nr.  308,  pag.  174.  *)  Ebenda  Nr.  32,  pag.  27.  ')  Ebenda  Nr.  110,  pag.  104. 
»)  Ebenda  Nr,  1S2,  pag,  läO.  ')  Ebemla  Nr,  146,  pa^,  131.  ')  Ebenda 

Nr,  167,  pag,  147,  "}  Ebenda  Nr.  15,  pag,  IG,  '")  Ebenda  Nr,  41—54. 

")  Ebenda  Nr,  46,  pag.  42. 
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sicli  wissenschaftlich  Unterhaltenden  angehörte.  Die  Benennung  pmnt 
de  rehroussemiMt''-)  für  den  Rückkehrpuiikt  hat  Bernoulli  Leibniz 
gegenüber  für  sich  in  Anspruch  genommen.  Wir  haben  keinen  Grnnd 
diesen  Ausspruch  zu  verdächtigen.  Dann  war  zwischen  beiden  von 
dem  Krümmnngshalbmesaer  in  einem  Wendepunkte  die  Rede, 
und  dass  dieser  bald  oo,  bald  0  sei.  Dieser  Gegenstand  ist  in  der 
Analyse  des  infiniment  petits  des  Weiteren  erörtert^),  und  zwar  im 
Znsammenhange  mit  der  Evolute.  Die  Curve  BAC  (Figur  48)  habe 
in  A  einen  Wendepunkt,  dessen  Berührungslinie  in  der  Figur  ge- 
zeichnet ist,  und  ebendort  den  Kriiramungshalbniesaer  von  unendlicher 
Grösse.  Nun  denke  man  zur  Curve  BAC  als  Evolute  die  DAE  als 
Evolvente  derart  gezeichnet,  dass  A  mit  A  zusammenfallend  einander 
so  entsprechen,  dass  der  Punkt  A, 

sofern  er  der  DE  angehört,  seinen  /-** 

Kriimmungsmittelpunkt   in  A,  als  / 

einem    Punkte    der    BO,    besitzt.  j 

Dann  hat  die  DE  in  A  den  Krüm-    B 
mungshalbmesser   AA  =  0.      Zu-    ^~~~^-— __ 
gleich    hat    sie    aber   in  A   einen 
Wendepunkt.  Der  CA  als  Evolute 
gehört  die  EA   mit   der  gegen  C  j 

gekehrten  Hohlseite  als  Evolvente  / 

an,   der  BA  als  Evolute   die  mit  / 

der   Hohlseite   gegen  B   gekehrte  ^.    ^^ 

Evolvente  DA.    In  A  müssen  also 

die  zwei  entgegengesetzten  Wölbungsarten  der  EA  und  DA  in  ein- 
ander übergehen,  d.  h.  A  ist  Wendepunkt  von  DE.  Es  wird  dabei 
bemerkt,  auch  der  Zeichenweehsel  des  zweiten  Differentials  könne 
durch  CO  anstatt  durch  0  vermittelt  werden.  Als  Beispiele  von  Curven 
mit  Wendepunkten,  in  welchen  das  zweite  Differential  der  Ordinate 
durch  oo  hindurch  das  Vorzeichen  ändert,  werden  a^'x  =  j/*  und 
a^x^  =  y^  genannt.  Für  beide  Curven  sei  der  Coordinatenanfangs- 
punkt  Wendepunkt.  In  der  erstgenannten  Curve  sei  dort  der  Krüm- 
mnngshalbmesaer CO,  in  der  zweiten  sei  er  0.  Die  Rechnung  selbst 
ist  bei  de  l'Hospital  nicht  geführt,  allein  es  ist  nicht  schwer,  sich 
von  der  Richtigkeit  seiner  Behauptung  zu  überzeugen.  Jakob  Ber- 
noulli bat  im  Septemberhefte  1697  der  Ä.  E.  den  gleichen  Gegen- 
stand in  Erörterung  genommen*)  i\nd  dadurch  zu  erklären  gesucht, 
dasa   er   statt   der   Curve   a^x^  =  y^   zunächst   a'x''  =  y''  —  b^y^   be- 


')  Analyse  des    inpniwent  petits  Nr.  05,   pag.  ö'J.  *)   J'ilienda  Nr.  83, 

p(^.  80  und  Nr.  88,  pag.  86.        ')  Jac.  Bernoulli  Opera  IT,  779—782, 
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trachtete  und  dann  die  Constante  b  zum  Verschwinden  brachte.    Durch 
Inanaprnehnahine   der  Evohition   gelangte  de  l'IIospital  aber  auch  zu 
einer  weiteren  Bemerkung,  die,  wie  er  sagt,  bisher  noch  nicht  gemacht 
.,  worden  sei  ^),   Die 

V  Curve  BAC  (Fi- 

X,  gur  44)  habe  wie- 

der   in    A    einen 
Wendepunkt  und 
werde  als  Evolute 
behandelt.      Zum 
Curvenstücise  BA 
gehört   die   Evol- 
vente   EF,    zum 
Stücke    AB    die 
EB,  zum  Stücke 
Nun  ist  E  ebenso  wie  B  ein  Rückkehrpunkt, 
verschiedener  Natur.     Während   in  B  die  BE 
ihre  Hohkeite  gegen  A,  die  BG  ihre  Hohlaeite  gegen  Ü  kehrt,  sind 


DG  endlich  die  BG. 
aber  beide  sind  doch 


in  E   die   Hohlseib 


von  EB    und   von  EF  gegen  A   (beziel 

weise  B)  gekehrt.  Sollten  wir  de 
THospital  noch  immer  vom  Ver- 
dachte vollständigen  Diebstahles  rei- 
nigen müssen,  so  ist  grade  dieser 
ROekkehrpunkt  zweiter  Art, 
der  Schnabel  wii  man  ihn  wohl 
im  Gfegensatze  zui  Spitze  genannt 
hat,  geeignet  seme  wenigstens  zeit- 
weilige belhstandigkeit  zu  erweisen. 
Wii  haben  bei  noch  einer  Auf- 
gabe zu  verweilen,  welche  in  der 
Analyse  des  infiniment  petita  zuerat 
an  die  Oetfentlichkeit  trat^),  hei 
der  Äuswerthung  unbestimmter 
Formen,  genauer  gesagt  hei  der 
Äuswerthung  von  Brüchen,  deren 
Zähler  und  Nenner  durch  die  An- 
nahme x  =  a  in  Null  übergehen.  Jener  Bruch  =  \j  gesetzt,  mag 
(Figur  45)  die  Gleichung  einer  Curve  AMD  sein,  während  ANB^ 
coli  die  Curven  sind,   deren  Ordinalen   der  Zähler  und  der  Nenner 


')  Analyse  des  it^niment  petits  Nr.  109,  pag.  102:    gue  jiersonne,  que  je 
si/iche,  n'a  eneore  cOMsidird.        ')  Ebencla  Nr.  1(53,  pag.  145. 
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jenes  Bruches   sind.     Als   Einheit   der  Zeichnung  diene  j4B  =  rt,  so 

MI'        NP 
dass  z.  B.  -j-D  =  -Qp-     Man  sucht  alau  DJS  unter  der  in  der  Figur 

zur  Anschauung  gebrachten  Annahme,  dass  die  beiden  Curven  ANB, 
COB  sich  in  J?  auf  der  Abscissenaxe  bei 
x  =  a  =  AB 
schneiden.  De  l'Hospital  schreibt  vor,  man  solle  ku  dem  benachbarten 
Punkte  h  der  Abscissenaxe  übergehen.  In  ihm  sind  die  Ordinaten 
bf,  h(f  die  Differenzen  der  Ordinaten  der  Zähler-  und  der  Nenner- 
ciirve,  und  deren  Quotient  liefert  ilh,  weiches  von  DJ}  sich  niclit 
angebbar  unterscheidet.  Dadurch  ist  aber  die  Regel  begründet,  welche 
darin  besteht,  den  Zähler  und  den  Nenner  des  in  unbestimmter 
Form  erscheinenden  Bruches  jeden  für  sich  zu  differenziren  und 
dann  erst  x  =  a  einzusetzen.     Ist  etwa 


,    „  1^2« 

•x  -  z'  ~  aVa-x 

so  findet  mau 

a-V^--x             • 

"'!**  - 

'ix^dx         a^dx 

1/2«»; 

z:V'W^x 

als   Differenz 

des  Zählers,         7/*    als  Differenz   des 

.   Nenners. 

,   und 

diese  dividirt 

man 

durcheinander  unter  Einsetzung  von  x  =  a. 

Das 

gibt 

-> 

3  ,        le 
■.--dx~ja. 

In  einem  zweiten 

Beispiele  y 

=  — ~-7^  findet   man 

y  =  2(1, 

wenn 

a;  =  ß.  Hier  sei,  setzt  de  l'Hospitai  hinzu,  die  Differentialrechnung 
zu  umgehen.  Aus  der  für  y  gegebenen  Gleichung  folge  unter  Itatio- 
nalisirung  derselben: 

a^x'^  -f-  2a^xy  —  axy'  —  2a^x  -\-  a*  -\-  a'^ij^  —  2a^y  =  0. 
Diese  Gleichung  durch  x  —  n,  dividirt,  liefere 

a^x  ~  a?  -\-  2a^y  —  aiß  =  0, 

und  hier  x^=  a  eingesetzt,  bringe  y  =  2a  hervor. 

Kaum  war  de  l'Hospital  im  Jahre  1704  gestorben,  so  veröffent- 
lichte Johann  BernouUi^)  im  Augusthefte  1704  der  A.  E.  einen 
Aufsatz,  in  welchem  er  die  Methode  jener  Auswerthung  ebenso  wie 


')  Joh.  Bernoulli,  Opera  I,  401—405,    Diirin  die  Worte:  Marchkmi  Hospt- 
tälio  cwjMs  nunc  suprema  fiäa  lugemus. 
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das  bestimmte  Beispiel  für  sich  in  Äiiepmch  nahm.  Letzteres  habe 
er  vor  etwa  zehn  Jahren^)  de  THoapital  und  anderen  französischen 
Mathematikern  vorgelegt,  welche  nichts  damit  anzufangen  wussten, 
bevor  er  ihnen  den  Weg  gezeigt  habe.  Dann  habe  de  l'Hospital  die 
Regel  neben  Anderem,  was  Bemouili  angehörte^),  in  der  Analyse 
des  infiniment  petits  veröffeatlicht.  Ganz  vollkommen,  setzte  Ber- 
noulli  hinzu,  aei  die  Regel  jedoch  nicht,  denn  sie  führe  unter  Um- 
ständen zu  einem  neuen  Bruche,  den  x  =  a  abermals  in  -^  über- 
gehen lasse;  dann  müsse  man  eben  die  schon  benutzte  Methode  zum 
zweiten  Male  anwenden.     So  werde 

erst  nach  wiederholter  Differentiation  des  Zählers  und  des  Nenners 
zu  2a. 

Erinnern  wir  uns  an  das,  was  {S.  225)  über  die  zwischen  Johann 
Bernoulli  und  de  l'Hospital  gewechselten  Briefe  berichtet  wurde,  so 
kann  man  nicht  sagen,  dass  die  Äusdrucksweise ,  deren  Elfterer  sich 
jetzt  mit  Bezug  auf  einen  Verstorbenen  bediente,  während  er,  so 
lange  de  l'Hospital  lebte,  acht  Jahre  lang  geschwiegen  hatte,  sehr 
hübsch  gewesen  sei,  und  in  Frankreich  verübelte  man  ihm  sein  Be- 
nehmen in  hohem  Grade.  Besonders  erzürnt  war  Josef  Saurin 
(1659 — 1737),  ein  Freund  des  Verstorbenen,  und  Varignon  schrieb 
dieses  auch  an  Johann  Bernoulli,  der  seinerseits  unter  dem  11.  Juli 
1705  Leibniz  davon  Mittheilung  machte^).  Aber,  sagte  er,  an  der 
nachträglichen  Abfertigung  trage  Saurin  selbst  die  Schuld,  der  die 
angeblich  de  l'Hospitalsohe  Methode  über  alle  Gebühr  gepriesen  habe. 
Das  habe  er  erst  ganz  neuerdings  erfahren  und  sich  selbstverständ- 
lich nicht  gefallen  lassen. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  knüpften  sich  allzunatttrlich  an  den 
Berieht  Über  die  Analyse  des  infiniment  petits  an,  als  dass  wir  sie 
nicht  hätten  anschliessen  sollen.  Nun  kehren  wir  aber  bis  vor  die 
Zeit  der  Herausgabe  dieses  Lehrbuches,  bis  in  das  Jahr  1693  zurück, 
in  welchem  Auszüge  von  Briefen  Newtons  an  Wallis  durch 
diesen  in  der  Ausgabe  seiner  eigenen  Werke  zum  Drucke  gegeben 
wurden*),  in  denen  die  erste  Enthüllung  über  die  Fluxionsrechnung 
stattfand. 

Das  Datum  der  Briefe'')  ist  vom  27.  August  und  17.  September 

')  oMie  ftos  deeem  circiter  afmos.  ')  Juxta  alia  mea.  'j   Leibniz 

in,  765.  ')  Rouse  Ball,  A  history  of  tke  study  of  mathematics  at  Cambridge 
pag.  63.        ")  Optmda  Newtom  I,  359—370. 
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1692.  Sie  sind  also  geschriebeD,  nachdem  Leibniz  den  Algorithmus 
der  Differentialrechnung  1684,  den  der  Integralrechnung  1686  heraus- 
gegeben hatte,  nachdem  Craig  1685  der  bewundernde  Dolmetscher 
Leihnizischer  Ideen  in  England  geworden  war,  nachdem  Jaliob  Ber- 
noulli  in  einer  grossen  Reihe  von  Aufsätzen  in  den  A.  E.  von  1691 
und  den  ersten  Monaten  1692  seine  Gewandtheit  in  der  neuen  Methode 
und  dadurch  zugleich  deren  grosse  Verwendbarkeit  offenbart  hatte. 
In  jenen  Briefaufzügen  also,  welche  Wallis  angefertigt  hat,  und 
in  denen  Newton  immer  in  der  dritten  Person  redend  vorliommt,  so 
dass  man  nicht  einmal  mit  aller  Bestimmtheit  sagen  liann,  Newtons 
Meinung  sei  Überall  genau  richtig  ausgesprochen,  heiast  es,  der  Kern 
der  Newtonaehen  Lehre  sei  der  Satz:  Data  aequatione  fluentes 
quotcunque  quantitatea  involvente  fluxiones  invenire  et 
viceversa,  jener  Satz  also,  der  im  zweiten  Briefe  an  Leibniz  (S.  185) 
als  An^ramm  enthalten  war.  Unter  Fluenten  verstehe  Newton  un- 
bestimmte Grössen,  d.  h.  solche,  welche  bei  der  Erzeugung  von 
Curven  durch  eine  Oi^tsbewegung  beständig  vermehrt  oder  vermindert 
werden,  und  unter  deren  Fluxion  verstehe  er  die  Geschwindigkeit  der 
Zu-  oder  Abnahme').  Das  sei,  wie  alles  Neue,  beim  ersten  Anblick 
etwas  schwierig  zu  verstehen,  aber  doch  halte  Newton  dafür,  ihr 
Begreifen  sei  immer  noch  leichter  als  das  von  Augenbhcks Verände- 
rungen^) oder  kleinsten  Theilen  oder  unendlich  kleinen  Differenzen, 
weil  Entstehung  von  Figuren  und  Grossen  durch  stetige  Bewegung 
naturgemässer  sei  als  die  aus  Theilen,  doch  vernachlässige  er  auch 
die  Theorie  solcher  Theile  keineswegs,  sofern  sie  zur  Abkürzung  des 
Geschäftes  diene,  oder  es  durchsichtiger  mache,  oder  zur  Erforschung 
der  Verhältnisse  der  Fluxionen  unter  einander  führe.  Für  eine  Fluente, 
z,  B.  für  die  Ahscisse  einer  Curve  nehme  er  gleichmässige  Vermehrung 
in  Anspruch  und  setze  deren  Fluxion  der  Einheit  gleich,  die  Fluxionen 
anderer  Fluenten  v,  x,  y,  z  bezeichne  er  durch  punktirte  Buchstaben 
'B,  '%,  y,  k.  Die  Fluxionen  selbst  verändern  sich  aber  auch,  und  die 
Geschwindigkeit  ihrer  Veränderungen  können  als  ihre  Fluxionen  be- 
trachtet und  durch  abermalige  Punktirung  bezeichnet  werden.  So 
entstehe  v,  x,  y,  z,  und  min  sei  ersichtlich,  was  unter  v,  unter  v  u.  s.  w, 
zu  verstehen  sei.  Die  erste  Aufgabe,  die  Fluxion  einer  Fluente  zu 
finden,  wird  nun  gelöst  und  als  Grundlage  genommen,  dass  die  Fluxion 
von  x"  als  nx''~^A:  sich  darstelle,  wenn  n  ganz  und  positiv  sei.  Der 
Beweis  wird  geführt,  indem   eine   unendlich  kleine  Grosse  o  gewählt 


')  Per  fluentes  quantitates  intelligit  inäüermimüas ,  kl  est,  quae  in  gene- 
ratume  cunai-um  per  motum  loeahm  perpetao  oagenUir  vel  dimtnuunUtr;  et  per 
eurum  fiuxionem  mtelligit  celerifatent  incrementi  vel  deerementi.        *)  momenta. 
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wird,  welche  mit  den  Fluxionen  s,  y,  x  vervielfacht  die  Äugenblicka- 
veränderungeii^)  der  Flueiiteii  x,  y,  z  darstellen.    Dann  geht  x"  über  in 

{x  +  Qxf  =  a:™  +  nx'^-^ox  +  ^i^-I^a:— äo^iis  ^ 

und  die  Fluxion  der  x"'  wird  nach  Division  durch  «  als 

jj^H— 1^      I      "(«  —   -^ij-n  — 2q^3  +    ■   ■  ■ 

erkannt  oder  als  wa:""'«,  indem  die  Glieder,  welche  das  unendlich 
kleine  o  noch  enthalten,  wegfallen.  Ist  n  nicht  ganz  und  positiv,  so 
werden  die  Substitutionen  gelehrt,  von  welchen  schon  an  zu  vielen 
Stellen  dieses  Bandes  die  Rede  war,  als  dass  wir  vielfach  Gfesagtes 
nochmals  wiederholten. 

Wallis  berichtet  dann  weiter  über  die  zweite  in  jenem  Newton- 
sehen Briefe  von  1676  anagrammatisch  enthalten  gewesene  Stelle 
(S.  185),  welche  eine  doppelte  Art  der  Auflösung  der  Aufgabe,  von 
der  Pluxion  zur  Fluente  aufzusteigen,  in  Aussieht  stelle.  Die  eine 
Art  bestehe  in  einer  Anwendung  von  Reihen  mit  unbestimmten 
Coefficienten  für  die  Unbekannten,  deren  Fluxionen  alsdann  gebildet 
werden  und  zu  einer  Gleichung  führen,  in  welcher  die  homologen 
Glieder  einander  aufheben,  so  dass  die  vorher  unbekannten  CoetB- 
cienten  dadurch  erkannt  werden.  Diese  Methode  sei  aus  den  sie 
schildernden  Worten  deutlieh  zu  verstehen.  Die  andere  Art  sei  von 
der  Gattung,  welche  man  bei  der  Reihenentwicklung  der  einen  Un- 
bekannten einer  Gleichung  nach  Potenzen  der  zweiten  in  der  Glei- 
chung auftretenden  Unbekannten  kennen  gelernt  habe.  Die  Aehn- 
lichkeit  der  beiden  Aufgaben  leuchte  ein,  wenn  man  bedenke,  dass 
man  von  einer  Gleichung  ausgehe,  welche  y,  s,  y,  z  enthalten  solle. 
Nun  betrachte  man  z  als  einförmig  veränderlich,  so  dass  dessen 
Fluxion  2  als  Einheit  gewählt  werden  könne.  Dann  sei  die  Absicht, 
y  in  Gestalt  einer  nur  z  enthaltenden  convergenten  unendlichen  Reihe^) 
kennen  zu  lernen.  Manchmal  sei  dieses  allerdings  unmöglich,  manch- 
mal sei  ein  Zurechtstutzen  der  gegebenen  Gleichung  erforderlich. 
Wie  Newton  diese  Methode,  welche  von  der  anderen  sich  eigentlich 
nur  durch  einmalige  statt  durch  zweimalige  Anwendung  von  Reihen 
mit  vorläufig  unbekannten  Coefficienten  unterscheidet,  verstanden 
haben  will,  geht  aus  dem  Beispiele 

y^'z^  —  z^'zy  —  (l^s^  -\-  <lzs^  =  0 
hervor.     Durch  z  ^  \  geht  sie  in 

y2  — .  z^y  —  (p  -\-  dz  =  {) 

in  nerie  infinita  conva'gente  qvae  sohtiii  « 


y  Google 


Streitd.  Brüder Bernouüi.DerHoapital.  Newtons  Briefe  v,lG93.Leibniz  Gegner,  253 
aber,  lind  nun  nimmt  man  an,  es  sei 

!,=.h^  -| ,         y^ii-^-i  _| 

Diese  VVerthe  in  die  vorher  gewonnene,  von  k  schon  freie  Gleichung 
eingesetzt  geben 

_  ,P  ^  dz  +  fr^s^A  ^ A/lV+t =  0, 

und  iat  i  =  0,  so  findet  man  /:  =  (/,  d.  h.  man  findet  y  =■.  d  -\~  p^ 
wo  2»  neuerdings  unbekannt  ist,  und  i)  =  p.  Die  Fluxio nagle ichung 
geht  dadurch  Aber  in 

2dp  +  p^  —  s^p  -{-  dz  ^==0. 
Sie  setzt  voraus,  dass  dz  gegen  2dp  sich  aufhebe,  d,  h.  daas 

P  =  ~l  -\-tl 
aei,  nebst 

?'  =  —  1  +  ?, 

weil  ja  2  =  1  angönommen  wurde.  Fahre  man  so  fort,  so  gelange 
man  zu 

,  3             9, 

'  =  '  ■-  -  -ST  -  TW  -  *>*•• 

Es  «t  keinem  Zweifel  nterw  rfen  laas  Newton  m  Stai  de 
gewesei  w  re  diese  1  e  lei  B  lefe  be7iel  ungswe  «e  deren  A  szuge 
sjatesteia  II  bekannt  z  machen  d  dass  se  damals  en  Ä  f 
seien  der  Bew  ndenng  eriegt  haben  musste  Ga  z  ondei  lb'*-J 
Wenn  d  e  Er  efe  jetzt  A  i  ehen  machten  o  k  nte  es  ur  c i  solches 
de  Verw  in  ierung  se  i  un  1  wenn  d  ese  n  cl  t  la  it  w  irde  so  geschah 
es  larum  weil  de  hohe  Acht  g  die  na  lern  Vei fasset  on  Ab 
handluigen  ul  e  die  larlenleh  e  n  de  P  T  voi  1  ( •*  !em  ^e^ 
fasser  der  Prii  c  pien  v  n  1(  S  auf  dem  europa  sehe  FestUnle  n  ht 
mmlei  il  ii  Gio'flrtann  n  \erl  entermassei  z  Ute  de  Sj  tt  n 
den  Mml  schloas 

Mussten  die  Leser  sieb  nicht  sagen,  was  Johann  BernouUi  im 
August  169Ö  darüber  an  Leibniz  schrieb^),  das  Newtons  Methode 
der  Sache  nach  sich  ganz  und  gar  nicht  von  der  Differentialrechnung 
unterscheide,  wie  dieser  selbst  in  seinem  Werke  der  Principien  ein- 
gestehe, dass  er  nur  ein,  beziehungsweise  mehrere  Pünktchen  statt 
rf,  dd  u.  s.  w.  schreibe?  Klingt  es  so  ungerecht,  wenn  Bemoulli  fort- 
fahrt^): Ich  weiss  nicht,  ob  nicht  Newton  seine  Methode  erst  bildete, 
nachdem   er  Dein  Rechnungsverfahren  gesehen  hatte?     Woher  sollte 

')  Leibniz  III,  316—317.  *)  Nescio  awion  Newtonm,  Tuo  calculo  mso, 
iuam  (letHttm  Metiiodiim  /lihricaverit. 
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BernouUi  anderer  Meinung  gewesen  sein?  Leibniz  freilieh  wusste  es 
besser  und  antwortete^),  Newton  habe  schon  vor  zwanzig  Jahren  — 
das  war  167fi  —  ihm  Andeutungen  gemacht,  denen  zufolge  er  damals 
schon  Bedeutendes  besessen  haben  müsse. 

Und  betrachtet  man  nicht  das  Datum  der  Briefe,  sondern  das 
ihrer  Drucklegung,  so  musste  letztere  nun  gar  unbegreiflich  erscheinen, 
denn  inzwischen  hatte  das  Aprilheft  1G9;>  der  A.  E.  Leibnizens  Inte- 
gration von  Differentialgleichungen  in  Reihen gestalt  gebracht,  von 
welcher  —  auch  das  sagt  Johann  BernouUi  in  dem  erst  angeführten 
Briefe  -—  die  Newtonsche  sich  nur  durch  grössere  Mühseligkeit 
unterschied. 

Nicht  eben  lange  nachdem  durch  Wallis  jene  Auszüge  aus  New- 
tonschen  Briefen  veröffentlicht  waren,  trat  lß95  in  den  A.  E.  ein 
grundsätzlicher  Gegner  der  Lei bni zischen  Differentialrechnung  auf: 
Bernhard  Nieuwentijt^j  (1654—1718),  praktischer  Arzt  und  gleich- 
zeitig Bürgermeister  in  Purmereud  in  Nordholland,  Er  war  nicht 
üegner  der  Person,  sondern  der  Sache,  und  er  richtete  deshalb  seine 
Angriffe  in  gleicher  Weise  wie  gegen  Leibniz  auch  gegen  die  Brüder 
BernouUi  und  den  Marquis  de  THospital*).  Er  hat  auch  besondere 
Schriften  in  der  gleichen  Absieht  verfasst:  Considerationes  circa  ana- 
lyseos  ad  quantitates  infinite  parvas  applicatae  pritmpia  (1694)  und 
Ancdtfsis  infinilorum  (1695). 

Die  Angriffe,  welche  Nieuwentijt  gegen  die  logische  Grundlage 
der  Differentialrechnung  gerichtet  hat,  sind  scharfsinniger  als  die 
Versuche,  welche  er  veranstaltete,  jene  Grundlagen  fester  zu  sichern. 
Er  hat  dreierlei  au  der  Differentialrechnung  auszusetzen.  Erstens 
sei  sie  der  mit  anderen  Methoden  gemeinsamen  Schwierigkeit  unter- 
worfen, dass  Grössen  als  Nichts  bei  Seite  gelassen  werden,  welche 
nur  unendlich  klein  seien.  Zweitens  fehle  eine  Anwendung  der  Diffe- 
rentialrechnung auf  Exponentialgrössen.  Drittens  sei,  selbst  wenn 
man  mit  den  ersten  Differentialen  sich  befreunden  könnte,  den  folgenden 
Differentialen  d^x,  d^x  u.  s.  w.  ein  Sinn  nicht  abzugewinnen.  Der 
erste  Einwurf  insbesondere  ist  immer  und  immer  wiedergekehrt  bis 
tief  in  das  XIX.  Jahrhundert,  und  damit  ist  dessen  zum  mindesten 
th  eil  weise  Berechtigung  nachgewiesen.  Aber  wie  findet  sich  denn 
Nieuwentijt  mit  der  unleugbar  vorhandenen  Schwierigkeit  ab?  E:- 
nimmt  ein  Unendlichgrosses*),  welches  er  durch  m  bezeichnet,  und 
nennt  den  mten  Theil   eines  Endlichen    ein  Unendlichstel ''}.     Dieses 

')  Leibiiia  m,  320.  ')  Poggendorffll,  289.  ')  Weissenboru, 

Die  Priiicipien  dur  hülieren  Aiialjaia  in  ihrer  Kntwicklung  von  Leibniz  bis  auf 
Lagrange  S.  123 — 13b.         ')  quanlitas  mßnita.        ')  mfinitesima. 
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ist  noch  nicht  Nichts,  aber  sein  Unendlichstel  oder  ,  ist  Nichts, 
denn  dieses  liefert  mit  dem  anendlichgrossen  m  vervielfacht  noch 
nicht  Endliches,  sondern  erst  ein  Unendlichstel.  Aber  ist  das  nicht 
Wortapielerei?  Besagt  es  nicht  im  Grunde  das  Gleiche,  was  Leibni« 
lind  die  Seinen  in  die  Worte  kleideten,  höhere  Potenzen  eines  Un- 
endlichkleinen verschwänden  neben  dessen  niedrigeren  Potenzen  und 
das  ünendlicbkleine  selbst  neben  Endlichem  und  das  Endliche  neben 
Unendlichgroasem? 

Leibniz  beantwortete^)  die  Nieuwentijtsehen  Angriffe  in  den 
A.  E.  von  1695.  Er  gab  dort,  wenn  auch  in  gewundener  Weise  zu, 
dass  indirekte  ßeweiafühningen  von  der  Art,  wie  die  griechischen 
Geometer,  insbesondere  Archimed,  sie  anwandten,  am  geeignetsten 
seien,  die  Wahrheit  der  Sätze  festzustellen,  bei  welchen  man  auch  des 
Unendliehkleinen  sich  bedienen  könne,  aber  schliesslich  sei  es  nicht 
mehr  als  ein  Wortstreit,  wenn  Jemand  die  Gleichheit  von  Grössen, 
welche  um  ihnen  selbst  gegenüber  Unendlichkleines  sich  von  einander 
unterscheiden,  verwerfe^).  Dazu  komme  noch  Eines:  dass  solchen 
Figuren,  welche  aus  Linienelementen  bestehen,  immer  andere  endliche 
Figuren  ähnlich  seien,  so  dass  man  Verhältnisse  von  nicht  Angeb- 
barem durch  Verhältnisse  angebbarer  Grössen  zu  ersetzen  im  Stande  sei. 

Der  zweite  Einwand  hatte  der  Diiferentiation  von  Exponential- 
grössen  gegolten.  Auch  hier  begann  Leibniz  mit  einem  Zugeständ- 
nisse.    Wenn  J/^  =  s,  so  sei 

sofern  alle  Glieder  wegbleiben,  welche  Produkte  von  Ditferentialen 
e in schli essen.  Diese  Gleichung  leide  aber  an  dem  Fehler,  dass  in  ihr 
die  Homogeneität  der  Differentiale  nicht  gewahrt  sei')  und  dass  sie 
vermöge  dessen  untauglich  sei,  das  wirklich  Gesuchte,  nämlich  das 
Verhäitniss  von  dx  zu  dy*),  zu  liefern.  Nach  den  Principien  der 
Differentialrechnung  müsse  man,  wenn  Differentiale  mit  endlichen 
Grössen  gemischt  vorkommen,  erstere  als  Null  betrachten.  Dadurch 
gehe  die  erhaltene  Gleichung  über  in 

0  =  j/^+«  -f-  x^+o-iO  —  j/-'       oder  in  0  =  «/-^  —  y' , 
und   das    sei   zwar   wahr,    führe  aber  nicht  weiter.     Dt^egen   könne 
man  folgenden  Weg  einschlagen.     Es  sei  \  —  =  log:r.     (Da.s  wusste 
Leibniz  durch  die  Quadratur  der  Hyperbel.)    Femer  gehe  aus  x'  ^^y 

')  Leibniz  \',  320 — 328,  ')  Et  si  ([uis  talem  aegualüatia  definitionem 

i%}icit,  de  vomme  dispitbit.  ')  2f(m  servat  hges  hoinogeneorum  ealculi  differen' 
tialis.  ')  JVöw  eidiihet  quamtum,  nempe  rationein  dx  ad  dy. 
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die  Gleichung  v  -logx  =  \ogy  hervor  oder  unter  Anwendung  der 
Integralform  für  die  vorkommenden  Logarithmen  »  ■  /  —  '"=/"■ 
Differentiire  man  diese  Gleichung,  so  entstehe 

Daraus  aber  wird') 

d(x')  ==  iT"  ■  —  rfiT  -f~  ^"dv  log 3;. 

An  diese  Stelle  erinnerten  wir,  als  wir  (S.  2;52)  Leibniz  einen  Vor- 
gänger von  Johann  Bernoulli  in  der  Differentiation  der  Exponential- 
grÖssen  nannten. 

Nun  wendet  sich  Leibniz  drittens  zu  den  höheren  Differentialen. 
Er  nimmt  an,  die  x  verlaufen  in  geometrischer,  die  y  in  arithmetischer 
Progression.  Alsdann  findet  das  Verhältniss  dx  :  ih/  =  x:a  statt,  wo 
a  eine  Constante  bedeutet  und  auch  dy  als  constiint  gilt.  Hieraus 
folgt  dx  =  - — --  und  durch  Differentiation 

,  ,          d.x    du         dx    dx        ,      .  ,  .      ddx        dx 

ddx  = =  — — ,      beziehungsweise  — —  =  — , 

d.  h.  ddx  verhält  sich  zu  dx  wie  dx  zu  x,  das  höhere  Differential 
ist  dem  niedrigeren  gegenüber  ebenso  ein  TJnendlichbleines,  wie  das 
erste  Differential  der  endlichen  Grösse  gegenüber.  So  die  Antwort 
Leibnizens.  Dasa  in  dem  über  die  zweiten  und  höheren  Differentiale 
Gesagten  sehr  viel  unstatthafte  Willkür  mit  einlief,  wird  man  gegen- 
wärtig nicht  in  Abrede  stellen. 

Auf  Nieuwentijts  Zweifel  wegen  der  Differentiation  von  Espo- 
nentialgrössen  kam  Johann  Bernoulli,  der  dieses  mathematische 
Gebiet  fast  mit  Eifersucht  als  sein  eigenstes  vertheidigte,  im  Märst- 
heft  1G97  der  A.  E.  zurück^),  in  jenem  Aufsätze,  der,  wie  wir  (S.  232) 
sagten,  die  Grundzüge  der  Rechnung  mit  den  Exponentialgrössen  för 
alle  Zeiten  festsetzte.  Wir  haben  ebendort  bemerkt,  dass  Bernoulli 
als  wesentliches  geometrisches  Hilfsmittel  von  der  logarithmischen 
Linie  Gebrauch  machte.  Von  einer  selbständigen  Gegenschrift  gegen 
Nieuwentijt  aus  der  Feder  eines  jungen  Mathematikers,  Jakob  Her- 
mann, den  wir  nur  ganz  im  Vorbeigehen  (S.  90)  einmal  zu  nennen 
Gelegenheit  hatten,  wird  im  XVII.  Abschnitte  die  Eede  sein. 

Vor  Abschluss  des  Jahrhunderts  trat  noch  ein  persönlicher  Feind 

'}  Da  LeibaiK  die  RBchniing  bis  hierher  richtig  geführb  hat,  so  kann  e« 
nur  ein  Druckfehler  sein,  wenn  bei  ihm  die  Schlussgleichung  anders  lautet  lu» 
es  sein  musa,  und  deshalb  weichen  wir  hier  im  Texte  von  ihm  ab.  ')  ^'^" 

ßernoulli  Opeco  I,  179sqq, 
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Leibniaens  in  die  Schranken  der  Oeffeiitlichfeeit,  mit  welcLein  wir 
uns  zum  Schhisae  dieses  Abschnittes  beschüftigen  müssen.  Es  war 
Nicolas  Fatio  de  Duillieri)  (1664—1753).  Die  Familie  hatte 
sieh  1635  in  Basel  eingebürgert,  und  dort  ist  Fatio  geboren,  aber 
als  er  wenige  Jahre  alt  war,  kaufte  der  Vater  die  Herrschaft  Duillier 
bei  Genf  an  und  wurde  1678  Genfer  Büi^er.  Schon  mit  18  Jahren 
war  Fatio  1682  in  Paris,  um  an  der  dortigen  Sternwarte  unter 
Cassini  sieb  als  praktischen  Ästronomen  auszubilden.  Von  1684 
bis  1686  lebte  er  in  Duillier,  dort  die  in  Paris  begonnenen  Beobach- 
tungen fortsetzend.  Ende  1680  ging  er  nach  Holland,  wo  er  zu 
Hujgens  in  persönliche  Beziehungen  trat.  Im  Jahre  1687  wandte 
er  sich  nach  England  und  wurde  1688  Mitglied  der  Royal  Society 
in  London.  Ein  neuer  kurzer  Abstecher  nach  Holland  zu  Huygens 
iällt  in  den  Anfang  des  Jahres  1691,  ein  vielleicht  etwas  längerer 
Anfenthalt  in  Duiilier  in  die  Jahre  1701)  und  1701,  aber  Fatioa 
eigentlicher  Wohnsitz  blieb  in  England.  Dort  betheiligte  er  sieh 
1707  an  Umtrieben  religiöser  Fanatiker,  welche  ihm  eine  Verurthei- 
lung  zum  Pranger  und  zu  einer  Freiheitsstrafe  zuzogen,  dort  starb  er 
in  einem  Alter  von  fast  90  Jahren,  ohne  von  seiner  Begeisterung 
für  di»  Propheten  zurßekgekommen  zu  sein.  Wir  können  uns  der 
;  nur  anschliessen,  man  habe  Fatio  etwa  von  1706  an  als 
:  zu  betrachten,  und  in  der  That  sind  von  da  an  keine 
wissenschaftlichen  Arbeiten  von  ihm  bekannt.  Er  scheint  nach  seiner 
Verurtheilung  den  Studien  für  immer  Lebewohl  gesagt  zu  haben. 

Wir  haben  Fatios  Lebensgeschichte  aus  mehreren  Gründen  aus- 
führlicher eraählt.  Einmal  können  wir  nun  an  der  Hand  der  Jahres- 
zahlen feststellen,  dass,  als  Johann  Bernoulli  in  den  Jahren  1691 
bis  1693  erst  in  Genf,  dann  in  Paris  lebte  und  am  ersteren  Orte 
dea  älteren  Bruder  Fatios  unterrichtete,  er  selbst,  ein  schon  ge-  ■ 
schätzter  Gelehrter,  in  England  sich  aufhielt,  also  gewiss  nicht  durch 
Johann  Bernoulli  in  die  neuen  Methoden  eingeführt  werden  konnte 
und  ebensowenig  von  1700  an  durch  seinen  eigenen  Bruder.  Zweitens 
wird  begreiflich,  dass  Fatio,  Engländer  von  Neigung  —  und  Neigung 
thut  in  aolchen  Fällen  mehr  als  die  Geburt  —  allen  Gemüthsstim- 
muKgen  der  neuen  Landsleute  in  Hass  und  Liebe  sich  ansehloss. 
Drittens  möchten  wir  das  frühe  Erwachen,  den  vorzeitigen  Todes- 
sehlaf  seines  Geisteslebens  nachträglich  in  einen  gewissen  Zusammen- 
hang gebracht  wissen, 

Fatio   war   unzweifelhaft  eine   hochbegabte  Natur,     Das  Urtheil 
von  Huygens,  das  von  Jakob  sowohl  als  von  Johann  Bernoulli, 

r  Kulturgeschichte  der  Schweiz  IV,  157—80. 
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das  von  Leibniz,  die  ihn  alle  tbeils  persönlich,  theils  aus  Briefen, 
theils  aus  den  Aussagen  Anderer  kannten,  stimmt  vollgiltig  überein 
und  wird  dadurcli  nicht  zurückgenommen,  dass  Ton  1700  an  wenig- 
stens Leibniz  und  Jobann  Bemoulli  sich  ganz  anders  äusserten.  Aber 
immerhin  dürfen  wir  Fatio  doch  nur  denjenigen  begabten  Menschen 
zurechnen,  welche  mehr  versprachen  als  sie  geleistet  haben.  Er  fasste, 
wie  GS  scheint,  rasch,  war  schnell  bereit  undeutlich  Geahntes  für 
mehr  als  zur  Hälfte  Vollendetes  anzusehen  und  anzugeben,  und  auch 
bedächtigere  Gelehrte  glaubten  an  diese  Aeusserungen  auf  blosse 
Hoffnung  gegründeter  Zuversieht.  Wir  möchten  Fatio  am  liebsten 
mit  Tschirnhaus  vergleichen,  wenn  dieser  nicht  einestheils  bewnsster 
geflunkert,  andemfcheik  doch  entschieden  mehr  geleistet  hätte. 

Einmal  freilich  war  grade  Fatio  in  der  Lage,  einen  Irrthum 
Tschirnhausens  zu  bemerken  und  zu  verbessern.  Es  handelte  sich  um 
die  Berühmngslinien  an  die  mehrbrennpunktigen  Curven,  deren  von 
Taehirnbaus  1686  in  der  Medicina  mentis  angegebene  Constmction 
mit  einem  Mangel  behaftet  war.  Wir  erinnern  uns  (S.  153 — 155), 
das  Fatio  zunächst  ein  geistreiches,  rein  geometrisches  Verfahren  ein- 
schlug, welches  auf  der  Zurückfühmng  auf  Widersprüche  beruhte 
und  daher  von  den  Tangentenmethoden  der  Infinitesimalrechnung 
durchaus  verschieden  war. 

Fatio  will  diese  überhaupt,  und  insbesondere  Leibnizens  beide 
Abhandlungen  von  1684  und  1GS6  damals  nicht  gekannt  haben,  denn 
das  ist  doch  der  Sinn  einer  im  December  1691  an  Huygens  ge- 
lichteten Briefstelle^),  er  habe  Leibnizens  Schriften  über  den  Diife- 
rentialcalcul  erst  gelesen,  nachdem  er  die  gleichen  Dinge  anderswoher 
kannte.  Bei  Huygens  fand  Fatio  mit  seinen  Herabsetzungen  der 
Differentialrechnung  ein  geneigtes  Ohr.  Wir  wissen  {S.  216-^217), 
■  wie  sehr  dieser  sieh  sträubte  in  Leibnizens  Gedankenfolge  einzutreten, 
wie  er  fest  bis  zu  seinem  Tode  dabei  beharrte,  man  könne  zu  den 
gleichen  Ergebnissen  auch  anders  gelangen.  Wir  haben,  als  wir 
damals  von  einem  fremden  Einflüsse  sprachen,  der  bei  Huygens  sich 
geltend  machte,  an  Fatio  gedacht.  Ursache  und  Wirkung  ergänzten 
einander  hier  gegenseitig.  Huygens'  Voreingenommenheit  hatte  zur 
Folge,  dass  er  Fatio  hörte  und  ihm  bereitwillig  Glauben  schenkte. 
Fatios  Einflüsterungen  hatten  zur  Folge,  daas  Huygens  sich  mehr  und 
mehr  in  der  Ueberzeugung  von  der  Ueberflüssigkeit  der  Differential- 
rechnung befestigte. 

')  Der  Brief  ist  abgedruckt  in  LI yleubvoek,  Ohr.  Huyenii  alioramgue  seculi 
XVII.  virorum  cekbrium  Bxcrcituliones  Mulliematieae  et  Fhüosoj^icae,  Haag, 
1833.  Die  Stelle  heisst;  c'est  que  je  n'ai  eiudie  ce  gu'ü  en  ei  ecrit  que  depuis 
que  fai  eu  d'aiHetir)!  les  memcs  choses. 
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Als  Fatio  in  Holland  war,  theilte  er  im  März  1687  Huygens 
mit,  daas  er  bei  Tschimhaus  den  erwähnten  Fehler  g'efunden  habe 
und  besprach  mit  ihm  die  Verbesserung,  welche  er  vorhabe.  Als  er 
im  Juni  1687  von  England  aus  schrieb,  kam  er  auf  seine  eigene 
Methode  zurück,  es  Hei  eine  wahre  Methode,  bequem  und  von  einer 
sehr  einfachen  und  leicht  im  Gedächtnisse  zu  behaltenden  Erwägung 
ausgehend.  Er  habe  sie  deshalb  ins  Reine  geschrieben  und  Anwen- 
dungen davon  gemacht.  Nun  geht  er  aber  weitei'  und  behauptet,  er 
habe  auch  die  umgekehrte  Tangenten  aufgäbe  behandelt,  und  er  habe 
gewissennassen  das  Mittel  gefunden,  sie  zu  lösen,  wenn  es  überhaupt 
möglich  sei^). 

Von  jetzt  an  trat  diese  so  kühn  und  zuversichtlich  angekündigte 
Auflösung  der  umgekehrten  Tangentenaufgabe  einigermaasen 
in  den  Vordergrund,  und  als  Huygens  gegen  Leibniz  Einiges  darüber 
laut  werden  Hess,  fragte  dieser  im  Januar  1691,  in  welcherlei  Fällen 
Fatios  Verfahren  sich  als  durchführbar  zeige,  damit  er  aus  dieser 
Angabe  entnehmen  könne,  ob  Aehnlichkeit  mit  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen vorhanden  sei^).  Inzwischen  war  Fatio  nach  Holland  ge- 
reist, und  Huygeu'B  konnte  am  2i  Februar  Id^l  Leibnizens  Frage 
dahin  beantworten''),  Fatio  tmde  alleidmgs  m  den  lallen  einen  An- 
stoas,  in  welchen  der  Werth  dei  Subtangente  Wmzelgrössen  aus  mehr- 

gliedrigen  Ausdrücken  enthalte,  z  B  wenn  die  Subtangente  ^x"  ~^ 
sein  solle,  wo  x  die  Ähscisse,  i/  die  zu  ihr  senkrechte  Ordinate  be- 
deute.    Eine  Woche  spater  sthiekt  Leibm?*)  die  Auflösung  der  ihm 

mitgetheilten  Aufgabe  a^  (^  ^  a*  —  ''  od>^r  auch  4a^r^  =  Aa^i/  —  i/* 
seien  Curven,  welche  jene  Sul)tangente  benutzen  Ei  schlägt  vor,  er 
wolle  Fatio  diese  Auflosungen  erklären,  wenn  ]enei  ihm  die  Wege 
offenbare,  auf  welchen  er  zur  Behandlung  von  zwei  invei^en  Tan- 
gentenaufgaben gelangt  sei. 

Fatio  weicht  zurück^).  Er  verzweifle  nicht  daran,  selbst  mit  den 
Wurzelgröesen  fertig  zu  werden.  Ueberdies  sei,  was  er  über  jene 
Aufgaben  niedergeschrieben  habe,  so  lang  und  ausführlich  und  so 
schwer  zu  lesen,  dass  er  sich  nicht  entschliessen  könne,  es  zu  schicken. 
So  am  26.  März,  aber  am  n.  Mai  scheint  Fatio  doch  nachgrade  zur 
TJeberzeugung  gekommen  zu  sein,  er  werde  nicht  allein  mit  den 
Wurzelgrossen  fertig,  denn  nun  schlug  er  selbst  den  Tausch  vor*). 

'1  J'ai  troiive  en  quelque  sorte  le  »loyen  de  le  resuiidre  toutes  les  fois  qa'il 
est  possibh.  «)  Leibniz  II,  77.  ')  Ebenda,  II,  81—82.  ^  Ebenda 

H,  83—84  und  'M,  wo  ein  Schreibfehler  des  früheren  Briefes  verbessert  wird. 
*)  Ebenda  II,  86.  ")  Ebenila  II,  1)3, 
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Mag  sein,  dass  Leibniz,  nachdem  Fatio  auch  mit  der  durch  ihn 
erhaltenen  Ketmtnisa  dea  an  erwartenden  Ergebnisses  in  zwei  Monaten 
nicht  vom  Flecke  gelangt  war,  von  seiner  früheren  guten  Meinung 
über  dessen  Methode  zurückgekommen  war,  was  nicht  nnbegreiflieh 
erscheint,  jedenfalls  zog  er  jetzt  die  Sache  unter  Angabe  von  Gründen, 
welche  blossen  Ausflüchten  sehr  ähnlich  sehen,  so  lange  hinaus,  bis 
sie  sich  ganz  zerschlug. 

Fatio  war  inzwischen  nach  England  zurückgekehrt.  Er  hatte 
jetzt  Leibnizens  gedruckte  Abhandlungen  studirt  und  äusserte  sieh 
über  dieselben  im  December  1691  in  einem  Briefe,  dessen  grade 
hierauf  bezügliche  Stelle  wir  oben  (S.  258)  angeführt  haben.  Ja,  er 
ging  noch  viel  weiter.  Er  behauptete,  Newton  sei  der  erste  Erfinder 
der  Differentialrechnung,  Derselbe  habe  so  viel  und  mehr  als  Leibniz 
gegenwärtig  wisse  zu  einer  so  weit  zurückliegenden  Zeit  besessen, 
dass  Leibniz  damals  noch  nicht  an  diese  Rechnung  dachte.  Der 
Gedanke  scheine  vielmehr  bei  Leibniz  erst  durch  Newtons  briefliche 
Mittheilungen  erzeugt  worden  zu  sein.  In  einem  Briefe  vom  Februar 
1692  an  Huygens  ist  noch  weiter  von  den  Newtonschen  Briefen  von 
1676  die  Rede,  deren  Abdruck  Leibniz  sicherlich  sehr  unangenehm 
wäre.  Newtons  Leistungen  verhielten  sich  zu  denen  Leibnizens  wie 
ein  vollendetes  Original  zu  einer  verkrüppelten  und  sehr  unvoll- 
kommenen Copie'). 

Huygens  theilte  allerdings  diese  beleidigenden  Ausdrücke  Leibniz 
nicht  mit,  unterrichtete  ihn  aber  doch  im  März  1G92  davon;  dass  Fatio 
glaube,  Newton  wisse  von  dem  umgekehrten  Tangentenprobleme  mehr, 
als  er  seihst  und  Leibniz  zusammen,  und  dass  eine  Abhandlung  dar- 
über werde  geschrieben  werden^).  Zugleich  bot  er  in  Fatios  Auf- 
trage abermals  dessen  Methode  zum  Tausche  an. 

Leibniz  lehnte  im  April  1692  endgiltig  ab*).  Dass  Newton  recht 
weit  vorgedrungen  sei,  glaube  er  ohne  Mühe,  aber  Jedermann  besitze 
seine  ihm  eigenen  Wege,  und  so  sei  er  vielleicht  auf  Bahnen,  die 
jenem  noch  unbekannt  seien,  fortzuschreiten  begriffen. 

Die  Gemüther  iingen  an  sich  gegen  einander  zu  erhitzen.  Wusste 
Newton  von  diesen  Briefen,  welche  Fatio  und  Huygens  wechselten? 
Es  ist  kaum  denkbar,  dass  er  gar  nichts  davon  erfahren  haben  sollte. 
Und  grade  in  dieser  Zeit,  im  Sommer  und  Herbst  1692,  schrieb  er 
seine  zwei  Briefe  an  Wallis,  deren  früher  {S.  253)  betonter  gering 
fügiger  Inhalt  uns  jetzt  nur  um  so  dürftiger  erscheint,  als  wir  in 
den  zuletzt  erzählten  Ereignissen  eine  Veranlassung  erkennen  dürfen, 
welche  zum  Schreiben  jener  Briefe  führte, 

')  eomnie  d'un  original  ackev^  et  d'mie  copie  estropiee  et  tres  imparfaite 
^    Leibniz  11,  133,         ")  Ebenda  II,  J35. 
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Fatio  selbst  schwieg  Jahre  hindurch,  bis  er  1699  in  einer  kleinen 
Schrift  mit  dem  Titel:  Zwei  geometrische  Untersuchungen  über  die 
Brach] sto ehr on e ^)  Leihniz  iifi'enthch  die  Anklage  ins  Gesicht  schleu- 
derte, welche  er  bis  dahin  nur  brieflich  ausgesprochen  hatte.  Wir 
wissen  (S.  235),  dass  Leibniz  im  Mai  1097  die  Lösung  der  Aufgabe 
der  Brachistochrone  als  einen  Probestein  für  die  Vortreffliehkeit  der 
Differentialrechnung  gerühmt  hatte.  Nur  Kenner  dieses  liechnungs- 
verfahrens  seien  zur  Lösung  fähig  gewesen,  und  ausser  diesen  einige 
gan/x  wenige  Persönlichkeiten.  Unter  letzteren  nannte  er  Newton, 
aber  Fatio  nannte  er  nicht!  Das  bot  diesem  den  Anlass,  nun  plötzlich 
das  Sprachrohr  des  Aergers  zu  werden,  den  Newton  und  seine  Freunde 
über  ihre  Ueberfliigelung  durch  die  Leibniaische  Schule  empfanden. 
Der  Prioritätsstreit  war  begonnen.  Der  XVII.  Abschnitt  wird 
uns  dessen  Verlauf  kennen  lehren. 

')  iinenti  hreviwtni  de^ceiisus  inBeitigalio  geametrici  diijiiex. 
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Geschichte  der  Mathematik.     Klassikeransgahen. 

Infinitesimalrechnnng  bis  1704. 

Seit  wir,  mit  dem  XIV.  Abschnitte  beginnend,  die  Gegenstände 
innerhalb  eines  bestimmten  Zeitraumes  nach  dem  Inhalte  der  Schriften, 
über  welche  wir  berichteten,  zu  ordnen  uns  gewöhnt  hahen,  stellten 
wir  stets  solche  Leistungen  an  die  Spitze  der  Abschnitte,  welche 
der  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  gewidmet  waren. 
Wir  wollen  auch  jetzt  dieser  Gewohnheit  treu  bleiben,  eine  so  ge- 
ringe Ausbeute  wir  unseren  Lesern  dabei  in  Aussicht  zu  stellen  ver- 
mögen. 

Dass  die  Oronica  de'  Matematici  des  Bernardino  Baldi  1707 
im  Drucfeo  erschien  (Bd.  II,  S.  547),  können  wir  kaum  eine  Thätigkeit 
nennen,  und  mit  einer  Notiz^),  welche  besagt,  Pierre  ßemond  de 
Montmort  habe  begonnen  eine  Geschichte  der  Geometrie  zuschreiben, 
ist  nichts  anzufangen.  Ihre  Quelle  ist  eine  in  den  Ä.  Sl.  für  1721 
pag.  214  abgedruckte  Stelle  eines  Briefes  De  Montmort's  an  Johann 
BernouUi  vom  17.  Juni  1717:  J'ai  dessin  äc  donner  quelque  jour  unc 
Histoire  de  la  Geometrie  'ßd  est  dejä  asses  avanctie.  Von  Ada  in 
Andreas  Cnollen*)  (1674 — 1714)  wird  einerseits  angegeben,  er 
habe  De  gemnetria  talmvdka  und  De  algd>ra  Hebraeorum  geschrieben, 
während  andrerseits  der  genaueste  Kenner  hebräischer  Literatur  nur 
weiss,  dass  Cnollen  eine  Mafkesis  Bihlico-Talmudica  versprochen  habe, 
ohne  Gewissheit  darüber  zu  besitzen,  ob  er  jenes  Versprechen  auch 
eingelöst.  Ein  nordischer  Gelehrter  Johannes  Vallerius,  Sohn  des 
(S.  6)  genannten  Harald  Vallerius,  liess  1716  in  Upsala  eine 
wesentlich  geschichtliche  Abhandlung  Problcma  Deliarum  de  du}>li 
catione  cuü  erscheinen^),  aber  über  deren  Werth  ist  nicht  berichtet. 
Nicht  besser  sind  wir  über  eine  1706  in  Kopenhagen  gedruckte  Ab- 
handlung  De   origine  gcomeiriae   apud  Äegypths    unterrichtet,    deren 


')  Histoire  de  l'Äeademie  des  seienees,  annee  1719,  pag,  92.  *)  Poggen- 
dorff  I,  458.  —  M.  Steinachneider  in  der  BibJiotheca  mathematka  1893  8. 106 
bis  107.  »)  Eneström  in  der  BiblioOieca  maOiematica  1889  S.  3. 
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Verfasser  Johannes  Gram  ^)  (1685 — 1748)  erst  Conrector  an  der 
lateinischen  Schule  in  Kopenhagen,  dann  Professor  iles  Griechischen 
an  der  dortigen  Universität  war,  daneben  auch  königlicher  Historio- 
graph,  Bibliothekar  und  geheimer  Archivar. 

Wir  kennen  aus  eigener  Anschauung  nur  eine  zweifellos  hierher 
gehörende  Arbeit.  De  Lagny  hat  1723  versucht^,  den  Weg  aus- 
hndig  zu  machen,  auf  weichem  Archimed  in  seiner  Kreismesaung  die 
beiden  Nähern n^werthe  gefunden  haben  mochte,  zwischen  welche  er 
"(/3  einschloas,  indem  er  behauptete  tts  <y''''^<-s57r'  De  Lagny  ging 
dabei  von  der  Theonischen  Formel  zur  Auffiodung  von  y2  aus,  wenn 
er  auch  Theon  so  wenig  als  dessen  Kunstausdruck  DiametraUaM 
nannte,  sondern  sieh  damit  begnügtej  einen  unechten  Bruch  -^  Bis 
erste,  den  zweiten  Bi-ueh  --^j-  als  engere  Annäherung  anzugeben. 
Ganz  ähnliche  Vormein  müsse  es,  meint  De  Lagny,  auch  für  andere 
Quadratwurzeln  als  die  aus  2  gegeben  haben,  und  deren  Ermittelung 
müsse  gelingen,  sobald  man  versuchsweise  einige  Näherungswerthe 
fände,  die  zu  klein,  andere,  die  zu  gross  wären.  Grosser  als  yS  seien 
z.  B.  -T-,  -T-,  p  d.  h.  Brüche  von  der  Form  -.-,  wo  a^  =  Sfi*  -|-  1. 
Kleiner  als  Ys  seien  -^i  Tit  r,  ^-  ^-  Brüche  von  der  Form  ^,  wo 
Ä^  =  3B^  —  2.  Die  sich  näher  anschliessenden  Brüche  seien  ■  ■  ■  7"  ,  , 
beziehungswei'5e     .   T  .jj  ,   wie   sieh    durch  Erhebung  zum   Quadrate 

leicht  nachweisen  la-i^e    bo  entstehen  die  Fortsetzungen  beider  Reiben 

,T_,  ,,  i       7      25     Ü7     362     1351  ,6      19     71     365 

von  Naherungsweithen     ^.,  -,  --,  -^,  --,  ^g^  «nd    ^  ,  ^,  ^^,  j^^, 

571'  äfi^f  ^'^  sechste  Glied  der  einen,  das  vierte  Glied  der  anderen 
Reihe  sind  die  von  Archimed  benutzten  Werthe.  Unser  Urtheil  über 
De  Lagny's  Versuch  brauchen  wir  kaum  auszusprechen.  Er  hat  in 
dieser  Abhandlung  einen  Beweis  seiner  Gewandtheit  mit  Zahlen  um- 
zugehen und  Beziehungen  zwischen  ihnen  aufzudecken  geiiefert,  aber 
seine  Gedankenfolge  ist  so  ungrifchisch  als  möglieh. 

Nächst  den  eigentlich  geschichtlichen  Arbeiten  pflegen  wir  mit 
den  Männern  uns  zu  beschäftigen,  welche  es  sich  angelegen  sein 
Hessen,  Werke  alter  Mathematiker  herauszugeben.  Ein  solches 
Unternehmen    grossartigster  Anlage    ist   hier    zu    nennen.     Edward 

')  Poggendorff  I,  9.He.  —  Christensen  und  Heiljerg  in  der  Biblio- 
theea  mathematica  1S89,  8.  76.  ^  Minfoire  de  VAcadeinie  des  scienceSj  awiUe 

1723,  pag.  öö— 69. 
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Bernard')  (lö38 — 1696)  war  ursprünglich  Theologe  und  im  Besitze 
geistlicher  Stellen  von  grosser  Einträglichkeit.  Seine  Neigungen 
gingen  aber  vornehmlich  auf  Mathomatiii  und  auf  orientalische 
Sprachwissenschaft,  und  als  ihm  1673  eine  öavilische  Professur  in 
Oxford  (Bd.  II,  S.  738)  angeboten  wurde,  deren  Inhaber  satzungs- 
gemäas  keine  geistliehe  Kebenatellung  verwalten  durfte,  verzichtete 
er  auf  letztere.  Von  jetzt  an  lebte  er  in  Oxford  ausschliesslich  seinen 
beiden  Wissenschaften  und  fasste  einen  Plan,  an  dessen  Verwirk- 
lichung seit  Eegiomontan  (Bd.  II,  8.  259)  Niemand  gedacht  hatte, 
den  Plan,  alle  Klassiker  der  Mathematik  neu  h^ausziigebei!.  Zu 
diesem  Zvi'eeke  hatte  Bernard  bereits  früher  1668  in  Leiden  eine 
der  dortigen  Bibliothek  angehörende  arabische  Ucbersetzung  der 
sieben  ersten  Bücher  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  abgeschrieben, 
hatte  er  gleichfalls  schon  vor  seiner  Niederlassung  in  Oxford  1671 
und  1672  einen  Anlauf  genommen,  diese  Kegelschnitte  in  Gemein- 
schaft mit  Isaae  Barrow  herauszugeben.  Jetzt  erweiterten  sich  nur 
seine  Pläne.  Aber  Bernard  war  der  Mann  grosser  Entwürfe,  zögern- 
der Ausführung.  Auch  eine  Ausgabe  des  Josephus,  die  er  daneben 
im  Sinne  führte,  blieb  stecken,  und  der  Spottvers  lief  auf  ihn  um: 
Saviliau  Bernard  is  a  right  leamed  man, 
JüsephuB  he  will  finish  when  he  caii. 
Weder  eine  Ausgabe  des  Josephus  noch  eines  Mathematikers  kani  zu 
Stande,  und  das  ist  der  Grund,  aus  welchem  Bernard  im  82.  Kapitel 
unerwähnt  bleiben  durfte.  Sein  Biograph  Smith  konnte  1704  nur 
die  Titel  jeuer  Schriften  nennen,  welche  Bemard  in  14  Bänden  heraus- 
zugeben beabsichtigte^).  Der  grosse  Plan  war  aber  keineswegs  mit 
Bernard  zu  Grabe  getragen  worden.  David  Gregory^)  (1661 — 1708), 
ein  Neffe  von  James  Gregory  als  Sohn  dessen  ältesten  Bruders,  war 
Professor  an  der  Universität  in  Edinburg  gewesen  und  hatte  dort  die 
ersten  astronomischen  Vorlesungen  über  den  Inhalt  von  Newtons 
Principien  gehalten,  Dass  Newton  ihm  dafür  sein  Wohlwollen  zu- 
wandte, ist  begreiflich,  und  auf  dessen  Vermittelung,  verbunden  mit 
der  nicht  minder  warmen  Fürsprache  des  Greenwicher  Astronomen 
John  Plamsteed,  wurde  Gregory  1691  zu  der  Savile'schon  Professur 
der  Astronomie  nach  Oxford  berufen.  Hier  war  er  also  Bernards 
unmittelbarer  Amtsbruder  und  wurde  der  Vertraute  seiner  Absiebten. 
David  Gregory  trat  nach  Bernards  Ableben  in  dessen  Fuas- 
stapfen  und  die  grosse  Euklidausgabe  (Oxford  1703)  kam  zu  Stande. 

')  NatiMud  Biography  IV,  378—380  (Loiiflon  1883,  edited  by  Leslie 
Stephen).  *)  Smith,  Tita  Semardi  und  als  Anhang  dazu;  Veterum  Mathe- 
«'atieorum  Graecorum,  Latinorum  et  Arabum  Sjfnopsts.  ^  Natio»itd  Biograpky 
XXUr,  93—94  (London  1880,  edited  by  Leslie  Stephen  and  Sidney  Lee). 
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Eine  Vorrede  von  wiasenHcliaftlithem  W  ■  rthr  uuffiiete  sie,  und  nach 
dieser  waren  zum  ersten  Male  nicht  bloss  dif  Elemente,  sondern 
sämmtliche  Euklidische  Schnften,  so  weit  sie  damals  bekannt  waren 
imd  für  echt  galten,  in  griechischem  Text  und  lateinischei  üeber- 
setzung  vereinigt. 

Ein  anderer  Nachfolger  Bernards  war  Edmund  Halley.  Das 
nächste  Anrecht  nach  Euklid  —  so  äussert  sich  Halley  in  der  Vor- 
rede zu  einem  sogleich  zu  nennenden  Werke  —  auf  eine  neue  schöne 
Ausgabe  hätte  eigentlich  Arehimed  besessen;  aber  schliesslich  gebe 
es  doch  schon  ganz  gute  Archimedäusgaben,  während  Äpollonius,  der 
Verfasser  der  Kegelschnitte,  nur  sehr  ungenügende  Verbreitung  durch 
den  Druck  erlangt  habe.  Das  hing  freilich  mit  der  Schwierigkeit 
der  Aufgabe  zusammen,  a,ber  was  jeden  Anderen  abgeschreckt  hätte, 
bildete  für  Halley  nur  einen  Reiz  mehr,  sich  an  eine  Apollonius- 
ausgabe  zu  wagen.  In  griechischer  Sprache  sind  bekanntlich  nur 
die  vier  ersten  Bücher  der  Kegelschnitte  erhalten.  Vom  5.,  6.  und 
7.  Buche  ist  eine  arabische  Uebersetzung  auf  die  Neuzeit  gekommen. 
Das  8.  Buch  ist  ganz  verloren  und  dessen  Inhalt  aus  leisen  Andeu- 
tungen bei  Pappus  kaum  zn  errathen.  Ganz  ähnlieh  verhält  es  sich 
mit  den  sogenannten  kleineren  Schriften  des  Äpollonius.  Für  die 
meisten  stehen  nur  kurze  Andeutungen  bei  Pappus  zu  Gfebote,  die 
zwei  Bücher  vom  Verhältnissschuitt  sind  in  einer  arabischen  Ueber- 
setzung  in  einer  Handschrift  der  Bodlejanischen  Bibliothek  in  Oxford 
vorhanden  und  waren  als  solche  von  Bernard  erkannt  worden.  Für 
eine  Herausgabe  des  Äpollonius  oder  auch  nur  von  dessen  Kegel- 
schnitten war  somit  die  Kenntnisa  der  arabischen  Sprache  erstes  und 
un erlässliches  Erfordernias,  Halley  aber  war  diese  Sprache  durchaus 
fremd.  Edward  Bernard  hatte,  wie  wir  sagten,  in  einem  Bodlejanischen 
Codex  die  arabische  TJebersetzung  der  beiden  Bücher  vom  Verhältniss- 
schnitte erkannt  und  hatte  etwa  den  zehnten  Theil  in's  Lateinische 
übertragen,  als  der  Tod  ihn  wegraffte.  Die  begonnene  Arbeit  Bernards 
bildete  für  Halley  zugleich  Wörterbuch  und  Sprachlehre  des  Arabi- 
schen. Er  bediente  sich  ihrer  mit  solchem  Erfolge,  dass  es  ihm 
nachmals  gelang,  Verbesaerungsvorachläge  zu  sehr  verdorbenen  ara- 
bischen Texten  zu  wagen,  welche  die  Bewunderung  von  geschulten 
Orientalisten  erregten.  Schon  1706  erschien  in  Oxford  gewisser- 
massen  als  Fühler  Halleys  lateinische  Uebersetzung  des  Verhältniss- 
seknittes,  De  sectione  rationis,  nebst  einer  kurzen  Wiederherstellung 
der  verloren  gegangenen  Schrift  vom  Raumschnitte,  De  sectione  spatii. 
Im  Jahre  1710  liesa  Halley  alsdann  ebendort  die  Kegelschnitte  des 
Äpollonius  nachfolgen.  So  weit  ein  griechischer  Text  vorhanden 
war,  ist  er  mit  gegenüberstehender  lateinischer  Uebersetzung   abge- 
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druckt.  Für  das  5.,  6.,  7.  Bucli  iat  die  lateinische  Ueberseizung  aus 
dem  Arabischen  mitgefcheilt.  Das  8.  Buch  hat  Halley  versucht  selb- 
ständig in  lateinischer  Sprache  wiederherzustellen,  üeberdies  ist  der 
Ausgabe  der  Commentar  des  Eutokius  zu  den  Kegelschnitten  in 
griechischer  und  lateinischer  Sprache  beigegeben,  sowie  auch  die 
Bücher  des  Serenus  über  die  Schnitte  des  Cylinders  und  des  Kegels. 
Halley  hegte  ursprünglich  den  Wunach,  sich  zur  Besorgung  dieser 
Ausgabe  mit  David  Gregory  zu  vereinigen,  welcher  die  Durchsicht 
der  griechischen  Texte  nebst  deren  Ueberaetzung  übemehuaen  sollte. 
Nach  Gregorys  Tod  fiel  die  ganze  Last  auf  HaUeys  Schultern. 

Ein  Herausgeber  ausserordentlich  viel  späterer  Schriften  war 
Michael  Gottlieb  Hansch^)  (1683—1749).  Ein  Pfarrerssohn  aus 
der  unmittelbaren  Nähe  von  Danzig  begann  er  seine  Studien  auf  dem 
dortigen  akademischen  Gymnasium.  In  Dauzig  hatte  auch  der  Astro- 
nom Johann  Höwelcke  {bekannter  unter  dem  Namen  Hevelius) 
gelebt,  in  dessen  Eigenthum  22  Bände  Kepler'scher  Handschriften 
durch  Ankauf  von  Keplers  eigenem  Sohne  übergegangen  waren. 
Howelckes  Schwiegersohn  bot  Hansch  den  genannten  Bestandtheil  der 
Erbschaft  um  ein  Geringes  an,  und  dieser  erwarb  ihn  mit  Freuden. 
Hanseh  war  inzwischen  nach  Leipzig  übergesiedelt,  hatte  dort  seine 
Studien  vollendet  und  war  insbesondere  dem  Mathematiker  und  Philo- 
sophen Christian  Wolf,  der  1703—1707  in  Leipzig  lehrte,  näher 
getreten.  Die  Herausgabe  des  Keplerschen  Nachlasses  bildete 
jetzt  eine  Lebensaufgabe  für  den  neuen  Besitzer.  Die  Ausgabe  war 
nicht  bloss  vorzubereiten,  die  mit  dem  Drucke  verbundeneu  Kosten 
waren  zu  bestreiten,  und  Letzteres  erwies  sich  als  das  bei  weitem 
Schwierigere.  Der  kaiserliche  Hof  in  Wien  gab  zwar  ein  Geschenk 
von  4000  Gulden  und  versprach  weitere  Unterstützung  für  die  Zu- 
kunft, aber  jenes  Geld  reichte  kaum  für  die  Herstellung  eines  ersten 
Bandes,  welcher  Keplers  Briefwechsel  und  eine  Lebensbeschreibung 
des  grossen  Astronomen  aus  Hanschs  Feder  umfassend  1717  in 
Leipzig  erschien.  Die  zugesagten  späteren  Zuwendungen  vollends 
blieben  aus.  Hansch  war  genothigfc  auf  das  unterstützungslos  ge- 
bliebene Unternehmen  zu  verzichten  und  1721  den  grössten  Theil 
der  Handschriften  in  Frankfurt  am  Main  als  Pfand  für  eine  Schuld 
von  828  Gulden  niederzulegen.  An  eine  Einlösung  war  nicht  zu 
denken.  Erst  1770  wurde  durch  einen  Zufall  das  Vorbandensein  des 
Keplerschen  Nachlasses  bekannt,  und  Kaiserin  Katbarina  IL  von  Russ- 
land erwarb  ihn  1774  für  die  Petersburger  Akademie,  wodurch  er 
der  Wissenschaft  erhalten  wurde  und  endlieh  doch  noch  wenn  auch 
Kur  späten  Ausgabe  gelangte. 

')  Allgemeine  deutsche  Biographie  X,  527—538,    Artikel  von  Th.  HitEch. 
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Um  eineü  noch  neueren  Seh rlfts teuer  muchto  sich  Wilhelm 
Jacob  s'G-ravesande^)  (1688—1742)  verdient.  Er  wurde  unter 
Aufgabe  der  juristischen  Laufbahn,  in  welche  er  als  Advokat  im 
Haag  eingetreten  war,  Professor  der  Mathematik  in  ebenderselben 
Stadt,  später  in  Leiden  und  gab  1724  Opera  varia  von  Huygens 
heraus,  einen  dicken  Band,  in  welchem  vier  Theile  unterschieden 
sind,  während  die  Seitenzahlen  gleichwohl  durch  den  ganzen  Band 
fortlaufen. 

Der  mehr  oder  weniger  geschichtlichen  Literatur  ist  auch  eine 
Gattung  von  Werken  verwandt,  von  denen  bisher  noch  keine  Bede 
war,  die  mathematischen  Wörterbücher. 

Ein  solches  wurde  von  einem  italienischen  Theatinermönche 
Geronimo  Vitale^  verfasst  und  als  Lexicon  maÖtematicum,  astro- 
nomimm  et  geometrimni  1668  in  Paris  herausgegeben.  Joseph 
Moxon  veröffentlichte  1680  in  London  ein  mathematisches  Lexicon, 
dessen  zweite  Ausgabe  1602  durch  Ooley  bearbeitet  wurde.  Weiter 
folgte  Jaques  Ozanam  (S.  102)  mit  seinem  Uictionnaire  mathe- 
i}tati(/iie,  welches  1690  in  Paris  gedruckt,  1691  in  Amsterdam  nach- 
gedruckt wurde.  Die  Werke  von  Moxon  und  Ozanam  sind  uns  nur 
aus  Beschreibungen^),  das  von  Vitale  gar  nur  dem  Titel  nach  be- 
kannt, und  aus  diesem  Grunde  haben  wir  sie  im  82.  Kapitel  über- 
gangen. Moxoäi  scheint  mathematische  Ausdrücke  und  Redewendungen 
erklärt  zu  haben  und  Ozanam  nicht  viel  weiter  gegangen  zu  sein.  Zu- 
dem ist  Ozanams  Buch  nicht  alphabetisch,  sondern  den  Gegensiänden 
nach  geordnet  gewesen,  wenn  auch  ein  angefügtes  alphabetisches 
Inhaitaverzeichfliss  das  Aufsuchen  dessen,  worüber  man  Aufklärung 
wünschte,  zu  erleichtem  bestimmt  war. 

Wir  haben  (S.  163)  Freiherr  Christian  von  Wolf  genannt. 
Dann  war  (S.  269)  von  Christian  Wolf  die  Rede.  Es  ist  eine  und 
dieselbe  Persönlichkeit,  von  der  wir  sprachen.  Christian  Wolf*) 
(1679 — 1754)  war  der  Sohn  eines  einfachen,  wenn  auch  gebildeten 
Breslauer  Handwerkers.  Er  widmete  sich  der  Philosophie  und  der 
Mathematik.  Letzterer  hatte  er  grosse  Lehrerfolge,  ersterer  sehr 
wechselnde  Lebensschicksale  zu  verdanken.  Seit  1703  lehrte  er  in 
Leipzig,  von  1707—1723  in  Halle.  Religionswidriger  Bestrebungen 
angeklagt  wurde  er  1723  bei  Androhung  des  Stranges  aus  den  preussi- 
sehen  Landen  verwiesen.  Der  Vertriebene  fand  an  der  Universität 
Marburg  bereitwillige  Aufnahme,  bis  Friedrich  der  Grosse  ihn  beim 

')  Poggendorff  I,  943—944.  >)  Ebendii  11,  1211.  =)  Heilbronner, 
Sistoria  matheseos  univasae  pag.  689  und  694  —  698,  *)   Gerhard,  Math. 

Deutsclil.   IUI  — 192.     Amsperger,    Christian  Woiffs    Verhältnisa   zu    Leibniü 
(Weimar  1807). 
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Regierungsaatritte  1740  nach  Halle  zurückberief.  Dort  blieb  Wolf 
bis  zu  seinem  Tode,  dort  traf  ihu  1745  die  Verleihung  der  Reichs- 
freihermwürde.  Während  des  ersten  Aufenthaltes  in  Halle  verfasste 
Christian  Wolf  1710  Anfangsgründe  aller  mathematischen  Wissenschaften 
in  4  Bänden,  welche  wiederholt  aufgelegt  worden.  Auch  ein  Auszug 
daraus  fand  1717  bis  177ii  in  nicht  weniger  als  zehn  Auflagen  Ver- 
breitung. Andererseits  wuchs  sich  das  Werk  zu  den  fünf  Bänden 
der  Hlem&Hia  matheseos  universae  (1713—1741)  aus,  über  welche  wir 
den  Bericht  dein  SVIII.  Abschnitte  vorbehalten.  Hier  reden  wir  da- 
gegen von  einem  anderen  Werke,  welches  171ö  erschien.  Es  hiess; 
MatkemaUsches  Lexicon,  darinnen  die  in  aUen  Theilen  der  Maüiematick 
iifdicJicn  Kunst-Wortcr  crMä/ret  und  swr  Historie  der  tnatlmnatisdien 
Wissenschaftelt  dienlidte  Nachrichten  ertlmlct,  aiicli  die  Schriften,  wo 
jede  Materie  amgefiihret  sv.  finden,  anifefiHirt  werden:  auff  Begehren 
herausgegeben  vmt  Christian  Wolffen.  Das  Werk  leistet  annähernd 
dasjenige,  was  in  dem  weitschweifigen  Titel  versprochen  wird,  Die 
Knnstausdrücke  sind  erklärt.  Verweisungen  auf  Nachschlagebücher, 
unter  welchen  Wolf  seine  eigenen  bevorzugt,  weil  sie  viel  verbreitet, 
daher  leicht  zu^nglich  und,  wie  er  glaube,  auch  leicht  verständlich 
seien,  werden  überall  gegeben.  Wo  es  um  die  neuen  Theile  der 
Mathematik,  insbesondere  um  die  Infinitesimalrechnung  sich  bandelt, 
tritt  die  entschiedenste  Parteinahme  für  Leibniz  zu  Tage.  Eine  auch 
nur  dürftige  Anführung  der  wichtigsten  Sätze  der  Mathematik  bei 
Gelegenheit  der  Erklärung  der  Kunstausdrücko  darf  man  dagegen  in 
diesem  mathematischen  Wörterbuch  nicht  suchen  wollen.  Man  würde 
sich  sehr  enttäuscht  fühlen. 

In  England  folglje  noch  Edmund  Stone^)  (S.  Ö9)  mit  Ä  new 
mathemaUcal  dictionary  von  1726.  Der  Verfasser  war  ein  1768  ver- 
storbener Gärtnersohn,  der  1725  zum  Mitgliede  der  Royal  Society 
erwählt,  1742  oder  1743  aus  unbekannten  Gründen  wieder  gestrichen 
wurde. 

Unsere  Leser  nimmt  es  vielleicht  Wunder,  dass  wir  einen  ge- 
schichtlich ebenso  bedeutsamen  als  der  eigentlichen  Geschichte  an- 
gehörenden Gegenstand,  auf  welchen  wir  (S.  261)  am  Schlüsse  des 
vorigen  Abschnittes  vorbereitend  hingewiesen  haben,  dass  wir  den 
Prioritätsstreit  zwischen  Newton  und  Leibniz  noch  nicht  erzählten. 
Wir  sind  unseres  Versprechens  keineswegs  uneingedenk.  Bevor  wir 
es  halten,  müssen  wir  jedoch,  um  uns  nachher  nicht  zu  unterbrechen, 
über  einige  Arbeiten  berichten,  welche  in  den  ersten  Jahren  des 
neuen   Jahrhunderts   veröif entlieht   Erweiterungen    des    Gebietes    der 

')  Poggendorff  11,  1018, 
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Differential-  und  Integralrechnung  betrafen.  Eine  dieser  Arbeiten 
spielt  nämlich  in  jenem  Streite  eine  wichtige  Rolle,  darf  aber  nicht 
ohne  die  anderen  erwähnt  werden. 

In  den  A.  E.  von  1702  erschien  ein  Anfsata  von  Leibniz,:  Neues 
Beispiel  der  Analyse  für  die  Wissenschaft  des  Unendlichen,  das  sich 
auf  Summirungen  und  Quadraturen  beziehf^).  Er  behandelt  die  Zer- 
legung eines  Bruches  in  Partialbrüche,  wenn  auch  letzterer 
Kunstausdruck  noch  nicht  vorkomoit.    Leibnizens  Gang  ist  folgender. 

Sei  --lr-r-i-T-~; — -—.  ",  ZU  zerlegen,  wobei  ausdrücklich  hervor- 
gehoben  wird,  der  Verlauf  sei  nicht  weaentlicli  verschieden,  wenn  der 
Nenner  und  mit  ihm  der  Zähler  höheren  Grades  sei.  Wird  der  Bruch 
durch  jr,  den  Ooefficienten  des  höchsten  Nennergliedes,  gekürzt,  so 

■°+i"'+ !-■+«-■ 

erscheint   er   in  der  Form — — _„ — . — „^ —   oder,    unter   der 

Annahme  x^  -\-  --x^-\-  —x  -]-  =  linn,  wo  l  =^  x  -\- h,m  =  x  -\-  c, 

n^x-\-d  ist,  in  der  Gestalt  p^  +  i^  +  "^^11"  '^  'Tm^ '    ^^^'^^^ 

von   der   Form    i — — —   lassen    sich    aber   zerlegen.     Leicht   zu   ver- 
rinn   ° 

suchende  Nachrechnung^)  zeigt 


-h)l'*    {h- 


-  {e-h){d- 


Imnp        (c-6)  {d  —  b)  (e  —  b)l  ^  ~(b-cÜd  —  c)  (e-cy 


+  ^; 


-.  +  ?. 


-T  (p_^(^,_a)(e-a)n^  {b~e)ic~e)(d^e)p    '    "     '' 

wo  das  einförmige  Bildun^gesetz  beim  Anblick  deutlich  ist*).   Brüche 

von   der  Form  ^ — — ,  :r—~~,  ■■  -  ■■  —  ,  = lassen  sich  femer  leicht  in 

l....'  Im,..'  («IM..'  hnnp. 

solche  von  coiistantem  Zähler  und  ähnlich  aus  Factoren  ersten  Grades 

lengesetzten  Nennern  zerlegen.     Es  ist 

~.         ...         Z". ..'     Jm..~'..  m..    ~^lm..' 

—   l  _  H: "^  +  '^  J^  h^  +  c'  +  bc  _  _b^ 


ibniz  V,  350—361  Specialen  novum  aniäyseos  pro  scientia  infiniti  circa 
;  qtiadratwras.  *)  quod  quisgue  jam  experttmdo  facik  demonstrare 

')  ex  aspeetu  paiet  progressm  in  inflnitum  aniformis  et  regularis. 
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Durcli  fortgesetate  Beiiutzang  beider  Regeln  wird  folglich  der  ur- 
sprüngiieii  gegebene  Bruch  durch  eine  aus  einfachen  Brüchen  zusam- 
mengesetzte Summe  dargestellt').  Sind  von  den  Factoren  ljm,n,p.,.. 
des  Nenners  welche  imaginär,  ao  bildet  dieses  Vorkommen  eine  ele- 
gante und  wunderbare  Zuflucht  des  göttlichen  Geistes,  eine  Missgeburt 
der  Ideenwelt,  fast  ein  DoppeUebewesen  zwischen  Sein  und  Nicht- 
sein^}- Jede  imaginäre  Wurzel  hat  ihres  Gleichen  neben  sich^).  Man 
kann  diese  zu  einem  reellen  Producte  vereinigen,  so  dass  Brüche  mit 
reellen  Nennern  entstehen  und  die  Integration  des  zerlegten  Bruches 

auf  Ausdrücke  von  der  Form  I  JTi'  /  ~^\t  deren  Werth  von 
der  Quadratur  der  Hyperbel  abhängt,  und  von  der  Form  /  ä  jr ;  j 
welche  auf  die  Quadratur  des  Kreises  hinausläuft,  zurückgefdhrt  er- 
scheint. 

Schwierigkeiten  bereitet  Leibniz  ein  Bruch,  in  dessen  Nenner 
X*  -\-  a^  steht.     Die  Zerlegung 

^  -1-  «*  =  (x^  +  a^  /V:n")  (x^  —  flä  ]/- 

=  (^  _|_  aV-V^)  t  -  aV-Y^^)  {x  +  n 
sieht  er  ein,  aber  an  die  Zerlegung 

^  +  „«_(a,.  +  yf „  +  „»)(!.- 

scheint  er  nicht  gedacht  zu  haben. 

In  den  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie  für  1702,  welche 
aber  erst  1704  ausgegeben  wurden,  erschien  ein  Aufsatz  ähnlichen 
Inhaltes  von  Johann  BernouUi,  und  ein  Auszug  davon  wurde 
schon  in  den  A.  E.  von  1703  veröffentlicht*).  Die  raache  Aufein- 
anderfolge der  beiden  Aufsätze  war  nichts  weniger  als  zufällig.  Jo- 
hann Bernoulli  schrieb  an  Leibniz-'')  unter  dem  10.  Juni  1702,  er 
habe  die  Aufgabe  gelöst    i^dx  za  finden,  wenn  p  und  q  aus  x  und 

Constanten  irgend  rational  zusammengesetzt  seien,  beziehungsweise 
jenes  Integral,  wenn  es  nicht  angegeben  werden  könne  —  er  versteht 
darunter,  wenn  es  keine  algebraische  Function  von  x  sei  —  auf  die 
Quadratur  des  Kreises  oder  der  Hyperbel  zurückzuführen,  denn  eine 
dieser  Möglichkeiten  bestehe  immer.  Leibniz  antwortete  am  24.  Juni, 
er   habe   schon    in    den    ersten    Jahren    seiner   Untersuchungen   über 

')  aggregatum  ex  sim^icibtis  fraelionibm  eonftatum.  ')  Itaqite  elegans 
et  mirabile  effitgittm  reperit  in  ülo  Anälyseos  nmaculo,  idealis  mtmdi  monetro, 
penc  inter  Em  et  non  —  Sns  ÄmjJtibio  quod  radicem  imagintxriam  a^ellamus. 

I  ^"ams  Sadices  imaginariae  mas  compares  habent.  *)  Job.  Bernoulli 

Opera  I,  393—400.  ")  Leibniz  Ul,  702. 
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hÖhere  Geometrie  sieh  luit  der  gleichen  Aiifgabe  beschiiftigt,  und  niiii 
theilt  er  dem  Freunde  mit*),  was  er  zum  Zwecke  der  Veröifentliehung 
an  die  Leitung  der  A.  E.  eingesandt  hatte.  Ja  er  ging  in  dem  Briefe 
noch  über  den  Inhalt  des  Aufsatzes  hinaus,  indem  er  von  imagi- 
nären Logarithmen  sprach^),  was  er  dort  unterlassen  hatte.  Ber- 
nouUis  Verfahren  war  von  dem  Leibnizens  etwas  verschieden,  wenn 
es  anch  natnrgemäaa  zum  gleichen  Ergebnisse  führte,  Grund  genug  für 
ihn,  gleichfalls  so  rasch  als  möglich  an  die  Oeffentlichkeit  zu  treten. 
Johann  Bernoulli  setzte  entweder  den  Bruch  -- ,  wo,  wie  wir  heute 
sagen  würden,  r  und  q  ganze  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
von   welchen  r  mindestens  um   einen  Grad  niedriger  in  x  als  ff  ist, 

der  Summe   von  Brüchen  -^^f-A v h  ■  ■  ■   gleich,    addirte   daim 

diese  auf  ihren  Gemeianeuner  gebrachten  Brüche,  worauf  die  Coeffi- 
cienten  im  Zähler  sowohl  als  im  Nenner  denen  in  -  in  gleicher 
Weise  proportional  sein  müssen  und  aus  dieser  Eigenschaft  gefunden 
werden  können,  oder  aber  er  nahm  die  Zerlegung  von  -     in  mehreren 

Stufenfolgen  vor.     Er  setzte  zu  diesem  Zwecke  -    =       -J , --.,  wo 

s  um  einen  Grad  niedriger  als  r  und  t  um   einen  Grad  niedriger  als 
q  angenommen    wird.     Die  Vereinigung    von     '  -  -J-  -TÄTf  "i"^^    rück- 
wärts mit  —  übereinstimmen  und  so  die  vorkommenden  Coefficienten 
ff 

bestimmen  lassen.     Dann  ist  --   weiter  zu  zerlegen  u.  s.  w. 

Weder  Leibniz  noch  Johann  Bernoulli  hallen  in  diesen  ersten 
Veröffentlichungen  den  Fall  erwogen,  dass  der  Nenner  q  auch  Factoren 
von  der  Form  einer  Potenz  von  x  -\-  f  enthalten  könne.  Ihn  betrach- 
tete Leibniz  1703  in  den  A.  E.  in  einem  Aufsätze,  den  er  als  Fort- 
setzung dessen  von  1702  bezeichnete^).  Er  zeigte  dort,  dass  wenn 
der  Nenner  des  zu  zerlegenden  Bruches,  der  etwa  wieder  —  heissen 
mag,  von  der  Form  q  =  h^tmnp  mit  k  =^  x  -\-  a  sein  sollte,  der  Bruch 
nach  den  alten  Regeln  in  solche  mit  den  Nennern  h^l,h^m,h^n,k*li 
zerlegt  werden  könne.  Dann  aber  zerfalle  der  Bruch  mit  dem  Nenner 
h*l  neuerdings  in  solche  mit  den  Nennern  A^,  h^,  Ji^,  k,  l  u.  s.  w. 
„-  ^ 

')  Leibniz  in,  703 — 705.  ')  qttadraturas  rationales  red-axi  ad  Loga- 

rithmox,  vel  veros,  vel  imaginarios.  Vgl,  Stäckel,  Integration  durch  imaginäres 
Gebiet  in  Bibliotheca  mathematic*  1900  S.  109—138.  ^   Leibniz  V,  361 

bis  366  CoKtimtatio  anahjseos  quadratuTorum  rationalium.  Darin  pag.  .SG4:  5'«hc 
supplcndi  sunt  casus,  guando  radices  aequales  caeteris  admiscentur. 
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Um  nicht  gönötliigt  zu  sein,  später  auf  die  Arbeiten  von  Leibnia 
und  Johann  Bernoulh  über  Zerlegung  in  Partialb rii che  zuriickKukom- 
men,  bemerken  wir,  dass  des  Erateren  Versehen  in  Bezug  auf  die 
reellen  Factoren  von  3^  -|-  a*  nach  seinem  Tode  von  Brook  Taylor 
iu  hämischem  Tone  verspottet  wurde,  dass  alsdann  Johann  Ber- 
noulii*)  in  den  A.  E.  von  1719  die  Integration  von  rationalen  Brüchen 
mit  trinomen  zu  irgend  welchen  Potenzen  mit  ganzen  positiven  Ex- 
ponenten erhobenen  Factoren  im  Nenner  erschöpfend  lehrte. 

Aus  dem  Anfange  des  Jahrhunderts  nennen  wir  einen  ganz  kurzen 
Aufsatz  über  einen  durchaus  verschiedenen  Gegenstand,  den  Leibniz 
1701  in  dem  Journal  de  Trevoux  veröffentlichte^.  Er  handelt  von 
der  logischen  Grundlage  der  Infinitesimalrechnung.  Man 
liabe,  sagt  Leibniz,  das  Unendliche  als  Gegenstand  mathematischer 
Betrachtung  bemängelt.  Aber  das  Unendliche  sei  nicht  nach  dem 
strengen  Sinne  des  Wortes  aufzufassen,  sondern  nur  etwa  so,  wie  man 
von  den  Sonnenstrahlen  sage,  sie  kämen  von  einem  unendlich  fernen 
Punkte  her  und  seien  deshalb  parallel.  Was  femer  die  verschiedenen 
Grade  der  Unendlichkeit  betreffe,  so  sei  dafür  ein  Beispiel,  daas  der 
Halbmesser  der  Erdkugel  gegen  ihre  Entfernung  von  den  Fixsternen 
als  blosser  Punkt  zu  betrachten  sei,  und  der  Durchmesser  eines  Spiel- 
lialls  gegen  den  Erdhalbmesser  wieder  als  Punkt,  so  dasa  die  Fisstern- 
entfernung  verglichen  mit  dem  Durchmesser  des  Spielballs  unendlich 
mal  unendlich  gross  sei. 

Dieser  Aufsatz  bildet  nur  ein  Glied  in  einer  ganzen  Kette  von 
meistens  philosophisch- mathematischen  Streitschriften.  Wir  wissen, 
dass  Abbe  Catelan  (S.  222)  als  Gegner  der  Differentialrechnung  auf- 
getreten war  und  von  De  l'Hospital  zur  Euhe  verwiesen  wurde,  dass 
Nieuwentijt  (S.  254^255)  die  Vernachlässigung  von  Grössen,  die 
doch  nicht  Nichts  seien,  angrill'  und  dass  er  von  Leibniz  selbst  eine 
Antwort  in  den  A.  E.  erhielt.  Nieuwentijt  beruhigte  sich  nicht.  Er 
erwiderte  1696  durch  seine  Considerationes  seeundae  ärca  ctdeidi  diffe- 
rmtiah's  ptincipia  et  Heffunsio  ad  lirum  nc^iUss.  G.  G.  Le^nitium. 
Gegen  diese  Schnft  wandte  sieh  (S  25b)  Jakob  Hermann*)  (1678 
1  la  17  !3  mit  der  Besponsio  ad  el  Nipuneufi/f  eonsideraUoms  semndas 
c  tat  cahuli  dtfferentialis  prvncipia  von  17()0  Es  war  die  Erstüngs- 
''thrift  eines  jungen  Baslei  Theologen  der  neben  seinem  Brodstudium 
auch  Mathematik  getrieben  insbesondere  bei  Jakob  Bernoulli  Vor- 
les  ngen  gthort  hatte  und  dessen  Name  als  Vertheidiger  auf  der  Ab- 
liindlung  s<ine':  Lehrers   über  unenlhche  Reihen  von   1696   erschien 

')  Joh.  Bernoulli  Opera  11,  40a— 418,  ')  Leibniz  V,  .S.^0.  ')  Allgemeine 
tli'utsehe  Biogi-aphie  XU,  181—183. 
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(S.  90),  Die  VerÖffentlichiing  von  1700  schlug  tlermassen  ein,  dass 
der  erat  23jälirige  Verfasser  auf  Leibnizens  Empfehlung  1701  zum 
Mitglied  der  Berliner  Akademie  gewählt  wurde.  Leibniz  blieb  Her- 
mann stets  gewogen  und  verschaffte  ihm  1707  einen  Kuf  als  Professor 
der  Mathematik  nach  Padua,  1713  einen  ebensolchen  nach  Frankfurt 
an  der  Oder.  An  letzterem  Orte  achrieb  Hermann  sein  Hauptwerk, 
die  FJwronomia,  eine  höhere  Mechanik,  wie  man  heute  sagen  würde. 
Auf  seinem  ■wiasenaehaftliehen  Wanderleben  siedelte  Hermann  1724 
als  Akademiker  nach  Petersburg  Über,  endlich  1731  wieder  nach 
seiner  Heimath  Base!.  Die  Vertheidignng  der  Differentialrechnung 
gegen  Nieuwentijt  Ton  1700  wurde  in  den  A..  E.  von  1701  in  ausser- 
gewühnlieh  anerkennender  Weise  besprochen,  einer  schriftlichen  Rand- 
bemerkung des  Heidelberger  Exemplars  zufolge  von  Jakob  Bernonlli. 

Ein  neuer  Gegner  der  Differentialrechnung  erwuchs  ihr  in  Michel 
Rolle,  und  wenn  wir  an  die  hervorragenden  Leistungen  dieses  Mannes 
in  der  Algebra  denken,  von  denen  im  87.  Kapitel  die  Bede  war,  so 
sind  wir  geneigt,  seinen  Widerspruch  zum  voraus  als  einen  höchst 
gefährlichen  zu  bezeichnen  und  es  begreiflich  zu  finden,  dass  Leibniz 
in  jenem  obenerwähnten  kurzen  Aufsatze  im  Journal  de  Trevoux  den 
grossen  Leserkreis  der  Allgemeingebildeten  für  sich  und  seine  Lehre 
zu  gewinnen  suchte.  In  Wirklichkeit  war  Rolle  nichts  weniger  als 
ein  zu  fürchtender  Gegner.  Es  ging  ihm  ähnlich  wie  Huygens,  der 
unbeschadet  der  Scharfe  seines  Geistes  niemals  so  recht  eigentlich  in 
die  Differentialrechnung  einzudringen  vermochte  (S.  216 — 217).  Was 
Rolle  gegen  die  logische  Grundlage  der  Differentialrechnung  einwandte 
blieb  eindrueklos,  weil  er  zugleich  die  Ergebnisse  der  Differential- 
rechnung angriff  und  dabei  Schnitzer  über  Schnitzer  machte').  Pierre 
Varignon  zuerst,  später  Josef  Saurin  enthüllten  die  von  Rolle  be- 
gangenen Fehler,  ohne  diesen  zum  Schweigen  bringen  zu  können,  da 
er  in  De  la  Hire  (S.  125)  und  dem  Pater  Gouye  Stützen  innerhalb 
der  Pariser  Akademie  selbst  fand.  De  la  Hire  missachtete  die  Diffe- 
rentialrechnung, weil  er  auf  seine  Gewandtheit  in  der  synthetischen 
Geometrie  sich  verliess  und  verlassen  konnte,  Gouye  theilte  die  Ab- 
neigung ohne  überhaupt  Mathematiker  zu  sein.  Erst  im  Jahre  17Ü7 
erklärte  Rolle  selbst  seinen  Widerstand  als  gebrochen  und  gab  zu,  er 
habe  ihn  nur  deshalb  so  lange  aufrecht  gehalten,  weil  ihn  gewisse 
Persönlichkeiten  dazu  veranlasst  hätten.  Briefe  zwischen  Johann  Ber- 
noulH  und  Leibniz  aus  der  entsprechenden  Zeit^)  geben  über  diese 
letzte  Wendung  alle  wünschenswerthe  Klarheit. 

Wenn   Varignon    gegenüber  von   Rolle    die  Vertheidigung    der 


')  Montucla  III,  110—116.        ')  Leibnia  HI,  810,  311,  814,  836. 
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DifFeretitiatreclmung  führte,  so  zeigt  sein  Briefwechsel  mit  Leibniz*), 
dasa  er  Letzterem  nicht  ersparte,  sich  deutlicher  über  das  TJnendlieh- 
kieine  auszusprechen.  In  einem  Briefe  vom  2.  Februar  1702  beruft 
sich  Leibniz  auf  sein  Stetigbeitsgesetz,  welches  er  vormals  in  den 
von  Pierre  Bayle  (1647  — 1706)  seit  1684  herausgegebenen  Nou- 
veUes  de  la  BepuhUqxie  des  Lettres  aufgestellt  habe^).  Es  war  dieses 
im  Mai  1687  in  einem  philosophischen  Streite  mit  Mallebranche, 
und  der  Wortlaut,  dessen  Leibniz  sich  damals  bediente,  ist  folgender- 
massen  zu  übersetzen:  „Wenn  das  zwei  Aufgaben  von  einander  Unter- 
scheidende in  datis,  d.  h.  in  dem,  was  als  bekannt  angenommen  ist, 
kleiner  als  jede  gegebene  Grösse  gemacht  werden  kann,  so  kann  es 
auch  in  quaesitis,  d.  h.  in  dem,  was  herauskommt,  kleiner  als  jede 
gegebene  Grösse  gemacht  werden.  Oder  um  einfacher  zu  reden, 
wenn  die  Voraussetzungen  (oder  das  Gegebene)  sich  einander  beständig 
nähern  und  sich  schliesslich  in  einander  verlieren,  so  müssen  die 
Folgen,  das  was  herauskommt  (oder  das  Gesuchte)  das  Gleiche  thuu." 
Im  Juni  1697  äusserte  sich  Johann  BernouUi  beifällig  in  einem 
an  Leibniz  gerichteten  Briefe^)  Seine  lex  conÜnuitaüs,  sagt  er,  ge- 
falle ihm  sehr.  Es  sei  ersichtlich  und  gleichsam  durch  die  Natur 
uns  eingegeben,  dass  wenn  die  Ungleichheit  der  Voraussetzungen 
schwinde,  auch  die  Ungleichheit  der  Ergebnisse  sehwinden  müsse. 

Im  Mai  1702  kam  Leibniz  in  einem  im  Jov/mal  des  S^avans  ver- 
öffentlichten kurzen  Aufsatze*),  JusUfication  du  (käml  des  infmitesi- 
mcdes  par  celity  de  l'Älgebre  ordinaire,  auf  das  Stetig- 
keitsgesetz zurück.  Er  beginnt  mit  der  Betrachtung 
einer  Figur  (Figur  46).  Zu  AX  ist  in  X  eine 
Senkrechte  X  F,  in  A  eine  Senkrechte  AE  gezogen, 
dann  femer  die  YE,  welche  mit  X  Y  einen  von  45* 
verschiedenen  Winkel  bildet,  so  dass  AE  =  e  und 
AC=c  verschieden  lang  sind.  Heisst  AX^x,-nnir 
hin  CX=-  X  —  c  und  XY=^v,  so  ist     ~    ==  -• 

Diese   Gleichung   bleibt  bei  jeder  Parallelverschie- 
bung  von  YE  bestehen,  wenn  auch  dadurch,   dass  '^'  *" 

diese  Vei^chiebung  in  Gestalt  einer  Annäherung  an  Ä  stattfindet, 
die  Längen  c  und  e  kleiner  und  kleiner  werden,  während   sie   dabei 


')  Leibniz  IV,  8*)— 204  ')  Ebenda  IV,  93  Vgl.  aoeh  Chaalcs,  ApeTQU 
hst  pag  357  (deutBch  S  879),  wo  die  Stelle  aus  den  Nowueües  de  la  Sepublique 
detj  Lettres  abgedrufkt  ist  lieber  die  Uesehichte  der  logischen  Gmndlage  des 
Inhnitesimakalcüls  verbreitet  sii-b  die  Monographie  von  Giuiio  Vivanti,  II 
eoncetto  d'vnfimtesimo  e  la  ma  applicantone  allotttatenuiUca.  Mantova  1894. 
')  Leibniz  in,  4S2         *j  Ebenda  IV,  104— lüt. 
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fortwährend  ungleich  bleiben.  Geht  die  veracbobene  YS  endlich 
darch  Ä  selbst,   so  wird  c  ^  0  und  e  =  0.     Dabei   nimmt  — ^^  die 

y 

Form  -  ftn,  und  diesem  Bruche  iat  alsdann  der  Bruch  -  gleich, 
dessen  Zähler  und  Nenner  von  einander  Terschiedeu  sind,  trotzdem 
sie  beide  den  Werth  Null  haben.  Diese  Betrachtung  sei  nicht  In- 
fi nitesimalcalcül,  benutze  aber  dessen  Grundgedanken,  das  sogenannte 
Stetigkeitsgesetz  ^).  Nach  diesem  Gesetze  sei  Gleichheit  ein  Sonderfall 
der  Ungleichheit,  Ruhe  ein  Sonderfall  der  Bewegung,  Parallelismus 
ein  Sonderfall  des  Zusammentreifens.  Nicht  als  ob  man  annähme,  der 
Unterschied  der  einander  gleich  werdenden  Grössen  sei  schon  Nichts, 
sondern  er  sei  im  Begriffe  zu  verschwinden,  und  ebenso  bei  der  Be- 
wegung. Man  nehme  nicht  an,  sie  sei  durchaus  nicht  vorhanden, 
sondern  sie  sei  im  Begriffe  dazu.  Gebe  sich  Jemand  damit  nicht 
zufrieden,  so  könne  man  ihm  in  archimedischer  Weise  zeigen,  dass  der 
Irrthum,  der  begangen  werde,  nicht  angebbar  und  durch  keine  Zeich- 
nung ausfindig  zu  machen  sei.  Auch  der  Kreis,  heisst  es  weiter,  sei 
kein  regelmässiges  Vieleck,  aber  Ruhe,  Gleichheit,  Kreis  seien  die 
Endgrenzen  von  Bewegung,  Ungleichheit,  regelmässigem  Vieleck,  welclie 
bei  fortwährender  Veränderung  im  Verschwinden  dahin  gelangen^). 

Das  war  unzweifelhaft  klarer  ausgedrückt,  als  Leibniz  im  Mai  1687 
geschrieben  hatte,  aber  es  war  doch  derselbe  Gedanke  wie  damals, 
und  in  jener  früheren  Veröffentlichung  kann  von  einer  etwaigen  Be- 
einflussung darch  Aeusserungen  Newtons  unter  keinen  Umständen  die 
Rede  sein.  Newtons  Briefe  an  Leibniz  kennt  man,  sie  enthalten  kein 
Wort  über  Grenzbetrachtungen.  Newtons  Principien  aber  wurden  im 
Juli  1687  ausgegeben  (S.  199)  mehrere  Monate  nach  dem  Maihefte 
des  Journal  des  Scavans,  und  Leibniz  lernte  auch  nur  den  allgemeinsten 
Inhalt  derselben  erst  durch  die  A.  E.  vom  Juni  1688  kennen  (8.  208). 

Während  Leibniz  in  den  ersten  Jahren  des  neuen  Jahrhunderts 
an  der  Integralrechnung  kräftig  weiter  baute  und  zugleich  die  Grund- 
mauern des  ganzen  Gebäudes  zu  festigen  wusste,  war  Newton  in 
ganz  anderer  Weise  beschäftigt.  Einestheik  nahm  seine  Thätigkcit 
an  der  Münze  (8.  66)  ihn  sehr  in  Anspruch,  auch  nachdem  in  den 
Jahren  1696  bis  1699  die  Neuprägung  des  Silbergeldes  vollendet  war''), 
anderntheila  wurde  er  am  26.  November  1701  abermals  zum  Parla- 
mentsjnitgliede   für  Cambridge   gewählt*)     und   bald   nach    dem  Zu- 

)  Ce  qte  j  appelle  Ja  lo«  de  la  Conttmute  ^  i>  tepos,  Vegalüe  et  le 

cerclp  terminent  Ui  mouvernnti  leg  itegahHs  et  les  poljgones  reguliere,  qui  par 
MB  ch  ngei  fr<  corUvnurl  j/  arr  teit  en  ^lanoui  sant  ")  Edleston,  Correspon- 
denCE  of  ir  Jwac  Netet  »  and  Professo  Cotes  pag  \\X"\  I  nter  1699  Wov.  30. 
*)  Bbpnda  pag   \XXV1  «ntpr  1701  Nov    "b 
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aaunnentritt  der  Versammlung  starb  Wilhelm  III.,  bestieg  Königin 
Anna  den  Thron  und  änderte  das  Miniaterium  zu  Gunsten  der  Tories, 
lauter  Ereignisse,  die  für  einen  ausgesprochenen  Parteimann  wie 
Newton  aufregend  und  zeitraubend  sein  mussten. 

Hat  Newton  während  dieser  ganzen  Zeit  und  bis  gegen  1704 
sich  von  wissenschaftlichem  Schaffen  ganz  abgewandt?  Sind  damals 
oder  etwa  schon  früher  geometrische  Entdeckungen  von  ihm  gemacht 
worden,  von  welchen  im  90,  Kapitel  ausführlieh  die  Rede  sein  musa 
und  welche  zu  den  bedeutendsten  Leistungen  gehören,  denen  er  seine 
Unsterblichkeit  verdankt?  Wir  wissen  es  nicht.  Jedenfalls  erschien 
erst  im  Februar  1704  ein  Bändchen  ans  Newtons  Feder.  Es  enthielt 
seine  Optik^),  eine  geometrische  Abhandlung  über  Ourven  dritten 
Grades  (eben  jene  Untersuchungen,  für  welche  wir  auf  unser  99.  Kapitel 
vertröstet  haben),  eine  der  Infinitesimalrechnung  gewidmete  Abhand- 
lung. Die  Optik  wurde  für  sich  in  mehrfachen  Auflagen  neu  gedruckt. 
Die  beiden  mathematischen  Abhandlungen  gab  William  Jones  ITll 
gemeinschaftlich  mit  der  Analysis  per  aequationes  abermals  heraus. 
Die  Abhandlung  über  die  Infinitesimalrechnung  führt  die  Ueberschrift 
De  Qaadratttra  Cmvarum^),  und  über  sie  haben  wir  jetzt  zu  berichten. 

Eine  Einleitung  geht  voraus.  ,^Gh  betrachte  hier,  sagt  Newton^), 
die  mathematischen  Grössen  nicht  als  aus  kleinsten  Tbeilen  bestehend, 
sondern  als  durch  eine  stetige  Bewegung  beschrieben.  Linien  werden 
beschrieben  und  im  Beschreiben  erzeugt  nicht  etwa  durch  Aneinander- 
fügen von  Tbeilen,  sondern  durch  stetige  Bewegung  von  Punkten, 
Oberflächen  desgleichen  durch  Bewegung  von  Linien,  Körper  durch 
Bewegung  von  Oberflächen,  Winkel  durch  Bewegung  von  Seiten, 
Zeiten  durch  ihren  stetigen  Fluss  u.  s.  w.  Diese  Erzeugungsweisen 
finden  in  der  Natur  der  Dinge  wirklich  statt  und  sind  bei  der  Be- 
wegung der  Körper  alltäglich  zu  sehen.  Auf  diese  Weise  lehrten  auch 
die  Alten  die  Erzeugung  der  Rechtecke,  indem  sie  bewegliche  Gerade 
längs  unbeweglicher  Geraden  hinführten*).  Indem  ich  also  in  Be- 
trachtung zog,  dass  in  gleichen  Zeiten  wachsende  und  im  Wachsen 
erzeugte  Grössen  je  nach  der  grösseren  und  kleineren  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  sie  wachsen  und  erzeugt  werden,  grösser  oder  kleiner 
ausfallen,  suchte  ich  eine  Methode,  die  Grössen  ans  den  Geschwindig- 
keiten der  Bewegungen  oder  der  Zuwächse,  mittels  deren  sie  ent- 
stehen, zu  bestimmen,  und  indem  ich  diese  Geschwindigkeiten  der 
Bewegungen  oder  der  Zuwächse  Fluxionen  nannte  und  die  erzeugten 
Grössen  Fluenten,  verfiel  ich  allmählich  in  den  Jahren  1665  und  1666 

')  Edleaton,  Coirespondence  of  Sir  Iüomc  Newton  wnd  Professor  Cotea 
pag.  XXXVI  unter  1704  Februar.  «)  Opuscwla  Nevitord  I,  201—244.  ')  Ebenda 
I,  203^204,        *)  dueendo  Eectas  mobiles  in  limgUndinem  Mectarum  immobiliititi. 

CiHTOH,  GtiohLchts  der  Math«m»Uk.   ni.  i.   i.  Aufl.  19 
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auf  die  Flusionsmethode,  deren  ich  mich  hier  zur  Quadratur  der 
Curven  bediene.  Pluxionen  verhalten  sieh  so  nahezu  als  möghch  wie 
die  in  gleichen  kleinsten  Zeifctheilchen  erzeugten  Vermehrungen  der 
FInenten,  oder,  um  genau  zu  reden,  sie  befinden  sich  im  ersten  Ver- 
hältnisse der  eben  entstehenden  Vermehrungen,  sie  können  aber  durch 
irgend  welche  ihnen  proportionale  Linien  vor  Augen  gelegt  werden"'). 
Etwas  später  heisst  es,  es  komme  auf  das  Gleiche  hinaus,  wenn  man 
die  Fluxionen  als  im  letzten  Verhältnisse  der  Yerschwindenden  Theile 
stehend  annehme,  und  noch  weiter  unten:  auch  kleinstmögliche  Fehler 
seien  bei  mathematischen  Dingen  nicht  verachtbar  ^). 

Newton  lasst  geometrische  Beispiele  folgen.  Zu  dem  ersten  Bei- 
spiele benutzt  er  eine  Figur  von  grosser  Verwandtschaft  mit  unserer 
Figur  28  (S.  159),  welche  wir  der  Analysia  per  aequationes  entnom- 
men haben,  und  erörtert  an  ihr  das  Verhältniss  der  Fluxionen  des 
Flächenraums  ABI)  und  des  Rechteckes  ABKH,  welches  dem  Ver- 
hältnisse von  DB  zu  BK  gleich  sei,  wo  die  beiden  Flächen  einen 
Zuwachs  zu  erlangen  beginnen. 

Bei  einem  anderen  Beispiele  dient  ihm  Figur  47.  Die  um  den 
Pol  P  drehbare  Gerade  BF  schneidet  die  beiden  anderen  feste  Gerade 

AB  und  AE  in  B 
und  E\  man  sucht 
das  Verhältniss  der 
Fluxionen  von  AB 
und  AE.  Geht  FB 
durch  Drehung  in  die 

Lage    Bl)    über,    so 

wächst  AB  um  Bh, 
AE  um  Ee,  und  das 
Verhäitnias        dieser 
Stücke   im   Augenblicke    des    Entstehens    wird   gesucht.     Zieht   man 
B(J  (j  AE,  so  ist  wegen  Aehnlichkeifc  von  Dreiecken 
Bh:BG=Ah:Ae 
BC  -.Ee^PB:  FE. 
Multiplication  dieser  Proportionen  liefert  Bh-.Ee^AbxFB-.AexI'E, 
deren  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Theile  beim  Verschwin- 
den  von  Bb  lind  Ee  in  ABxFBzAExFE  als   dem   Flnxions- 
Verhältnisse  i 


')  Fluxiones  sunt  guam  proxime  ul  Fhtenttum  Augmenta  aegualibus  Temporis 
partieulis  quam  mininiis  gentta,  et,  ut  aceurate  loqwar,  swnt  in  prima  Jtaiione 
Augmentorum  nascewti'am ;  exponi  autem  possunt  per  Lineas  giiascungite,  guae  sunt 
ipsis  proportionales.  ')  Errores  quam  minimi  in  rebus  mathematicis  non  sunt 

eontemnendi. 
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Als    analytisches  Beispiel   ■wird    die   Fluxion   TOn   a;"   abgeleitet. 
Wenn  x  in  x  -^  o  übergeht,  so  wird  behauptet,  gehe  x"  in 

{x  +  o)"  =  x"  +  nox"-^  -\-  "^"^    'o^3i"-^  +  ■  ■  ■ 

über,  wobei  als  selbstverständlich  betrachtet  wird,  dass  die  Gültigkeit 
der  Reihenentwicklung  sieh  nicht  auf  den  Fall  eines  positiTen  ganz- 
zahligcn  n  beschränkt.    Die  beiderseitigen  Veränderungen  sind  o  und 


"f-".: 


welche  sich   zu  einander  verhalten 


wie  l:nx"-^-\ — ~ — -oar""^ -f"  " "  "■  Das  letzte  Verhättniss  der 
Veränderungen  beim  Verschwinden  ist  1  •.nx'"~'-. 

„Mittels  ähnlicher  Erörterungen  (fährt  Newton  fort)  lassen  sich 
durch  die  Methode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  die  Flusionen 
grader  oder  krummer  Linien  in  allen  Fällen  ermitteln,  ebenso  die 
Fluxionen  von  Oberflächen,  Winkeln  und  anderen  Grössen.  Es  ist 
im  Einklang  mit  der  Geometrie  der  Alten,  die  Analyse  bei  endlichen 
Grössen  anzustellen  und  die  ersten  oder  letzten  Verhältnisse  endlicher 
Grössen  bei  ihrem  Entstehen  oder  Verschwinden  aufzusuchen,  und  ich 
wollte  zeigen,  dass  man  bei  der  Fluxionsmethode  keine  unendlich 
kleinen  Figuren  in  die  Geometrie  einzuführen  braucht.  Man  kann  aller- 
dings die  Analyse  an  beliebigen  Figuren,  an  endlichen  wie  an  unend- 
lich kleinen,  welche  den  verschwindenden  Figuren  ähnlich  sind,  durch- 
führen und  auch  an  solchen  Figuren,  welche  gemäss  der  Methode  der 
Indivisibilien  für  unendlich  klein  gehalten  werden,  wenn  man  nur 
Vorsieht  anwendet." 

Zum  Schlüsse  der  Einleitung  heisst  es  dann:  „Aus  den  Fluxionen 
die  Fluenten  zu  finden  ist  ein  schwieriges  Problem,  und  der  erste 
Schritt  zu  dessen  Auflösung  kommt  der  Quadratur  der  Curven  gleich. 
Ueber  diese  habe  ich  vor  langer  Zeit^)  das  Folgende  geschrieben," 

Die  eigentliche  Abhandlung,  welche  jetzt  erst  folgt,  lehrt  die 
Bezeichnung  der  auf  einander  folgenden  Fluxionen  durch  Pünktchen, 
welche  in  einer  Anzahl  bis  zu  vier  in  Anwendung  kommen,  wie  es 
in  den  Briefen  von  1693  der  Fall  gewesen  war  (S.  251),  daneben  sind 
aber  Accente  benutzt,  welche  senkrecht  Über  einen  Buchstaben  gesetzt 
bedeuten,  der  accentlose  Buchstabe  sei  die  Fluxion  des  accentuirten  ^. 
Mit  anderen  Worten  Newton  definirt: 


=  /  xdz,    x  =  j  xdz  =  j  dz  j  xdz  i 


')  olim.  *)  Opuseula  Kewtoni  I,  208:  hae  quantitates  (z,  y,  x,  u)  consideriiri 
posstmt  ut  Fluxiones  aliarmn,  gwiS  sie  designabo  3,  y,  x,  n;  et  hae  ut  Fluxionea 
aliamm  e,  y,  x,  k;  et  hae  m(  Fluxiones  alienrum  s,  y,  tc,  «. 

19* 
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wenn  z  als, die  unabhängig  Veränderliche  aufgefasst  wird.  Allerdings 
kommt  dann  im  ganzen  Verlauf  der  Abhandlung  nicht  ein  einziger 
accentuirter  Buchstabe  mehr  vor.  Algebraische  Functionen  werden 
differentiirt  und  die  Differentiationaregeiu  bewiesen,  wenn  es  uns  ge- 
stattet ist,  diese  von  Newton  selbstredend  nicht  verwandten  Wörter 
zu  gebrauchen.  Irrationalitäten  werden  dabei  durch  neue  Buch.staben 
ersetzt,  und  die  dazu  dienenden  Hilfsgleichungen  werden  durch  Poten- 
zirung  rational  gemacht,  worauf  die  Differentiation  erfolgt,  welche  die 
Differentiale  der  Hüfsgrossen  ermitteln  lässt.  Die  nächste  Aufgabe 
verlangt  quadrirbare  Curven  aufzufinden^).  Als  Quadratur  m  der 
Curven,  deren  Abscisse  s  heisst,  wird  ä'*JR^  angenommen,  wo 

if  =  e  4-  /-g«  -f  gs^'  4-  -hs^n  4 _ 

Alsdann  ist 

Aber   ii  =  nf'sz'"~^  -\-  2n<izz^"~^  -\-  Sw^ts.a*''"'  _]_...   und    folglieh 

Durch  ä  =  1  ergiebt  sieb  alsdann  die  Ordinate  der  quadrirbaren 
Curve.  Ist  noch  Ä  =  /;-j-  ^s"  -\-mz'^^-\-  ■■-,  so  kann  auch  u^=z^E'-^ 
als  Fläche  angenommen  und  die  zur  Abscisse  z  gehörige  Carvenordinate 
ermittelt  werden.  Sie  stellt  sich  dar  als  Product  von  z^-^R'^^^^-^ 
in  eine  nach  Potenzen  von  z"  fortschreitende  Reihe.  Die  Regeln 
ändern  sich'  nicht  im  mindesten ,  wenn  von  den  Exponenten  &■,  X,  [i 
einer  oder  der  andere  aufhört  ganzzahlig  positiv  zn  sein,  und  dann 
ist  die  Quadratur  einer  Curve  gewonnen,  deren  Ordinate  eine  im 
Zähler  oder  im  Nenner  auftretende  Irrationalität  enthält.  Hierauf  geht 
Newton  zur   Umkehrung  der  Aufgabe   in   dem  Sinne   über,   dass   die 

Ordinate  einer  Curve  in  der  Gestalt  s^-'R'-^  [a-^hz''-]'CS^"  -\ ] 

gegeben  sein  soll,  woraus  die  Quadratur 

z^R^[A  +  Bz"  +  Cz^«  +  Dz^"  H ] 

gefunden  werden  muss.  Der  eingeschlagene  Weg  ist  der,  dass  zu  den 
Quadraturen  Az^R'^,  Bs»+'-R',  Cz»+^~R\  I)z'*+'"'R^  etc.  entspre- 
chende Curvenordinaten  gesucht  werden,   deren   Summe  alsdann  mit 

dem  gegebenen  Ausdrucke  z''*-^R^-'ln  -{-hz"  -{-  cz^"  -\ ]  in  Ueber- 

einstimmung  gesetzt  wird.  So  entstehen  Gleichungen  zwischen  e,  f, 
g,  h  .  . .  {den  in  R  vorkommenden  Coefficienten)  «,  h,  c  . . .  und  A,  B, 
C . . .,  mittels  deren  A,  li,  C . .  .  gefunden  werden.  Das  Verfahren  er- 
fährt keine  wesentliche  Aendemng,  wenn  die  Curvenordinate  noch 
einen  weiteren  Factor  S"~'  einschliesst.  Im  weiteren  Verlaufe  wird 
R  binomisch  gedacht  =  e  +  fz",  indem  die  Coefficienten  g,h  . .  .  den 

')  Opitscula  Newloni  I,  212sq, 
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Werth  Null  annelmien;  ferner  werden  auch  die  Coefflcienfcen  b,  e . . . 
als  verschwunden  gedacht;  mithin  wird  die  Quadratur  der  Curve  von 
der  Ordinate  as^-'-((:  -]-  ß'-y-^  unter  gewissen  Voraussetzungen  er- 
mittelt, welche  darauf  hinauskommen,  dass  &  ein  Vielfaches  von  n 
ist,  &  =  n,  &  =  2n,  #■  =  3«,  &■  =  An  etc. 

Gegen  Ende  der  Abhandlung  findet  sich  ein  Scholium,  von 
welchem  eine  Stelle^)  eine  geschichtliche  Bedeutung  gewonnen  hat. 
Wir  übersetzen  sie  deshalb  wörtlich;  „Wir  haben  oben  gesagt,  es  gebe 
erste,  zweite,  dritte,  vierte  . . .  Fluxionen  der  im  Flusse  befindlichen 
Grössen.  Diese  Fluxionen  verhalten  sich  wie  die  Glieder  eonvergenter 
unendlicher  Reihen.  Ist  etwa  s"  eine  Fluente,  welche  in  ihrem  Flusse 
zu  {n  -j-  o)"  wird^  so  verwandelt  man  diesen  Ausdruck  in  die  con- 
vergente  Reihe 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  z"  ist  die  Fluente  selbst;  das  zweite 
Mo^"-!  ist  ihr  erster  Zuwachs,  ihre  erste  Differenz,  welcher,  wenn  sie 
im  Entstehen  begriffen  ist,  die  erste  Fluxion  proportional  ist^);  das 
dritte  Glied  ■ — - — o*ü"— ^  wird  der  zweite  Zuwachs  oder  die  zweite 
Differenz  sein,  und  ihr  ist,  wenn  sie  im  Entstehen  begriffen  ist,  die 

zweite   ilusion   proportional;    das    vierte    Glied  --t-~-^~— o'^'"* 

wird  der  dritte  Zuwachs  oder  die  dritte  Differenz  sein,  und  ihr  ist, 
wenn  sie  im  Entstehen  begriffen  ist,  die  dritte  Fluxion  proportional 
und  so  fort  ins  Unendliche." 

Wir  haben  an  diesen  Bericht  über  die  Quadratura  Curvarum 
einige  Bemerkungen  anzuknüpfen.  Eine  wichtige  Frage  geht  dahin, 
wann  die  Abhandlung  entstanden  sei?  Newton  selbst  bat  sich  darüber 
in  einem  Briefe  an  John  Keill,  eine  Persönlichkeit,  welche  wir  noch 
genau  genug  kennen  lernen  werden,  ausgesprochen.  Unter  dem  15,  Mai 
1714  schrieb  er  diesem^),  das  Buch  der  Quadraturen  sei  alt,  Vieles 
daraus  sei  schon  in  dem  Briefe  vom  24.  October  1076  benutzt.  Mit 
dieser  Aussage  stimmt  überein,  was  wir  (S.  186)  von  dem  Vorkommen 
des  Integrals  ja 0^(e -\- fs'iyds  in  jenem  Briefe  sagten,  eine  Integra- 
tion, in  welcher  die  Quadratura  Ourvarura  gipfelt.    Ob  die  ganze  Ab- 

')  Opuaevia  NewUmi  J,  211—242.  •)  Termitms  primm  Äigits  seriei  s"  erit 
Qactntikis  iUa  fluens;  secnndus  noe"~^  erU  ejus  IncTententtim  primum  seu  Diffe- 
rentia  prinm,  c»i  nascenti  proportionalis  et  f^us  Fluxio  prima.  ')  Bdleatoa, 
Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes  pag.  176:  The  book  of 
Qjtada^atures  is  ancknt,  maay  things  being  cited  out  of  it  by  me  in  my  Letter  of 
25.  Octob.  1676. 
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handluDg  vr>r  Itngei  Zeit  nieilerges)liiit,ben  war,  ob  Newton  sie  nMh 
alten  Aufzeithnungen  neu  «itylisirte,  ist  ziemlii^Ji  gleiehgÜtig.  Wir 
persönlich  halten  das  letzteie  tur  nahezu  stilbbt verständlieh,  möchten 
aber  unsere  Meinung  Niemandem  aufdrangen 

Die  Einleitung  der  Quadiatura  Curvarum  dagegen  ist  ganz 
gewiss  neu  hiozugekommen.  Das  erkennt  man  aus  dem  ganzen  Wort- 
laute, erkennt  man  besonders  daraus,  dass,  wie  in  unserem  abkürzen- 
den Berichte  (S.  281)  mitgetheilt  ist,  Newton  selbst  erklärt,  die  Ab- 
handlung Tor  langer  Zeit,  olim-,  niedergeschrieben  zu  haben.  Gehört 
aber  demnach  die  Einleitung  den  Jahren  unmittelbar  vor  1704  an, 
dann  ist  sie  eine  Bekämpfung  Leibnizischer  Gedanken  in  der  gering- 
schätzendsten  Form.  Wollte  Newton  in  bestimmter  Weise  gegen  den 
Gebrauch  des  Unendhchkleinen  Front  machen,  so  musste  er  doch 
wenigstens  den  Mann  oder  die  Schule  nennen,  welche  diese  Auffassung 
als  die  ihrige  beaassen. 

Oder  sollte  er,  der  spätere  Newton,  gegen  den  früheren  Newton 
eine  Art  von  Selbstanklage  erhoben  haben?  Man  hat  darauf  auf- 
merksam gemacht^),  dass  Newton  selbst  einst  von  dem  Unendhch- 
kleinen einen  Gebrauch  machte,  der  von  der  Leibnizischen  Betrach- 
tungsweise sich  kaum  unterschied.  In  der  Methodus  fluxionum  sagte 
er  von  dem  vorkommenden  o,  es  sei  unendlich  klein,  die  diesen 
Buchstaben  enthaltenden  Glieder  dürften  deshalb  den  anderen  gegen- 
über vernachlässigt  werden  {S.  170).  In  den  Principien  hiess  es:  Die 
Momente  hören  auf  Momente  zu  sein,  sobald  sie  eine  endliche  Grösse 
erhalten  {S.  203),  und  daran  schloss  sich  in  der  ersten  Ausgabe 
von  1687  der  Satz,  dem  beständigen  Zunehmen  oder  Abnehmen  der 
Momente  widerstrebe  es,  wollte  man  ihm  ein  Ende  geben*).  In  der 
zweiten  Auflage  von  171S  blieb  freilich  dieser  Zusatz  weg,  und  man 
kann  in  dessen  Entfernung  einen  Einklang  mit  der  Veränderung  des 
bekannten  Scholiums  erkennen,  welches  jetzt  die  Art  der  Entstehung 
der  Grössen  als  ein  Unterscheidendes  zwischen  den  Methoden  von 
Newton  und  Leibniz  hervorhob  (S.  204).  Aber  war  Newton  gewült, 
1704  seine  eigenen  früheren  Gedanken  zu  verleugnen,  so  musste  er 
erst  recht  sagen,  wogegen  die  abwehrenden  Worte  sich  richteten, 
damit  Leibniz  und  seine  Anhänger  sich  nicht  getroffen  glaubten. 

Neu  scheint  wie  die  Einleitung  auch  das  von  uns  (S.  283)  theil- 
weise  übersetzte  Scholium  gegen  Schluss  der  Quadratura  Curvarum 
gewesen  zu  sein.     Das  Wort  Differens,  welches   dort  wiederholt  als 


')  De  Morgan,  On  th&  early  Mstory  of  Infinüesimals  in  England.  Phüo- 
sophical  Magazime  für  November  1852  pag.  321—330,  besonderg  pag.  323— 32ö. 
•)  Finiri  enim  repugnat  dligwatemis  perpetuo  eontm  intremento  vel  decmnento. 
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gleichbedeutend  mit  Increment  auftritt,  hat  vor  den  Leibni zischen 
Veröffentlichungen  keinen  Erklärungsgrund. 

Sachlich  leuchtet  ein,  dass  in  dem  Scholium  Unrichtiges  behttuptet 

ist.     Das  Glied  ■  ■   ■  g"— ^  ist  nicht  der  zweite,        — "i;""    — ä"~* 

nicht  der  dritte  Differentialquotient  von  £".  Die  Nenner  2,  6  müasteu 
weggedacht  werden,  wenn  die  Behauptung  richtig  sein  sollte.  Nicht 
als  ob  man  Newton  darum  den  Vorwurf  zu  machen  berechtigt  wäre, 
er  habe  von  höheren  Differentialquotienten  nichts  verstanden.  Am 
Anfang  der  Abhandlung  sind  vielmehr  die  späteren  Fluxionen  in  ihren 
Beziehungen  zu  den  früheren  genau  erklärt.  Aber  dem  Vorwurfe 
unterliegt  Newton  allerdings,  in  der  TJebereilung  nicht  gesehen  zu 
haben,  dass  die  Uebereinstimmuug  der  von  o  befreiten  Glieder  der 
Binom Jalentwieklung  (z  -\-  o)"  mit  den  Fluxionen  von  s"  nach  dem 
zweiten  Gliede  mos"~^  aufhört,  ein  Vorwurf,  der  Newton  noch  schwerer 
für  den  zweiten  Abdruck  der  Quadratura  Curvarum  vom  Jahre  1711 
(S.  279)  trifft,  wo  der  Fehler  einfach  abgedruckt  wurde. 

Was  den  Inhalt  der  eigentlichen  Abhandlung  betrifft,  so  gilt  von 
ihm  etwa  das  Gleiche,  was  wir  (S.  253)  von  den  Briefen  von  169B 
sagten.  Die  Veröffentlichung  der  Quadratura  Curvarum  konnte  nur 
Verwunderung  erregen.  -letzt  noch  die  Integi-ation  ganzer  algebraischer 
Functionen,  zu  deren  Herstellung  ausschliessHch  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  Verwendung  fand,  för  druckbereehtigt  zu 
halten,  das  war  im  Jahre  1704  eine  starke  Zumuthung  für  die  Mathe- 
matiker des  europäischen  Festlandes,  und  ein  Widerspruch  war  fast 
imansbleiblich, 

94.  Kapitel. 

Der  Prioritätsstreit  zwisciien  Newton  nnd  Leibiiiz  bis  April  1712. 

Der  Prioritätsstreit  sei  durch  Fatios  Schrift  von  1699  Lineae 
scensus  investigatio  geomstrica  duplex  etc.  begonnen  ge- 
rn, sagten  wir  (S.  2(31)  am  Schlüsse  des  XVI.  Abschnittes.  Jetzt, 
es  uns  obliegt,  die  Geschichte  des  Streites  selbst  eingehend  zu 
in,  begiimen  wir  damit,  die  beleidigenden  Worte  Fatios  genauer 
anzugeben^).  Fatio  will  den  zur  Bewältigung  der  Aufgabe  der  Brachi- 
atoehrone  nÖthigen  Calcül  im  April  1687  selbständig  erfunden  haben ^). 
Sein  Wissen  in  dieser  Beziehung  würde  kein  geringeres  gewesen  sein, 
wenn  Leibniz   damals  noch  gar  nicht  geboren  gewesen  wäre.     Möge 

')  Commei-C.  epistol.  pag.  223  imd  Giescl  in  dem  Delitascher  Sohulprogramm 
von  1866  S,  17  Anmerkung  46.        *)  proprio  Marie  mveni. 
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dieser  daher  anderer  Suhüler  sich  etwu,  rühmen,  ihn  kömie  er  nicht 
unter  deren  Zahl  rechnen,  dafür  könne  der  Briefwechsel,  welchen  er, 
Fatio,  mit  Huygens  geführt  habe,  falls  er  zur  Veröffentlichung  ge- 
lange, als  Zeugniss  dienen.  Dann  hei^t  es  weiter'):  „Das  freilich 
erkenne  ich  an,  dass  Newton  der  erste  und  um  mehrere  Jahre  älteste 
Erfinder  dieses  Caleüls  war,  denn  dazu  nöthigt  mich  die  Augenschein- 
lichkeit der  Dinge.  Ob  Leibniz,  der  zweite  Erfinder,  etwas  von  jenem 
entlehnt  hat,  darüber  aollen  lieber  andere  als  ich  ihr  TJrtheil  abgeben, 
denen  Einsicht  in  die  Briefe  oder  sonstige  Handschriften  Newtons 
gestattet  wird.  Niemanden,  der  durchstudirt,  was  ich  selbst  an  Doku- 
menten aufgerollt  habe,  wird  das  Schweigen  des  allzubescheidenen 
Newton  oder  Leibnizens  Tordringlicho  Geschäftigkeit  täuschen." 

Wir  machen  dazu  drei  Bemerkungen.  Erstens  l'atio  schickte 
seine  Streitschrift  nicht  an  Leibniz.  Zweitens  dieselbe  erschien  unter 
ausdrücklicher  und  ausgesprochener  Genehmigung  des  stellvertretenden 
Vorsitzenden  der  Royal  Society.  Drittens  Fatio  hatten  Papiere 
Newtons  vorgelegen,  was  ohne  dessen  Einwilligung  kaum  denkbar  ist. 

Was  für  Papiere  und  Briefschaften  das  gewesen  sein  mögen,  lässt 
sieh  mit  voller  Bestimmtheit  nicht  behaupten,  vielleicht  solche,  die 
gleichfalls  im  Jahre  1699  im  Drucke  erschienen.  Wir  wissen,  dass 
1693  der  zweite  Band  von  Wallis'  Werken  erschienen  war  und  in 
ihm  ein  Bericht  über  die  späteren  Briefe  Newtons  an  Wallis  (S.  251 
bis  253).  Im  Jahre  1699  liess  Letzterer  den  dritten  Band  seiner 
Werke  folgen,  und  in  ihm  war  der  erste  und  zweite  Brief  Newtons 
au  Leibniz  und  die  Antwort  Leibnizens  zu  lesen.  Diese  Papiere 
könnte  allenfalls  Fatio  auch  ohne  Newtons  Wissen  in  der 
Druckerei  gesehen  baten. 

Zwischen  dem  Entwürfe  von  Leibnizens  Antwort  auf  den  zweiten 
Brief  Newtons  vom  24.  October  1676  und  dem  Abdrucke  dieser  Ant- 
wort im  III.  Bande  von  Wallis'  Werken  besteht  ein  merkwürdiger 
Unterschied,  den  wir  hier  hervoi^zuheben  haben.  Wir  sagten  {S.  184), 
dass  Oldenburg  den  Brief  vom  24.  October  1676  erst  unter  dem 
2.  Mai  1677  an  Leibniz  abgehen  liess,  dass  dieser  alsdann  (S.  187) 
den  Brief  an  dem  Tage,  an  welchem  er  ihn  erhielt,  noch  beantwortete. 
Unsere  Quelle  war   der  Abdruck   des  Entwurfes^).     Da  der  Entwurf 


')  Comvierc.  epislol.  pag.  168  uad  224;  Nevitonwn  tamai  primtm  ae  pl»ribus 
annis  vetitstissimwm  Aiyws  caicuU  inventorem  ipsa  reram  evidentia  eoaeUts  agnosco: 
a  quo  wlrvm  quie^iaw,  mutitatus  sit  Leibnüius  secuniius  ^us  tmeentor  malo  eorum 
quam  metim  sit  Judicium  guibus  visae  fiterint  Newtoni  Utterae  aliiqw  ejusdem 
manuseripti  Codices.  Neque  modeslioris  Newtoni  sikntium,  aut  prona  Leibnitii 
seduUtas,  inventionem  hi^tts  caicidi  sibi  paesim  tribuentis,  tälis  imponet,  'lu-i  ea 
pertractaverint,  juae  ipse  evolvi,  instrumenta.        ')  Leibniz  I,  154. 
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xiiiter  dem  Leibnizischen  Nachlasse  in  der  Königlichen  Öffentlichen 
Bibliothek  in  Hannover  aufbewahrt  wird,  ao  liessen  wir  uns,  um 
sicher  zu  gehen,  ein  Facsimile  der  Anfangszeilen  kommen^).  Sie 
lauten:  Accepi  Iwdie  Uteras  tuas  diu  expedatas  cum  indusis  Neatonianis 
sane  pulchmrimis,  ich  erhielt  heute  Ihren  lange  erwarteten  Brief  und 
als  Einschluss  einen  sehr  schönen  Brief  Newtons.  Die  Worte  sind 
ia  fortlaufender  Linie  geschrieben,  abgesehen  von  dem  vierten  Worte 
^05,  welches  über  der  Linie  stehend  eingeflickt  erscheint.  Eine  son- 
stige Aenderung  ist  in  beiden  Zeilen,  welche  Yon  Leibniz  selbst  ge- 
schrieben sind,  nicht  wahrnehmbar.  Eine  gleichzeitige  Datirung  ist 
nicht  vorhanden,  dagegen  hat  Leibniz  später  mit  etwas  schwärzerer 
Tinte  an  den  Kopf  des  Blattes  geschrieben:  31.  Jun.  1677.  Exstat 
Commerc.  p.  88.  Nun  der  englische  Abdruck.  Er  gibt  das  Datum 
21.  Juni  1677  und  lässt  das  zweite  Wort  der  ersten  Zeile  hodie  weg. 
Wie  ist  diese  Veränderung  zu  Stande  gekommen?  Darüber  musste 
das  Original  des  nach  England  gekommenen  Briefes  befragt  werden, 
wenn  es  noch  vorhanden  war,  und  es  fand  sich  nebst  einer  Abschrift 
desselben  im  Archive  der  Royal  Society  in  London^).  Das  Original 
bildet  einen  Theil  einer  mit  der  Nummer  LXXXI  bezeichneten  Samm- 
lung: „Letters  and  papers  referred  to  in  the  Commercium  epistoUcum. 
Edit.  1722."  Es  ist  in  recht  unreinlichem  Zustande  und  enthalt 
zahlreiche  Durchstreichungen  und  Veränderungen.  Das  Wort  hodk 
ist  nicht  eigentlich  durchstrichen,  sondern  d\irch  einen  es  bedecken- 
den Klecks  nahezu  unleserlich,  es  sei  denn,  man  wisse,  wie  es 
heissen  soll.  Die  Abschrift  befindet  sich  in  einem  „Letter-Book"  und 
enthält  das  Wort  hodie  gar  nicht.  Damach  scheinen  nur  zwei  Mög- 
lichkeiten vorhanden.  Entweder  ist  der  Klecks  absichtlich  oder  un- 
absichtlich vor  Absendung  des  Briefes  in  Hannover  entstanden,  oder 
man  hat  in  England  schon  vor  1699  das  Wort  unleserlich  gemacht. 
Wir  halten  die  erstere  Vcrmuthung  für  die  weitaus  wahrschein- 
lichere, wie  wir  im  nächsten  Kapitel  begründen  wollen.  Auf  die 
Folgen,  welche  jene  Veränderung  nach  sich  zog,  kommen  wir  im 
weiteren  Verlaufe  zurück. 

Dem  Marquis  De  L'Höpital  kam  Fatios  Schrift  zu  Händen, 
und  er  schickte  sie  Leibniz  am  13.  Juli  1699.  In  dem  Begleitbriefe 
machte  L'HöpitaP)  auch  auf  den  im  III.  Bande  der  Gesammtwerke 
von  Wallis  "erfolgten  Abdruck  einiger  Briefe  von  Leibniz  u.  s.  w.  auf- 

^)  Herr  Dr.  Bodmann,  der  Vorstand  jener  Bibliothek,  hatte  ilie  grosse 
Güte,  das  Facsimile  selbst  für  micii  anzufertigen.  •)  Pic  Auskunft  über  die 
im  Besitze  der  Eoyal  Society  befindlichen  Belegstücke  verdanken  wir  dem 
liebenswürdigen  Entgegenkommen  eines  Beamten  der  GeselSscliaft,  Herrn 
Robert  Harrison.        ')  Leibniz  11,336. 
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merksam,  welcher  die  Absicht  erkennen  lasse,  Newton  die  Erfindung 
der  Leibnizischen  Differentialrechnnng  zuzuschreiben,  welche  dieser 
Fluxionarechnung  nenne.  Es  scheine,  als  ob  die  Engländer  auf  alle 
Art  versuchten,  den  Ruhm  der  Erfindung  flir  ihre  Nation  in  An- 
spruch zu  nehmen.  Leibnizens  Antwort^)  enthält  den  Dank  für  die 
Uebersendung.  üeber  Fatios  Ruhmredigkeit  macht  er  sich  lustig. 
Wenn  dieser  schon  so  lange  so  viel  gewusst  hat,  warum  hat  er  es 
nicht  bekannt  werden  lassen?  Newton  »verde  Fatios  Aeusserungen 
hoifentlich  nicht  billigen,  dazu  wisse  er  zu  genau,  wie  der  wahre 
Sachverhalt  sei.  Endlieh  die  Veröffentlichung  seiner  Briefe  durch 
Wallis  sei  mit  seiner  Einwilligung  erfolgt.  Wallis  habe  ihm  auch 
gestattet  anzugeben,  was  er  etwa  beim  Abdruck  gestrichen  wünsche, 
er  aber  habe,  da  er  das  Bekanntwerden  der  nackten  Wahrheit  nicht 
zu  fürchten  brauche,  geantwortet,  Wallis  solle  aus  den  Briefen  nach 
Gutdünken  drucken  lassen,  was  ihm  der  Veröffentlichung  werth  er- 
scheine. 

Ungefähr  gleichzeitig  wie  an  L'Höpital  schrieb  Leibniz  unter 
dem  4.  August  auch  an  Wallis^).  Der  unverdiente  und  unerwartete 
Angriff,  den  Fatio  auf  ihn  gemacht  habe,  würde  ihn  wenig  berühren, 
wenn  nicht  die  Dnickerlaubniss  von  Seiten  der  Royal  Society  ertheilt 
worden  wäre,  was  er,  er  müsse  es  gestehen,  nicht  ohne  grosse  Ver- 
wunderung gesehen  habe.  Wie  er  eine  solche  ÖÖentliehe  Verletzung 
verdient  habe,  sei  er  nicht  im  Stande  sich  auszudenken.  Sein  ein- 
ziger Trost  bestehe  in  der  Hoffnung,  Jene  Druekerlaubniss  möge  er- 
schlichen worden  sein,  doch  bedürfe  er  der  Bestätigung  dieser  Hoff- 
nung, Wallis  möge  in  Gemässheit  seines  öfters  bezeugten  Wohlwollens 
die  Sache  untersuchen.  Wenn  dieser  ihm  dann  sage,  dass  die  Schreib- 
art, deren  Fatio  sich  gegen  ihn  bedient  habe,  den  Beifall  der  Royal 
Society  nicht  finde,  so  genüge  ihm  das. 

Wallis  that,  worum  Leibniz  ihn  bat.  Am  29.  August  erklärte 
er^)  Leibniz,  er  habe  Fatios  Buch  gesehen,  aber  nicht  gelten.  Bis 
zum  Empfange  von  Leibnizens  Brief  habe  er  nicht  geahnt,  dass  in 
dem  Buche  gegen  Diesen  gerichtete  Dinge  sieh  fänden,  welche  er 
selbst  keineswegs  billige,  mögen  sie  von  Fatio  oder  von  einem 
anderen  gesehrieben  sein*).  Nach  diesem  Satze,  der  vielleicht 
in  dem  Sinne  zu  verstehen  ist,  als  vermuthe  Wallis,  Fatio  habe  nur 
als  Sprachrohr  eines  Dritten  gedient,  dessen  Name  alsdann  leicht 
einzusetzen  ist,  geht  er  zu  einer  Würdigung  Fatios  über.  Es  sei 
ja  wahr,   dass  Fatio   in  die  Royal  Society  Aufnahme  gefunden  habe, 

')  Leibniz  II,  337.  *)  Ebenda  IV,  70.  »)  Ebenda  IV,  71—72,  ')  Sive 
ab  ipso  sive  ab  alio  scriptum. 
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aber  deshalb  stebe  er  in  der  Ächtung  der  Mitgheder  ! 
hoch,  dasa  er  Leibuiz  vorgezogen  werde,  oder  denselben  unwürdig 
behandeln  dürfe,  einen  Mann,  der  wie  auch  in  anderen  Diagen  ganz 
besonders  in  der  Mathematik  sich  grosse  Verdienste  erworben  habe. 
Im  nächsten  Absätze  wirft  Wallis,  scheinbar  unbefangen,  die  Frage 
auf,  ob  etwa  Fatio  auch  der  Verfasser  eines  namenlos  in  den  Ä.  E. 
vom  Februar  1699  pag.  87  flgg.  erschienenen  Aufsatzes  gegen  David 
Gregory  sei,  und  wenn  nicht,  ob  dann  Leibniz  bei  der  Redaetion 
den  Namen  des  Verfassers  in  Erfahrung  bringen  könne.  Es  gebe 
ein  Geschlecht  von  Menschen,  die  ihre  eigenen  Sachen  höher  achten 
als  die  der  übrigen  Sterblichen  und  lieber  andere  verletzen,  als  sich 
selbst  Verdienste  erwerben. 

Diese  Eriefstelle  war  freilich  geeignet,  Leibniz  in  Verlegenheit 
zu  setzen,  denn  der  namenlose  Aufsatz  rührte  von  ihm  selbst  her^). 
Aber  freilich  war,  und  das  sagt  auch  Leibniz  in  seinem  Antwort- 
schreiben*), zwischen  jenem  Aufsätze  und  den  Aeusserungen  von 
Fatio  ein  ganz  wesentlicher  Unterschied.  David  Gregory  hatte  eine 
Untersuchung  über  die  Kettenlinie  veröffentlicht,  welche  zwar  zu 
einem  richtigen  Ergebnisse  führte,  d.  h.  zu  dem  gleichen,  welches 
seit  1691  (S.  219)  den  Mathematikern  bekannt  war,  aber  dieses  Er- 
gebniss  auf  einem  dem  Widerspruche  ausgesetzten  Wege  erreichte. 
Diesem  Widerspruche  hatte  der  ungenannte  Verfasser  des  Aufsatzes 
in  den  A.  E.  Worte  verliehen,  ohne  gegen  Gregory  verletzend  zu 
werden.  Die  Redaetion  weigere  sich  deshalb,  erklärte  Leibniz,  den 
Namen  des  Einsenders  zu  nennen,  während  sie  bereit  sei,  bei  der 
ersten  passenden  Gelegenheit  ihre  Hochachtung  voi'  Gregorys  ander- 
weitigen Verdiensten,  die  man  voll  anerkenne,  deutlich  auszusprechen. 
Diese  Zusage  wurde  auch  1703  erfüllt')  durch  eine  lobende  Bespre- 
chung Ton  Gregorys  Astronomia  physka  et  geomeirica,  als  deren  Ver- 
fasser eine  schriftliche  Baudnote  Ferdinand  Helf  reich  Li  cht - 
scheidt  (1661^1707)  nennt,  einen  hochgebildeten  Geistlichen  in 
Berlin,  der  auch  der  dortigen  Akademie  angehörte*).  Leibniz  hätte 
aber  in  seinem  Briefe  schon  die  Schlussworte  jenes  früheren  Auf- 
satzes als  Beweis  dafür  anführen  können,  daaa  es  dort  nur  um  eine 
sachliche  Widerlegung  sich  handelte.  Es  sei  glaublich,  hiess  es  da- 
selbst, dass  Gregory  bei  wiederholter  Ueberlegung  seinen  Irrthum 
unbefangen   eingestehen  werde;    blieben  ihm   noch  Zweifel,   so   möge 


')  Leibniz  V,  .S36— 330.  In  den  A.  B.  trägt  der  Aufsat?,  naturlich  nicht, 
wie  in  äem  späteren  Abdrucke,  die  Bezeichnung;  ex  Epistola  G.  G.  LeibnÜü, 
sondern  ist  namenlos.  ')  Ebenda,  IV,  7i.  =)    A.  E.  1703  pag.  452  —  462, 

*)  Poggeadorff  I,  1453— li54. 
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er  Newton,  dessen  Methode  er  nach  eigener  Aussage  benutzte,  zu 
ßathe  ziehen. 

Wie  konnte  Waliis  eine  solche  schlichte,  in  den  höflichsten 
Formen  auftretende  Erwiderung  mit  persönlichen  Verdächtigungen 
auf  gleiche  Linie  stellen?  Wir  sehen  hier  eine  Wirkung  des  eng- 
lischen Nationalgefühls,  an  dessen  Uebertreibung  Wallis  krankte,  wie 
wir  bei  früherer  GelegeDheit  (S.  4)  bemerken  mussten.  Im  Prioritäts- 
streite werden  wir  noch  oft  auf  die  hässlichen  Folgen  einer  an  steh 
lobenswerthen  Geistesrichtung  hinweisen  müssen.  Wo  ein  Engländer 
in  Frage  kommt,  hört  bei  Wallis,  hört  auch  bald  bei  der  Royal 
Society  das  Licht  und  Schatten  gleich  vertheilende  Gerechtigkeita 
gefühl  auf.  Den  Engländer  hören  wir  auch  aus  einem  anderen  Satze 
des  Briefes  Wallis'  vom  29.  August:  Fatio  sei  kein  Engländer,  son- 
dern ein  Deutscher  aus  der  Schweiz'),  der  allerdings  eine  gewisse 
Zeit  in  England  verweilte,  aber  gegenwärtig  wieder  fort  sei. 

Nun  kommt  noch  die  Druckgenehmigung  der  itoyal  Society  nur 
Sprache.  Der  stellvertrett-nde  Voisitzende  habe  das  Recht,  dieselbe 
zu  ertheilen  und  habe,  da  er  glaubte  nur  eine  geometrische  Abhand- 
lung vor  sich  zu  sehen,  >on  dem  Kechte  Gebrauch  gemacht,  ohne 
den  Inhalt  der  Schrift  zu  lesen  Es  hege  also  nur  eine  Unvorsichtig- 
keit vor,  wie  Leibniz  aus  emem  beigelegten  Briefe  des  Secretärs  der 
Royal  Society  entnehmen  könne,  und  welche  er  alsdann  wohl  ent- 
schuldigen werde.  Dieser  Secretär  war  seit  1693  Hans  Sloane 
(1660 — 1752),  ein  bedeutender  Arzt  und  Naturforscher.  Sein  von 
Wallis  erwähnter,  imzweifelhaft  damals  beigeschlossener  Brief  ist 
nicht  gedruckt  vorhanden.  Eine  Bestätigung  der  Uebersenduug  findet 
sich  in  Leibnizeus  Antwort^)  an  Wallis.  An  Fatios  Aeusserungen, 
sagt  er,  sei  ihm  nicht  mehr  viel  gelegen,  seit  er  wisse,  dass  sie  von 
der  Royal  Society  nicht  gebilligt  würden;  er  behalte  sich  vor  Herrn 
Sloane  einen  Dankbrief  für  seine  so  rasch  bereite  Freundlichkeit') 
zu  schreiben. 

Jetzt  begnügte  sich  aber  Leibniz  nicht  mehr  mit  brieflichen 
Aeusserungen,  sondern  er  gab  in  den  A.  E.  eine  öffentliche  Antwort*) 
auf  Fatios  Beleidigungen.  Der  ganze  Aufsatz  ist  ein  Muster  feiner 
Abfertigung  und  verdiente  genauer  bekannt  zu  sein.  Die  Gleich- 
mässigkeit  der  Darstellung  gestattet  uns  leider  keinen  ausführlichen 
Bericht,  und  wir  heben  nur  drei  Punkte  hervor.  Leibniz  spricht 
erstens  aus,  dass  Sloane  in  einem  Briefe  an  einen  Freund  die  Zu- 
sicherung gegeben  habe,  es  werde  in  Zukunft  von  Gesollschafts  wegen 

')  Leibniz  [V,  72:  tum  Anglm  est,  sed  Germanus  ex  Helvetia.  *)  Kbenda 
IV,  74.        *)  in  me  guogue  promtmimae  humanüati.       ')  Leibniz  V,  340—349- 
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darauf  gesehen  werden,  dass  kein  bissiger  Ton  von  Seiten  eines 
Mitgliedes  gegen  ein  anderes  eingeschlagen  werde.  Zweitens  geht 
Leibniz  auf  eine  der  von  Fatio  behandelten  Aufgaben  ein,  auf  die 
Aufgabe  die  Gestalt  des  Körpers  geringsten  Widerstandes  in  einem 
(lichten  Mittel  zu  finden.  Newton  hatte  im  7.  Abschnitte  des 
II.  Buches  der  Principien  die  Aufgabe  gesteht  und  gelöst,  allerdings 
so  gelöst,  wie  es  bei  ihm  nur  zu  häufig  war,  ohne  Ableitung  oder 
Beweis  des  Ergebnisses.  Damit  trat  nun  Fatio  hervor.  Er  wies 
einen  Zusammenhang  zwischen  jener  Eigenschaft  des  geringsten 
Widerstandes  und  dem  Krümmungshalbmesser  der  Curve,  welche  hei 
ilirer  Umdrehung  den  Korper  erzeugt,  nach.  Noch  1699  liessen  erst 
De  L'Höpital,  dann  Johann  BernouUi  in  den  A.  E.  andere  Beweise 
drucken'^),  welche  einfacher  waren,  indem  sie  nur  von  Tangenten- 
eigenschaften jener  Curve  Gebrauch  machten.  De  L'Höpital  betonte 
dabei,  in  wie  fem  sein  Beweis  als  der  einfachere  zu  gelten  habe: 
die  Krümmung  hänge  nämlich  vom  zweiten,  die  Tangente  nur  vom 
ersten  Differeutialquotienten  ab^),  und  eben  diese  Bemerkung  wieder- 
holt Leibniz.  Drittens  beruft  sich  Leibniz  für  die  Unabhängigkeit 
seiner  Erfindung  der  Difi^erentialre ebnung  auf  Newton'):  „Hat  dieser 
doch  hinreichend  iJÄentlich  in  seinen  Principien  von  1687  es  aus- 
gesprochen, dass  Keiner  von  uns  gewisse  geometrische  Erfindungen, 
welche  uns  gemeinschaftlich  sind,  der  durch  den  Anderen  ihm  ge- 
lieferten Erleuchtung  verdanke,  dass  Jeder  vielmehr  sie  seinem  eigenen 
Nachdenken  schulde,  dass  ich  sie  schon  ein  Jahrzehnt  früher  ausein- 
andergesetzt habe."  Leibniz  nennt  hier  das  Scholium  im  2.  Abschnitte 
des  II.  Buches  der  Principien  nicht  ausdrücklich,  aber  es  kann  nicht 
Kweitelhaft  sein,  dass  er  diese  Stehe  (S.  203 — 204)  meinte.  Ebensowenig 
kann  zweifelhaft  sein,  dasa  Newton  den  Leibnizischen  Aufsatz  gelesen 
haben  mnaa.  Die  ganze  Angelegenheit  machte  sicherlich,  seit  Sloane 
im  Namen  der  Royal  Society  sich  eingemengt  hatte,  wenn  nicht 
schon  früher,  in  England  so  viel  von  sich  reden,  dass  Newton,  der 
mindestens  mittelbar  Betheitigte,  unmöglich  den  Verlauf  des  Streites 
unbeachtet  lassen  konnte.  Fatio  liat  überdies  den  Aufsatz  gelesen, 
hat  eine  Entgegnung  für  die  A.  E.  geschrieben,  deren  Aufnahme 
Mencke  verweigerte*),  und  Fatio  sollte  nicht  dafür  gesorgt  haben, 
dass  Newton  mit  diesem  Benehmen  und  mithin  mit  dem  ganzen 
Streite   bekannt   werde?     Das    ist   undenkbar.     Newton    wusste   also 

')  Job.  Bernonlü  Opera  I,  307—315.  >)  Ebenda  I,  313.  ')  Leibniz 
^,  346:  Satis^e  indieavit  pwbliee,  cum  aua  Mathematiea  tfaturae  Prmcipia 
publicaret  anno  1687,  nova  guaedaw,  inventa  Geometriea,  guae  ipsi  c(mimmiia 
"'«ewni  fuere,  neutrvmi  luei  ab  dUero  aceeptae,  fed  meditationibtts  quemqm  mis 
debere,  et  a  we  jam  decmnio  ante  exposHa  fuisse.        ')  A.  B.  1701  pag.  134. 
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ganz  gut,  welchen  Sinn  man  dem  Scholium  beilegte,  und  wenn  er 
zwischen  dem  11.  Oetoher  1709  und  dem  15.  April  1710  (S.  204) 
dem  Scholium  eine  nur  noch  deutlicher  die  beiderseitige  Unabhängig- 
keit betonende  Fassung  geben  Hess,  so  wusste  er,  was  damit  gemeint 
war.  Er  wuaste  es  und  duldete  es,  trotzdem  inzwischen  der  erste 
Act  des  Prioritätsdramas  ^ngst  abgeschlossen  und  der  Vorhang  zum 
zweiten  Aufzug  schon  in  die  Höhe  gegangen  war. 

Wir  wissen  (S.  279),  dass  Newton  im  Jahre  1704  in  der  Druckerei 
der  Royal  Society  ein  englisch  geschriebenes  Buch  über  die  Farben 
der  Presse  übergab  und  als  Anhang  zwei  lateinische  Abhandlungen 
beifügte,  die  Enumeraüo  limarum  tertii  ordinis  und  die  Qwtdratura 
Curvarum.  Schon  im  Januarhefte  1705  der  A.  E.  erschien  eine  Be- 
sprechung dieses  Anhangs'),  deren  Verfasser  sich  zwar  nicht  genannt 
hat,  aber  nie  verkannt  wurde.  Die  allgemeine  Muthmassung  deutete 
auf  Leibniz  hin,  und  ihre  Bestätigung  ergibt  sich  ebensowohl  durch 
eine  der  schon  mehrfach  erwÄhnten  Randnoten  als  durch  die  Em- 
pfangsanzeige Menckes^)  vom  12.  November  1704:  „Hierauf  habe 
berichten  sollen,  dass  gestern  Dero  relation  von  des  Hm.  Newton 
zweyen  Algebraischen  tractaten  endlich  bey  mir  eingelaufen,  undt 
sage  ich  dafür  gehorsamsten  Danek."  Durch  eine  Randbemerkung 
wissen  wir  ferner,  dass  Leibniz  es  auch  gewesen  war*),  der  1703  ein 
anderes,  die  Fluxionsrechnung  betreffendes  Buch,  die  Fluxionum  me- 
ihodus  inversa  von  George  Cheyne*)  (lö71 — 1734)  ziemlich  günstig 
besprochen  und  es  dahin  gekennzeichnet  hatte,  es  bediene  sich  zur 
Auflosung  der  inversen  Tangenten  aufgäbe  wesentlich  der  Reihen- 
entwicklung unter  Benutzung  der  Metliode  der  unbestimmten  Coeffi- 
cienteuj  wodurch  man  zu  Ergebnissen  gelange,  wenn  andere  Methoden 
nicht  aufzufinden  seien.  Die  Besprechung  der  beiden  Newtonschen 
Abhandlungen  berichtet  zuerst  auf  vier  Seiten  über  die  Enumeraüo 
linecmim  terUi  ordinis,  dann  geht  sie  zu  der  Quadraiura  Curvarum 
über.     Wir  glauben   hier  die  wichtigste  Stelle   wörtlich  anführen  zu 


„Bevor  der  ungemein  geistreiche  Verfasser  zu  der  Quadratur  der 
Curven  (oder  vielmehr  der  krummlinigen  Figuren)  gelangt,  schickt 
er  eine  kurze  Einleitung  voraus.  Damit  man  diese  besser  verstehe, 
muss  man  wissen,  dass  wenn  irgend  eine  Grösse  stetig  wächst,  wie 
z.  B.  eine  Linie  durch  das  Fliessen  eines  sie  besehreibenden  Punktes 
wächst,  jene  augenblicklichen  Zuwächse  Differenzen  genannt  werden, 
nämlich  Unterschiede   zwischen   der  Grösse,  wie  sie  früher  war,  und 


')   A.  B,  1705  pag.  30—36.  *)    Leibniz,  SupplementbaJid   des  Brief- 

wechsels S,  15,         ^  A.  E.  1703  pag.  460—462.        ')  Poggendorff  I,  434, 
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wie  sie  durch  die  Veränderung  eines  Augenblickes  wurde,  und  dass 
daraus  der  Differentialcalcül  entstanden  ist  und  dessen  Umkehr ung 
der  sunamatorische  Calcül,  deren  Elemente  von  ihrem  Erfinder 
Herrn  ö.  G.  Leibniz  in  dieser  Zeitschrift  mitgetheilt  worden  sind, 
und  wovon  viele  Anwendungen  gezeigt  wurden  sowohl  durch  Eben- 
denselben als  durch  die  Herren  Brüder  BernouUi  und  durch  den 
Marquis  De  L'Höpital,  dessen  jüngst  eingetretenen  frühzeitigen  Tod 
alle  die  schwer  beklagen  müssen,  die  den  Fortsehritt  der  tieferen 
Wissenschaft  lieben.  Statt  der  Leibnizischen  Differenzen  benutzt  nun 
Herr  Newton,  und  hat  er  immer  benutzf-)  Phisionen,  welche  sich 
so  nahe  wie  möglich  wie  die  in  gleichen  kleinstmoglichen 
Zeittheilchen  hervorgebrachten  Vermehrungen  der  Fluenten 
verhalten.  Er  hat  davon  in  seinen  Mathematischen  Principien  der 
Naturlehre  und  in  anderen  später  yeröfFeutliehten  Schriften  einen 
eleganten  Gebrauch  gemacht,  wie  auch  später  Honoratus  Pabri  in 
seiner  Synopsis  Geometrica  den  Fortschritt  der  Bewegungen  an  Stelle 
der  Methode  Cavalieris  setzte"  ^). 

An  diese  wortgetreu  durch  uns  übersetzte  und  auch  bezüglich 
der  Hervorhebung  einzelner  Wörter  durch  den  Druck  streng  au  das 
Original  sich  an schlies sende  Stelle  knüpft  Leibniz  dann  eine  Schilde- 
rung der  beiden  Aufgaben  der  Differentiation  und  Integration  mittels 
seiner  Zeichen  und  ohne  der  Newtonschen  Bezeichnung  zu  gedenken. 
Bei  der  Quadratur  als  Aufgabe  der  Integralrechnung  habe  Newton 
sehr  nützliche  Arbeiten  vollbracht^).  Er  habe  Reihen  angewandt, 
welche  bald  ins  Unendliche  fortlaufen,  bald  abbrechen,  und  in  diesem 
letzteren  Falle  das  Ergebniss  in  algebraischer  Gestalt  aufweisen.  Das 
seien  Dinge,  über  welche  seiner  Zeit  bei  Gelegenheit  des  Berichtes 
über  das  Buch  von  (Jheyne  gesprochen  worden  sei. 

Im  Ganzen  war  also  der  Ton  der  Besprechung  ein  sehr  wohl- 
wollender, und  der  (S.  285)  von  uns  angekündigte  Widerspruch  gegen 
die  Veröffentlichung  als  solche  wäre  ein  sehr  milder  gewesen,  wenn 
nicht  ein  Satz  in  derselben  vorgekommen  wäre,  dessen  schriller  Misa- 
ton  durchgebÖrt  werden  musste,  der  Satz,  de&sen  lateinischen  Wort- 
laut wir  in  einer  Anmerkung  wiedergeben  zu  müssen  glaubten. 
Newton  wird  mit  Fabri  verglichen,  der  den  Fortschritt  der  Be- 
wegungen an  Stelle  der  Methode  Cavalieris  setzte.  Fabri 
kannte  Cavalieris  Schriften,  kannte  sein  Verfahren  und  veränderte  es 
in  nicht  der  Rede  werthen  Nebenumständen.  Er  hat  sich  damit  nur 
selbst  geschadet.    Seine  Synopsis  geometrica  von  1669  gehört  zu  den 

')  adhibet  sempergue  adhibuit.  *)  Quemadmodum  et  Ilonoratm  Fabrim 

»w  sua  Synopsi  Geometrica  motuuvt  progressm  Cavallerinnae  Melhodo  subutitmt. 
V  o  Dn,  Newtoito  est  ntüissime  laboratum. 
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wenigst  bekannten  Schriften  der  damaligen  Zeit  und  würde  ohne  die 
Erwähnung  in  dem  Satze,  von  dem  wir  grade  reden,  wohl  ganz  ver- 
gessen sein.  Und  mit  diesem  Fabri  wird  Newton  verglichen,  wird 
mit  ihm  durch  den  Vergleich  auf  eine  Linie  gestellt! 

Leibniz  hat  sich  spater  ausreden  wollen.  Er  hat  behauptet,  der 
andere  Äuatimek,  dessen  lateinischer  Wortlaut  gleichfalls  in  einer 
Anmerkung  mitgetheilt  worden  ist,  schtiesse  die  Annahme  aus,  dass 
Newton  als  blosser  Nachahmer  mit  leichter  Veränderung  der  ge- 
brauchten Namen  und  Zeichen  habe  hingestellt  werden  wollen.  Dem 
ist  nicht  so.  Wohl  heisst  es,  Newton  benutze  FUixionen  statt 
der  Differenzen  und  habe  sie  immer  benutzt,  aber  seit  wann? 
Die  Besprechung  der  Quadratura  Curvarum  nennt  als  das  Werk,  in 
welchem  Newton  von  den  Fluxionen  einen  eleganten  Gfebraucb  ge- 
macht habe,  die  Principien  und  andere  später  herausgegebene  Schriften, 
Die  Principien  sind  aber  von  1687,  Leibnizens  Veröffentlichung  der 
Differenz ialrechnung  von  1684.  Der  unbefangene  Leser  konnte  also 
einen  Gegensatz  der  beiden  Aeussemngen  nicht  erkennen.  Er  musste 
vielmehr  in  der  Vereinigung  beider  den  Sinn  finden,  welcher,  wie 
wir  uns  erinnern,  in  einer  briefliehen  Aeusserung  von  Johann  Ber- 
nouUi  vom  August  1696  {S.  253)  sich  abspiegelte,  Newton  habe  erst 
nach  1684  und  in  Folge  der  aus  der  Leibnizisehen  Abhandlung  em- 
pfangenen Anregung  seine  Fluxionsrechnung  erdacht.  Wenn  Leibniz 
damals  Bernouili  eines  Besseren  belehrte,  so  musste  er  auch  jetzt  die 
Leser  vor  dem  gleichen  Missverständnisae  bewahren.  Er  durfte  nicht 
von  den  Principien  und  später  herausgegebenen  Schriften  sprechen 
ohne  h in 7,uau fügen,  dass  er  wisse,  dass  Newton  schon  1676  eine 
Fluxionsrechnung  besessen  habe.  Die  Leibnizisehen  Worte  waren  _ 
also  mindestens  unglücklich  gewählt  und  objectiv  unrichtig. 

Schwieriger  ist  die  Benrtheilung  der  subjeetiven  Schuld  oder 
Schuldlosigkeit  dessen,  der  die  unglücklichen  Worte  gebrauchte, 
Leibniz,  sagten  wir,  habe  damals  bestritten,  dass  in  seiner  Aeusse- 
rung ein  Vorwurf  enthalten  gewesen  sein  solle,  enthalten  sein  könne. 
Sollen  wir  ihm  darin  Glauben  schenken,  so  fallt  noch  immer  die 
Schuld  der  Unüberlegtheit  auf  ihn;  aber  wir  fürchten,  wir  thun 
Leibniz  mit  diesem  letzteren  Vorwurfe  Unrecht,  und  der  Stich,  welcher 
Newton  1705  traf,  war  von  keiner  ungeschickten  Hand  geführt  worden. 
Leibniz  hatte  die  Beleidigung  von  1699  nicht  vergessen,  hatte  ins- 
besondere nicht  vergessen,  dass  Newton,  den  er  in  der  Antwort  an 
Fatio  von  1700  gradezu  als  Zeuge  aufgenifen  hatte,  sich  kein  Wort 
entlocken  Hess  und  auch,  als  er  1704  die  Quadratura  Curvarum  zum 
Drucke  gab,  nichts  über  Leibniz  zu  sagen  fand,  als  nur  eine  vom 
Zaune    gebrochene   Abweisung    der   unendlich   kleinen   Unterschiede, 
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die  Leibniz  auf  sich  zu  beziehen  Gfrund  hatte.  Da  mag  in  Leibniz 
der  Gedanke  wach  geworden  sein,  Newtons  Zunge  dadurch  zu  lösen, 
dass  er  ihn  fühlen  hess,  wie  weh  ein  unberechtigter  Vorwurf  thut. 
Newton  sollte  empfinden,  was  er  selbst  1699  hatte  empfinden  müssen. 
So  erscheinen  uns  die  Seelen  Vorgänge,  aus  welchen  der  Bericht  von 
1705  hervorging.  Wir  haben  allerdings  keinerlei  Beweis  daiiir  und 
müssen  gewärtig  sein,  dass  unsere  Leser  nicht  alle  mit  uns  überein- 
stimmen, aber  mit  diesem  Zugeständnisse  vereinigt  dürfen  wir  doch 
wohl  unseren  Erklärungsversuch  wagen. 

Was  die  spätere  Aeusserung  betrifft,  Newton  könne  sieh  nicht 
beleidigt  fühlen,  weil  anerkannt  sei,  dass  er  immer  der  Fluxionen 
sich  bedient  habe,  so  ist  das  eine  Ausrede  und,  wie  wir  schon  ge- 
zeigt haben,  eine  recht  schlechte  Ausrede.  Wir  haben  ihr  nicht  mehr 
Gewicht  beizulegen  als  den  beiden  Briefen  Leibnizena  vom  28.  Juni 
1713  an  Johann  BernouUi^)  und  an  Nicolaus  Bemoulli^),  in  welchen 
Leibniz  leugnet  die  Besprechung  von  1705  verfasst  zu  haben. 

Ist  die  Leibnizische  Besprechung  Newton  zu  Händen  gekommen? 
Newton  selbst  hat  es  am  22,  März  und  wiederholt  am  5.  April  1711 
in  Abrede  gestellt^).  Heutigen  Tages  wäre  die  Thatsache  so  gut  wie 
unmöglich.  Auch  am  Anfange  des  XVJII.  Jahrhunderts  ist  sie  auf- 
fallend genug,  aber  ohne  unterstützende  Beweismittel  sind  wir  nicht 
berechtigt,  irgend  einem  Betheiligten  eine  absichtliche  Unwahrheit 
zuzutrauen.  Von  einer  unabsichtlichen  Unwahrheit  kann  selbstver- 
ständlich nicht  die  Rede  sein,  denn  eine  verletzende  Besprechung 
Überhaupt  gelesen  zu  haben,  vergisst  kein  Schriftsteller,  mag  ihm 
auch  der  genaue  Inhalt  aus  dem  Gedächtnisse  schwinden.  Aber  wie 
können  wir  erklären,  dass  die  A.  E.  in  England  weniger  gelesen 
wurden,  als  z.  B.  die  P.  T.  in  Deiitscbland?  Dazu  mögen  zwei  Um- 
stände beigetragen  haben.  Erstens  bildete  es  damals  schon  eine  lobens- 
werthe  Eigenschaft  deutscher  Gelehrten,  mehr  als  die  Gelehrten  irgend 
eines  anderen  Volkes  sich  um  die  im  Auslande  erscheinenden  wissen- 
schaftlichen Arbeiten  zu  kümmern,  zweitens  war  zwischen  den  A.  E., 
als  Zeitschrift,  und  den  P.  T.,  als  Veröffentlichungen  der  Eoyal  So- 
ciety der  grosse  Unterschied,  dass  auf  erstere  abonnirt  werden  musste, 
während  letztere  den  ausserhalb  England  lebenden  Mitgliedern  der 
Gesellschaft,  deren  es  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  gab,  nach  Voll- 
endung eines  Bandes  zugeschickt  wurden. 

In  den  ersten  Monaten  des  Jahres  1705  war  Newton  auch  durch 
politische  Aufregungen   in  Anspruch   genommen.     Wir  haben  (S.  66) 

')  Leibniz  lU,  913.  *)  Ebenda  III,  986.  ")  Edleston,  Correspon- 
äenee  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Coles  pag.  LXXII  lin.  17—30, 
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von  den  unter  Königin  Anna  zu  Tage  tretenden  Partei  Verschiebungen 
gesprochen.  Eine  solche  fällt  in  das  Jahr  1705'),  Konigin  Anna 
war  den  Tories  geneigt.  Ihr  Ministerium  bestand  aus  solchen,  wenig- 
stens galt  Marlborough,  der  an  der  Spitze  stand,  damals  gleich  den 
übrigen  als  Tory.  Im  ünterhauae  hatten  die  Tories  die  unbestrittene 
Mehrheit.  So  schien  ein  Zernflrfnias  unmöglich.  Die  kirchlich  Un- 
duldsamen im  Unterhause  brachten  dasselbe  zu  Stande.  Die  Fern- 
haltung aller  der  bischöflichen  Kirche  nicht  zugehörigen  Persönlich- 
keiten von  öffentlichen  Stellen  beruhte  auf  dem  Zwange,  die  Formen 
eben  dieser  Kirche  auszuführen,  ein  Zwang,  der  sich  darin  äusserte, 
dass  der  Anzustellende  das  Abendmahl  nach  Anglicaniacher  Form  zu 
nehmen  hatte.  Katholiken  konnten  sich  dazu  allerdings  niemals  ver- 
stehen, aber  die  protestantischen  sogenannten  Nonconfor misten  konnten 
sehr  wohl  das  kleine  Opfer  bringen,  ihre  Abendmahlformen  nach 
denen  der  herrschenden  Kirche  umzumodeln,  und  sie  thateii  es,  so 
dem  Wortlaute  des  Gesetzes  gehorchend.  Gelegentliche  Conformität 
nannten  solches  die  zu  äusserst  rechts  stehenden  Tories,  und  sie  be- 
schlossen einen  Sturmlauf  dagegen:  wer  nicht  ganz  und  gar  der 
Kirche,  d.  h.  eben  der  bischöflichen  Kirche,  angehöre,  sei  von  den 
öffentlichen  Aemtem  auszusch Hessen.  Der  Erfolg  dieses  Gesetzes, 
wenn  es  durchging,  musate  nicht  bloss  bei  der  Besetzung  jener  Stellen 
selbstj  er  musate  auch  für  die  Zusammensetzung  des  Parlamentes  den 
Ausschlag  geben.  Nur  in  Städten,  wo  nonconformistische  Magistrate 
vorhanden  waren,  pflegten  Whigs  gewählt  zu  werden.  Beseitigte  man 
jene  städtischen  Verwaltungen,  so  konnte  man  hoffen,  ein  rein  tori- 
stisches  Parlament  zu  erhalten.  In  diesem  aber  wären  muthmasahch 
die  Weitestgehenden  die  Führer  gewesen,  und  die  Minister  mussten 
befürchten,  von  rechts  stehenden  Gesinnungsgenossen  verdrängt  zu 
werden.  So  kam  es,  dass  die  Regierung  den  Widerstand  des  Ober- 
hauses gegen  den  Gesetzvorsehlag  unterstützte,  der  dadurch  nicht 
Gesetz  werden  konnte,  trotzdem'  er  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Jahren  vom  Unterhaus  angenommen  wurde.  Marlborough  wurde  den 
Hochtoriea  mehr  und  mehr  verhasst,  sein  Sturz  war  beschlossene 
Sache.  Ein  Ereigniss  der  äusseren  Pohtik  rettete  ihn.  Die  Schlacht 
bei  Höchstädt  am  13,  August  1704,  in  welcher  Marlborough  vereint 
mit  Prinz  Eugen  die  Franzosen  auf's  Haupt  schlug,  vernichtete  die 
Pläne  seiner  heimischen  Gegner.  Der  siegreiche  Held  war  der  Lieb- 
ling der  Nation  geworden,  und  der  allgemeine  Zug  risa  die  gemässigten 
Tories  neben  den  Whigs  in  sein  Geleite.    Unter  diesen  Verhältnissen 
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vollzogen  sich  die  Parlamenta wählen  vom  April  1705.  Sir  Isaac,  wie 
Newton  hiess,  seitdem  er  am  16.  April  in  den  Ritterstand  erhoben 
worden  war,  war  der  Candidat  der  äussersten  Partei  für  Cambridge. 
Die  Kirche  sei  in  Gefahr,  war  das  Stichwort  derselben,  und  die  Ver- 
handlungen, welche  bei  der  nun  folgenden  Parlamentssitzung  im  Ober- 
hause stattfanden,  haben  klar  gestellt,  dass  eben  bei  der  Cambridger 
Wahl  ein  Sfcudentenauf lauf  stattfand,  dass  man  hundertstimmig  schrie : 
Kein  Fanatiker,  nichts  von  gelegentlicher  Conformität.  So  unterlag 
damals  Newton.  Die  hier  erzählten  Parteikämpfe  gehören  inaofecn 
zu  unserem  Gegenstande,  als  auch  sie  zur  Erklärung  dafür  dienen 
können,  dass  Newton  jene  Besprechung  der  A.  E.  von  1705  nicht 
kennen  lernte.  Hätte  er  sie  kennen  gelernt,  er  hätte  im  Augenblick 
doch  wohl  geschwiegen,  schweigen  müssen.  Der  politisch  in  den 
Hintergrund  Gedrängte  war  nicht  geeignet,  die  Sympathie  seiner 
Landsleute  für  sieh  wachzurufen,  und  die  ihm  ungünstige  Volksstim- 
mung hätte  ihm  die  Antwort  untersagt. 

Am  16.  August  1705  starb  Jakob  Bernoulli.  Leibniz  ver- 
langte') von  Jakob  Hermann,  dem  dankbaren  Schüler  des  Ver- 
storbenen, dessen  Nekrolog,  den  Hermann  am  28.  October  einschickte^, 
und  der  in  den  Ä.  E.  für  Januar  1706  abgedruckt  ist.  Eine  Rand- 
bemerkung des  Heidelberger  Exemplars  nennt  Leibniz  als  den  Ver- 
fasser, und  das  ist  eine  der  Stellen,  wo  die  im  Allgemeinen  zuver- 
lässigen handschriftlichen  Zusätze  sieh  als  irrig  erweisen.  Leibniz  war 
Vermittler,  nicht  Verfasser  des  Beitrags,  oder  doch  nur  in  dem  Sinne 
Verfasser,  als  er  sich  eine  gewisse  Veränderung  des  von  Hermann 
niedergeschriebenen  und  handschriftlich  erhaltenen  Wortlautes  ge- 
stattete. Nicht  etwa  als  ob  Leibniz  den  von  Hermann  herrührenden 
Satz,  zu  Jakob  BemouUis  nahen  Freunden  habe  Fatio  de  Duillier 
gehört,  ein  sehi-  würdiges  Mitglied  der  Royal  Society  ^1,  gestrichen 
hätte.  Ihn  Hess  Leibniz,  wenn  vielleicht  auch  widerwilligen  Sinnes, 
abdrucken.  Am  Schlüsse  dagegen  kürzte  er.  Hermann  hatte  die 
wichtigsten  Aufsätze  des  Verstorbenen,  welche  theils  in  den  A.  E., 
theils  im  Journal  des  S^avana  dem  Drucke  übergeben  worden  waren, 
einzeln  genannt.  Er  hatte  zwischendrein  gesagt:  Besonders  verdient 
hier  der  Differentialcalcül  erwähnt  zu  werden,  welchen  er  durch 
eigenes  Nachdenken  in  Gemeinschaft  mit  seinem  berühmten  Bruder 
sich  so  sehr  zu  eigen  machte  und  vervollkommnete,  dass  der  vor- 
treffliche  Erfinder   desselben,  der  hochstehende  Leibniz*)    aus  freien 


')  Leibniz  IV,  284.  =1  Ebenda  IV,  388—2112.  ')  ßn.  Nicolaum 
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Stücken  eingestand,  der  neue  Calcül  verdiene  naifc  gleichem  Rechte 
der  beiden  BemouUi  als  der  seinige  genannt  zu  werden.  Hier,  wie 
ges^,  kürzte  und  änderte  Leibniz.  Die  Herzählung  der  Abhand- 
lungen nebst  der  Zwischenbemerkung  ersetzte  er  durch  folgenden 
Wortlaut:  Seine  sehr  zahlreichen  und  schönen  Erfindungen,  welche 
in  den  A.  E.  und  anderwärts  zu  lesen  sind,  führen  wir  nicht  einzeln 
an;  wir  begnügen  uns  beizufügen,  daaa,  als  die  grosse  Erfindung 
imserea  Jahrhunderts,  die  Leibnizische  Infinitesiraalanalysis^) 
hervorgetreten  war,  der  Dahingegangene  aus  einem  leichten  vom  Er 
Ander  gegebenen  Beispiele  (dem  Beweise  der  Isochrone)  plötzlich  ein 
neues  Licht  für  die  Anwendung  auf  physikalisch-mechanische  Fragen 
schöpfte^)  und  auf  die  Ausbildung  jenes  analytischen  Calcüla,  den 
man  Differentialrechnung  und  seine  Umkehrung  summatorisehe 
oder  Integralrechnung  nennt,  mit  grossem  Eifer  und  Erfolg  sich 
legte,  ausgezeichnete  Aufgaben  löste  und  nach  Recht  und  Verdienst 
unter  die  grössten  Förderer  der  grossen  Erfindung  gezählt  werden 
kann.  Leibniz  widmete  dem  Gedachtnisse  des  verstorbenen  und 
immer  zu  betrauernden  Freundes  folgende  Zeilen: 

Ein  unendlichea  Licht  erglänzte  Dir  schon  auf  der  Erde, 
Wer  wird  leugnen,  o  Freund,  da"!«  Du  erhalten  una  aeiat? 
Viel  mehr  als  eine  Kürzung  und  styiistische  Abänderung  unter  Bei- 
behaltung des  Sinnes,  den  Hermann  in  seinen  Wortlaut  gelegt  hatte, 
war  das  nicht,  aber  es  war  eben  doch  abermals  von  der  grossen  Leib- 
nizischen  Erfindung  die  Rede  und  immer  nur  von  der  Leibnizischen. 
Spät,  im  Jahre  1710  erst,  kam  die  entgegengesetzte  Behauptung 
im  XXVI.  Bande  der  P.  T.  wieder  zum  Ausdruck.  Der  Band  enthielt 
die  der  Royal  Society  1708  vorgelegten  Arbeiten,  und  sein  Druck 
war  schon  im  September  und  October  1708  im  Gange,  Es  ist  das 
nicht  unwichtig,  weil  es  einen  Beleg  für  die  eigenthümliche  That- 
Sache  gibt,  dass,  als  zwischen  October  1709  und  April  1710  das 
Scholium  in  der  zweiten  Ausgabe  der  Principien  im  Drucke  war, 
Newton  wusste,  dass  binnen  Kurzem  eine  ihm  widersprechende  Mei- 
nung in  den  P.  T,  zur  öffentlichen  Kenntniss  kommen  werde. 

John  Kein»)  (1671—1721),  ein  Schotte,  eifriger  Bewunderer 
Newtons,  seit  1700  Professor  der  Physik  in  Oxford,  hatte  eine  Ab- 
handlung über  die  Gesetze  der  Centripetalkräfte,  De  legibus  viriuni 
cmtripetarum,  eingereicht,  und  in  ihr  war,  ohne  dass  der  Gegenstand 
die    allergeringste  Veranlassung   daau   geboten    hätte,    folgender  Satz 

')  Analysis  infiniledmalis  Leibnitiana.  *)  ex  faciU  exemplo  ab  autore 
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t'):  „Dieses  alles  folgt  aus  der  heutigen  T^ea  sehr  be- 
rühmten Flusionsrechnung.  Diese  hat,  ohne  dass  ein  Zweifel  statt- 
fände, Herr  Newton  erfunden,  wie  bei  Jedem  feststehen  wird,  der  die 
von  Waliis  herausgegebenen  Briefe  liest.  Später  wurde  jedoch  die- 
selbe Rechnung  von  Herrn  Leibniz  unter  Veränderung  des  Namens 
und  der  Bezeichnungs weise  in  den  A.  E.  veröffentlicht." 

Das  war,  wir  wiederholen  es,  eine  etwas  späte  Antwort  auf  die 
Besprechung  von  1705,  auf  die  Aeusserungen  im  Nekrologe  von  1706, 
aber  sie  Hess  an  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig.  Sie  be- 
schuldigte Leibniz  ohne  Weiteres  des  geistigen  Diebstahls  unter  den 
erschwerendsten  Umständen,  Leibniz  habe  ein  fremdes  Verfahren  unter 
Veränderung  von  Namen  und  Bezeichnung  herausgegeben! 

Leibniz  erhielt  als  Mitglied  der  Koyal  Society  den  vollendeten 
Band  der  P,  T.  durch  den  Secretär  Sloane  allerdings  recht  verspätet 
im  Februar  oder  März  1711,  da  er  gerade  in  Berlin  war,  und  noch 
von  dort  aus  schrieb  er  unter  dem  4.  März  eben  an  Sloane.  Er  be- 
dauere, sagte  Leibniz  in  diesem  Briefe^),  zum  zweiten  Male  mit  einer 
Klage  auftreten  zu  müssen.  Vor  längerer  Zeit  habe  Nicolaus  Fatio 
de  Duillier  sich  öffentlich  mit  Sticheleien  an  ihn  gemacht,  als  ob  er 
eine  fremde  Erfindung  sich  angeeignet  hätte.  Er  habe  ihn  damals 
in  den  A.  E.  eines  Besseren  belehrt,  und  die  Royal  Society  habe  ihm 
selbst  gegenüber  durch  ihren  Secretär,  und  das  sei,  so  viel  er  sich 
erinnere,  grade  Sloane  gewesen,  ihre  Missbilligung  ausgesprochen. 
Auch  Newton,  der  treif liehe  Mann,  habe,  wie  ihm  berichtet  sei,  den 
verkehrten  Eifer  missbilligt'),  welchen  Einige  in  dieser  Sache  für  ihr 
Volk  und  für  ihn  an  den  Tag  legten.  Und  jetzt  scheine  Herr  Keill 
in  dem  eben  erschienenen  Bande  der  P.  T.  auf  S.  185  die  ungeschick- 
teste der  Anklagen  zu  erneuern.  Wer  könne  den  Satz:  „Später  wurde 
....  veröffentlicht"  lesen  und  ihm  Glauben  schenken,  ohne  Leibniz 
in  Ärgwohn  zu  nehmen,  eine  fremde  Erfindung  in  der  Verkleidung 
nntergeschobener  Benennung  und  Zeichen  herumgetragen  zu  haben? 
Wie  falsch  dieses  sei,  wisse  Niemand  besser  als  Newton  selbst.  Ge- 
wiss, fuhr  Leibniz  fort,  ich  habe  weder  den  Namen  der  Fluxions- 
rechnung  aussprechen  hören,  noch  die  Zeichen,  deren  Newton  sich 
bediente,  mit  Augen  gesehen,  bevor  beides  in  Wallis'  Werken  erschien. 
Dass   ich  die  Sache  gleichfalls  viele  Jahre,   bevor  ich  sie  herausgab, 

')  P.  T.  XXVI,  185:  Haec  mania  sequimtur  ex  celebratissüna  nirnc  dierum. 
fiuxionum  arithtnetica,  quam  sim  omni  dubio  primus  invenit  D.  Newtonus,  ut 
eui  Übet  ^us  epistolas  a  Waliisio  editas  legenti  faeile  constcAU,  eadem  tamew 
aritiimetiea  postea  mutatis  ■nomine  et  notatioms  modo  a  D.  Leibnüio  in  Actis 
Eruditomm  edita  est.  ^)  Cammerc.  epistol.  pag.  171—172.  ■■)  praeposterum 
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hesass,  beweiseE  meine  durch  Wallis  veröffentlichten  Briefe.  Wie 
kann  ich  Fremdes,  welches  ich  nicht  kannte,  verändert  herausgegeben 
haben?  Leibniz  schloss  mit  der  Aeusserung,  er  sei  weit  davon  ent- 
fernt, Kein  einen  Verleumder  zu  nennen,  aber  dessen  Anklage  sei 
verleumderisch  und  Keill  müsse,  das  verlange  er  von  der  Royal 
Society,  die  Anklage  öffentlich  zurücknehmen. 

Die  Angelegenheit  mit  Fatio  hatte  seiner  Zeit  rasche  und  leichte 
Erledigung  gefunden  (S.  290),  aber  jetzt  waren  die  Verhältnisse  ganz 
andere  als  1699  und  1700.  Newton  war  seit  dem  30.  November  1703 
Präsident  der  Royal  Society  (S.  67),  in  ihr  also  naturgemäss  eine 
wesentlich  eiotiussreichere  Persönlichkeit  als  ein  ausserhalb  England 
wohnendes  Mitglied,  und  wäre  es  auch  Leibniz,  und  sein  Ruhm  innsste 
oder  durfte  doch  wenigstens  der  Gesellschaft  vor  Allem  am  Herzen 
liegen.  Auch  seit  1705  hatte  mancherlei  sieh  geändert.  Die  Friedens- 
sehnsneht  der  englischen  Nation  war  der  whigistischen  den  Krieg 
gegen  Frankreich  in  die  Länge  ziehenden  Regierung  müde  geworden. 
Ein  toristisches  Parlament  war  gewählt,  und  seit  September  1710 
stand  der  Hoehtory  Bolingbroke  an  der  Spitze  der  ReichsgeschUfte. 
Newton  war  also  jetzt  der  Gesinnungsgenosse  der  leitenden  Kreise 
in  Volk  und  Regierung,  Leibniz  der  Berather  jenes  hannoverschen 
Prinzen,  der  den  Krieg  gegen  Frankreich  selbst  führen  half  (S.  66). 
Diese  mehrfachen  Aenderungen  spiegeln  sich  deutlich  in  dem  weiteren 
Verlaufe  des  Streites. 

Ein  Auszug  aus  den  SitzungaprotokoUen  der  Royal  Society  ist 
veröffentlicht  ■■).  Wir  lassen  seine  Uebersetzung  folgen,  welche  wir 
nur  jeweils  zu  unterbrechen  uns  vorbehalten,  wo  uns  Einschaltungen 
notbwendig  erscheinen.  Am  22.  März  1711  fand  eine  Sitzung  unter 
Newtons  Vorsitze^)  statt.  Ein  Theil  des  Leibnizischen  Briefes  wurde 
verlesen  und  Sloane  beauftragt,  eine  Antwort  zu  schreiben.  Newton 
war,  bevor  der  Aufsatz  in  den  A.  E.  von  1705  ihm  gezeigt  wurde, 
ärgerlich  über  das,  was  Keill  gesagt  hatte,  aber  in  der  nach  Verlauf 
von  vierzehn  Tagen  folgenden  Sitzung  vom  Ö.  April  lenkte  Keül  die 
Aufmerksamkeit  auf  jenen  unbilligen  Bericht-')  über  die  Abhandlung 
Quadratura  Cnrvarum.  Dann  gab  der  Präsident  eine  kurze  Darstellung 
der  Sache  mit  Beifügung  der  genauen  Zeit,  zu  welcher  er  seine  Er- 
findung zuerst  erwähnte  oder  enthüllte*),  und  berief  sich  auf  einige 
durch  Wallis  veröffentlichte  Briefe;  hierauf  wurde  Herr  Keill  ersucht, 
einen  Bericht  über  den  Gegenstand  des  Streites  zu  verfassen  und  den- 


')  Edieston,    Correspandence  of  Sir  Isaac   Newton  and  Professor   Cotes 
pstg.  LXXI[.  ')   President  in  ßie  chair.  °)   unfair  aeeount.  *)  tvith 

the  parUeular  time  of  his  ßrgt  mentitming  or  discoverinff  his  invenUon. 
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selben  in  ein  richtiges  Licht  zu  setzen.  Sitzung  vom  12.  April.  Die 
Verlesung  der  früheren  Aufzeichnungen ')  gab  Gelegenheit,  den  in  den 
Leipziger  A.  E.  erwähnten  Gegenstand  weiter  zu  besprechen.  Der 
Präsident  fühlte  sich  bewogen^,  seine  vor  vielen  Jahren  an  Herrn 
Collins  gerichteten  Briefe  über  seine  Methode  der  Curvenbehand- 
lung  u.  s.  w.  zu  erwähnen,  und  da  Herr  Keill  anwesend  war,  wurde 
dieser  abermals  ersucht,  einen  Aufsatz  niederzuschreiben  und  das 
Recht  des  Präsidenten  in  dieser  Angelegenheit  zu  behaupten,  Sitzung 
vom  24.  Mai.  Eeill's  Erwiderung  wurde  verlesen.  Eine  Abschrift 
soll  an  Leibniz  geschickt  werden,  und  sobald  Leibnizens  Antwort 
darauf  eingetroffen  sein  wird,  soll  Keills  Schrift  in  den  P.  T.  ge- 
druckt werden.  In  der  nächsten  Sitzung  vom  31,  Mai,  m  welcher 
Newton  nicht  gegenwärtig  war,  verlas  Sloane  einen  Brief  an  Leibniz, 
welcher  gebilligt  wurde.  Sloanes  Brief  ist  nie  veröffentlicht  worden 
und  dürfte  ein  ziemlich  farbloses  Begleitschreiben  der  Keiirscheu  Er- 
widerung gewesen  sein,  sonst  hätte  man  ihn  kaum  in  Newtons  Ab- 
wesenheit gutgeheissen.  Das  wichtige  Keill'sche  Schriftstück  dagegen 
ist  im  Drucke  vorhanden^)  und  fordert  unseren  Bericht. 

Ich  gebe  es  zu,  heisst  es  nach  kurzen  Einleitungssätzen,  dass  ich 
gesagt  habe,  die  Fluxionsrechnung  sei  von  Newton  erfunden,  dann 
von  Leibniz  unter  Veränderung  des  Namens  und  der  Bezeichuungs- 
weise  herausgegeben  worden.  Ich  will  damit  keineswegs  gesagt  haben, 
der  Name,  den  Newton  seiner  Methode  beilegte,  oder  die  Bezeichnung, 
deren  er  sich  bediente,  seien  Leibniz  bekannt  gewesen.  Ich  wollte 
nur  zu  verstehen  geben,  dass  Newton  der  erste  Erfinder  der  Fluxions- 
rechnung oder  des  Differentialcalüla  war;  dass  er  in  zwei  Briefen  an 
Oldenburg,  welche  durch  diesen  an  Leibniz  gelangten,  Kennzeichen 
davon  gab,  die  für  einen  Mann  von  grossem  Scharfsinne  hinreichten, 
ihm  den  Weg  zu  zeigen*),  und  dass  Leibniz  aus  ihnen  die  Grund- 
gedanken jener  Rechnung  schöpfte  oder  wenigstens  schöpfen  konnte. 
Da  er  aber  die  Sprech-  nnd  Schreibweise,  von  denen  Newton  Gebraucli 
machte,  durch  blosse  Vernunftschlüsse  nicht  ermitteln  konnte,  so 
wählte  er  die  von  ihm  selbst  ersonnenen.  Als  Beweggrund  zu  jenen 
Aeusserungen  wird  die  Besprechung  der  Quadratura  Curvanun  in  den 
Ä  E  angegeben,  welche  ihie  Leier  zu  dem  Glauben  veiaulafsen  könne, 
•tls  habe  Newton  erst  naih  lbS4-  die  ^ luxionsrechnung  erfunden  Wenn 
die  Leipzigei  ihiem  Leibmz  fiemdes  Eigenthum  hinzudichten  dürfen, 
so  dürfen  auch  die  Engländer,  ohne  der  Anschuldigung  der  Veileum 

')  Ote  jormer  miHutet  htinq  read  '  u.as  phaited  ')  Commeie  ept'^toJ 
pag  173—180  Im  Onginil  aiml  die  aiiftretenAen  Personen  meistens  Dominus 
Sewtonuh,  Dominus  Leibnitius  genannt  Ledigluh  zur  Abkürzung  lAssen  wir 
oas  Wort  Herr  weg         ')  indteta  dfdisse  penpitacissimt  tngemi  viro  satis  oivin 
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düng  zu  verfftllen,  das  zuriickfortlerij ,  was  Newton  geraubt  wurde. 
Ich  habe  also,  fährt  Keill  wörtlich  fort,  zu  zeigen,  dass  Newton 
wahrer  und  erster  Erfinder  der  Fluxionsrechming  oder  des  Differen- 
tialcalcüls  war,  ferner,  dass  er  Leibniz  so  klare  und  auf  den  Weg 
führende  Kennzeichen  seiner  Methode  gegeben  hat,  dass  es  diesem 
leicht  wurde,  auf  die  gleiche  Methode  zu  yerfallen').  Nun  folgt  eine 
Schilderung  der  beiden  Briefe  Newtons,  welche  wir  in  unserem 
90,  Kapitel  grade  mit  Rücksicht  auf  das,  was  Leibniz  aus  ihnen 
lernen  konnte,  ausführlich  besprochen  haben.  Keill  kommt  allerdings 
zu  der  ganz  entgegengesetzten  Scblussfolgei-ung,  zu  welcher  wir  damals 
gelangten,  denn  er  behauptet  kurzweg^;  Aus  diesen  Kennzeichen, 
unterstützt  durch  diese  Beispiele,  hätte  ein  gewöhnlicher  Geist  Newtons 
Verfahren  bis  ins  Innerste  erkennen  müssen,  und  man  kann  nicht 
entfernt  glauben,  dass  es  dem  Scharfsinne  eines  Leibniz  verborgen 
gehlieben  sein  könne.  Das  freilich  sei  Leibniz  in  vollstem  Maasse 
zuzugeben,  dass  er  weder  den  Namen  Fluxionsrechnung  gehört,  noch 
die  von  Newton  benutzte  Bezeichnung  gesehen  habe,  bevor  sie  in 
Wallis'  Werken  erschienen,  denn  Newton  selbst  habe  mit  Namen  und 
Bezeichnung  gewechselt.  lo  der  Analysis  per  aeqnationes  —  welche 
eben  erst  durch  William  Jones  im  Drucke  herausgegeben  war  — 
seien  beide  verschieden  von  den  in  den  Principien^).  Endlieh  sei  man 
Leibniz  neben  anderen  hohen  Verdiensten,  welche  er  um  die  Mathe- 
matik sich  erwarb*),  auch  dafür  verpflichtet,  dass  er  der  Erste  war, 
der  diesen  Calcül  im  Dmcke  herausgab  und  der  Oeffentlichkeit  über- 
lieferte. 

Das  also  war  es,  was  vom  5.  April  bis  zum  24.  Mai,  in  voUeii 
sieben  Wochen,  durch  Keill  zusammengebracht  worden  war!  Dürfen 
wir  wirklich  sagen  durch  Keill?  Newton  war  sicherlich  in  gleichem 
Maasse  wie  Keill  bei  der  Arbeit  betheiligt,  das  beweisen  die  oben 
angeführten  Protokollbemerknngen  vom  5.  und  12.  April. 

Nun  aber  eine  Frage,  welche  hier  aufgeworfen  werden  muss: 
glaubten  Newton  und  Keill  selbst  an  die  durch  sie  erliobene  Anklage? 
Wir  meinen  diese  Frage  bejahen  zu  dürfen,  und  zwar  mit 
Rücksicht  auf  das  in  dem  Abdrucke  des  Leibnizischen  Briefes 
bei  Wallis  fehlende  Wort  hodie  (S.  287).    Oldenburg  hatte  New- 


'j  dnnde  tpsuiii  adt    clara  et  oliii  Methodi  iwaf  tndtcta  Leibmtio  dediaee 
ut  jrafe  ipst  [actle  fueitt  tn  eandeni  Mefhodum  tni.ideie  ')  Sis  tndtetts  atpte 

Alf  a^ectts  exeniphs  Ingemum  vulgare  Methodttm  Ne  efontanum  penitui  dmeer 
neret  tta  id  me  mspican  fas  stt  eum  acernmt  Letbmiit  aeumen  posse  laluisse 
')  Keill  hatte  noch  hinzufügen  können  dawi  sie  in  der  Quadratura  Curvarum 
abermals  anderp  waren  *)  infer  cattera  juae  d    te    'Mafhtmatic  i  prteclare 

melius  est  LeibntfiuB 
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ton's  Brief  vom  24.  October  1676  bis  zum  2.  Mai  1677  in  seiner  Ver- 
wahrung gehabt.  Ein  volles  Halbjahr  war  darüber  we^egaiigen,  bis 
der  Brief  Beförderung  fand.  Nun  wusste  Newton  allerdings  von  einer 
Verspätung  von  vier  und  ein  halb  Monaten,  denn  am  5.  März  1677 
hat  Collins  ihm  geschrieben'),  dass  der  Brief  damals  noch  nicht 
abgegangen  war,  dass  aber  in  den  nächsten  acht  Tagen  Jemand  ihn 
nach  Hannover  mitnehmen  würde.  Newton  war  also,  wenn  ihm  keine 
weitere  Mittheilimg  zugegangen  ist  —  und  wir  wissen  wenigstens  von 
keiner  weiteren  —  berechtigt  anzunehmen,  sein  Brief  sei  etwa  am 
10.  März  durch  Oldenburg  abgeschickt  worden.  Nun  kam  Leibnizens 
vom  21.  Juni  datirte  Antwoi^t.  Musste  dieses  Datum  unter  ÄJirech- 
nung  der  höchstmöglichen  Reisezeit  des  Briefes  nicht  den  Verdacht 
erwecken,  Leibniz  habe  sich  etwa  zwei  Monate  Frist  gegeben,  den 
Brief  zu  beantworten?  Je  höher  die  Meinung  von  Leibnizens  mathe- 
matischem Können  in  der  Zeit  von  1684  bis  1708  gestiegen  war, 
um  so  eher  konnte  mau  jetzt  argwöhnen,  Leibniz  habe  aus  dem  für 
jeden  anderen  Leser  unentzifferbar  rathselhaften  zweiten  Newtonschen 
Briefe  so  viel  Anregung  gewonnen,  dass  er  in  jenen  zwei  Monaten 
den  DifFerentialcaloül  nacherfand.  Das  Wort  Jwdie  würde  den  Ver- 
dacht im  ersten  Augenblick  niedergeschlagen  haben,  aber  vielleicht 
hatte  wirklich  Leibniz,  wie  wir  als  möglich  annahmen,  das  Wort 
beim  Abschreiben  vernichtet!  So  konnte  Newton  Verdacht  hegen,  um 
wie  viel  mehr  Keill,  der  Newtons  Brief  und  Leibnizens  Antwort  aus 
dem  Abdrucke  bei  Wallis  citirte.  Das  Wort  liüdie  fehlte.  Dass  New- 
ton's  Brief  am  5.  März  1677  noch  in  London  war,  stand  bei  Wallis 
allerdings  auch  zu  lesen^.  Nehmen  wir  aber  an,  dass  Keill,  was 
nicht  zu  den  Unmöglichkeiten  gehört,  beim  Studium  der  Prioritäts- 
frage einen  Brief  von  Collins  Überschlagen  zu  dürfen  glaubte,  wenn 
er  nur  die  zwischen  Newton  und  Leibniz  gewechselten  Briefe  las,  so 
kann  er  zur  Meinung  gekommen  sein,  Leibniz  habe  mehr  als  sechs 
Monate  verstreichen  lassen,  bis  er  mit  seiner  Antwort  herausrückte, 
er  habe  wirklich  die  Differentialrechnung  nur  nacherfunden,  und 
Keills  Zornesauf  Wallung  war  dann,  wenn  auch  nicht  gut  be- 
gründet, doch  jedenfalls  guten  Glaubens.  Wunderbar  genug,  daas, 
so  viel  wir  wissen,  noch  kein  Schriftsteller,  sei  es  zur  Zeit  des 
i  es  später,  auf  das  fehlende  Wort  und  seine  Bedeutung 
viesen  hat'). 
Der  Brief  Keills   und   das  Begleitschreiben  Sloanes  gingen   nach 

')  Commerc.  cptstol.  pag.  146.  »)  Wallis,  Opera  III,  647.  ")  H,  Sloman, 
Leibnizens  Aneprüehe  auf  die  Erfindung  der  Kfferenzialrechnung.  Leipzig  1857. 
S.  51  in  der  Fussnote  hat  das  Fehlen  von  kodie  in  dem  älteren  Abdrucke  be- 
merkt, aber  nicht  hinreichend  gewürdigt. 
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dem  31.  Mal  1711  an  Leibniz  ab.  Wann  aie  in  seine  Hände  kamen, 
wissen  wir  nicht,  aber  der  ganze  Sommer  1711  war  für  Leibniz  eine 
von  den  mannigfachsten  Geschäften  erfüllte  Zeit^),  Da  kam  ein  Brief- 
wechsel aber  die  hannövrisch-englische  Thronfolge  in  Verbindung  mit 
dem  Plane,  die  angüiianische  Kirchenverfassung  und  Liturgie  in 
Preussen  und  Hannover  einzuführen,  ein  Plan,  der,  wenn  er  gelang, 
die  Tories  vielleicht  wieder  für  die  hannövriache  Linie  gewonnen 
haben  würde,  der  aber  bsld  wieder  einschlief.  Da  wurden  mit 
Des  Maizeaux,  dem  Herausgeber  des  Bajle'achen  Dictionnaire, 
Briefe  über  die  praestabilirte  Harmonie  gewechselt.  Da  erhielt  Leibniz 
im  September  einen  Mitarbeiter  au  dem  grossen  Geschichtswerlie  der 
Ännalen  des  Weifischen  Hauses,  welcher  neben  der  Aufgabe  der  Bei- 
hilfe auch  die  hatte,  Leibnizens  eigenen  Fleiss  zu  Überwachen,  Da 
musste  Leibniz  im  October  den  Herzog  Ulrich  von  Braunachweig 
nach  Torgau  begleiten,  wo  die  Vermählungsfeier  von  dessen  Tochter 
mit  dem  russischen  Prinzen  Alexei,  dem  Sohne  Peter  des  Grossen, 
stattfand,  eine  Reise,  welche  dadurch  für  die  Wissenschaft  fruchtbar 
wurde,  dass  der  Zar  gelegentlich  einer  Unterredung  Leibniz  versprach, 
im  russischen  Reiche  Magnet nadelbeobachtungeu  anstellen  zu  lassen. 
In  derselben  Unterredung  hatte  aber  Peter  der  Grosse  eine  Rechen- 
maschine verlangt,  deren  Anfertigung  Leibniz  besorgen  sollte,  und 
welche  ihn  in  einen  weitläufigen  Briefwechsel  verwickelte.  Man  be- 
greift es,  wie  bei  solcher  vielgespalteten  Thätigkeit  das  Jahr  seinem 
Ende  sich  nähern  konnte,  bevor  Leibniz  die  englischen  Briefe,  welche 
ohnedies  sein  Schreiben  vom  4.  März  erst  am  31.  Mai  beantwortet 
hatten,  erledigte,  Er  achrieb  am  29.  Deeember  folgenden  Brief  an 
Hans  Sloane: 

Waa  Herr  Johannes  KeiU  Ihnen  jüngst  schrieb,  greift  meine  Un- 
bescholtenheit noch  offener  ala  früher  an.  Dass  ich  diese  in  meinem 
Alter  ^),  nach  den  Proben  meines  Lebens,  (larch  eine  Vertbeidigungs- 
sehrift  rechtfertigen  und  mit  einem  gelehrten,  aber  immerhin  als  Neu- 
ling zu  betrachtenden  Manne,  der  die  früheren  Ereignisse  wenig  kennt 
und  ohne  Auftrag  dessen  ist,  den  die  Sache  angeht,  wie  vor  einem 
Gerichtshofe  streiten  soll,  wird  mit  Einsicht  und  Billigkeit  Niemand 
gutheissen.  Seinen  Argwohn  bezüglich  der  Art,  wie  ich  die  Sache 
kennen  lernte,  zu  widerlegen,  um  ihn  zu  belehren,  dazu  ist  er  ein  zu 
wenig  geübter  Schiedsmann  iu  der  Kunst  des  Erfindeua,  aber  meine 
Freunde  wissen,  dasa  ich  einen  ganz  anderen  und  anderswohin  ge- 
richteten Weg  einschlug.    Vergebens  beruft  er  sieh  auf  die  A.  E.,  um 

')  Allgemeine  Deutsehe  Biographie  XVIII,  202.  ')  Leibni«  war  damals 

65%,  Newton  69,  Keill  40  Jahva  alt. 
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seine  Worte  zu  entschuldigen.  Ich  finde  nicht,  daas  dort  irgend  wem 
irgend  etwas  entzogen  wird,  yielmehr  ist  an  Terschiedenen  Stellen 
Jedem  das  Seine  zugewiesen^).  Auch  ich  und  Freunde  von  mir  haben 
verschiedentlich  gezeigt,  dass  wir  ganz  gern  glauben,  dass  der  be- 
rühmte Urheber  der  Fluxionen  von  sich  aus  zu  den  unsrigen  ähn- 
lichen Grundlagen  gekommen  sei;  aber  ich  habe  nicht  weniger  An- 
recht auf  das  Erfinderthum,  wie  auch  Huygens,  der  einsichtsvollste 
und  unbestechlichste  Richter,  öffentlich  anerkannte:  ich  habe  sogar 
nicht  geeilt  mein  ßecht  zu  beanspruchen,  ich  habe  meine  Erfindung 
mehr  als  nur  neun  Jahre  verborgen  gehalten,  nur  damit  Niemand 
sich  beklagen  könne,  ich  habe  ihm  den  Hang  abgelaufen.  Ich  über- 
lasse es  Ihrer  Billigkeit,  ob  dem  leeren  und  ungerechten  Geschrei 
nicht  Schranken  zu  setzen  sind,  von  welchem  ich  vermnthe,  dass  es 
bei  Newton,  dem  hervorragenden  Manne  und  besten  Kenner  der  That- 
sachen,  Missbillignng  findet.  Ich  bin  überzeugt,  er  wird  gern  ein 
Zeichen  dieser  seiner  Meinung  von  eich  geben. 

Auch  in  diesem  Briefe  kommt  ein  Satz  vor,  der  besser  unge- 
schrieben geblieben  wäre.  Es  ist  die  von  uns  in  der  Anmerkung  im 
lateinischen  Wortlaut  wiedergegebene  Behauptung,  in  den  A.  E.  sei 
Jedem  das  Seine  zugewiesen.  Der  unmittelbar  anschliessende  Satz 
von  Newtons  Selbständigkeit  nimmt  der  Aeusserung  zwar  den  ver- 
letzenden Stachel,  den  man  hat  hineindeuten  wollen,  aber  immerhin 
war  es  ungerechtfertigtes  Festhalten  an  einer  stylistischen  Wendung, 
welche  wir  schon  oben  (S.  294)  tadeln  mussten. 

Die  letzten  Worte  des  Briefes  forderten  abermals  Newton  in 
unzweideutigster  Weise  auf,  das  Wort  zn  ergreifen,  und  Sloane 
scheint  die  Aufforderung  nicht  für  unangemessen  gehalten  zu  haben. 
Der  Protokollauszug  fährt  nämlich  fort:  31,  Januar  1712,  Leibnizens 
Antwort  vom  29.  December  1711  wurde  verlesen  und  Newton 
übergeben.  Wozu  das  Letztere,  wenn  die  Meinung  nicht  war,  er 
solle  nun  seinerseits  das  Wort  ergreifen?  Aber  das  passte  ihm  nicht; 
Unter  dem  7.  Februar  heisst  es:  Da  der  Präsident  nicht  kam, 
wurde  über  Leibnizens  Brief  an  Doctor  Sloane  nicht  berichtet.  Daran 
schliesfit  sich  unmittelbar  der  Eintrag  vom  6.  März:  In  Folge  des 
Leibnizischen  Briefes  wurde  ein  Aussehuss  aus  den  Herren  Arbuthnot, 
Hill,  Halley,  Jones,  Machin  und  Burnet  gebildet,  um  die  Briefe  und 
"apiere,  welche  auf  den  Streit  sich  bezogen,  in  Augenschein  zu 
uehmen  und  einen  Bericht  für  die  Gesellschaft  anzufertigen.  Am 
^0.  März  wurde  der  Aussehuss  durch  Francis  Eobartes,  am  27.  März 


rea  hanc  rem  quicqumii  miiqiiam  deiractmii  t 
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durch  Bonet,  den  preussisehen  Minister,  am  17.  April  durch  De  Moivre, 
Ästou  und  Brook  Taylor  neu  verstärkt.  Am  24.  April  wurde  der 
Beriebt  des  Ausschusses  verlesen. 


95.  Kapitel. 
Der  Prioritätsstreit  seit  Aprii  1712. 

Es  ist  vor  allen  Dingen  nothwendig,  die  Person liehkeiteu  des 
Ausschusses  einer  kleinen  Prüfung  zu  unterwerfen,  da  das  Gewicht 
eines  Gutachtens  nicht  zum  geringsten  Theil  davon  abhängt,  wer  ts 
erstattet  hat. 

John  Arbuthnot^)  (lfi67 — 1735)  war  Schotte,  Arzt  der  Königin 
Anna.  Als  wissenschaftliches  Verdienst  wird  ihm  ein  Aufsatz  von 
1710  über  die  Ueberzahl  männlicher  Geburten  verglichen  mit  den 
weiblichen  nachgerühmt. 

Abraham  HiU^)  (16.^5  —  1721)  war  der  ehemalige  Schatz- 
meister der  Royal  Society. 

Eduard  Halley  war  der  berühmte  Astronom  und  Mathematiker, 
der  uns  wiederholt  begegnet  ist,  und  dessen  Arbeiten  mehrfach  (S.  84 
bis  86  und  S.  119—120)  an  die  von  Newton  anknüpften. 

William  Jones^)  (1675 — 1749)  war  erat  Kaufmann,  dann  Lehrer 
der  Mathematik  und  als  solcher  Verfasser  einer  Einleitung  in  die 
Mathematik  unter  dem  Titel  Synopsis  palmariorum  Matheseos  (170C>). 
In  diesem  Werke  ist  auf  S.  243,  263flgg.  vermuthlieh  zum  ersten 
Male  der  griechische  Buchstabe  sr  benutzt*),  um  die  Verhattnisszahl 
3,1415  . . .  des  Kreisumfaugs  znm  Kreisdnrchmesser  kurz  zu  bezeichnen. 
William  Jones  hatte  auch  soeben  1711  Newton's  Analysis  per  aequa- 
tiones  zum  Druck  befördert. 

John  Machin'')  (f  1751)  war  Professor  der  Astronomie  am 
Gresham  College  in  London.  Von  seiner  Berechnung  der  Zahl  :t 
mittelst  des  Unterschiedes  zweier  Reihen  wird  im  97.  Kapitel  die 
Rede  sein.  Hier  bemerken  wir  nur,  dass  sie  erstmalig  1706  in  der 
vorgenannten  Synopsis  von  Jones  ohne  Erläuterung,  wie  sie  gefunden 
worden  sei,  veröffentlicht  wurde.  Jedenfalls  müssen  also  persönliche 
i  zwischen  Machin  und  Jones  vorhanden  gewesen  sein. 


')  National Biography  11,^2— 66  (London  1886,  edited  by  Leslie  Stephen). 
')  ETienda  XXVI,  389—390  (London  1891,  edited  by  Leslie  Stephen  and 
Sidney  Lee).  =)  Ebenda  XXX,  172—173  {London  1892,  edited  bj  Sidnej 

Lee).  ')  W.  W.  Rouse  Bai!   in   Eneströms   SiUiotheca   mnthematica  1834 

pag.    106.  ")   Klügel,   Mathematisches  Wörterbuch  I,  657.    —   Poggeo- 

dorff  n,  6. 
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William  Burneti)  (1688—1729)  gehörte  einer  schottischen 
Familie  an.  Der  Vater,  Gilberfc  Biimet,  war  Bischoi'  von  Salisbury. 
WiUiam  war  Schüler  vou  Craig.  Wenn  seine  Ernennung  in  den 
akademischen  Auaschusa  schon  im  Alter  von  24  Jahren  erfolgte,  so 
fordert  doch  die  Gerechtigkeit  zu  sagen,  dass  er  damals  der  Royal 
Society  bereits  seit  4  Jahren,  seit  1708  angehörte.  Man  muss  also 
in  England  eine  grosse  Meinung  von  ihm  gehabt  haben.  Damit 
stimmt  überein,  dass  er  mit  Johann  Bernoulli  in  Briefwechsel  stand. 
Wirkliche  Leistungen  Bumet's  sind  nicht  bekannt. 

Das  waren  die  zuerst  ernannten  Ausschussraitglieder.  Sehen  wir 
zu,  aus  welchen  Persönlichkeiten  die  Verstärkung  bestand. 

Francis  Robartes  wird  in  einer  im  Jahre  1711  ihm  von 
De  Moivre  gewidmeten  Abhandlung^)  als  mathemaUcarwm  scientiarwn 
fautor  summus  angeredet,  aber  ein  Gönner  der  mathematischen  Wissen- 
sobüften  ist  noch  kein  Mathematiker. 

Bonet  wird  im  Protokolle  als  preussischer  Minister  bezeichnet. 
Es  ist  uns  nicht  gelungen,  in  irgend  einem  Sammelwerke  über  seine 
Persönlichkeit  die  geringste  Aufklärung  zu  finden,  was  nicht  gerade 
für  eine  hohe  Bedeutung  des  Mannes  spricht.  Daneben  darf  wobl 
darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  Leibni/.  seit  der  Neu- 
einrichtung und  gewissermassen  zweiten  Gründung  der  Berliner 
Akademie  alles  eher  als  eine  am  preussischeii  Hofe  beliebte  Persön- 
lichkeit war. 

Abraham  de  Moivre  war  jener  in  jungen  Jahren  aus  Prank- 
reich eingewanderte  Mathematiker  (S.  86—88),  welchen  man  fast  als 
einen  Schüler  Newtons  bezeichnen  darf. 

Aston')  war  Secretar  der  Royal  Society  und  wurde  am  30.  No- 
vember 1685  neuerdings  dazu  erwählt,  erkürte  aber  am  9.  Dezember 
plötzLcb  und  in  leidenschaftlicher  Weise,  er  lege  das  Amt  nieder. 
Am  30.  November  1699  wurde  er  gleichzeitig  mit  Flamsteed  und 
Newton  in  den  geschäfteleitenden  Ausschuss  der  Royal  Society  ge- 
wühlt. Im  Jahre  1715  vermachte  er  der  Gesellschaft  Land,  Bücher 
und  Geld  im  Gesammtbetrage  von  445  Pfund  Sterling.  Daas  Aston 
etwas  Wissenschaftliches  geleistet  hätte,  wird  nicht  erzählt, 

')  Natimal  Biography  VD  (London  1886,  edited  by  Leslie  Stephen).  — 
De  Morgan  im  Philosopkical  Magazine,  i.  Ser.,  IV,  325  Nota  (1852).  — 
**.  Eneatröm,  Sur  wm  point  de  la  qiterelle  au  sjy'et  de  J'invenlion  du  calcul 
infmit^aimal  in    der   Biblioikeca   mathematica    1898,    S.   60  —  52.  *)   P.    T. 

XXVn,  213.  ')  Ch.  Eich.  Weld,  Hislwy  of  the  Royal  Society  wißt  menmrs 

«f  the  Presidents  (London  1848)  I,  302  —  303  und  I,  438.  —  Edleaton,  Corre- 
rnndence  of  Sir  Isaac  Nmdon  attd  Pro/essor  Vaies  pag.  XXXVI  und  LXIX 
Note  136. 
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Brook  Taylor  endlich  wird  uns  im  97.  und  im  100,  Kapitel 
als  ganz  hervorragender  mathematischer  Schriftstöller  bekannt  werden. 

De  Moivre  und  Taylor  wird  man  als  zur  Ausschmückung  in 
den  Aussehuss  gewählt  betrachten  müssen,  denn  da  acht  Tage  nach 
ihrer  Zuziehung  der  Berieht  des  Ausschusses  schon  verlesen  wurde, 
können  sie  unmöglich  starken  Antheil  an  den  zur  Herstellung  des- 
selben nöthigen  Arbeiten  genommen  haben.  Ausser  ihnen  waren  nur 
Halley,  Machin  und  allenfalls  Jones,  vielleicht  auch  Bnrnet,  in 
der  Lage,  über  den  Infinit  es  imalcaleül  in  irgend  einer  Beziehung  mit- 
reden zu  können,  Jones  namentlich  in  seiner  Eigenschaft  als  erster 
Besitzer  der  von  CoUins  seiner  Zeit  hinterlassenen  Papiere^). 
Arbuthnot,  Hill,  Robartes,  Bonet,  Aston,  also  etwa  die  Hälfte 
der  Ausschussmitglieder,  mussten  nach  Lage  der  Dinge  ihr  Urtheil 
über  von  ihnen  nicht  Verstandenes  abgeben. 

Der  in  englischer  Sprache  abgefasste  Bericht  schloas  mit  den 
Worten^):  Aus  diesen  Gründen  erachten  wir  Herrn  Newton  als  den 
ersten  Erfinder,  und  wir  sind  der  Meinung,  dass  Herr  Keill,  indem  er 
(las  Gleiche  behauptete,  keineswegs  Herrn  Leibniz  gekränkt  hat.  Wir 
unterbreiten  dem  Urtheile  der  Gesellschaft,  ob  die  Auszüge  aus  Briefen 
und  Aufsätzen,  welche  wir  ihr  jetzt  vorlegen,  zusammen  mit  den 
Dingen  ähnliehen  Inhaltes  im  IH.  Bande  von  Wallis'  Werken  nicht 
eine  Veröffentlichung  verdienen. 

Darauf  entschied  sich  die  Gesellschaft*)  dahin,  den  Druck  der 
Papiere  und  des  Sitzungsbeschlusses  vollziehen  zu  lassen,  sowie  auch 
solcher  Schriftstücke,  welche  in  den  Acta  Eruditorum  sich  vor- 
finden und  geeignet  erscheinen,  Licht  über  die  Angelegenheit  zu  ver- 
breiten. Nachdem  die  Gesellschaft  den  Druck  der  Papiere  zum  Be- 
schlüsse erhoben  hatte,  hat  sie  auch  am  29.  Januar  1713,  wie  ein 
weiterer  Protokollauszug  mittheilt,  durch  Stimmenmehrheit  die  Druck- 
kosten übernommen*),  welche  am  11.  Juni  mit  22'^  Pfund  Sterling 
ausbezahlt  wurden.  Sie  hat  dagegen  über  den  Satz,  dass  Newton 
erster  Erfinder  sei  und  Keill   folglich   sich  gegen  Leibniz   nicht  ver- 

')  De  Morgan  iu  dem  Phüosophical  Magazine  Ser.  i,  Vol,  IV  (Julj-Decem- 
ber  1852)  pag.  322  Note  *.  ')  For  which  Heasom  we  reckon  Mr.  Nemton  the 

ßrst  Ifwenfor;  and  are  of  Opinion,  that  Mr.  Keill,  in  asserting  the  mme,  has  been 
no  -mays  ir^urious  to  Mr.  LeihniU.  And  we  sttbmit  to  the  Judgment  of  the  Society, 
wheÜKr  the  EMract  of  Letters  and  Papers  noto  presettted  to  you,  together  viith 
ivhat  is  extant  to  the  Same  purpose  in  Dr.  Wallis'  III  Volume  may  not  äeseree 
to  be  maäe  Pvhlick  {CommeTC.  epistol.  pag.  184).  ')  Societas  Begia  eollecttonem 

Epistolartim  et  MSS''»'''«'  et  Sentenliam  Gonsensus  tmprimi  jfissit;  ut  et  quicqmii 
ar^Utts  ad  hone  Historiam  elueidendam  idomum  in  Actis  Bntditorum  ocwrei'et. 
')  Jan.  29:  /(  was  ordered  hy  baUoting  that  tlie  Treaswer  pay  the  Chargen  of 
printmg  the  Cominereium  Epistolicitm. 
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gangen  habe,  weder  bejahend  noch  vemeioend  eine  Entscheidimg  ge- 
troffen. Noch  war  also  das  Commerniim  JSpi>iiolicum ,  wie  man  das 
Bäiidchen  zu  nennen  pflegt,  welches  unter  Leitung  TOn  Halley,  Jones 
and  Machin  gedruckt,  wurde,  und  dessen  eisten  Abzöge  am  8.  Januar 
1713  als  fertiggestellt  vorgelegt  weiden  konnten,  kein  Urtheil.  Es 
war  nur  eine  Anklageschrift,  wie  man  sie  von  den  Mitgliedern  des 
Unt ersuch ungsaussehusses  erwarten  konnte,  vielleicht  erwarten  musste. 
Pflicht  der  Royal  Society  wäre  e^  nun  nach  unserer  Rechtsansehauung 
gewesen,  den  allerersten  Abzug  des  Commercium  Epistolicum  sofort 
an  Leibniz  zu  schicken  und  ihn  aufzufordern,  der  Anklage  zu  be- 
gegnen.    So  handelte  die  Gesellschaft  abei  leider  nicht. 

Exemplare  wurden  an  Gelehrte  m  den  verschiedensten  Ländern 
veiTSchickt.  Für  Frankreich  wai  em  Abbe  Bignon  in  Paris,  wie 
Johann  BernouUi  am  7.  Juni  1713  berichtete'),  für  Deutschland  ein 
Arzt  Abraham  Vater  der  jängere  in  Wittenberg,  wie  Christian 
Wolf  am  1.  Juli  1713  schrieb^),  Mittelperson  der  Versendung.  In 
Frankreich,  Italien,  Holland,  Deutschland,  schrieb  Wolf  an  Leibniz  in 
einem  weiteren  Briefe^  vom  6.  Februar  1714,  werden  Exemplare  mit 
der  Aufschrift  als  Geschenk  der  Eojal  Society  vertheilt.  Wer  der 
Gesellschaft  irgend  bekannt  war,  dessen  Name  wurde  auf  eines  der 
Bücher  geschrieben.  In  Frankreich  sind  unter  die  einzeln  genannten 
Mitglieder  der  Aeademie  des  Sciences  Exemplare  als  Geschenk  der 
Royal  Society  vertheilt  worden,  und  ich  selbst  erhielt  eines,  auf 
welchem  mein  Narae  steht.  Ich  habe  auch  ein  Euer  Hoch  wohl  geboren 
KU  übergebendes  Exemplar,  welches  ich  von  Herrn  Vater  erhielt,  dem 
der  Auftrag  geworden  ist,  den  deutschen  Mathematikern  die  Büchel- 
chen auszuth  eilen. 

Und  mit  dieser  Art  der  Verbreitung  begnügte  man  sich  nicht.  Der 
oft  von  uns  benutzte  Protokollauszng  beweist,  dasa  am  17.  Juni  1714, 
ein  Datum,  auf  welches  wir  zurückkommen  werden,  25  Exemplare 
von  Geselischafts  wegen  einem  holländischen  Buchhändler  zu  3  Shilling 
das  Stück  überlassen  wurden,  und  in  der  Sitzung,  deren  Aufzeichnung 
wir  dieses  entnehmen,  führte  Newton  den  Vorsitz. 

Aber  wir  müssen  den  Inhalt  des  Commercium  Epistolicum  genauer 
schildern,  nachdem  von  seiner  Verbr ei tungs weise  die  Rede  war.  Eine 
Anklageschrift  haben  wir  das  kleine  Buch  weiter  oben  genannt,  und 
wir  können  hinzufügen,  es  war  eine  Anklageschrift  so  fein,  so  schlau, 
so  giftig,  wie  wohl  kaum  je  eine  zweite  abgefasat  wurde.  Es  kam 
darauf  an,   Newtons  Verdienste   in  glänzendstes  Licht  zu  setzen.     Ea 

')  Leibniz  III,  909.  ')  Ebenda,  Supplementbiind  zum  niathematiaohen 

Briefwechsel  151,  ")  mienda  157. 
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kam  aber  auch  darauf  an,  Leibniz  des  geistigen  Diebstahls  zu  be- 
schuldigen, und  zu  diesem  Zwecke  musste  Dieser  als  Gewohnheitsdieb 
erscheinen. 

Das  Commercium  Epistolieum  beginnt  mit  Briefen  Barrows, 
welche  sich  auf  die  Änalysis  per  aequationes  beziehen,  und  an  welche 
diese  Abhandlung  sich  onschliesst,  wiewohl  sie  1711  schon  durch 
Jones  im  Drucke  herausgegeben  war.  Dann  kommen  Briefe,  welche 
1671  und  1672  zwischen  Collina  und  James  Gregory  gewechselt 
worden  waren,  und  in  welchen  von  den  Reihen  die  Rede  ist,  welche 
Newton  in  der  Änalysis  per  aequationes  angab  (S.  73 — 74),  sowie  von 
Gregorys  Arcustangensreihe  (S.  75).  Der  erste  Leibnizisehe  Brief, 
welcher  abgedruckt  ist,  ist  der  am  3.  Februar  1673  an  Oldenburg 
gerichtete,  den  Leibniz  (S.  76)  in  London  selbst  an  dem  Tage  schrieb, 
an  welchem  er  mit  Pell  das  Gespräch  über  die  erzeugenden  Diiferenzen 
geführt  hatte.  Hier  beginnen  die  eigentlichen  Verdächtigungen  sich 
vorzubereiten,  denn  später  heisst  es,  Leibniz  habe  allerdings  in  früher 
Zeit  sich  mit  Differenzen  beschäftigt,  aber  das  seien  die  von  Mouton 
entnommenen  gewesen,  die  mit  dem  Infinitesimalcalcül  nichts  zu  thun 
haben,  und  das  bilde  zugleich  Leibnizens  ersten  Diebstahl.  Der 
zweite  Diebstahl  soll  der  der  Reihe  für  --  sein,  der  an  Gregory  be- 
gangen wurde.  Als  Beweisstücke  dienen  die  von  uns  schon  als  ab- 
gedruckt bezeichneten  Briefe  zwischen  Collins  und  Gregory  und  späte 
Briefe  von  1675,  welche  Leibniz  mit  Oldenburg  Über  die  angeb- 
lich von  Ersterem  erfundene  Reihe  für  —  wechselte,  eine  falsche  An- 
gabe, weil  Leibniz  jene  Reihe  aus  den  ihm  zugeschickten  Briefe 
Gregorys  an  Oollins  kannte. 

Diese  letztere  Behauptung  bedurfte  nun  des  strengen  Beweises, 
um  als  Thataache  gelten  zu  können,  und  das  Commercium  Epistolieum 
suchte  den  Beweis  durch  ein  weiteres  Schriftstück,  einen  Brief  von 
Collins  an  Oldenbui^^),  zu  liefern.  Collins  sagt  darin,  er  wolle,  da 
Leibniz  und  andere  Mitglieder  der  Pariser  Academie  des  Sciences 
darauf  dringen,  von  Gregorys,  seines  verstorbenen  Freundes,  Leistungen 
unterrichtet  zu  sein,  die  wichtigsten  Dinge  zusammenstellen,  die  m 
dessen  Briefen  vorkamen;  Oldenburg  solle  die  Sammlung  Leibniz  mit 
theilen,  der  sie  aber  nach  Kenntnissnahme  zurückgeben  müsse  In 
der  Sammlung  selbst,  heisst  es  weiter,  befand  sich  dei  Gregoiy-the 
Brief  mit  der  Arcustangensieihe,  befand  sich  auch  Newtons  Tan- 
gentenbrief an  CoUins  (S  167  und  180).  Die  erste  hier  auf- 
zuwerfende Frage,  wann  Collins  die  Sammlung  an  Oldenburg  schickte, 


')  Commerc.  epistoL  pag.  lüQ, 
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ist  nicht  genau  zu  beantworten,  da  der  erwähnte  Begleitbrief  kein 
Datum  trägt.  Dagegen  ist  ein  datirter  Brief  vom  11.  August  1676 
von  CoUina  an  DaTid  Gregory  den  älteren,  Bruder  des  verstorbenen 
.Tames  Gregory,  vorbanden').  Hier  sagt  Coüins,  er  babe  aus  des 
Freundes  Papieren  eine  kleine  Geacbiebte,  bistoriolam,  zusammen- 
gestellt, damit  sie  in  den  Schränken  der  lloyal  Society  aufbewahrt 
werde  und  auch  den  französischen  Mathematikern  mitgetheilt  werden 
könne.  Damit  ist  offenbar  jene  Sammlung  gemeint,  welche  deshalb 
in  der  Regel  kurzweg  die  Historiola  heisst,  und  für  deren  Vollendung 
der  11.  August  1(j76  einen  Endtermin  darstellt.  Die  zweite  Frage, 
welche  sich  aufdrängt,  ist  die,  ob  Oldenburg  seinem  Auftrage  auch 
nachgekommen  ist?  Hat  Leibniz,  um  uns  schärfer  auszudrücken,  die 
Historiola  auch  wirklieh  zu  Gesicht  bekommen?  Das  Commercium 
Epistolicum  von  1712  nimmt  es  stillschweigend  an.  Wir  werden 
unsererseits  der  Frage  am  Schlüsse  dieses  Kapitels  näher  treten.   ■ 

Nun  kommen  in  dem  Commercium  Epistolicum  die  1676  und 
J677  von  Newton  und  Leibni«  gewechselten  Briefe,  wie  sie  im 
III.  Bande  von  Wallis'  Werken  zum  Abdruck  gekommen  waren,  also 
ohne  das  Wort  hodie  in  der  Anfangszeile  des  Leibnizisehen  Briefes 
vom  21.  Juni  1677.  Auch  der  Brief  von  CoUins  an  Newton  vom 
5.  März  1677  ist  aufgenommen,  als  dessen  Nachschrift  die  Bemerkung 
erscheint,  Newtons  zweiter  Brief  vrerde  vermuthlich  in  der  nächsten 
Woche  nach  Hannover  abgehen  (S.  303).  Was  weiter  folgt,  ist  eine 
kurze  Zwischen  erzähl  ung^),  auf  die  wir  sogleich  zurückkommen,  sind 
Briefe  und  Auszüge  aus  gedruckten  Abhandlungen  aus  der  Zeit  von 
1695  bis  unmittelbar  vor  dem  Drucke  des  Commercium  Epistolicum 
und  zum  Schlüsse  das  Urtheil  des  Prüfungsausschusses. 

Wenn  wir  die  wesentlichen  Stücke,  die  im  Commercium  Episto- 
iicum  abgedruckt  sind,  nannten,  so  haben  wir  einen  Bestandtheil  noch 
nicht  erwähnt,  das  sind  die  fast  auf  jeder  Seite  beigefügten  Fuss- 
uoteu.  In  ihnen  ist  jede  erläuterte  Stelle  von  dem  Standpunkte  aus 
l>esprocheu,  als  wäre  der  Beweis  von  Leibnizens  Schuld  nicht  erst  zu 
führen,  sondern  bereits  geliefert.  Jede  von  Leibniz  gebrauchte  Rede- 
wendung, welche  gegen  das  zu  Beweisende  zu  benutzen  wäre,  gilt 
demnach  nur  als  weitere  Probe  seiner  Verlogenheit  und  Verderbtheit. 
Man  kann  deshalb  getrost  die  Anmerkungen  das  Giftigste  an  der 
ganzen  Veröffentlichung  nennen. 

Und  noch  Eines  müssen  wir  hervorheben.  Diejenigen  Briefe, 
Welche  nur  als  Belege  zweiten  Ranges  aufgenommen  sind,  erscheinen 
nicht  in   ihrem   ganzen  Wortlaute,    sondern   auszugsweise.      Dagegen 

')  Commerc.  epistot.  pag.  101.  ')  Ebenda  pag.  157, 
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wäre  bei  unparteiisch  angefertigten  Auszügen  nichts  einzuwenden, 
woh!  aber  dagegen,  dass  die  Auszüge  wiederum  niir  zu  Gunsten  der 
vorgefaasten  Meinung  von  Leibnizens  Schuld  hergestellt  erscheinen, 
dasa  sie  jeden  Satz  beseitigen,  der  für  Leibniz  und  seine  Unbefangen- 
heit spräche '). 

Wer  war  der  Verfasser  der  Anmerkungen  und  der  zwischen  die 
abgedruckten  Briefe  eingestreuten  Stellen  fortlaufender  Erzählung? 
Ob  ein  Verfasser  für  Alles  verantwortlich  zu  machen  ist,  wissen  wir 
nicht  zu  sagen,  aber  in  Bezug  auf  eine  Stelle  der  Zwischen  er  Zählung, 
auf  welche  zurückzukommen  wir  oben  zusagten,  lässt  der  Beweis 
sieh  liefern,  dass  sie  aus  Newtons  Feder  stammt^).  Newton 
hat  eine  Kritik  der  in  den  A.  E.  von  1689  gedruckten  Aufsätze  Leib- 
nizens über  die  Mechanik  des  Himmels  verfasst,  wenn  auch  nicht 
veröffentlicht.  Sie  ist  handschriftlich  noch  vorhanden.  Ihre  Änfangs- 
worte  sind  von  Newton  viermal  anders  gefasst.  In  der  letzten  Fassung 
heissen  dieselben  wie  folgt'):  Gegen  Ende  des  Jahres  1683  schickte 
Newton  die  wichtigsten  Sätze,  die  in  den  Principiis  }natkematwis  phih- 
sophiae  vorkommen,  nach  London;  sie  wurden  alsbald  der  Royal 
Society  mitgetheilfc,  und  im  Jahre  1686  wurde  jenes  Buch  der  Ge 
Seilschaft  zum  Drucke  zugeschickt;  im  folgenden  Jahre  erschien  es. 
Dieselben  Worte  in  buchstäblicher  Uebereinstimmung  fin- 
den sich  in  der  Zwischenerzählung  des  Commercium  Episto- 
licum.  —  Das  kann  kein  Zufall  sein.  Sind  auch  die  betreffenden 
Worte  durchaus  unschuldig  und  enthalten  sie  nicht  den  kleinsten 
giftigen  Stachel,  so  zeigen  sie  eben  doch,  dass  Newton  Mitarbeiter 
am  Commercium  Epistolicum  war.  Wie  weit  seine  Mitarbeit 
sich  erstreckte,  ob  er  auch  sonst  den  Wortlaut  beeinflusate,  ob  er 
nur  in  dem  Sinne  sich  betheiligte,  in  welchem  wir  ihn  (S.  302)  als 
Mitarbeiter  Keills  kennen  gelernt  haben,  dadurch  nämlich,  dass  er 
den  eigentlichen  Redactoren  zur  Verfügung  stellte,  was  er  an  ver- 
wendbaren Stücken  auch  ans  eigener  Feder  besass,  das  wird  vermuth- 
lich  ein  ungelöstes  Rätsel  bleiben. 

Wir  kommen  in  unserer  Erzählung  nun  wieder  an  den  Zeit- 
punkt, zu  welchem  das  Commercium  Epistolicum  fertig  gedruckt  war 
und  zur  Verbreitung  gelangte.     Noch   bevor  Leibniz,    der  sich  vom 

')  Herr  Lefort  hat  dieaes  m  mpiupi  \on  una  iberall  angeführten  Lr  f J 
sehen  Auagabe  des  Convniercmm  EpitliliCMW,  an  adhlreiehen  fetellen  nachgewiesen 
■)  EdleHton,  Correspondenct  of  in  Jsaac  Newtfm  and  Professor  Cotes  pag  301 
bis  308.  =)  Anno  1633  ad  fimm  vergetUe  Newtonas  proposütmes  pnnetpales 

eamm  guae  in  Phiiosophtae  Pnnciptis  MaihematKis  habentw  Lt/ndmum  n  's»' 
eaedemque  cum  SodetaU  Segia  nox  commwnicatae  sunt  cmnoque  1086  T'be>  iWe 
ail  Soektateni  missua  est  ut  tm^^meretw   et  proximo  anno  lucem  vtdit 
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December  1T12  bis  z^im  September  1714  in  Wien  aufhielt*),  auch 
nnr  von  dem  Erscheinen  des  Buches  Kenntniss  erhalten  hatte,  brachte 
eine  im  Haag  erscheinende  Zeitschrift,  Journal  Utä-aire^),  in  seiner 
Nummer  für  Mai  und  Juni  1713  einen  Londoner  Brief.  Er  wusste 
KU  melden,  dass  das  Commercium  Epistolicum  die  Presse  verlassen 
habe,  gab  eine  rasche  Uebersieht  der  Streitpunkte,  dann  einen  Ab- 
druck des  Schlussberiehtes  des  Prüfungsausschusses  der  Royal  Society, 
eines  Berichtes,  den  man  als  das  Urtheil  der  Gesellschaft  anzusehen 
habe^).  Das  war  ungefähr  die  Zeit,  zu  welcher  (S.  67)  Johaun 
BemouUi  am  29.  Juli  1713  den  politischen  Hintergrund  des  Streites 
witterte,  welcher  sicherlich  wenigstens  so  weit  vorhanden  war,  als 
man  in  England  mehr  und  mehr  geneigt  wurde,  dem  politischen 
Gegner  jede  Schlechtigkeit  zuzutrauen  und  jeden  Schritt  gegen  ihn 
für  erlaubt  zu  halten.  Diese  Stimmung  hielt  auch  im  folgenden 
Jahre  noch  an.  Am  20.  April  1714  schrieb  Wolf  an  Leibniz*),  die 
Heransgeber  des  Journal  literaire  theilten  ihm  mit,  die  Engländer 
behandelten  die  Streitfrage  nicht  als  eine  solche  zwischen  einem 
Engländer  und  einem  Deutschen,  sondern  als  Streit  zwischen  Eng- 
land und  Deutsehland. 

An  demselben  Tage  des  29.  Juli  1713,  an  welchem  Johann  Ber- 
noulh  die  soeben  von  uns  wiederholt  hervorgehobene  Bemerkung 
nie derseb rieb,  gab  Leibniz  die  erste  öfFentlicbe  Antwort  auf  das 
Commercium  Epistolicum.  Er  schickte  die  unterschriftlose  Erwide- 
rung in  lateinischer  Sprache  an  Christian  Wolf*),  damit  derselbe  sie 
als  Flugblatt  drucken  lasse,  und  wie  die  meisten  Schriftstücke  in 
dem  lüisslichen  Streite  ihren  besonderen  Namen  erhalten  haben,  so 
führt  man  dieses  meistens  als  das  Flugblatt  von  1713  an.  Später 
Hess  Leibniz  wieder  ohne  Unterschrift  und  abermals  durch  Wolfs 
Vermitteln ng  einen  französischen  Brief  an  das  Journal  literaire 
schicken'),  der  in  der  Nummer  für  November  und  December  1713  ab- 
gedruckt ist.  Auch  eine  deutsche  Fassung  ist  vorhanden,  welche  in 
Deutschland  erschien.  Sämmtlichen  Entgegnungen  kann  man  eine 
J?e wisse  Grobheit  nicht  absprechen.  Am  wenigsten  zeigt  dies  der 
französische  Wortlaut,  da  die  Leitung  des  Journal  lit«raire  Milde- 
rungen anbrachte. 

Das  Flugblatt  enthielt  als  einen  wesentlichen  Bestandtheil  ein 
linichstBck  eines  Briefes''),  in  welchem  ein  Mathematiker  ersten  Hanges 

^)  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XVni,  202.  *)  Das  Journal  lit^aire 
TEchien  von  1713  bis  1737.  ^  On  doit  regmder  ce  j-n^j^wri  cmnme  U  Jugement  de 
'«  BocUU  {Oommerc.  epistol.  pag.  230).  ')  L  e  i  b  ni  z ,  Supplementband  au  dem  mathe- 
watiachen  Bdefwechael  S.  168.  ")  Kbenda  S.  57  (Wolfs  Brief  vom,  20.  April  1714). 
')  Ebenda  S.  1&5.        ')  Leibnii  V,  4J1— 413  zu  vergleichen  mit  HI,  910-911, 


y  Google 


314  95-  Kapitel. 

unter  dem  7.  Juni  1713  seine  Aaaiclit  über  den  Streit  geäussert 
habe.  Diese  Ansicht  geht  aber  dahin,  daas  Newton  in  früher  Zeit 
die  Reihenlehre  zwar  ungemein  gefördert  habe,  an  die  Flusions- 
rechnung  aber  damals  nicht  im  Traume  gedacht  habe  und  ebenso- 
wenig daran,  sie  auf  allgemeine  analytische  Operationen  zurückzu- 
führen, welche  ähnliche  Dienste  leisten  wie  der  Algorithmus  und  die 
Regeln  der  Arithmetik  und  der  Algebra').  Er  habe  dafür  zwei 
Gründe:  den  ersten,  dass  punktirte  Buchstaben  weder  in  den  Briefen, 
noch  in  den  Principien  Newtons  je  vorkomoien,  den  zweiten,  dass 
Newton,  wie  „ein  hervorragender  Mathematilcer"  bereits  bemerkte, 
lange  Zeit  die  höheren  Differentiationen  nicht  verstanden  habe.  Dieser 
Ansicht  achliesae  —  so  erklärt  das  Fhigblatt,  welches  dadurch  ge 
wissermassen  eine  Unterschrift  erhält  —  Leibniz  sich  an.  In  seiner 
Unbefangenheit  habe  er  lange  geglaubt  und  deshalb  auch  geschrieben, 
Newton  besitze  etwas,  was  der  Differentialrechnung  ähnlich  aei,  eigen- 
thümljch  und  durch  eigene  Erfindung;  aber  nachdem  er  sehe,  wie 
man  jetzt  von  England  aus  sich  nicht  damit  begnüge,  Newton  als 
Miterfinder  zu  nennen,  sondern  ihn  selbst  von  der  Erfindung  aus- 
schliessen  wolle,  nachdem  er  sehe,  dass  Newton  dieses  Märchen  unter- 
stütze, beginne  er  Argwohn  zu  fassen,  die  Fluxionsrechnung  sei  in 
Nachahmung  der  Differentialrechnung  gebildet  worden^). 

In  der  französischen  Erwiderung')  kommt  am  Schlüsse  der 
gleiche  Vorwurf,  gestützt  auf  das  Gutachten  eines  berühmten  Mathe- 
matikers, während  am  Anfang  Gewicht  auf  den  Umstand  gelegt  wird, 
dass  früher  Newton  niemals  Leibniz  den  Ruhm  selbständiger  Erfin- 
dung der  Differentialrechnung  bestritten  habe,  sowie  auf  den  weiteren 
Umstand,  dass  Leibniz  der  Royal  Society  niemals  seine  eigene  Auf- 
fassung der  Sache  mitgetheilt  habe;  die  Gesellschaft  sei  somit  nicht 
in  der  Lage  gewesen.  Gründe  und  Gegengründe  zu  vergleichen  und 
ein  Urtheil  zu  fällen*). 

Wir  müssen  noch  bei  dem  in  das  Flugblatt  von  1713  aufgenom- 
menen Briefe  verweilen.  Seit  1745  weiss  man  mit  aller  Bestimmtheit, 
was  man  früher  nur  vermuthete,  dass  die  Einschaltung  ein  Bruch- 
stück eines  langen  Briefes  Johann  Bernoullis  ist.  Damals,  also 
zu  Lebzeiten  Johann  Bernoullis  und  mit  dessen  Einverständnisse,  ist 
sein   mit  Leibniz    geführter   Briefwechsel   gedruckt    worden,   und   in 


')  iVec,  Credo  tone  temporix  ml  somniamt  adhac  de  Caleulo  suo  fitis 
et  fluenUum,  vel  de  reductione  yus  ad  generales  operationes  Analyiieas,  od  instar 
Algorifhmi  vel  Begwiarum  Ärithmeticamm  et  Algebraieamm  inservirntes.  *)  mspi- 
cari  coepit,  Calculum  fiuxionum  ad  imitationem  CältMli  d^erentialis  formatwn 
fuisse.  =)  Leibniz  V,  414—416,  *)  Aimi  la  Sodite  n'a  point  jw  examiwr 
les  Raisotis  de  pari  et  d'uutre  pour  prononcer  la  dessus. 
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diesem  fand  sieh  die  ganze  Stelle  mit  EinschlusH  eines  letzten 
Satzes^):  Bitte  benutzen  Sie,  was  ich  hier  schreibe,  in  richtiger 
Weise  und  ohne  mich  mit  Newton  und  seinen  Landsleuten  zu  ver- 
feinden, denn  ich  möchte  in  diese  Streitigkeiten  nicht  hineingemengt 
werden.  Leibniz  kümmerte  sich  allerdings  nicht  um  den  ausge- 
sprochenen Wunsch.  Er  Hess  das  Bruchstück  als  von  Johann  Ber- 
nouUi  herrührend  in  den  Nouveües  literaires'^)  vom  28.  December  1715 
p^.  414  abdrucken,  und  auch  in  zwei  Brieten,  dem  einen  an  die 
Gräfin  Kielmansegge,  dem  anderen  an  Graf  Bothmer,  beide  an- 
gesehene Persönlichkeiten  am  englisch-hannovrisehen  Hofe,  hat  Leibniz 
den  Brief  schreib  er  ausdrücklich  genannt.  Wie  wenig  aber  diese  das 
Geheimniss  bewahrten,  das  ihnen  übrigens  nicht  als  solches  anver- 
traut war,  geht  aus  dem  Abdrucke  der  Leibnizischen  Briefe  in  einer 
1720  herausgegebenen  Sammlung  hervor.  Pierre  Des  Maizeaux^) 
(1672  oder  1673 — 174-^)  war  der  Sohn  eines  in  Folge  der  Aufhebung 
des  Edictes  von  Nantes  nach  der  Schweiz  ausgewanderten  franzö- 
sischen Protestanten.  Er  kam  1699  in  ziemlich  ärmlichen  Verhält- 
nissen nach  England,  wurde  am  10.  November  1720  zum  Mitgliede 
der  Royal  Society  gewählt  und  1722  königlicher  .Kammerherr.  Mit 
der  Jahreszahl  1720,  aber  thatsaehlich  etwas  früher,  da  die  Vorrede 
vom  27.  October  1719  ist,  gab  Des  Maizeaux  eine  zweibändige  Samm- 
lung damals  noch  nicht  an  die  Oeflentlichkeit  gelangter  Briefe  u.  s.  w. 
unter  dem  Titel  Recudl  de  diverses  piecett  sm»  la  philosophie,  la  reli- 
f/ion  naturelle,  l'histoire,  les  mathetiiat^ques  ii4  pm  Mrs.  Leibniz,  Clarhe, 
JS'ewton  et  aufyvs  Autheurs  celehrei^  heraus  Die  beiden  Ernennungen, 
von  welchen  wir  erzählten,  beweisen,  dass  das  Rccueü  Des  Maiseaux, 
wie  die  Sammlung  meistens  genannt  wird,  ihrem  Herausgeber  weder 
bei  der  Royal  Society  noch  bei  Hofe  geschadet  bat.  Eher  liesse  sieh 
auf  das  Gegentheil  schliessen,  und  wenigstens  für  die  Royal  Society 
kann  die  Thatsache  als  Bestätigung  dienen,  dass  die  Sammlung  Hans 
Sloane  zugeeignet  ist.  In  ihr  sind  aber  die  beiden  genannten  Briefe 
veröffentlicht*),  allerdings  sehr  unbequem  für  Johann  Bernoulli,  der 
noch  am  5.  Juli  171.9  die  Versicherung  gegeben  hatte,  man  werfe 
ihm  mit  Unrecht  jene  Aeusserungen  vor^). 

')  Rogo  toi,,  itt  quae  htc  satbo,  jh.  rede  ularis,  negue  me  commütas  miin 
^fitioHO  ^nsqite  poptilai  ibtts ,    twftem  entm   tmmibcan  hisee   Utibus.  *)  Die 

Nouvelles  htcraites  nicht  zu  lerwechseln  nut  dem  Jm*mal  Hteraire,  erschienen 
we  jenes  im  Haag  1686  bis  1720  '0  Nattotuil  Bütgraphy  XIV,  406—407 

Itondon  188»    edited  by  LeeliP  btephen)  *)  Becueil  Des  Maizeaux  H, 

36  lind  44  Ebenda,  Vorrede  zum  I  Bande  pag  XLVin  und  II,  37  Note  ist 
^om  Abdrucke  des  BernoulliEchen  Bnefee  m  den  NoaveÜes  literaires  die  Rede, 
1  Brewater,  Memotn  of  ike    h/e  of  YewUtti  (London  18Ö4)  II,  603. 

^o'l   Giesel  Delitzscher  fechulprogramm  tur  l%6,  =^  20  Note  76. 
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Johann  BernouUi  also  war  es,  der  Newton  nicht  bloss  das  Er- 
finderrecht absprach,  der  ihn  auch  beschuldigte,  die  höhere  Differen- 
tiation nicht  verstanden  zu  haben,  wie  langst  gezeigt  sei.  Er  spielte 
damit  auf  die  Abhandlungen  der  Pariser  Academie  des  Sciences  für 
1711  an.  Dort  hatte  Johann  Bernoulli  einen  Aufsatz  über  die  Be- 
wegung schwerer  Körper  -veröffentlicht,  und  sein  Neffe  Nicolaus  I. 
Bernoulli  hatte  einen  Zusatz  beigefügt^),  in  welchem  der  Vorwurf 
mangelnden  Verständnisses  der  höheren  Differentiation  begründet  wnr, 
Newton  glaube,  wenn 

(.+.).-..-„.-..+^^i^.--'.'+"(i=igp5,.-.„.+^.. 

so  seien  die  einzelnen  Glieder  (abgesehen  von  den  Faetoreu  o)  die 
aufeinanderfolgenden  Differentiale  von  z".  Das  sei  wahr  für  das  erste 
Glied,  aber  nicht  für  die  Folgeglieder.  Newton  habe  überdies  den 
Irrthum  zweimal  begangen,  zuerst  in  den  Principien,  dann  in  der 
Quadratnra  Curvarum.  Später  wiederholte  Johann  Bernoulli  in 
einem  Aufsatze  in  den  A.  B.  von  1713  den  Vorwurf^)  mit  der  Be- 
merkung, Nicolaus  Bernoulli,  der  erat  jüngst  in  England  gewesen 
sei,  habe  Newton  auf  den  Fehler  aufmerksam  gemacht,  und  Newton 
beabsichtige,  wie  er  höre,  in  der  grade  im  Drucke  befindlichen 
zweiten  Auflage  der  Principien  die  Stelle  mittelst  eines  Cartons  zu 
ändern.  Das  ist  allerdings  nicht  geschehen.  Newton  hielt  vielmehr 
in  Briefen  an  KeilP),  insbesondere  in  einem  solchen  vom  20.  April 
1714,  die  Richtigkeit  der  Darstellung  in  den  Principien  aufrecht,  bei 
der  es  sich  gar  nicht  um  Fluxionen,  sondern  nur  um  Entwickeluug 
in  eine  eonvergente  R«ihe  handle^).  Von  dem  Fehler  in  der  Qua- 
dratur» Curvarum,  der  wirklich  ein  Fehler  ist  (S.  285)  schwieg 
Newton  wohlweislich. 

Wir  sind  damit  bis  ins  Frühjahr  1714  gelangt,  wo  eine  neue 
Persönlichkeit  in  den  Streit  eingriff,  John  Chamberlayne*)  (16tj6 
bis  1723),  Kammerherr  bei  Königin  Anna  und  ebenso  bei  König 
Georg  I.  Ob  er,  was  bei  seiner  Hofstellung  wohl  möglich  ist,  den 
Auftrag  des  Königs  hatte,  die  beiden  grossen  Männer,  deren  jeder 
die  ■wissenschaftliche  Zierde  eines  der  beiden  unter  englisch -hannöv- 
rischen   Scepter   stehenden  Länder    bildete,   auszusöhnen,  wissen  wir 

')  Joh.  Bernouili  Opera  I,  509—610.  *)  Ebenda  I,  535   und  556. 

>)  Vier  Briefe  Newtons  an  Eeil!  vom  2.  April  bis  15.  Mai  1714  sind  abgedruckt 
bei  Edles  ton,  Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes 
pag.  169—177,     Der   Brief  vom   20,  April   steht  pag.  170—173.  ')   But  tkis 

great  Matheiimticiatt  is  grossly  mistakm  in  taking  thc  method  therc  tnade  wsc  of, 
whieh  is  a  branck  of  fhe  melhod  of  eowoerging  series,  to  he  Ihe  meOtod  offiitxioiis. 
')  National  Siograpity  X,  9—10  (London  1887,  etited  by  Leslie  Stephen). 
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nicht.  Jedenfalls  unterzog  er  sich  dieser  Sisypiiosarbeit.  Er  sehrieb 
an  Leibniz  in  diesem  Sinne.  Leibniz  antwortete  i)  von  Wien  aus, 
wo  er  sich  noch  immer  befand,  unter  dem  2S.  April  1714,  er  sei 
an  der  Uneinigkeit  zwischen  ihm  und  Newton  schuldlos.  Keill 
habe  ihn  in  den  P.  T.  verunglimpft,  er  habe  dann  bei  Sloane  eine 
Genugthuung  verlangt,  ein  Verlangen,  an  welchem  er  nach  KeiUs  die 
Beleidigung  nur  noch  verschärfender  Rückantwort  um  so  mehr  fest- 
gehalten habe,  als  er  überzeugt  gewesen  sei,  Newton  lasse  ihm  Ge- 
rechtigkeit widerfahren.  Nun  sei,  er  wisse  nicht  durch  welche  Rabu- 
listerei und  Hinterlist,  die  Sache  so  aufgefasst  worden,  als  wenn  er 
vor  der  Royal  Society  als  Riehterin,  deren  Urtheii  er  sich  zu  unter- 
werfen bereit  sei,  eine  Klage  erhoben.  Man  hätte  ihn  doch  wenig- 
stens benachrichtigen  müssen,  dass  die  Gesellschaft  die  Grundlage 
der  Angelegenheit  zu  untersuchen  beabsichtige,  man  hätte  ihm  Ge- 
legenheit bieten  müssen,  seine  Beweismittel  vorzubringen  und  diesen 
oder  jenen  der  Richter  zurückzuweisen.  Man  habe  aber  nur  die  eine 
Partei  gehört,  der  Rechtsspruch  sei  dadurch  an  sich  nichtig  und 
könne  nicht  als  Urtheii  der  Gesellschaft  gelten.  Nichts  desto  weniger 
habe  Newton  denselben  in  Buchform  drucken  und  im  Namen  der 
Gesellschaft  verbreiten  lassen.  Ein  solches  Verfahren  finde  nirgend 
Beifall.  Vorhandene  Briefe  bezeugen  das  missbilligende  Erstaunen 
in  Frankreich  und  Italien.  Er  habe  immer  von  Newton  als  unab- 
hängigen Erfinder  einer  der  seinigen  ähnlichen  Methode  gesprochen, 
wenn  auch  jetzt  Grund  vorhanden  sei,  an  der  Unabhängigkeit  zu 
zweifeln^).  Herr  Chamberlajne  sehe  hieraus,  auf  welcher  Seite  die 
Hauptsache  zur  Beendigung  des  Streites  geschehen  müsse. 

Chamberlayne  that  nun  zweierlei.  Er  gab  den  Brief  an  Newton, 
welcher  denselben  am  11.  Mai,  also  in  dem  Zwischenraum  seiner  an 
Keill  gerichteten  Schreiben,  kurz  und  abweisend  beantwortete.  Allen- 
falls wäre  hervorzuheben,  dass  in  Newtons  Brief  auch  von  Fatios 
Angriff  auf  Leibniz  von  1699  gesprochen  ist,  an  welchem  Newton 
nicht  den  geringsten  Antheil  gehabt  habe.  Erwägt  man,  dass  in 
Leibnizens  Brief  der  Name  Fatio  gar  nicht  vorgekommen  war,  so 
möchte  man  sich  fast  an  die  Redensart  erinnert  fühlen:  Wer  sich 
entschuldigt,  beschuldigt  sich.  Das  andere,  was  Chamberlayne  that, 
war,  dass  er  der  Royal  Society  von  Leibnizens  Beschwerde  Kenntniss 
gab,  und  nun  wurde  in  der  Sitzung  vom  20.  Mai  zu  Protocoll  er- 
klärt^), man   beanspruche  nicht,  dass  der  Bericht  der  Com- 


')  Sceueil  Des  Maüenux  II,  116 — 120.  ■)  quoiqu'Ü  se  irowie  maintmawl 
inü  y  a  grand  Heu  de  douter  s'il  a  sA  won  Invention  avant  que  de  l'avoiT  eue 
■'«  "ioi.      *)  BeaieÜ  Des  Maizeaitx,  Vorrede  zum  I.  Bande  pag,  LEI  und  II,  133: 


y  Google 


318  95-  Kapitel. 

misaion  als  Gesellseliaftsbescliluss  gelte.  Wie  weuig  ernst 
dtts  gemeint  war,  oder  wie  wetterwendisch  die  Stimmung  wechselte, 
zeigt  das  früher  (S.  309)  Erzählte,  dasa  man  am  17.  Juni,  genau  vier 
Wochen  nach  der  Sitzung  vom  20.  Mai,  Exemplare  des  Commercium 
Epistolicum  zu  Gunsten  der  Gesellschaftscasse  dem  Buchhandel  überliess. 

Leibuiz,  von  der  Erklärung  vom  20.  Mai  in  Kenntniss  gesetzt, 
dagegen  offenbar  unbekannt  mit  dem,  was  am  17.  Juni  geschah,  dankte 
Cbamberlajne  am  25,  August  für  die  Uebermittelung  des  ProtocoU- 
auszugea.  Ausserdem  kommt  in  dem  Briefe  noch  vor,  Leibniz  werde, 
wenn  er  erst  wieder  in  Hannover  sei,  vielleicht  auch  ein  Commerciimi 
Epistolicum  in  Druck  geben,  damit  die  Leser  sich  ein  Urtheil  bilden 
können.  Chamberlaynes  Versuch  war  gescheitert,  der  Stein  blieb  im 
Rollen. 

Im  Juli  und  August  1715  brachte  das  Journal  hteraire  eine 
40  Druckseiten  füllende  Antwort  von  Keill  auf  die  Leibnizische  Ver- 
theidigung  von  1713.  In  Keilla  Antwort  ist  die  Einwirkung  von 
Newtons  an  ihn '  gerichteten  Briefen  (S,  316  Anm.  3)  ersichtlich,  über- 
dies hat  sie  Ende  Juni  1714  in  ihrem  ganzen  Wortlaute  Newton 
vorgelegen^).  Am  11.  November  machte  (Jhamberlayne  der  Royal 
Society  Mittheilung  von  Leibnizens  erst  erwähntem  Briefe  vom 
25.  August.  Die  Gesellschaft  fühlte  sich  durch  die  in  Aussicht  ge- 
stellte Gegenveröffentlichuog  eines  zweiten  Commercium  Epistolicum 
tief  verletzt,  weil  darin  eine  Verdächtigung  des  Urtheils  und  der 
Vollständigkeit  der  von  Gesellschaftswegen  veröffentlichten  und  ge- 
billigten Briefaammlung  liege^).  War  denn,  muss  man  sich  bei  dieser 
Parteinahme  für  das  englische  Commercium  Epistolicum  fragen,  am 
11.  November  keines  von  den  Mitgliedern  gegenwärtig,  die  am  20.  Mai 
die  Verantwortlichkeit  fUr  jene  Schrift  ausdrücklich  abgelehnt  hatten? 
Der  Umschwung  war  vollständig. 

Das  Stärkste,  was  gegen  Leibniz  als  gestattet  galt,  sollte  bald 
folgen.  Im  Januar  1715  brachte  Nr.  342  der  P.  T.  einen  langen 
Bericht  über  das  Commercium  Epistolicum*).  Zu  den  Beschuldigungen, 
welche,  theils  offen  theils  versteckt,  in  jenem  Buche  enthalten  waren, 
traten  neue.  Der  zweite  Newtonsche  Brief  vom  24.  October 
lfi76    habe   zu   Ende    des   gleichen   Monats   oder    am   Anfang 


Mle  m  pietmdait  putnt  que  h  Happort  de  ses  '  ommissaites  pitbbat  poiii  nut  £>e- 
cision  rffc  !a  (sntiete 

')  Commeie   epistoi    pig   236   Note  1    von  Lefort  ')   Ldle  =  ton, 

Correspomlence  of  Sti  Isaac  Neiri^un  and  Piofe  mv  Cotea  pag  LXXV  Nott  165. 
'')  CommfiL  epiilöl  pag  9 — 43  findet  sich  die  latemische  Uebeibetzuag  dps  ur- 
sprüngLcL  ecghacheii  Account  o/  the  Book  enttthil  Commeraitm  eptsUiltcum 
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Noyember  Leibniz  in  London  vorgelegen').  Er  sei  ihm  dann 
am  Anfange  des  Frühlings  in  Hannover  zu  Händen  gekoromen. 

Letztere  Meinung  kann  ja,  wie  wohl  irrig,  auf  dem  wiederholt 
von  uns  angeführten  Briefe  von  Collina  beruhen,  der  am  5.  März 
1677  den  Abgang  des  Newtousehen  zweiten  Briefes  für  die  nächste 
Woche  in  Aussicht  stellte,  aber  die  erstere  Behauptung,  welche  hier 
zum  ersten  Male  auftaucht,  ist  wie  grundlos  auch  ohne  jede  mögliche 
Stütze,  Newtons  Brief  war  an  Oldenburg  gerichtet.  Dieser  hat  ihn 
am  4.  Kovembor  1Ö76  abgeschrieben^),  am  2.  Mai  1677  mit  Begleit- 
brief au  Leibniz  geschickt^)  (S.  184)  und  in  diesem  ausgesprochen, 
Leibniz  werde  wohl  zur  Zeit  durch  den  ausführlichen  Brief  Newtons 
vollauf  gesättigt  sein,  so  dass  er  über  Mittheilungen  von  CoUins  dies- 
mal schweige*).  Ausserdem  ist  grade  durch  den  Brief  von  CoUius 
an  Newton  vom  5,  März  1677  bestätigt,  dass  Leibniz  im  Oetober 
1676  eine  Woche  in  London  war^).  Hatte  Oldenburg  ihm,  wenn  er 
bei  Eintreffen  des  Newtonsehen  Briefes  noch  in  London  gewesen 
wiire,  denselben  nicht  ausgehändigt? 

An  einer  späteren  SteUe  des  Berichtes  ^)  wird  erklärt,  in  der 
Klage,  welche  Leibniz  gegen  Keil!  wegen  Verunglimpfung  erhoben 
habe,  könnten  weder  Newton  noch  Leibniz  als  Zeugen  vernommen 
werden.  Deshalb  habe  die  Koyal  Society  eine  zahlreiche  Commission 
zur  Prüfung  alter  Briefe  und  Papiere  eingesetzt,  und  deren  Bericht, 
welcher  dahin  gehe,  dass  Newton  1669  oder  früher,  Leibniz  aber 
nicht  vor  1677  die  Infinitesimalrechnung  besessen  habe,  sofort  ver- 
öffentlichen lassen. 

Auch  auf  den  Fehler  in  der  Quadratuni  Curvarum  wird  ein  ent- 
schuldigender Blick  geworfen'),  der  Fehler  verschwinde,  wenn  in  den 
betreffenden  Satz  (S.  283  Anm.  2)  das  vergessene  Wörtchen  ut  ein- 
geschaltet werde.  Das  war  wohl  die  Einschaltung,  welche  Nicolaus  I. 
Bernoulli  bei  seinem  Aufenthalte  in  England  Newton  angeratben 
hatte,  und  von  welchem  Johann  Bernoulli  (S.  316)  vermutbete,  Newton 
werde  sich  ihrer  in  einem  Carton  bedienen. 

Fragen  wir  nun  nach  dem  Verfasser  des  Acwunt  in  den  P.  T., 
so  erhalten  wir  die  Antwort:  Newton  sei  es  gewesen!  Das  ist 
ans  dem  unbefangenen  Zeugnisse  englischer  Zeitgenossen,  welche  da- 
von als  von  einer  allbekannten  Thatsache  reden,  unzweifelhaft  fest- 
gestellt*). Nur  ein  Einziger  hat  es  gewagt,  im  Jahre  1722  den  ein 
Jahr   vorher   verstorbenen  Keill    als    den  Verfasser   des   Account    zu 

')  CommeTC.  epistol  pag.  26.  *)  Leibniz  I,  122  Note.  ■)  Ebenda  I,  151, 
')  Ebenda  I,  152:  Nihil  hac  vice  de  ColUno  apwd  te  commemoro,  (^imn  Te  omnim 
sattfiiMin  iri  pro  tempore  prolixa  hac  Newbmi  epistola  autumem.  ')  Comviere. 
^Pi^ol.  pag.  145.      «)  Ebenda  pag.  82.      ')  Ebenda  pag.  35-^36.       «)  De  Morgan 
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nennen,  und  dieser  Einzige  war  Newton  selbst').  Will  man  ihn 
nicht  geradezu  der  Lüge  beschuldigen,  so  gibt  es  nur  eine  Erklärung: 
Newton  hat  Keill  jenen  Berieht  so  gut  wie  in  die  Feder  dictirt,  und 
das  ist  auch  nicht  viel  schöner,  als  wenn  er  ihn  selbst  geschrieben 
hätte,  er,  der  —  mit  dem  Berichte  zu  reden  —  nicht  einmal  als 
Zeuge  vernommen  werden  konnte. 

Die  Zeitfolge  nöthigt  uns,  unsere  Leser  jetzt  wieder  nach  Deutsch- 
land herüberzuführen.  Wir  sagten,  Leibniz  sei  bis  zum  September 
1714  in  Wien  geblieben.  Er  kehrte  Ende  dieses  Monats  nach  Han- 
nover zurück,  von  wo  wenige  Wochen  früher  der  Kurfürst  nach 
London  abgereist  war,  um  als  König  Georg  1.  den  englischen  Thron 
zu  besteigen  Wii  erinnern  uns,  dass  Leibniz  nun  beabsichtigte,  selbst 
nach  England  sich  ^u  begeben,  das«  es  ihm  untersagt  wurde  (S.  33). 
Ob  ('h,imberlayne.  als  ei  am  11  November  1714  von  dem  baldigen 
Eintreffen  Leibnizens  in  London  sprach^,  die  dem  entgegenstehenden 
Hindernisse  nicht  kannte,  oder  ob  Leibniz  daran  dachte,  dem  könig- 
lichen Yeibote  zu  trotzen,  wissen  wir  nicht.  Jedenfalls  hat  Leibniz 
Hannover  nicht  mehr  verlassen  Damals  muss  er,  so  weit  andere 
Arbeiten,  mit  denen  er  nach  wie  voi  überhäuft  war,  ihm  Zeit  Messen, 
daran  gedacht  haben,  in  entschiedener  Weise  seinen  Widersachern 
entgegenzuti  eten  Damals  fand  vielleicht  jene  hässliche  Veränderung 
der  Jahreszahl  1675  in  1673  statt,  von  welcher  wir  (S.  183)  sprechen 
mussten;  damals  enstand  jedenfalls  die  Abhandlung  Historia  et  origo 
caiculi  differentiaiis^),  welche  in  zwei  Entwürfen  handschriftlich  er- 
halten ist. 

Die  auch  heute  noch  des  Durchleseus  in  hohem  Grade  würdige 
Darstellung  unterscheidet  sieb  insbesondere  dadurch  auf  das  Vortheil- 
hafteste  von  den  im  Prioritätsstreite  entstandenen  Schmähschriften, 
dass  dem  Gegner  Ehrenrühriges  überhaupt  nicht  nachgesagt  ist. 
Auch  die  leiseste  Andeutung,  dass  Newton  an  Leibniz  einen  geistigen 
Diebstahl  begangen  haben  könne,  deren,  wie  wir  wissen,  Leibniz  sich 
nicht  immer  enthielt,  fehlt.  Nur  seine  eigene  Unantastbarkeit  stellt 
der  Verfasser  mit  Entschiedenheit  fest.  Den  Bericht  in  den  P.  T. 
vom  Januar  1715  kannte  er  offenbar  noch  nicht,  sonst  wäre  die  ein- 
gehaltene Mässigung  unbegreiflich,  und  sonst  wäre  gewiss  darauf 
Gewicht  gelegt  worden,  dass  die  Antwort  auf  den  zweiten  Newton- 
sehen Brief  am  Empfangstage  geschrieben  wurde.    Ist  das  Schweigen 

in  dem  Philosopkical  Magazine,  Januar— Juni  1853  pag,  440—444  imd  ebenda 
Juli— December  1862  pag,  321—332. 

')  Commerc.  eyistol.  fog.  X.  ')  Edleston,  Corre^ondenee  of  Sir  Isaac 

Newton  and  Professor  Cotes  pag.  LXXV  Note  166,  ')  Leibniz  V,  393—410. 

zuerst  1846  durch  C.  J.  Gerhardt  ala  besondere  BroBchäre  herauBgegeben. 
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über  (iieHeii  Punkt  docli  ohnehin  räthselhaft  genug.  Leibniz  hat 
(S.  287)  sein  Concept  des  wichtigen  Briefes  offenbar  damals  hervor- 
geholt. Er  hat  das  Datum  vom  21.  Juni  1677  nachgetragen,  hat 
die  Seitenuumraer  des  Abdruckes  des  Briefes  im  Commercium  Epi- 
stolicum  beigeschrieben,  und  dennocli  schwieg  er  in  seiner  Erzählung 
über  das  in  der  englischen  Veröffentlichung  fehlende  hodkl  Wir 
wissen  dafür  teiuö  andere  Erklärung  als  die,  dass  wir  die  (S.  287) 
noch  offen  gelassene  Frage,  ob  der  entstellende  Klecks  in  dem  nach 
England  abgegangenen  Briefe  ohne  oder  mit  Absicht  entstanden  sei, 
im  letzteren  Sinne  beantworten.  Die  Veranlassung  ma^  gegeben 
haben,  dass  der  Brief  zwar  am  EnLpfangtage  von  Newtons  Sehreiben 
angefangen  wurde,  aber,  wie  es  hei  seiner  Länge  leicht  begreiflich 
ist,  nicht  am  gleichen  Tage  vollendet  werden  konnte,  und  daas  Leibniz 
dann  vorzog,  das  hodie  bis  zur  Unkenntlichkeit  zu  tilgen. 

Abermals  traten  zwei  neue  Persönlichkeiten  in  dem  Streite  auf. 
Antonio  Schinella  Conti'),  (1677—1748)  ist  in  Padua  geboren 
und  ebenda  gestorben.  Er  gehörte  dem  Orden  des  Oratorium  als 
Geistlicher  an,  legte  aber  dieses  Amt  1708  nieder,  um  nicht  mehr 
Beichte  hören  zu  müssen.  Im  Jahre  1713  kam  er  nach  Paris,  wo 
er  mit  den  bekanntesten  Gelehrten  verkehrte.  Mit  einem  derselben, 
Pierre  Remond,  bekannter  unter  dem  Namen  De  Montmort, 
weichen  er  von  einer  Besitzung  entliehen  hatte,  und  unter  welchem 
er  uns  schon  (S.  265)  begegnet  ist,  kam  er  1715  nach  London  und 
wurde  von  Newton  lufs  Liebenswürdigste  aufgenommen.  Mit 
Leibni?  wir  ( onti  schon  fiuhei  in  briefliLher  Verbindung.  Von 
London  lus  muss  er  ihm  abeimils  gesrhiieben  und  dabei,  wie  es 
kaum  anders  möglich  wat,  den  Prioiitatsstieit  berührt  haben.  Leibniz 
erwiderte")  und  tugte  dem  eigentlichen  Biiefe  eine  selbst  einem  Briefe 
gleichkommende  Nachschrift  hinzu  ^),  welche  offenbar  zum  Vorzeigen 
geschrieben  war  und,  wie  es  stheint,  nn,ht  bloss  Newton,  für  welchen 
sie  bestimmt  wai,  sondern  auch  anderen  Personen,  vielleicht  dem 
Könige  zu  Gesicht  kam.  Jedenfalls  erklarte  Oonti  m  seinem  folgenden 
Briefe  vom  März  1716,  König  Georg  I,  habe  sich  durch  ihn  über  den 
Streit  zwischen  Leibniz  und  Newton  berichten  lassen*),  und  der  König 
war  es  auch,  der  durch  die  Fri^e,  wann  denn  Newtons  Antwort 
käme,  letztere  hervorrieft). 

In  Leibnizens  Schreibe»  waren  einige  bissige  Bemerkungen  ent- 
halten gewesen.     Es  scheint  nicht,  sagte  er^,  dass  Herr  Newton  die 

')  Nowelle  Biographie  universelle  IS,  670—673.  —  Poggendorff  I,  473. 
")  Ikcunl  Des  Maizeaux,  Vorrede  zu  Bd,  I  pag.  LYII  und  H,  337—340.  =)  Ebenda 
11,  S^ll.      4-,  Ebenda  D,  U.       ^)  Ebenda,  Vorrede  zu  Bd.  I  pag,  LX,      «)  Eben- 
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Bezeichnung  und  den  Infinitesimalcalcül  vor  mir  besessen  hat,  wie 
Herr  BernouHi  sehr  gut  geurtheilt  hat,  wenn  es  iliin  auch  leicht  ge- 
wesen wäre,  dahin  zu  gelangen,  wenn  seine  Blicke  sich  dahin  gerichtet 
hätten^),  wie  es  auch  Apollonius  sehr  leicht  gewesen  wäre,  zu  Descartes' 
analytischer  Methode  zu  gelangen,  wenn  seine  Blicke  sich  dahin  ge- 
richtet hätten.  Die  gegen  mich  geschrieben  haben,  fuhr  er  fort,  haben 
unschwerer  Weise  durch  gezwungene  und  schlecht  begründete  Er- 
klärungen meine  Aufrichtigkeit  angegriffen ;  sie  werden  ■  nicht  das 
Vergnügen  haben,  mich  die  kleinen  Gründe  von  Leuten,  welche  so 
schlechte  üebungen  haben,  beantworten  zu  sehen.  Ziim  Schlüsse 
ging  er  auf  Gegensätze  zwischen  seinen  und  Newtons  philosophischen 
Ansichten  ein,  ein  Gebiet,  auf  welches  wir  ihm  nicht  folgen. 

Nun  kam  also  Newtons  Antwoi-t^),  welche  ebensowenig  an  Leibniz 
unmittelbar  gerichtet  war,  wie  dessen  Brief  an  ihn;  beide  schrieben 
der  Form  nach  an  den  Abbate  Conti.  Newton  beginnt  mit  der  Be- 
hauptung, das  Commercium  Epistolieum  sei  durch  einen  eigens  von 
der  Royal  Society  dazu  ernannten  Ausschuss  von  angesehenen  Persön- 
lichkeiten verschiedener  Nationen  zusammengestellt.  Dem  Wortlaute 
nach  ist  das  ja  wahr,  wenn  auch  Bonet  imd  der  zuletzt  hinzugewählte 
De  Moivre  gewiss  keine  grosse  Rolle  in  dem  Prüfungsausschusse 
spielten  (S.  308).  Dann  belegt  Newton  durch  die  Daten  von  Briefen, 
wie  weit  er  frühzeitig  in  der  Reihenlehre  gewesen  sei,  und  daas  Leibniz 
solches  immer  anerkannt  habe.  Wo  von  Leibnizens  Brief  vom  21.  Juni 
1677  die  Rede  ist^,  der  als  Antwort  auf  dem  Brief  vom  24.  October 
1676  bezeichnet  ist  (Des  Maizeaux  betonte  dann  in  der  Vorrede*)  ku 
seinem  Becueil  die  Länge  der  Zeit  von  acht  Monaten,  die  zwischen 
dem  24.  October  1676  und  dem  21.  Juni  1677  liege),  heisst  es,  Herr 
Leibniz  habe  sein  Einverständniss  damit  erklärt,  dass  De  Sluses 
Tangentenmethode  noch  nicht  vollkommen  sei,  dann  habe  er  seine 
Differentialmethode  für  die  Tangenten  beschrieben,  welche  die  gleiche 
war,  die  1670  durch  Barrow  veröffentlicht  worden  war.  Weil  aber 
Herr  Leibniz  auf  diese  Methode  als  ihm  eigenthümlich  Anspruch 
erhob,  verkleidete  er  sie  durch  eine  neue  Bezeichnung-'').  Das  war 
eine  Wiederholung  der  alten  Anklage  der  Entlehnung,  die  herüber 
und  hinüber  geschleudert  wurde  von  Fatio  und  Leibniz,  von  Keül 
und  Johann  Bernoulli,  jetzt  wieder  von  Leibniz  und  Newton,  aber 
neu  dadurch,  dass  Leibniz  nicht  mehr  von  Newton,  sondern  von 
Barrow   die  Auflösung  der  Tangentenaufgabe  sich   angeeignet  haben 


')  s'il  s'e»  äaif  amse.  ^  Becueil  Des  Maiieamc  H,  16—25.  *)  Ebenda 
11,  33.  *)  Ebenda,  Vorrede  zu  Bd.  I  pag.  XIV.  °)  Mais  comme  ü  pretendaä 
qite  cefte  Methode  lui  appartenait,  ü  la  degmsa  sous  wne  Notation  nouvelle. 
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sollte.  Es  ist  merkwürdig  genug  und  ein  Beleg  dafür,  wie  blind  die 
Leidenschaft  den  Menschen  macht,  dass  Newton  das  Zweischneidige 
dieses  Vorwurfes  nicht  erkannte  und  Leibniz  gewisse rmassen  die  Ant- 
wort in  den  Mund  legte').  Wenn  Leibnizens  Tangentenmethode  die 
gleiche  war  wie  die  Barrows,  wenn  sie  zugleich  mit  der  Newtons 
übereinstimmte,  so  war  auch  kein  Unterschied  zwischen  den  Methoden 
Newtons  und  Barrows,  und  Ersterer  war  der  anerkannte  Schüler  des 
Letzteren ! 

Schon  am  14.  April  171G  sehrieb  Leibniz  an  Couti^},  er  habe 
eine  Abschrift  von  dessen  Briefe  vom  Monate  März  und  von  dem 
Newtons,  sowie  auch  seine  Antwort  auf  beide  an  Herrn  De  Montmort 
in  Paris  zur  Weiterbeförderung  abgehen  lassen;  er  ziehe  diesen  Weg 
vor,  um  neutrale  und  verständnissfähige  Zeugen  des  Streites  zu  haben. 
Der  Brief  Leibnizens,  welcher  über  Paris  ging,  und  Newtons  Bemer- 
kungen zu  demselben  stehen  im  Kecueil  Des  Maizeaux^).  Leibnizens 
Brief  ist  im  Frühjahr  1716  selbstverständlich  von  De  Montmort  und 
den  Personen  in  Paris,  welchen  dieser  ihn  zeigte,  gelesen  worden, 
Newtons  Bemerkungen  aber  gingen  damals  nur  unter  wenigen  Lon- 
doner Freunden  herum. 

Da  staj-b  Leibniz  am  14.  November  1715.  Sofort  sammelte 
Newton  alles,  was  durch  die  Vermittetung  Contis  hindurchgegangen 
war  mit  Einschluss  seiner  letzten  Bemerkungen  und  liess  es  in  London 
drucken*).  Diese  kleine  Sammlung  bildete  alsdann  einen  Anhang  zu 
einer  mit  dem  Druckjahre  1715  in  englischer  Sprache  und  gleichzeitig 
in  lateinischer  Uebersetzung  in  London  herausgegebenen  Parteischrift: 
l'lie  history  of  ßtixions  von  Joseph  Raphson,  der  auf  der  Titel- 
biatte  schon  als  verstorben^)  bezeichnet  wird.  Wir  haben  ihn  als 
Schriftsteller  über  numerische  Gleichungen  (S.  119)  kennen  gelernt. 
Besonders  Erwähnenswerthea  steht  nicht  in  den  kurz  von  uns  ge- 
nannten Schriftatßcken.  Höchstens  wäre  zu  bemerken,  dass  Newton 
als  seine  ältesten  mit  Datum  versehenen  Aufzeichnungen  über  Fluxionen 
solche  vom  13.  November  lf!65  nennt^).  Das  stimmt  so  ziemlich  mit 
anderen  Angaben  (S.  199  Anm.  2)  iiberem. 

Wir  erinnern  uns,  dass  (S.  314)  im  Flugblatte  von  1711  eine 
Briefstelle  Johann  Bernoulhs  eingeschaltet  war,  welche  einen  durch 
einen  hervorragenden  Mathematiker,  ab  eminente  qmdam  Matkematico, 
bemerkten  Fehler  in  Newtons  Principien  und  Quadratura  Curvarum 
•■Ügte.     Wir    erinnern  uns   ferner,  dass  Newton  in    einem   Briefe    an 


')  Beateil  Des  Maüeaux  II,  63.         ')  Ebenda  II,  26.  '")  Ebenda  H,  48 

liiB  71  und  75—100.  ')  Ebenda,  Vorrede  zu  Bd.  I  pag,  LXDl-  ")  By  (the 

iofe)  Mr.  Josepit  Bapimon.        ")  Beeueü  Des  Maiaeaux  II,  8i». 
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Keill  (S,  316  Anm.  4)  diesen  grossen  Mathematiker,  tkis  greai  Mathe- 
maticüm,  etwas  hölinisch  abfertigte.  Keill  in  dem  Journal  literaire 
von  1714  und  der  Aceonnt  ia  den  P.  T.  von  1715  wiederholten 
Newtons  Vertheidigung  auch  bezüglich  der  Quadratura  Curvarum 
mittelst  des  vergessenen  WÖrtehen  ut  (S.  319).  Gegen  Ende  der  Zeit, 
innerhalb  welcher  die  Contische  Vermittelung,  wenn  man  sie  so 
nennen  darf,  spielte,  erschien  in  dem  Julihefte  1716  der  A.  E.  ein 
unterschriftsloser  Brief  für  den  ausgezeichneten  Mathematiker,  Heren 
Johann  BemouUi,  gegen  einen  gewissen  englischen  Widersacher'), 
welcher  gegen  Keill  sieh  richtete  und  insbesondere  nach  zuweisen 
suchte,  dass  das  einmal  beim  Drucke  versehentlich  weggebliebene  ut 
die  angefochtene  Stelle  nicht  rette,  daas  jenes  Wort  vielmehr  ver- 
schiedenemal  ausgefallen  sein  mfisste,  was  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Druckfehlers  bedeutend  herabsetze.  Der  Briefechreiber  trat  also 
gegen  KeiU,  zugleich  gegen  Newton  auf  und  damit  auf  Leibnizens 
Seite,     Dadurch  wurde  die  Frage  nach  seiner  Persönlichkeit  wach. 

Wollte  man  die  schon  oft  besprochenen  handschriftlichen  Rand- 
bemerkungen der  Ä.  E.  einzig  zu  Käthe  ziehen,  so  wäre  die  Frage 
sofort  entschieden,  denn  dort  ist  Christian  Wolf  als  Verfasser  des 
Briefes  genannt.  Zedlers  Uni  versalle  sie  on  bestätigt  diese  Meinung. 
In  dem  1748  zu  Wolfs  Lebzeiten  erschienenen  LVIII.  Bande  des  um- 
fangreichen Sammelwerkes  befindet  sich  ein  langer  diesem  Gelehrten 
gewidmeter  Artikel  mit  vollständigem,  ohne  seine  eigene  Mithilfe 
undenkbarem  Verzeichnisse  aller  seiner  grösseren  und  kleineren  Ar- 
beiten bis  zu  den  unbedeutendsten  Berichten  in  den  A.  E.  In  dem 
.Verzeichnisse  ist  der  Brief  von  1716  nicht  nur  mit  enthalten,  in  dem 
biographiaeben  Abschnitte  ist  Wolf  auch  für  das  damals  bewährte 
Eintreten  für  Leibniz  belobt.  Und  dennoch  ist  nicht  Wolf,  son- 
dern Johann  Bernoulii  der  ungenannte  Verfasser,  der  seine 
Arbeit  dem  befreundeten  Gelehrten  zur  Besorgung  mit  der  Bitte 
überschickt  hatte,  etwa  nöthige  Aenderungen  nach  Gutdünken  vor- 
zunehmen. 

Da  war  z.  B.  überall  die  erste  Person,  in  der  Johann  Bemoulli 
schrieb,  so  oft  von  Arbeiten  desselben  die  Rede  war,  in  die  dritte 
Person  umzuändern,  und  das  besorgte  Wolf  aufs  Pünktlichste  bis  auf 
eine  Stelle^),  wo  er  das  Wörtehen  meam  stehen  liess,  welches  von 
den  Gegnern  jubebid  aufgegriffen  wurde,  während   auch  die  Freunde 

')  A.  B.  1716,  296—314:  Epistola  pro  eminente  Malhematico,  Dn.  Johanne 
BemoütUo,  contra  guendam  ex  Anglia  antagonistam  scripta.  Das  Material  uud 
die  BolegsteUen  Aber  diesen  Brief  sind  bei  Edleston,  Correspondmce  of  Sil' 
Isaae  Newton  and  Professor  Gotes  pag,  178  Note  *  geaammelt,  °)  Ebenda 

1716,  313. 
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sicli  eines  mitleidigen  Lächelns  nicht  enthalten  konnten.  Johann 
BernoulH  schrieb  zwar  an  Wolf,  er  möge  baldigst  den  Druckfehler 
berichtigen  lassen,  statt  mmm  sei  eam  zu  lesen.  Aber  das  fruchtete 
wenig.  In  den  A.  E.  von  1718  hat  Niclaus  II.  Bernonlli,  der 
Sohn  Johanns,  in  gewundener  Weise  zogegeben,  sein  Vater  habe  die 
thatsächlichen  Grundlagen  des  Briefes  von  1716  niedergeschrieben, 
und  ein  Enkel  Johanna  hat  den  vollgültigen  Beweis  erbracht. 

Johann  Bernoulli  hatte  ausser  den  beiden  Söhnen  Niclaus  IL 
und  Daniel  noch  einen  dritten  Sohn  Johann  IL  Bernoulli^)  (1710 
bis  1790),  dessen  mehr  der  Physik  zugewandte  Thätigkeit  uns  von 
der  Pflicht  entband  ihn  zu  nennen,  als  wir  (S  H^l — 90)  die  Gliedei 
der  Familie  Bernoulli,  welche  diesem  Bande  angehören  müssen  sehil 
derten.  Sonst  hätten  wir  zu  erwähnen  gehabt  dass  er  bereits  1724 
die  Magisterwiirde  erwarb.  Damals  veröffentlichte  ei  eine  geschicht- 
liche Abhandlung  Utrum  Galli  praestant  hght,  imenl^rum  plysia  t»i 
d  mathematicorwm  lauäe^).  Johann  IL  hatte  wieder  einen  Srhn  To 
bann  III.  Bernoulli*)  (1744—1807),  und  dieser  hit  m  d^n  dam  Is 
in  französischer  Sprache  erscheinenden  Abhandlungen  der  Berliner 
Academie  für  1799—1800  und  für  1802  in  der  als  Hütoire  de  l'Äcn- 
demw  bezeichneten  ersten  Abtheilung  auf  S.  32—50  in  dem  ersten, 
auf  S.  51—65  in  dem  zweiten  der  beiden  genannten  Bände  Beiträge 
zur  Geschichte  der  Mathematik  veröffentlicht*).  Er  hat  insbesondere 
die  Geschichte  des  Briefes  von  1716  klargestellt.  Er  hat  sogar  den 
ursprünglichen  von  Johann  Bernoulli  au  Wolf  geschickten  Brief  neben 
dem  in  den  Ä.  E.  erschienenen  zum  Abdrucke  gebracht,  wodurch 
man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  die  von  Wolf  vorgenommenen  unbe- 
deutenden Äendeningen  zu  erkennen.  Bernoulli  wollte  eben  nur  den 
Brief  nicht  geschrieben  haben.  Er  scheue  es,  sagte  er'^),  mit  Keüls 
Galle  eingerieben  zu  werden.  Wie  Wolf  dazu  kam,  auch  1748  noch 
die  Verantwortung  für  den  Brief  zu  übernehmen  und  sich  für  dessen 
Anfertigung  beloben  zu  lassen,  wissen  wir  nicht. 

Leibniz  war  todt.  Seine  englischen  Gegner  führten  den  Streit 
gegen  ihn  weiter,  führten  ihn  nur  um  so  heftiger  weiter,  als  eine 
Krwidemng  von  ihm  jetzt  nicht  mehr  zu  befürchten  war.    Der  Eecneil 

')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  II,  480—482.  ")  Suter  in  der  Biblio- 
theca  mathematica  1890  R   100  ")  AJlgenieine  Deutsche  Biographie  II,  482 

)  Bei  Poggpndorff  I  162  fehlen  diese  Abhandlungen  unter  Johann  ni  Bpi 
noulli.  Dagegen  sind  I  158  unter  den  Schriften  Johann  I  Bevnoulh  irrthom 
lieherweise  Awcdotts  pour  terv»  a  thist  des  inalhemati€[ues  (Wm  Berlin, 
'^^  1(>99  et  1700;  genannt  Daa  sind  die  hier  erwahntin  Ahl  andlungen  Irrige 
l^atirung  bat  den  GrosBvdter  mit  dem  Lukel  lemechseln  la-aen  ")  Ingiatum 
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Des  Maizeaus  mit  seiner  sich  unparteiisch  gebärdenden,  thatsächlich 
durchaus  im  Newtonschen  Sinne  gehaltenen  Vorrede  erschien  1720, 
Die  dritte  Ausgabe  der  Principien  von  172t)  veränderte  das  in  den 
früheren  Ausgaben  Leibniz  sein  Recht  gewährende  Scholium  zu  dessen 
Ungunsten  (S.  205).  Das  gerechten  Tadel  am  stärksten  herausfor- 
dernde SchriftstOek  war  die  Neuauflage  des  Commercium  Epi- 
stolieum  vom  Jahre  1722. 

Wenn  damals  die  erste  Auflage  vergriffen  war,  wenn  die  buch- 
händlerische Nachfrage  nach  der  Brief  Sammlung  eher  im  Zunehmen 
als  im  Abnehmen  sich  zeigte,  so  war  es  eine  einfache  Geschäftssache, 
ob  ein  wiederholter  Abdruck  stattfinden  solle.  Frage  des  wissen- 
schaftlichen Feingefühls  war  es  dann,  ob  am  Schlüsse,  etwa  unter 
der  Bezeichnung  als  Anhang,  noch  weitere  SehrifstÜcke  beigefügt 
werden  sollten.  Aber  eine  Veränderung  des  Commercium  Epistolieum 
selbst,  Zusätze  innerhalb  des  1712  Gedruckten,  ohne  dass  sie  als 
solche  gekennzeichnet  wurden,  das  waren  ebensoviele  Fälschungen, 
welche  auf  den,  der  sie  beging,  einen  nicht  zu  tilgenden  Makel 
werfen.  Die  neue  Auflage  von  1722  beginnt  mit  einer  Ansprache 
an  den  Leser,  Ää  Leciorem,  welche  darstellt,  wie  Leibniz  immer  an- 
dere Ausflüchte  gesucht  habe,  wenn  es  sich  darum  handelte,  die  in 
dem  Commercium  Epistolieum  vereinigten  Beweisstücke  anzuerkennen 
oder  zu  widerlegen.  Er  sei  aus  dem  Leben  gegangen  mit  dem  Ver- 
sprechen einer  Gegensammlung,  aber  sein  Benehmen  in  dem  durch 
Conti  vermittelten  Briefwechsel  zeige,  daas  das  leere  Worte  waren, 
dass  Leibniz  vielmehr  nichts  besass,  was  er  in  jenem  Sinne  verwerthen 
konnte.  Die  erste  Auflage  des  Commercium  Epistolieum  sei  nur  sehr 
klein  gewesen,  man  habe  Exemplare  nur  an  urtbeibfahige  Mathe- 
matiker geschickt,  und  käuflich  seien  jetzt  keine  vorhanden').  Des- 
halb sei  es  wünschenswerth  gewesen,  eine  zweite  Auflage  zu  drucken, 
welcher  man  auch  einen  Bericht  über  das  Buch,  Becensionem  Lif>n, 
vorausschicke,  der  in  den  V.  T.  für  1715  erschienen  sei,  etwa  7  oder 
8  Monate  vor  Leibnizens  Tod.  Die  Secensio  ist  folglich  dasjenige 
Schriftstück,  dessen  englischen  Wortlaut  wir  seither  Account  nannten. 
Die  Vorrede  Ad  Lectorem  rührt  von  Newton  her.  Unter  dessen  Nach- 
lasse haben  sich  fünf  oder  sechs  Entwürfe  jener  Vorrede  von  der 
Hand  des  damals  79  Jahre  alten  Verfassers  gefunden*).  Ausserdem 
fanden  sich  dort  Bruchstücke  der  Becensio,  welche  die  Abfassung  auch 
dieser  Hehrift  'durch  Newton  (S.  ß20)  bestätigen.  Man  wird  deshalb 
wohl  oder  übel  Newton  für  deu  ganzen  Wortlaut  der  neuen  Auflag« 
mit   sammt    ihren    Fälschungen    gleichkommenden   Aenderungen   des 


')  ftsque  pi-ostant  venalia.        ^  Commav.  epistol.  pag.  X. 
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Textes  verantwortlieh  zu  machen  haben.  Letztere  sind  genau  unter- 
sucht worden^). 

Als  auffallendstes  Beispiel  heben  wir  folgendes  hervor.  Im  Com- 
mercium Epistolicum  von  1712  war  stillschweigend  angenommen,  die 
Historiola  sei  wirklich  an  Leibniz  abgegangen  (S.  311).  Die  neue 
Auflage  sagt  ausdrücklich,  die  Uebersendung  habe  am  26.  Juni  1676 
stattgefunden'),  und  durch  eine  solche  Datirung,  die  mit  voller  Be- 
stimmtheit ausgesprochen  ist,  wird  selbstverständlich  die  Thatsaehe 
unbestreitbar.  Ein  kleiner  Umstand  ist  freilich  dabei  uner^slich: 
die  Richtigkeit  des  Datums.  Nun  hat  aber  Oldenburg  am  26.  Juni 
1676  überhaupt  nuht  an  Leibni?.  geschrieben,  Spitzfindigkeit,  kann 
man  sagen  Man  kennt  einen  Brief  Oldenburgs  an  Leibniz  vom 
26.  Juli  lb7t)  und  daraus  konnte  leicht  durch  einen  Lesefehler,  einen 
Schreibfehler,  einen  Druckfehler  jenes  iiTige  Datum  entstehen.  Gut, 
aber  was  stand  in  dem  Briefe  vom  26.  Juli?  Demselben  lag  die 
Abschrift  von  Newtons  erstem  Briefe  vom  13.  Juni  1676  bei,  und 
Oldenburg  theilte  Leibniz  (S.  79)  Reihen  des  verstorbenen  Gregory 
mit,  die  CoUina  gesammelt  habe.  Folglieh  ist  am  26.  Juli  1676 
die  Historiola  nicht  an  Leibniz  abgegangen.  Von  Newtons 
Tangentenbriefe  steht  aber  in  Oldenburgs  Schreiben  (S.  179)  sonst 
nichts,  als  was  Newton  behaupte,  leisten  zu  können.  Das  Beispiel, 
das  im  Tangentenbriefe  ausgerechnet  enthalten  war,  schickte  Olden- 
burg nicht,  wenn  wir  auch  wiederholen  müssen,  dass  Leibniz  nichts 
fllr  ihn  Neues  aus  demselben  entnommen  haben  würde.  Doch  darauf 
kommt  es  uns  hier  nicht  an,  sondern  auf  die  Art,  in  welcher  die 
zweite  Auflage  des  Commercium  Epistoheum  mit  der  Wahrheit  um- 
sprang. Man  hatte  auf  irgend  eine  Weise  Kenntniss  davon  erhalten, 
dass  am  26.  Juli  1676  ein  Brief  Oldenburgs  an  Leibniz  abgegangen 
war.  Man  wünschte  nachzuweisen,  dass  Leibniz  damals  im  Besitze 
der  Historiola  war.  Man  behauptet  kurzweg,  dieselbe  habe  jenem 
Briefe  beigelegeUj  eine  kühne  Behauptung,  wenn  Oldenburgs  Brief- 
entwnrf  nicht  erhalten  war,  ein  freche  Lüge,  wenn  solches  der  Fall 
gewesen  sein  sollte. 

Eine  eigentliche  Fortsetzung  hat  der  Prioritätsstreit  nicht  weiter 
gehabt.  Entgegnungen  von  Freunden  Leibnizens  blieben  mehr  und 
mehr  aus.  Die  Auffassung  der  Herausgeber  des  Commercium  Episto- 
licum, Leibniz  habe  einen  Eingriff  in  fremdes  Geisteseigenthum  be- 
gangen,  wurde    im    achtzehnten    Jahrhunderte    mehr   und   mehr    die 


')  De  Morgan,  On  die  additiom  ntade  to  tbe  aecotul  edition  of  tJie  Com' 
'nercium  Epistolicum.  Phüosof^icttl  Magazine.  January— June  1848  pag,  446 
big  466.        ')  Haec  GoUeclio  ad  B.  Leibnititm  mkm  fuit  26.  Junii  1676. 

(iiBTOB,  OesDhichte  der  UUbemutik,   in,  S.  2.  Aufl.  22 
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herrschende.  Dem  neunzehnten  Jahrhunderte  war  es  YOrb  eh  alten, 
Leibniz  von  diesem  hässlichsten  Vorwurfe  zu  reinigen.  Es  ist  heute 
anerkannt,  daas  schon  im  siebzehnten  Jahrhunderte  die  Infinitesimal- 
rechnung ao  weit  vorbereitet  war,  daas  ihr  hauptsächlich  eine  ein- 
heitliche Sprache  und  eine  Schrift  fehlte.  Beides  bat  Leibniz  ihr 
selbständig  gegeben,  so  wenig  es  ihm  einfiel  in  Abrede  zu  stellen, 
dass  er  auf  den  Schultern  von  Vorgängern  stand,  dass  diese  sich  aus- 
giebig und  erfolgreich  mit  Infinitesimal  aufgaben  bescMftigt  hatten. 
Dass  Newton  nicht  minder  selbständig  Aehnliches  besass,  früher  besass 
als  Leibniz,  wird  ebensowenig  geleugnet  werden,  aber  sein  Wort 
Fluxion  kam  erstmalig  1687  in  den  Principien,  seine  Bezeichnung,  in 
der  er  lange  achwankte,  erstmalig  1693  durch  Wallis  an  die  Oeffent- 
lichkeit,  während  Leibnizens  Abhandlung  von  1684  schon  als  Mark- 
stein in  der  Geschichte  der  Mathematik  vorhanden  war.  Wir  nennen 
sie  einen  Markstein,  weil  sie,  das  hat  schon  unser  XVI.  Abschnitt 
reichlich  bewiesen,  den  Ausgangspunkt  bildete,  von  wo  aus  neue 
Wettbewerber  in  die  Rennbahn  traten,  vorwärts  zu  eilen  nach  ent- 
fernten Zielpunkten.  Das  Ende  der  Bahn  ist  in  den  mehr  als  zwei- 
hundert Jahren,  die  inzwischen  verflossen  sind,  weiter  und  immer 
weiter  hinauageaehoben  worden,  aber  Leibnizens  Abhandlung  von  1684 
bildet  nach  wie  vor  den  Sammelpunkt,  an  welchem  Jeder  vorbei  muss, 
der  sich  am  Renneu  betheiligen  will,  Leibnizens  Sprache,  Leibnizens 
Schrift  sind  die  unerlässlichen  Eintrittskarten,  ohne  welche  Niemand 
zugelassen  werden  kann.  Und  Leibniz  ahnte  diese  grosse  Zukunft. 
Er  hat  frühzeitig  die  Bedeutung  der  mathematischen  Form  erkannt, 
die  seine  Gegner  nicht  sahen,  oder  nicht  sehen  wollten.  Auch  über 
den  Prior itätaatreit  als  solchen  haben  die  Ansichten  sich  geklärt, 
leider  dahin  geklärt,  dass  seine  gründliche  Durchforschung  allen  Be- 
theiligten ohne  irgend  eine  Ausnahme  zum  Nachtheile  gereicht. 
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OomMnatorische  Analysis.    Walirscheinlicbkeitsreclinung. 

Wenn  wir  nunmehr  Arbeiten,  welche  dem  Gebiete  der  Combina- 
torik  und  ihren  Anwendungen  angehören,  uns  zuwenden  wollen,  ao 
haben  wir  zuerst  über  einen  Aufsatz  zu  berichten,  von  welchem  es 
zweifelhaft  erscheint,  ob  er  nicht  schon  vor  1700  niedergeschrieben 
wurde,  also  streng  genommen  schon  im  84.  Kapitel  hätte  zur  Sprache 
kommen   müssen.     Es   ist  der  Aufsatz  Nova  Algebrae  prontoHo')  von 

')  Leibniz  VII,  164—189. 
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Leibniz,  den  wir  meiaen.  Er  ist  erst  unter  dem  Leibnizischen  Nach- 
lasse in  Hannover  aufgefunden  worden,  mithin  zu  der  Zeit,  in  welcher 
er  einen  Einfluss  hätte  üben  können,  vollständig  unbekannt  gewesen. 
Eine  nahe  verwandte,  im  Jahre  1700  vor  der  Oetfeutlichkeit  be- 
handelte Aufgabe  giebt  uns  die  Veranlassung,  die  Leibnizische  Ab- 
handlung gerade  hier  zur  Rede  zu  bringen.  Bei  ungedruckten  Arbeiten 
ist  es  ohnedies  immer  recht  schwierig,  den  Zeitpunkt  ihres  Entstehens 
zu  erratheu,  wenn  nicht  zufällig  ein  Datum  beigefügt  ist,  ausserdem 
meistens  ziemlich  gleichgiltig,  wo  man  sie  geschichtlich  einreiht,  es 
sei  denn,  dass  man  aus  ihnen  für  den  Verfasser  ein  geistiges  Erstlings- 
recht, oder  mindratens  die  Unabhängigkeit  seines  Gedankenganges 
sichern  will.  Die  neue  Erweiterung  der  Algebra  trägt  kein  Datum. 
Innere  Gründe  lassen  vermuthen,  der  Aufsatz  sei  nach  1695,  vielleicht 
nach  1697  niedergeschrieben.  Analytisches  Rechnen  mit  Grössen,  sagt 
Leibniz,  sei  nichts  anderes  als  Combinatorik^),  und  deshalb  komme 
viel  auf  eine  zwecknuissige  Bezeichnung  an,  welche  die  combinatori- 
schen  Entwickelungen  unterstütze.  Leibniz  empfiehlt  dazu  die  ihm 
seit  1693  geläufigen  zweizifi^erig  geschriebenen  Coefficienten  (S.  112) 
Mit  ihrer  Hilfe  vollzieht  er  die  Multiplication  von  Reihen  von  der 
Gestalt 

10+  111-+  12i/^H ,     20  +  21v  +  22v'H , 

30 +  311- +  321-5+  ■•■  U.S.W,, 

wo  die  erste  Ziffer  jedes  Coefficienten  angiebt,  welcher  Reihe  er  an- 
gehört, die  zweite  Ziffer,  welcher  Potenz  von  v  er  als  Coefficient 
dient.  Im  Producte  besteht  der  Coefficient  jedes  Gliedes  aus  einer 
Summe,  deren  einzelne  Glieder  selbst  wieder  Producte  je  eines  Coeffi- 
cienten aus  jeder  Reihe  sind,  deren  Auswahl  nach  dem  Gesetze  statt- 
findet, dass  die  zweiten  Coefficienfcenziffern  der  Factoren  die  gleiche 
Kumme  liefern,  nämlich  den  Exponenten  derjenigen  Potenz  von  v, 
mit  der  man  es  gerade  zu  thun  bat.  Es  kommt  also  auf  die  Zer- 
fäliung  dieses  Exponenten  in  Tbeile  an,  wofür  Leibniz  den  Kunst- 
ansdruck divulsiones  gebraucht^}.  Leibniz  kennt  also  hier  diejenigen 
Bildungen,  welche  man  später  Variationen  zu  bestimmten 
Summen  genannt  hat.  Er  bezeichnet  das  auftretende  Gesetz  als 
Homogeneität,  welche  formal  und  Virtual  auftrete^),  formal  insofern 
jedes  Glied  gleich  viele  Factoren  besitze,  Virtual  indem  diese  zu 
gleichem  Grade  sich  erheben. 

Wie  die  Multiplikation  von  Reihen  vollzieht  Leibniz  auch  deren 

')  Leibniz  Vn,  159:  Seperietitr  nihil  aliud  esse  Calculum  circa  magnitu- 
ävnes  AnalyHcum,  guam  exercitium  artis  Coiahinatoriae.  ')  Ebenda  VII,  165. 

)  Ebenda  VII,  168:  lex  homogeneorum  tum  formalie ,  tum  virtualis. 
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Division.  Bei  ihr  ordnet  er  nur  Dividend,  Divisor  und  Quotient  nicht 
nach  steigenden,  sondern  nach  fallenden  Potenzen  der  allgemeinen 
Grösse.  Er  vervielfacht  aodann  Divisor  nnd  Quotient,  deren  Product 
mit  dem  Dividenden  in  Uebereinstimmung  gebracht,  die  Coefficienten 
des  Quotienten  der  Beihe  nach  ermitteln  läsat. 

Leibniz  gebt  weiter  zur  Potenzirung,  zum  polynomischen  Lehr- 
sätze über^).  Darüber  schrieb  aber  Leibniz  1695  an  Johann  Bernoulli 
(S.  86),  der  Aufsatz  gehört  also  frühestens  eben  diesem  Jahre  an. 

Im  weiteren  Verlaufe  kommt  eine  Benennung  vor,  welche  in 
ähnlichem,  wenn  auch  nicht  vollständig  übereinstimmendem  Sinne 
sieh  später  Bürgerrecht  erworben  hat,  die  Benennung  Form.  Leibniz 
versteht  darunter  die  Summe  gleich  gebildeter  Ausdrücke^)  und  be- 
zeichnet sie  durch  ein  einzelnes  Gflied,  unter  welchem  zwei  Pünktchen 
stehen.     So  bedeutet  ibm 

a  =  a  -\-  h  -\~  c  -\-  ■■-,    a^  =  d^  -f-  6^  +  c*  -|-  ■  ■  -, 
ah  =  ab  -\-  ac  -\-  bc  -\-  ■  •  ■  u,  a.  w. 

Mit  Hufe  dieser  Formen  lässt  der  polynomische  Lehrsatz  sich  viel 
kürzer  schreiben.     Beispielsweise  ist^): 

(«  +  &  +  c+  (0*  =  «*  +  4«^!-  +  Oa^ftä  +  VJa^c  +  Mabcd. 

Die  dabei  auftretenden  Zahleneoefficienten:  4,  6,  12,  24,  die  man  uns 
gestatten  möge  Polynomialcoefiicienten  zu  nennen,  sind  die  Permuta- 
tionszahlen so  vieler  Elemente,  als  die  Potenz,  auf  welche  das  Poly- 
nomium  erhoben  werden  soll,  aussagt,  unter  der  Annahme,  dass  je  ao 
viele  Elemente  unter  einander  gleich  seien,  als  aus  den  Exponenten 
des  die  Form  vertretenden  Gliedes  zu  ersehen  ist.  Während  Leibniz, 
wie  wir  uns  erinnern  {S.  44),  im  Jahre  1091  über  diese  Permutations- 
zahlen noch  im  Unklaren  war,  hatte  er  inzwiaehen  ihre  richtige  Auf- 
findung erkannt. 

Wieder  zwei  Seiten  später  ist  von  dem  sogenannten  Esponential- 
calcül*)  die  Rede.  Der  Aufsatz  von  Johann  Bemoulli,  in  welchem 
diese  Benennung  veröffentlicht  wurde,  kam  aber  1697  heraus  (S.  232), 
und  daher  unsere  Vermutung  von  der  späteren  Entstehung  der  Nova 
Älgebrae  promoUo.  Auf  den  Exponentialcalcül  kommt  Leibniz  durch 
einen  so  merkwürdigen  Gedankengang  zu  reden,  dass  wir  darauf  näher 


')  Leibniz  VH,  174:  Cum  oUm  eonsiderarem,  himontii  a  -\-  b  potestates  jam 
haberi  per  fmmeros  ctymbimitori4)s ,  eogitavi,  g»omodo  res  ad  trinotnia,  ^adri- 
mmiia  rtc,  deniqv.e  generaliter  ad  polynomia  ^aectm^M  produci  posset. 
')  Ebenda  VII,  178;  Fortnam  voeo  hoc  loco  mmviam  omnmm  membrorwm  ex 
aliquot   Utei-ü  similita-  formatomm.  ^   Ebenda   VH,    179.  ')   Ebenda 

Vn,  181:  Calcuhts  gmm  exponentialem  appelavi. 


y  Google 


Combinatorische  Analysis.    Wahreclieinlichkeitsrechnung.  331 

eingehen  müssen.  Die  von  uns  Polynom iaIeoefficieiiteD  genannten 
Zahlen  sind  ganze  Zahlen.  Sie  können,  sagt  Leibniz^),  gegen  den 
Exponenten  der  Potenz,  auf  welche  das  Polynom  erhoben  werden 
soll,  nicht  theilerfremd  sein  und  müssen,  wenn  jener  Exponent  eine 
Primzahl  ist,  durch  ihn  selbst  theilbar  sein.  Einen  Beweis  seiner 
Behauptung  fügt  Leibniz  nicht  bei,  allein  dass 

r 2 . . f  ■  1  :ii.y~.7rciTf '  "^°"  <''^fi  +  h-\ 1- A- 

durch  e,  sofern  es  Primzahl  ist,  theilbar  sein  muss,  weil  e  in  keinem 
der  den  Nenner  bildenden  Theilproducte  vorkommt,  ist  klar.  Der 
andere  Theil  des  Beweises,  dass  die  Theilbarkeit  diirch  c  aufhören 
kann,  falls  e  keine  Primzahl  ist,  müsste  allerdings  geliefert  werden. 
Vielleicht  entnahm  Leibniz  die  Thatsache  dem  Zablenbeispiele  e  =  4. 
Dort  kam  neben  den  immer  noch  durch  4  theilbaren  Polynomial- 
coeffieienten  4,  12,  24  auch  der  Polynoraialcoeffieient  fi  vor,  der  zwar 
durch  4  nicht  theilbar,  aber  doch  zu  4  nicht  theilerfremd  war.  Nun 
' werde  n-\-h-\'C'\'---  =  x  gesetzt.  Die  Grösse  3f  besteht  unter 
Anwendung  des  Zeichens  für  die  Formen  aus  n'  und  zahlreichen 
anderen  Gliedern,  von  denen  ein  jedes  einen  Polynomialcoefficient  als 
Factor  enthält,  und  df  —  a^  besteht  nur  aus  mit  Polynomialcoeffi- 
cienten  behafteten  Gliedern,  deren  jedes  eiuBelne,  sofern  c  eine  Prim- 
zahl ist,  durch  e  theilbar  erscheint.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Summe 
der  Glieder,  d.  h.  a^  —  a'  ist  nicht  theilerfremd  gegen  e  und,  bei  e 
als  Primzahl,  durch  e  theilbar.  Wählt  man  (i  =  6  =  c  =  ---=l,  so 
ist  a'  =  1,  a*  =  X,  und  3f  ^  x  besitzt  immer  mit  e  einen  Gemein- 
theiler,  ist,  sofern  e  Primzahl  ist,  durch  e  theilbar.  Dieser  zahlen- 
theoretische Satz  ist  kein  anderer  als  der  bekannte  Fermat'sche 
Lehrsatz  mit  dem  ersten  bekannt  gewordenen  Beweise*).  Leibniz 
scheint,  als  er  die  Nova  Algebra«  promotio  niederschrieb,  nichts  davon 
gewnsst  zu  haben,  dass  Fermat  ihm  den  Satz  vorweggenommen  hatte 
(Bd.  II,  S.  777),  wenigstens  thut  er  sich  auf  denselben  zu  gut,  als  auf 
einen  Satz,  der  etwas  enthalte,  was  den  Analytikern  bisher  unbekannt 
gewesen  sei,  eine  allgemeine  PrimzahlenformeP). 

Wir  bezogen  uns  (S.  329)  auf  eine  verwandte  Veröfi'entlichung 
Leibnizens  aus  dem  Jahre  1700.  Wir  meinten  den  Aufsatz  in  den 
A.  E.,  der  gegen  Fatios  Angriffe  gerichtet  war.  Wir  haben  (S.  290) 
Über  diese  Abwehr  berichtet.     Aber  Leibniz  wollte  nicht  ausschliess- 

')  Leibniz  VII,  180.  *)  G.  Vaoca,  Intomo  alla  prima  dimostranione 

äi  un  tewema  di  Fermat  in  der  Bibliotheca  inathematiea  1R04,  pag.  46—48. 
')  leiboiü  Vn,  J80:  Sine  tandem  d»ci  potest  aliquid  hattenus  AncdTfUcis  incog- 
niUtm,  ae^atio  nempe  generalis  pro  Numero  primtivo 
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lieh  Persönliches  dem  Drucke  übergebeu,  er  fügte  einen  Satz  bei'), 
welcher  die  Erweiterung  eines  De  Moivre'suhen  Satzes  sei.  De  Moivre 
hatte  (S.  87)  im  XX.  Bande  der  P.  T.  die  Aufgabe  gelöst,  die  Coeffi- 
cieuten  Ä,  B,  G  . . .  der  Entwicklung  s  =  Ay  +  By^  -\-  Cy^  -j-  . .  . 
zu  finden,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  die  Gleichung 
gegeben  war: 

az-irhz^-\-M'^d^^---^9y  +  hf  +  if  ^-hy"  +  ■■■ . 
Leibniz  nabm  zum  Ausgangspunkt  die  viel  allgemeinere  Gleichung 
0-(0l!,  +  02>,»+ 03  s,>+. ..)+(- 10+ lls+12!/"  +  13»'  +  ->' 

+  (20  +  21  !,+  22!,'  +  23»'+ •■■>'+■■■. 
welche  durch  das  Verschwinden  aller  Ton  Ol,  02,  03,  . . .  10,  20  , . . 
yerschie denen    Coeffieienten   in    die  De  Moivresche  Anfangagleichung 
übergeht.     Das   gesuchte  Ergebniss   schrieb  Leibniz,  indem   er   dabei 
dreizifFrige  Coeffieienten  benutzte, 

z  =  \Qly-\-  102i/^  +  103)/=+ 104^  +  105 ^/^ -| . 

Sei bstver ständlich  sind  die  zwei-  und  dreizifl'rig  geschriebenen  Coeffi- 
eienten nur  symbolisch  zu  lesen,  ohne  aus  ihrem  Aussehen  irgend 
einen  Kückschluss  ani  ihren  Zahlenwerth  zu  gestatten.  Setzt  man  den 
angenommenen  Werth  von  b  in  die  den  Ausgangspunkt  bildende 
Gleichung  ein  und  ordnet  die  so  entstehenden  Glieder  nach  y,  wobei 
auftretende  wirkliche  Zahlen,  z.  B.  die  Zahl  zwei  eingeklammert  als 
(2)  erscheinen,  um  sie  von  den  nur  symbolischen  Zahlen  zu  unter- 
scheiden, so  erhält  man: 
0  =  [Ol  —  10  .  101]  y  +  [02  +  11  .  101  +  20  .  101^  —  10  .  lQ2\y^ 
+  [03  +  11  .  102  +  12  .  101  +  (2)  20  .  101  .  102  +  21  .  101^ 

+  30  .  101=  —  10  .  103])/'  H . 

Zur  Erfüllung  dieser  Gleichung  werden  die  mit  y,  mit  y'^,  mit  ^' .  -  - 
vervielfachten  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt,  und  so  gelangt  man  zu 
den  von  Leibniz  ohne  Erörterung  der  Ableitungsart  gegebenen  For- 
meln, welche  101,  102,  103,  104  als  Ergebnisse  der  Division  mit 
10  in  Ol,  in  02  +  11  .  101  +  20 .  101^,  in 

03  +  11 .  102  +  12  .  101  +  (2)20  .  101  .  102  +  21  .  101^+  30  .  101^ 
in  04  +  11 .  103  +  12 .  102  +  13 .  101  +  20 .  102^  +  (2)20 .  101 .  103 
+  (2)21 .  101 .  102  +  22  .  101=  4-  (3)  30  .  101^ .  102  -f  31 .  101" 
+  40  .  101* 
liefern.  Leibniz  nennt  in  der  Anweisung  zur  Bildung  dieser  und  der 
folgenden  Coeffieienten  die  zweiziffrig  geschriebenen  Symbole  Minus- 

')  Leibniz  V,  348—349. 
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kein,  die  dreiziffrig  geschriebenen  Majuskeln,  die  eingeHammerten 
Zahlen  wahre  Zahlen,  Letztere  sind  immer  die  Permutationszahlen 
der  in  den  betreffenden  Gliedern  vorkommenden  Majuskeln,  jede  als 
ein  Element  betrachtet,  welches  in  der  gebildeten  Permutation  ein- 
oder  mehreremal  Torkommen  kann.  So  entsteht  also  (1)  bei  102^, 
(2)  bei  101  .  103,  (3)  bei  101^  102  u.  s.  w.,  wovon  das  am  häufigsten 
auftretende  {!)  setbstverständlicli  nicht  geschrieben  zu  werden  braucht. 
Die  Glieder  werden  alsdann  nach  folgendem  combinatori sehen  Gesetze 
gebildet:  In  jedem  Einzeigliede  darf  nur  eine  Minuskel  vorkommen, 
Majuskeln  dagegen  so  viele  als  die  linke  Randziifer  der  Minuskel  vor- 
schreibt; so  ist  04  mit  0  Majuskel,  13  mit  1  Majuskel,  30  mit  3 
Majuskeln  mnltiplicativ  verbunden ').  Die  rechten  IJandziifem  der 
Minuskel  und  der  Majuskeln  in  Jedem  Gliede  müssen  die  gleiche 
Summe  liefern,  nämlich  die  der  rechten  Randziffer  der  jedesmal  ge- 
suchten Majuskel;  bei  gesuchtem  104  ist  die  Summe  4,  wie  an 
jedem  Gliede  der  oben  stehenden  Entwiekelung  bewahrheitet  werden 
kann.     Als  Divisor  erseheint  ein  för  alle  Mal  die  Minuskel  10, 

Der  Fortschritt,  welcher  in  dieser  durch  Leibniz  gegebenen  Vor- 
schrift enthalten  ist,  beruht  wesentlich  auf  seiner  Bezeichnung,  und 
er  war  sich  dessen  so  sehr  bewuast,  dass  er  in  gesperrter  Schrift  den 
Satz  hervortreten  liess^),  die  Sachkundigen  würden  einsehen,  welcher 
Fortschritt  der  Analjsis  in  dieser  Bezeichnung  durch  Zahlen 
an  Stelle  der  Buchstaben  bei  gleichbleibender  Willknrliehbeit  und 
Allgemeinheit  der  Annahme  enthalten  sei. 

Leibniz  hat  mit  dieser  Erfindung  die  combinatorisehe  Ana- 
lysis  ins  Leben  gerufen,  eine  neue  Abtheilung  in  dem  grossen  Ge- 
biete der  Analysis,  welche  etwa  80  Jahre  später  wieder  in  Deutsch- 
land eine  eigene  combinatorische  Schule  in  der  Mathematik  entstehen 
liess,  der  es  freilich  an  einem  Leibniz  gefehlt  hat,  um  die  Hoffnungen 
zu  erfüllen,  welche  an  ihr  Auftreten  sich  knüpften. 

Es  ist  gewiss  kein  Zufall,  dass  Leibniz  gerade  den  Aufsatz  gegen 
Fatio  für  diese  Veröffentlichung  benutzte.  Patio  hatte  es  Leibniz 
zum  Vorwurfe  gemacht,  den  Verdiensten,  welche  De  Moivre  sich  er- 
worben habe,  nicht  gerecht  geworden  zu  sein,  und  Leibniz  wollte  nun 
zeigen,  wie  weit  er  über  Jenen  hinausgehe.     Aber  wir  mussten   uns 

')  Muabra  lege  coinbifuUionta  se^t/mfi  lonnoia  .  Nutae  ultimne  numero 
»■uift  swppogidtiocMW  meinbn  eujrtsgue  fmmanto  eandem  summam,  aequaJem  ttotae 
^ilUmae  majusciät,  cujits  membra  tngrtdiuntur  valorem,  et  in  membro  qttoltbet 
»iwuscidus  MO»  esto  «im  unwis,  mc^uscuh  autem  tot,  guot  nota  prior  m  mmmculo 
Ii»het  unttales  *)  V^debunt  autem  >«telhgentei  novam  Änah/tteae  promotwni-m 

"*  ftac  noslra  deiiqnattone  pei  NumeTC  loco  bfefatum,  qut  adeo  fktttti  leu  swpjio 
Wrfw  siwrf,  contmeri 
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tiiuscheii,  wenn  sich  bei  Leibiiiz  mit  dieser  Absicht  nicht  nuch  eine 
andere  verbiinden  hätte.  Leibniz  hat  (S.  217)  im  October  1690  sein 
DifFerentialzeicheu  gegen  Huygens  vertheidigen  müssen,  deutlich 
machen  müssen,  daas  die  Bezeichnung  in  der  Mathematik  keineswegs 
nebensächlich  sei.  Er  wusste  von  den  engen  Beziehungen  zwischen 
fatio  und  Huygens.  Es  war  ihm  nur  erwünscht,  an  einem  der 
Differentialrechnung  nicht  angehörenden  Beispiele  zeigen  zu  können, 
was  aus  einer  zweckmässig  gewählten  Bezeichnung  sich  alles  folgern 
lässt.  Er  hat  es  gezeigt,  und  nicht  bloss  den  englischen  Zeitgenossen, 
denen,  Newton  mit  eingeschlossen,  das  lichtige  Verständniss  für  die 
Wichtigkeit  der  Form  durchweg  abging. 

Zu  den  Anwendungen  der  Combiuatorik,  welche  einen  ganz  be- 
sonderen Keiz  auszuüben  vermögen,  gehört  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Haben  wir  im  84.  Kapitel  Bearbeitungen  desjenigen 
Theiles  ihres  Gebietes  kennen  gelernt,  der  mit  dem  Leben  dei-  Men- 
schen, ihren  Geburten  und  Todesfällen  in  Zusammenhange  steht,  so 
kehrte  man  jetzt  zunächst  zu  den  Aufgaben  zurück,  welche,  wie  wir 
aus  dem  75.  iCapitel  wissen,  jene  Rechnung  hatten  entstehen  lassen. 

Ganz  vergessen  waren  die  Untersuchungen  Über  Glücksspiele  nie. 
Im  Journal  des  S^avans  von  1679  hatte  Josef  Sauveur^)  (1G53  bis 
1716)  sich  mit  den  damals  häufigsten  Glückspielen  beschäftigt,  aber 
seine  Rechnungen  waren  vielfach  mit  Irrthümern  hehailiet,  und  deshalb 
durften  wir  sie  im  84.  Kapitel  mit  Stillschweigen  übergehen.  Von 
viel  grösserem  Werth  war  eine  1708  gedruckte  besondere  Schrift 
Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  Haznrd,  welche  ohne  Namen  eines 
Verfassers  erschien,  aber  von  Pierre  Remond  de  Montmort  (167H 
bis  1719)  herrührt.  Dieser  Schriftsteller^),  dessen  Narae  uns  wiederholt 
begegnet  ist,  war  eine  Zeit  lang  Domherr  zu  Nötre  Dame  in  Paris, 
gab  aber  diese  Stellung,  welche  er  eigentlich  nur  angenommen  hatte, 
weil  sein  Bruder  ihrer  überdrüssig  war,  deren  Pflichten  er  aber  dann 
mit  gewissenhafter  Strenge  erfüllte,  wieder  auf,  um  sich  z^x  ver- 
heirathen.  Er  zog  nach  einer  Besitzung  IMonmoit,  von  welcher  er 
den  Beinamen  annahm,  unter  welchem  er  viel  bekannter  ist,  als  unter 
dem  wirklichen  Familiennamen  Itemond.  Er  arbeitete  längere  Zeit 
mit  Fran9ois  Nicole  zusammen.  Ein  anderer  Mitarbeiter  war 
Niclaus  I.  BernouUi,  welcher  1713  drei  Monate  auf  dem  Gute 
Montwort  verweilte").  Diese  gemeinsam  verbrachte  Arbeitszeit  und 
ein  vorausgegangener  Briefwechsel  beeinflussten  wesentlich  die  zweite 


')  Histoire  de  l'Äcadeniie  des  sdenees  1716,  pag.  82.  *)  Ebenda  1V19, 

pag.  83-93.  ^)   Miclaiis   BernouUi    schrie!)    unter   dem  7.  April  1713  an 

Leibnia  (Leibniz  lil,  983),  er  komme  gerade  von  Montmort  nach  Paris  zurück. 
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Auflage  dea  De  Montmortachen  Essai  d'analyse,  auf  welche  wir  noch 
zurüekkommeii.  Der  ersten  Ausgabe  entnehmen  wir  nur  wenige  der 
Vorrede  angehörende  Bemerkungen,  Die  Vergangenheit,  heisst  es  dort 
auf  S.  VI,  entscheidet  nichts  für  die  Zukunft.  Zufall,  heisst  es  weiter 
auf  S.  XIV,  nennen  wir  den  Eintritt  einer  Thatsache  aus  uns  unbe- 
kannten Gründen,  Der  Verfasser  kennt  an  Vorarbeiten  die  Schrift 
Pascals  über  das  arithmetische  Dreieck,  welche  bei  dessen  Tod  lß62 
gedruckt  aufgefunden  worden  ist,  er  kennt  Pascals  Briefwechsel  mit 
Fermat  aus  des  letzteren  Varia  Opera  von  1679,  er  kennt  auch 
Van  Schootena  Ausgabe  der  Schrift  De  ratiociniis  in  ludo  aleae 
von  Huygens  aus  dem  Jahre  1657. 

Niclaus  I.  Bernoulli  (1687  —  1759),  der  Neffe  von  Jakob 
uud  Johann  BernouUi  (S,  89),  war  gleichzeitig  Jurist  und  Mathe- 
matiker, Er  begann  1709  seine  Thätigkeit  mit  einer  beiden  Wissens- 
gebieten gleichermassen  dienenden  Schrift,  den  Anwendungen  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Rechtsfragen  Spedmina  Ärtis  con- 
jectanäi  ad  quaestiones  Iuris  applimtae.  Einen  Auszug  davon  hat  er 
selbst  in  dem  IV,  Supplementbande  der  A.  E.^)  zum  Abdrucke  ge- 
bracht, wie  die  fortwährende  Redeweise  in  erster  Person  ausser  Zweifel 
setzt.  Wenn  daher  eine  handschriftliche  Randnote  Christian  Wolf 
als  Verfasser  des  Berichtes  nennt,  so  ist  dies  irrig.  Wenn  der  Richter, 
heisst  es  in  dem  Auszüge^,  einen  Abwesenden  ausschliesslich  nach 
Maassgabe  der  verflossenen  Zeit  für  todt  erklären  darf,  so  halte  ich 
seinen  Tod  für  hinreichend  wahrscheinhch,  wenn  sein  Todtsein  doppelt 
so  wahrscheinlich  ist  als  sein  Leben,  denn  alsdann  überschreitet  die 
Wahrscheinlichkeit  die  Hälfte  der  Gewissheit  um  ein  Beachtenswerthes, 
nämlich  um  den  sechsten  Theil  der  Gewissheit.  Jenes  ist  aber  doppelt 
so  wahrscheinlich,  wenn  so  viele  Jahre  verflossen  sind,  dass  von  einer 
Anzahl  mit  dem  Abwesenden  gleichaltrigen  Menschen  die  Zahl  der 
innerhalb  jener  Jahre  Verstorbenen  das  Doppelte  der  Zahl  der  Ueber- 
lebenden  ausmacht.  Es  wirkt  einigermassen  erheiternd,  dass  diese 
Vorschrift  nachmals,  im  Jahre  1744,  gegen  Niclaus  I,  Bernoulli  selbst 
angewandt  wurde').  Damals  verlangten  einige  Baseler,  unter  denen 
just  unser  Bernoulli  sich  befand,  dass  das  Vermögen  der  verstorbenen 
Tochter  eines  seit  23  Jahren  unbekannt  wo  abwesenden  Verganteten 
diesem,  und  damit  ihnen  als  Gläubigem  zugesprochen  werde.  Der 
Bruder  der  Verstorbenen  beanspruchte  dagegen  das  Vermögen  der- 
selben für  sich,  da  der  Vater  sehr  wahrscheinlich  längst  nicht  mehr 
lebe.     Er   berief  sich   dabei   auf  die   von  INiclaus  I,  Bernoulli    auf- 


')  A,  E,  Supplem.  IV,  159—170.  *)  Ebenda  162.  ')  Rudolf  Wolf, 

Biographien  ixa  Kulturgescbichte  der  Sohwoin  i,  160  Note  50. 
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gestellten  Grundsätze,  denen  gemäss  nur  noch  4  Jahre  fehlten,  um 
den  Vater  als  todt  au  erklären.  Das  Gericht  entschied  hierauf,  der 
Bruder  habe  vorläufig  gegen  Sicherstellmig  die  Erbschaft  anzutreten 
und  so  lange  zu  behalten,  bis  die  Gläubiger  beweisen  konnten,  dass 
die  Tochter  wirklich  vor  dem  Vater  gestorben  sei. 

Ändere  Fragen,  mit  welchen  sich  Niclaus  1.  Bernoulli  in  seiner 
Abhandlung  von  1709  beschäftigte,  waren  folgende:  Die  Aufsuchung 
des  Werthes  einer  lehenslänglichen  Rente,  einer  Äusstattungsver- 
sieberung,  wie  sie  in  Italien  vorkomme^),  einer  Schi ffsversi eher ung. 
Ausführlicher  ist  das  Genueser  Spiel  behandelt,  welches  darauf  be- 
ruhte, dass  unter  100  Senatoren  5  Jahresbeamte  nach  dem  Loose  ge- 
wählt wurden,  und  festsetzte,  dass  wenn  die  Looaziehung  mit  einer 
von  einem  Spieler  zum  voraus  aufgestellten  Fünfmänn erliste  in  einem 
oder  mehreren  Namen  übereinstimmte,  derselbe  gewisse  Vielfache 
seines  Einsatzes  erhalten  sollte,  ein  Spiel,  welches  von  dem  Raths- 
herm  Benedetto  Gentile  erfunden  wurde.  Daraus  wurde  dann 
1620  unter  Ersetzung  der  Zahl  100  durch  90  das  Zahlenlotto*). 
Endlich  ist  auch  die  Frage  nach  der  Schuld  oder  Unschuld  eines 
Angeklagten  in  Rechnung  gebracht.  Durch  ein  Schuldzeugniss  lässt 
dei  Verfasspi  die  Wahrscheinlichkeit  der  Unschuld  des  Angeklagten 
sich  auf  Y  hei  abmindern.  Jedes  neue  Schul dzeugniss  fordert  eine 
abermalige  Herahminderung  auf  -  - .  Bei  10  Zeugnissen  ist  folglich 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Unschuld  des  Angeklagten  nur  noch 

oder  so  gering,  dass  seine  Schuld  moralisch  beinahe  sicher  ist^). 

Aus  dem  nachfolgenden  Jahre  1710  haben  wir  eine  enghsche 
Arbeit  zu  nennen.  Arbuthnot  schrieb,  wie  wir  schon  wissen  (S.  306), 
über  das  Gescblechtsverhältniss  bei  den  Gehurten''),  ein  Gegenstand 
dem  John  Graunt  1662  zuerst  Beachtung  geschenkt  hatte.  Arbuthnot 
fand  in  Bestätigung  von  Graunts  Beobachtungen,  dass  nach  den  Lon- 
doner Taufregistern,  welche  er  für  die  Jahre  1629 — 1710  benutzte, 
jedes  Jahr  mehr  männliche  als  weibliche  Geburten  auftraten,  wenn 
er  auch  eine  Verhältnisszahi  nicht  ausrechnete.     Er  sah  darin  einen 


')  lüa  scilicet  convenlio,  Malis  hodiemum  itsitata,  gna  Jfater  cui  recens  nata 
est  ßia  cum  alio  ita  contrahit,  «t  ilh  pi-etio  atatim  aceepto  ejus  gaarfrup!»»*  "*' 
quintuplum  (qitoA  deinde  fiUae  i«  dolem  cedit)  restiluat^  st  contigerit,  fiUiM  P^' 
venire   ad  aelatem   nuhilem   puta   IG  anw^rum,  *)    0.  Warachaner,  1*16 

Zahlealott«rie  in  Preussen  (Leipzig  1885)  S,  6-7.  ')   qaae  tarn  exigm  est, 

ut  moraliter  fere  certum  sit,  crimen  esse  commisaum.  *)  P.  T.  XXVII,  186—190. 
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Beweis  der  göttlichen  Vorsicht'),  welche  durch  diesen  üebersiehusa 
die  grösseren  Gefahren,  unter  weichen  der  Mann  den  Unterhalt  zu 
ptwerben  hat,  im  voraus  wieder  gut  macht.  Er  sah  aber  ferner  darin 
einen  tJrund  gegen  die  Vielweiberei,  welche  den  Gesetzen  der  Natur 
und  der  Gerechtigkeit  zuwiderlaufe,  denn  die  Mehrzahl  der  Männer 
gegen  die  Frauen  würde  noch  mehr  Männer  zur  Ehelosigkeit  zwingen, 
wenn  Einer  mehr  als  nur  eine  E'rau  für  sich  in  Anspruch  nähme. 
Arbuthnot  scheint  schon  früher  (1692)  die  kleine  Schrift  von  Huygens 
ins  Englische  übersetzt  und  mit  Zusätzen  von  geringem  Werthe  ver- 
sehen zu  haben  ^). 

Wieder  ein  Jahr  später  (1711)  folgte  die  hervorragende  Abhand- 
lung von  Abraham  De  Moivre  über  das  Maass  des  Zufalls,  De 
mmsm-a  sorüs^).  In  einer  an  Francis  Robartes,  nachmaligem  Earl 
of  Eadnor,  gerichteten  Widmung  bedauert  De  Moivre,  dasa  dieser 
Gönner  der  mathematischen  Wissenschaften  *)  durch  ötaatsgeschäfte 
verhindert  sei  fortzusetzen,  was  er  zu  seinem  Vergnügen  begonnen 
habe,  und  dadurch  bestätigt  sich,  was  wir  (S.  307)  schon  zu  verstehen 
gaben,  dass  Robartes  nur  sehr  nebensächlich  als  Mathematiker  gelten 
kann.  Eine  gegentheilige  Meinung  wird  man  auch  dann  kaum  mit 
Erfolg  vertheidigen  können,  wenn  Robartes  die  gleiche  Persönlichkeit 
iat''),  welche  1693  einen  kleinen  Aufsatz  über  Lotterien  veröffentlicht 
hatte^),  dort  aber  Francis  Roberts  genannt  ist.  In  De  Moivres 
Widmung  an  Robartes  ist  ferner  von  einem  neueren  französischen 
Schriftsteller  die  Rede,  welcher  die  Regeln  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung an  verschiedenen  Beispielen  hübsch  klar  zu  legen  wusste'), 
wenn  er  auch  eine  eigentliche  Methode  vermissen  lasse.  Natürlich 
ist  De  Montmort  gemeint.  Die  Lehre  von  den  Combinationen  sei 
(las  vorzugsweise  anzuwendende  Hilfsmittel:  dass  im  Jahre  1711 
Leihniz,  der  Schriftsteller,  welcher  jene  Lehre  hauptsächlich  begründet 
hatte,  in  England  nicht  erwähnt  wird,  versteht  sich  von  selbst 

Gewissermassen  als  Einleitung  in  die  Abhandlung  dient  folgender 
Satz.  Tritt  ein  Ereigniss  in  p  Fällen  ein,  in  q  F.illeu  nicht  ein,  tritt 
ein  zweites  von  dem  ersten  durchaus  unabhängiges  En-ignis^  in  r 
1^'ällen  ein,  in  s  Fällen  nicht  ein,  vervielfacht  man 

(P  +  S)  (r  +  s)  =  p»-  +  gr+i)s  +  3S, 
so  verhalten  sich  die  einzelnen  für  beide  Ereignisse  gemeinschaftlichen 

')  «M  Argument  far  Bimne  Froeidmce.  *)  Todhunter,  History  of  fke 

»"ilheaiatical  Üteory  of  prohnlüity  from  fke  time  of  Vascal  to  thal  of  La$laee 
IMg  i8— 53  •)  P.  T.  XXVII,  213— 2(i4.  ')  MaiMmaikarum  scienUm-uw. 

lautor  t)  Todhunter  1.  c.  p^.  63—54  und  137.  ")  P.  T,  XVH.  ')  quas 
"'yeijJtHus  aub»   Gtdlas  variis  exempUs  piUdire  iUustravü. 
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Möglichkeiten  des  Eintretens  oder  Nichteintietens  wie  die  Gliedet  dor 
angegebenen  Entwicklung,  eine  Behauptung,  m  welohei  man  Halleys 
Einfluss  (S.  52)  nicht  verkennen  wird.  In  dem  besonderen  Falle,  dass 
das  Eintreffen  der  Ereignisse,  welche  nicht  bloss  2  sondern  n  an  der 
Zahl  sein  dürfen,  stets  in  a  Fällen,  dat  Nuhtemtreifen  ■stets  ni 
h  Fällen  stattfindet,  geht  das  Product  der  Summen  "iich  aua- 
schliessender  Fälle  in  die  Potenz  (a  -\-  h)"  über,  deren  (iliedfi  eine 
ähnlich  zu  erläuternde  Bedeutung  besitzen,  wie  vorher  die  Grliedei- 
des  Produetes  aus  von  einander  verschiedenen  Factoren. 

Man  kann  getrost  den  ganzen  weiteren  Inhalt  der  Abhandlung 
als  Anwendung  dieses  einen  Satzes  kennzeichnen,  die  sich  nur  ent- 
sprechend den  Bedingungen  der  jedesmaligen  Aufgabe  bald  einfacher, 
bald  weniger  einfach  gestaltet.  Die  ganze  Abhandlung  gewinnt  da- 
durch ein  einheithches  Gepri^e,  welches  ihren  Werth  erhöht.  Die 
Bedingungen,  von  welchen  wir  reden,  sind  theils  solche,  die  aus- 
schliesslich dem  Bereiche  des  Zufalls  angehören,  theils  solche,  hei 
denen  die  Geschicklichkeit  des  Spielers  den  Ausschlag  giebt,  soweit 
sich  diese  in  Zahlen  ausdrflcken  lässt.  Wir  geben  als  Probe  einige 
wenige  Beispiele. 

Das  erste  Beispiel')  der  Abhandlung  lässt  Ä  mit  B  würfein,  und 
zwar  mit  einem  gewöhnlichen  auf  seinen  Flächen  mit  1  bis  6  be- 
zeichneten Würfel.  A  soll  gewonnen  haben,  wenn  er  in  8  Würfen 
mindestens  zweimal  1  Auge  wirft.  Weil  1  Flache  mit  Eins,  5  Flächen 
mit  Nichteins  bezeichnet  sind  und  8  Würfe  vorgeschrieben  sind,  ist 
hier  «^1,  6  =  5,  w=8.  Bei  der  Entwicklung  von  (1  -f-  5)^  sind 
die  Glieder,  welche  in  allgemeinen  Buchstaben  h"  und  nah'^'-  heissen, 
dem  Spieler  Ji  günstig,  alle  anderen  lassen  A  gewinnen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten für  A  und  B  verhalten  sich  also  wie 

((«  +  br  —  h"  —  H»6— ')  :  (6«  +  nah''-'), 
d.  h.  wie 

(68  _  5«  —  8  .  5') :  (5»  -f  8  .  5')  =  6fi3991  :  1015625 , 

oder  ungefähr  wir  2  :  3. 

Die  vierte  Aufgabe^)  nimmt  an,  A  sei  so  viel  geschickter  als  B, 
dass  er  ihm  auf  3  Spiele  eines  vorgeben  kann,  man  wünscht  ihre 
Geschicklichkeit  in  einem  Zahlenverhältnisse  s :  1  ausgedrückt.  Hier 
ist  a  =  s,b  =  l,n  =  4r.  Diese  letztere  Zahl  bestimmt  sich  dadurch, 
dass  in  Folge  der  Vorgabe  A  drei,  B  zwei  Spiele  gewinnen  muss, 
um  die  Entscheidung  herbeizuführen.  Diese  ist  also  jedenfalls  nach 
3  +  2—1=4  Spielen  vorhanden.    Von  den  Gliedern  der  Bntwick- 

')  P,  T.  XXVII,  216—217,  *)  Ebenda,  318—319, 
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hing  (3  +  1)*  sind  2*-|-  Az^  die  für  Ä  günstigen,  Qz^-\-  As  -\-  \  die 
für  B  günstigen.  Nach  der  Vorgabe  sollen  aber  die  Aussichten  beider 
Spieler  die  gleichen  sein,  also  ist  ^ -\-  4^'^  Qz^-\-  4^  +  1  zu  setzen, 
woraus  ungefähr  z  =  1,6  folgt.  Die  Geschicklichkeiten  verhalten  sieh 
demnach  wie  1,6  :  1  ^  8  :  5. 

In  der  fünften  Aufgabe^)  wird  nach  der  Zahl  x  der  Versuche 
gefmgt,  welche  das  Eingetroffensein  und  Nichteingetroffensein  eines 
Ereignisses  gleich  wahrscheinlich  machen,  wenn  a  und  h  die  Ver- 
hältnisszahlen  bei  einmaligem  Versuche  sind.  Von  der  Entwicklung 
von  {«  -f-  V)^  stellt  nur  das  Glied  h"  die  Fälle  dar,  in  welchen  das 
Ere'g  isa  lie  eintrat,  alle  übrigen  UUeder  (a  +  i)^  —  1)^  setzen  ein 
m  deuten'?  einmaliges  Eintreffen  voraus.  Eingetroffen  sein  und  Nicht- 
getroffensein  sollen  aber  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitzen,  also 
muss  sen  (a  +  fi)-^  —  i^  =  6%   {^d^Y  ^  {]_ -\- !^Y  =  2 ,      Gesetzt 


33' 


und  man  erkennt,  dass  dem  ^  ^  1  auch  3;  =  1  entspricht,  dem 
3'  =  00  auch  a:  =  00.  In  letzterem  Falle  setze  man  —  =  ^,  so  geht 
die  letzterhaltene  Reihe  in  \-\-S'\--^z'^-\--^s^-\----  über.  Aber 
das  ist  die  Zahl,  deren  natürlicher  Logarithmus  s  ist^),  und  da  2  den 
Zahlenwerth  der  Reihe  darstellt,  so  ist  2  die  Zahl,  deren  natürlicher 
Logarithmus  z  ist,  d.  h.  .s  =  log  2,  und  das  ist  nahezu  0,7,  Da  nun 
2  =  --  war,  so  ist  x  =  qz.  Nun  hat  man  ermittelt,  dass  bei  g  =  1, 
^=1^,  bei  $  =  00,  x  =  0,1q  ist.  Bei  irgend  sonstigem  Werthe 
von  5  liegt  folglich  —  zwischen  1  und  0,7. 

Wir  gehen  zu  dem  Jahre  1713  über,  in  welchem  Niclaus  I. 
nernouUi  die  Ars  Conjeetandi,  Muthmassungskunst,  d.  h.  Wahi-schein- 
lichkeitsrechnung  seines  170Ö  verstorbenen  Oheims  Jakob  BernouUi 
herausgab  (S.  221).  Jakob  BernouUi  hatte  sieb  diesen  Betrachtungen 
nafih  1679*),  aber  mindestens  20  Jahre  vor  seinem  Tode,  also  spätestens 
1085*)  zugewandt,  und  dennoch  hinterliess  er  das  Werk  unvollendet. 
Die  Verleger  hatten  erst  Johann  BernouUi,  dann  Niclaus  I.  BernouUi 

')  P.  T.  XXVH,  219.  ")   est  mmwi*)-««  cujiis  Logarifftmus  Hyperbolicits 

est  g.  sj  j^j.g  Cofigeetandi  pag.  29:  referente  Paecalio  in  literis  ad  Fermatium 

Haae  huim  operibus  Tolosae  A".    1679  impressis  inseriae  kffuntur.  ')  Ebenda 

P^g.  S27;  postquam  jam  per  vieenniuni  preBsi, 
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angegangen,  das  an  dem  Werke  noch  Fehlende  fertig  zu  stellen.  . 
Beide  lehnten  unter  verschiedenen  Vorwänden  ali.  Niclaua  I.  Ber- 
noulli  begnügte  sich  damit,  das  Druekfertige  der  Presse  zu  öbergeben 
und  in  der  Vorrede  den  Verfasser  des  Essai  d'Anahjse  sur  les  Jeux 
de  Hazard,  d.  i.  De  Montmort  und  neben  ihm  De  Moivre,  welche 
beide  vor  noch  nicht  so  langer  Zeit  auf  dem  gleichen  Gebiete  mit 
Auszeichnung  thätig  gewesen  seien,  öffentlich  aufzufordern,  im  Sinne 
des  Verstorbenen  an  dem  von  ihm  Begonnenen  weiter  zu  arbeiten. 
Die  Ars  Conjectandi,  zu  deren  Schilderung  wir  übergehen,  besteht 
aus  vier  Abschnitten. 

Der  I,  Abschnitt  enthält  die  Abhandlung  von  Huygens  über 
das  Würfelspiel'-),  von  welcher  in  unserem  75.  Kapitel  (Bd.  II,  S.  759 
bis  760)  die  Rede  war,  und  Anmerkungen  zu  derselben.  In  diesen 
findet  sich  z.  B.  ein  Beweis*)  für  den  von  Huygens  beweislos  aus- 
gesprochenen Satz,  dass  es  gleichbedeutend  sei,  ob  man  1  Wurf  mit 
n  Würfeln  oder  n  Würfe  mit  1  Würfel  betrachte.  Darf  Einer  einmal 
mit  n  Würfeln  werfen,  so  kann  es  doch  nicht  darauf  ankommen,  ob 
die  Würfel  gleichzeitig  oder  nach  einander  auf  den  Tisch  rollen.  Im 
letzteren  Falle  kann  es  aber  wieder  keinen  Unterschied  macheu,  ob 
es  n  verschiedene  Würfel  sind  oder  ob  einer,  der  n  mal  nach  ein- 
ander benutzt  wird.  In  zwei  Anmerkungen^)  sind  wichtige  Verall- 
gemeinerungen vorgenommen,  indem  von  Huygens  mit  bestimmten 
Zahlen  wer  then  gestellte  Fragen  in  Buchstab  enwerthen  ihre  Beant- 
wortung finden,  was  natürlich  einen  ganz  anderen  Einblick  in  die 
Bildungsweise  der  Endzahlen  der  Untersuchung  gewährt.  Auch  ein 
Anhang  zum  I,  Abschnitte  überholt  bedeutend  die  erläuterte  Schrift. 
Huygens  hatte  zum  Schlüsse  fünf  Aufgaben  gestellt,  zu  deren  1.,  iä.,  5. 
er  ohne  weitere  Begründung  die  Zahlenauflösung  beifügte,  zur  2. 
und  4.  nicht  einmal  diese.  Jakob  BemouUi  hat  in  dem  genannten 
Anhange  die  1.,  2.,  3.,  5.  Aufgabe  behandelt*),  für  die  4,  auf  seinen 
III.  Abschnitt  verwiesen,  wo  sie  denn  auch  gelöst  wird^),  ebenso  wie 
die  3.  Aufgabe  dort  eine  abermalige  Lösung  findet^).  Jakob  Bernoulli 
zeigt,  aus  welchem  Grunde  Huygens  der  2.  Aufgabe  keine  Lösung 
beifügte.  Sie  lässt  rm,mlich  ihrem  Wortlaute  nach  verschiedene  Deu- 
tungen zu,  deren  jede  naturgemäss  zu  anderen  Zahlen  führt,  so  dass 
in  der  einen  Aufgabe  mehrere  verborgen  Hegen. 

Der  II.  Abschnitt')  ist  der  Lehre  von  den  Permutationen  und 
Combinationen    gewidmet.     Der   Name    der   Permutationen   dürfte 

')  Arg  GtmjectMtti  pag.  1—71.  ')  Ebenda  pag.  37.  =)  Ebenda  pag.  äU 
imd  38,  beidemal  mit  der  Ueberschrit't:  Ad  propositioncm  m  i/enere.  ')  Ebentia 
pag.  49  —  67,  57  —  65,  66,  67  —  71.  "*)  Ebenda  pag,  146—146,  '^)  Ebenda 

pag.  144—146.     .       ")  Ebenda  pag.  72-137. 
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Yon  Jakob  Bemoulli  erfunden  sein,  wenigstens  sagt  er'),  er  nenne 
Permutationen  diejenigen  Äenderungen,  durci  welche  unter  Beibehal- 
tung der  Anzahl  der  Dinge  ihre  Ordnung  und  Stellung  verschiedent- 
lich vertauscht  wird,  während  bei  den  Combinationen  der  Wortlaut 
dahin  geht^),  sie  seien  Verbindungen  von  solcher  Art,  daas  aus  ge- 
gebenen Dingen  welche  abgesondert  uml  mit  einander  vereinigt 
werden,  ohne  dass  auf  ihre  Ordnung  und  Stellung  irgend  welche 
Eücksicht  genommen  werde.  Jakob  Bemoulli  nennt  als  Vorgänger 
auf  dem  Gebiete  der  allen  Wissenschaften  gleich  unentbehrlichen  Com- 
biiiationslehre :  Schooten,  Leibniz,  Wallis,  Prestet*),  während 
er  Pascals  einschlagende  Arbeiten,  abgesehen  von  dem,  was  in  den 
Briefen  an  Fermat  stand,  nicht  gekannt  zu  haben  scheint,  trotzdem 
sie  seit  1665  im  Buchhandel  waren  (Bd.  II,  S.  749).  Dieselbe  Un- 
kenntniss  müssen  wir  auch  auf  die  bei  Pascals  combinatorischen 
Arbeiten  zuerst  auftretende  Methode  der  vollständigen  Induc- 
tion,  d.  h.  des  Beweis  Verfahrens  von  «  auf  w -|~  ^  ausdehnen.  Jakob 
Bemoulli  scheint  demnach  diese  Methode,  deren  er  sich  in  einem 
kleinen  Aufsatze  sehr  einfachen,  auf  arithmetische  Reihen  bezüglichen 
Gegenstandes*)  in  den  A.  E,  für  September  1686  bedient  hatte,  die 
dann  in  der  Ars  Conjeetandi  wiederholt  benutzt  wird^)  selbständig 
nacherfunden  zu  haben.  Das  Vorrecht  Pascals  kann  dadurch  nicht 
beeinträchtigt  werden,  aber  es  wird  begreiflich,  dass  man  lange  Zeit 
Jakob  BernouUi  für  den  Erfinder  der  Methode  hielt  und  sie  vielfach 
nach  ihm  benannte.  Ging  es  doch  mit  des  Methode  der  unbestimmten 
Coeffleienten  nicht  viel  anders,  von  welcher  man  durch  die  grosse 
Verbreitung  der  Descartea'sehen  Geometrie  aller  Orten  Kenntnisa 
haben  musste,  und  von  welcher  Newton  wie  Leibniz  bei  den  ver- 
schiedensten Gelegenheiten  Gebrauch  machten,  ohne  je  den  damals 
vermuthltch  allgemein  bekannten  Urheber  der  Methode  zu  nemien,  so 
dasa  spätere  Schriftsteller  bald  Newton,  bald  Leibniz  für  den  Erfinder 
hielten.  Bei  Betrachtung  der  Permutationen  unterscheidet  Jakob  Ber- 
noullj  die  zwei  Möglichkeiten,  dass  aUe  Elemente  verschieden '*) ,  oder 
dass  sie  zum  Theil  unter  einander  gleich')  sein  sollen.  Die  Ableitung 
der  Formel  für  die  Permutationszahlen  erfolgt,  wenn  alle  Elemente 
verschieden  sind,   durch  Betrachtung  von  1,  2,  3  . . .  der  Reihe  nach 

')  Ars  Cvn^eetandi  pag.  74:  Permutationes  reram  voco  Variationes,  jwxta 
'ptas  servala  eadent  rerum  mulfititdine  ordo  stiitsgite  irtter  ipsas  divermnoäo  per- 
"iittatttr.  ")  Ebenda  pag.  82;  Combinationes  rerum  swtt  Gonjunetiones ,  juxta 

ffwas  eas  data  rerum  multitudine  nonnullae  eximutttur,  intergue  se  conjuK^ntur 
«ufe  ordmü  sitmve  ipsarum  respectu  habito.  °)  Ebenda  pag.  73.  *)  .Tak. 

oernoulli,  Opera  I,  282—283.  '')  Ars  Conjeetandi  pag.  92  und  häufiger. 

")  Übenda  pag.  76.  ")  Ebenda  pag,  77. 
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auftretenden  Elementen.  Von  n  Elementen  kann  jedes  als  erstes  ge- 
schrieben werden,  worauf  ihm  so  viele  Permutationsformen  nachfolgen, 
als  aus  den  anderen  n—  1  sich  bilden  lassen,  die  Permutationszahl 
für  n  Elemente  ist  also  n  mal  so  gross  als  die  für  n  —  1  Elemente. 
Mit  einander  übereinstimmende  Elemente  werden  erst  als  verschieden 
gedacht,  und  ihr  Gleichwerden  findet  nachträgliche  Berücksichtigung. 
Bei  den  Combinationen  muss  der  JSxponens^),  d.h.  die  Anzahl  der  in 
jeder  Form  enthaltenen  Elemente  oder  die  Klasse,  zu  welcher  com- 
binirfc  wird,  beachtet  werden.  Er  findet  in  den  Wörtern  Unionen, 
Binionen,  Temionm,  Quatemtonen  für  Formen  mit  1,  2,  3,  4  Elementen 
seinen  Wiederhlang,  und  sogar  das  Wort  NuUio  wird  gebildet,  um 
anzudeuten,  dass  man  gar  kein  Element  nehme.  Auch  bei  den  Com- 
binationen  wird  die  Verschiedenheit  aller  benutzten  Elemente  einen 
HaupttaU  bilden,  ihre  theilweise  Gleichheit  einen  zweiten.  Die  Ele- 
mente treten  allmalig  neu  hinzu,  werden  aber  dann  mit  den  schon 
vorhandenen  in  jeder  denkbaren  Weise  verbunden,  d.  h.  die  Combina- 
tionen  von  n  Elementen  zu  allen  Klassen  von  den  Unionen  bis  zu 
den  JT-ionen  (Formen  von  je  n  Elementen)  werden  gleichzeitig  ge- 
bildet. Eine  kleine  diese  Entstehung  versinnlichende  Tafel,  deren 
Vorbild  für  Jakob  BemouUi  in  den  Exercitationes  matbemaÜcae  von 
Franciacus  van  Schooten  (Bd.  11,  S.  758)  gefunden  sein  dürfte^), 
ist  folgender 

b.ah 

c  .  ac  .bc  .  ahc 

d  .  ad  .hd  .  cd  .  ahd .  acd  .  hcd  .  ahcä 

e  .  ae  .  be  .  ce  .  de  .  abe  .  ace  .  hae  .  ade  .  bde  .  cde  .  ahce  .  abde  .  acde 

.  bcde .  abcde. 

In  jeder  Zeile  steht  eine  Form  mehr  (die  neu  hinzutretende  Union) 
als  in  sämmtlichen  früheren  Zeilen  zusammen,  mithin  in  der  ei^sten 
Zeile  1,  in  der  zweiten  1-1-1=2,  in  der  dritten  1  -j~  1  -|-  2  =  2*, 
in  der  vierten  1  -j-  1  -f  2  -|-  2^  =  2',  in  der  n  ten 

1  +  1  +  2  +  2^  -( f-  2"-^  =  2"-i 

Formen.     Alle  Zeilen  zusammen  geben 

1  4-2  +  2«H ^2'*-'  =  2''~l 

Formen*).  Die  Formen  der  einzelnen  Zeilen  klassenweise  geordnet  geben 

')  Ars  Conjectandi  pag.  82.  ■)  Vergl.  Franc,  van  Suhooten,   Exer- 

eitationes  mathemalicae  pag.  373  mit  Ars  Conjectandi  pag.  83.  ')  Ars  Con- 

jectandi pag.  84. 
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für  die  Unionen  der  Reihenfolge  der  Zeilen  nach  l-f-l-j-l-j-l  +  l"}"""! 
für  die  Binionen  0-{-l-\-2-{-^-\-i-\----,  für  die  Temionen 
0  -|-  0  -j-  1  +  3  +  6  +  ■  ■  ■  u.  s.  w.,  so  dass  die  Uebereinatimraung 
mit  den  figurirten  Zahlen  za  Tage  tritt^).  Das  ist  aber  ein 
Gegenstand^  mit  welchem  schon  die  beiden  Ulm  er  Mathematiker 
Faulhaber  und  Remmelin,  mit  welchem  Wallis,  Mercafcorj 
Prestet  sich  beschäftigt  haben^).     Werden  die  Zahlen 

1+1  +  1  +  1  +  1  +  ...,     0  +  1  +  1  +  1  +  1  +  ..., 
0  +  0+1+3  +  6+.. . 
je  in  einer  Columne  unter  einander,   die  Columne   selbst  neben   ein- 
ander gesehrieben,  so  entstellt  ein  Zahlenrechteck'} 

1     0     0     0     0     ... 

1     1     0     0     0     ... 

1     2     1     0     0     ... 

1     3     3     1     0    ... 

1     4    6    4     1     ... 


in  welchem  die  Stellen  über  der  von  links  oben  nach  lechts  unten 
verlaufenden  Diagonale  durch  Nullen  eingenommen  sind,  nach  deren 
Entfernung  eine  dreieckförmige  Tafel  der  Binomialcoeffieienten  übrig 
bleibt,  nicht  übereinstimmend,  aber  doch  nahe  verwandt  mit  dei 
seiner  Zeit  von  Michael  Stifel  erfundenen  Anordnung  (Bd.  II, 
S.  434),  mit  der  von  Tartaglia  später  benutzten  Nachbildung  (Bd.  II, 
S.  522 — 524).  Weder  Stifel  noch  Tartaglia  kommen  aber  unter  den 
von  Jakob  BemouUi  erwähnten  Vorgängern  vor.  Er  dürfte  beide 
Schriftsteller  demnach  nicht  gekannt  haben,  ein  ganz  interessanter 
Beleg  für  die  Enschheit,  mit  welcher  mitunter  auch  ganz  heiTor- 
ragende  Werke  aus  dem  Gedächtnisse  entschwinden.  Die  vorher  von 
ihm  genannten  Mathematiker,  fährt  Bernoulli  fort,  hätten  durch  Jn- 
duction  Formeln  für  die  figurirten  Zahlen  gefunden,  Wallis  auch  die 
Humme  von  Potenzen  der  aufeinander  folgenden  Zahlen  der 
natürlichen  Zahlenreihe,  aber  von  Beweisen  sei  nirgend  die  Ilede 
gewesen.  Wer  allerdings  glaubt,  Bernoulli  sei  diesem  seinem  eigenen 
Vorwurfe  nicht  verfallen,  er  habe  vielmehr  jede  Induction  verschmäht, 
befindet  sich  im  Irrthum.  Bemoullis  Gedankengang  ist  folgender*). 
Ben  Ausgangspunkt  bildet  ein  Satz,  der  unter  Anwendung  des  Zeichens 
'--'(  für   die  Zahl  der   Combinationen   ohne  Wiederholung  aus  h  Ele- 


')  Ars  Gonjectandi  pag.  80.  ^  Rbenda  pag.  95.  ^  Ebenda  j 

')  Ebenda  pav,  9G— 98. 


a  pag.  87. 
a  pag,  9G— 9S 
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menten  zur  Klasse  k,  wodurch  Cj  =  0,  so  lange  h  <  k,   sich   in  der 

t        *— 1     *— 1  t— I 

Formel  C„  =  Cj  -}-  0,  +  ■  -  -  +  Cn~i  ausapricht,  oder  als 

n(w-l)...(«  +  l~fe)  ^"Tjh -l){h-i)..-{h  +  l~k) 
1.2...*  ^Z,i  1.2...(fc  — 1) 

Bemoulli  findet  den  Satz  für  Ä  =  2,  3,  4  . . .   riehtig  und   dehnt  ihn 

dann   inductiv   aus.     Bei  k  =  S   ist   demnach  (sofern  S   — — --— 

mit   Jakob   Bernouili   noch   kürzer  jS -'— geschrieben  wird) 

=  is«'— -5-SB  +  «. 

Aber  Sn  =  — ~~ ,    und   aetzfc  man   diesen   Werth   in   die   Gleichung 
ein  und  löst  sie  dann  naeli  Sn^  auf,  so  findet  sich 
.(«-!)(» -2) 


S«'— 2 - 


!  +  3Sn  —  2n. 


-T'''+T'> 


und  diese  Summe   der  Quadratzahlen    lässt   sich   weiter  als    bekannt 
betrachten,  zunächst  bei  k  =  4.     Die  Annahme  liefert 


und  daraus  Sn^  '^  "T  '^^  ~^  T  "^  ^^  'i  ^^'  B^^iouUi  hat  die  Rechnung, 
von  welcher  er  behauptet,  sie  werde  mit  leichter  Mühe')  vollzogen, 
bis  zu  i:=  11,  d.h.  bis  zur  Darstellung  der  lOten  Potenzen  durch- 
geführt.    Ihr  Ergebniss  ist: 

Sn 


Sk*  =  —  w^  -f  y  «*  -f-  —  M«  —  g-  w 
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Sn'   -- 


+  T»'  +0"'" 


i»*  + 


-|-  •.  n^  —  1  w'  -f"  1  K^  - 


Wer  aber,  heisst  es  unmittelbar  weiter,  das  Gesetz  der  lieihen  ge- 
nauer betrachtet,  liaiin  auo.b  ohne  die  Umschweife  der  Rechnung  die 
Tabelle  fortsetzen,  Ist  e  der  ganzzahlige  Esponent  irgend  einer  Potenz, 
so  wird 


Sif=  - 


rT  +  ir  +  i'i»-'  +  -^ 


+ 


^-JK2 


+ 


Vi^P^'B,,-- 


-3HC-4) 


Cte- 


■  +  ■ 


Die  Exponenten  der  Potenzen  Yon  n  nehmen  von  c  - 
regelmässig  um  je  2  ab,  so  dasa  das  letzte  Glied  n^  oder  n  wird,  je 
nachdem  c  nngrad  oder  grad  war.  Die  Buchatabea  A,  B,  C .. .  werden 
nach  und  nach  bei  der  Bildung  der  Summen  Sn"  mit  gradem  c  ge- 
funden.    Es  gehört  a 


c-,2 

und 

A  — 

t  =  4 

und 

if_ 

c_6 

und 

C  — 

c  — 8 

und 

D  — 

c  =  10 

und 

E  — 

Diese  grossen  Buchstaben  werden  vermittelst  ihrer  grundlegenden  Eigen- 
schaft gefunden,  dass  sie  die  übrigen  Coefficienten,  welche  bei  Ent- 
wicklung der  betreffenden  Potenzsumme  auftreten,  zur  Einheit  ergänaen. 
Bei  Sn^  sind  beispielsweise,  wie  aus  der  kleinen  Tabelle  entnommen 
werden   kann,    die   Coefficienten  der  fünf  ersten   Glieder  — ,  — ,  —^ 

— 15'  T'    ■'^^'"^^^  Summe  '—  wird  durch  D  zur  Einheit  er^nzt,  d.  h. 

31  1 

3(,  +  D  i=  1,  7>  =  —  ■„,;■    Wie  Jakob  BernouUi  zu  diesen  wichtigen 

"ätzen  gekommen  sein  mag,  welche  geniale  Induction  ihn  dazu  führte, 
die  Exponenten  von  c  —  1  au  um  je  2  abnehmen  zu  lassen  und  die 
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auftretendöit  Coefficienteu  durch  aus  iliiien  hervorgehobene  Factoren 
so  zuzustutzen,  dass  die  Zahlen  A,  H,  C,  D. .  . .  immer  wieder  auf- 
treten, hat  man  zu  errathen  ■wenigstens  versucht').  Sei  angenommen 
Stf  =  X  ■  n'+^  -\-  y  ■  n'  -\-  s  ■  n'~^  +  *(  ■  nP-^  +  ■  ■  -,  'wo  x,y,s,u. .. 
YOrläufig  unbestimmte  Ooefficienten  sind.  Die  Gleichung  muss  auch 
für   S(n  -\-  ly  anwendbar   sein    und    S(n  -}-  1)"  =  x  ■  (n  -}-  iy+'  -{- 

y.(n-i-iy-^2-{n+  ly-^  -f  M  -  (b  +  iy~i  ~\ liefern.   Die  Bi- 

nomialent Wickelungen  («+  1)"^+^,  («-}-  ly,  {n-}- 1}"""',  (w-|-  I)"~^.... 
sind'  aber  bekannt,  da  c  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  und  können  in 
die  Formel  für  S(w+  1)'^  eingesetzt  werden.  Erwägt  man  ferner, 
dass  (n  +  1)"  =  S(n  -\-  ly  —  Sm'^,  so  findet  man  einestheils 

(n  +  !)•  -  »•  +  en-'  +  "^^n—  +  ■■■■ 

und  anderntheils 

(.,  +  i'r  -.[(c  + 1)„.  +  '-'-if »-.  +  tti)|i^-i)„.-«  + . ..] 
+  !,[»»—  + '4^  «->  +  ■■■] 


Coefficientenvergleichung  gleichhoher  Potenzen  von  n  liefert: 
1  =a;(c  +  l) 
(c  +  l)c    , 

'J!=3  _  ,(i± ')£(-')  +  ,«fci)  +  .(„  „  1) 

e(c-l)(t-a)  (c  +  l)e(.-l)(e-8)    ,      ,(,-i)(c-a) 

6  ^  24  ■!"  3  6  " 

Daraus  findet  man  aber  der  Reihe  nach:  x  =^  ""irT'  V  ^^  ¥'^^^13' 
u=^0.  Nachdem  die  ersten  Coefflcienten  x,  y,  s  und  das  Verschwinden 
von  M  ermittelt  sind,  kann  neben  8{n-\-  Vf  auch  S(n~  1)"  ange- 
setzt und  die  Differenz  {n -\- ly -\- n' =  S {n -\- ly  —  S (n  —  If 
=  x{{n-\-iy+^-(n-iy+^]-^y[{n-l-^y~-(n~iy]+,[{n+iy'-> 

—  {n—  ly-^]  +  u[{n  +  1)'^-^  —  («  —  ly-s]  -J ins  Auge   ge- 

fasst  werden.  Die  Klamm  er  ausdiücke  sind  abwechselnd  grade  und 
ungrade  Funktionen   von  n.     Daher  zerfällt    die   Gleichung  in  zwei, 

V  Briefliche  Mittheüung  von  H.  Karl  Schwering. 
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deren  eine  die  Potenzen  n",  W"^,  «""*  u.  b.  w.  enthält,  die  andere  c 
übrigen.     Sie  heissen: 

-  i[(«  +  !)'+■  -  (»  -  1)-+-1  +  4(»  +  1)— 

-  («  -  1)—]  +  »[{»+  1)'^'  -  («  -  1)—]  +  ■  ■  ■  . 


"        -' TsTTTs  " 


3  _i_  ^yi;  —  ij  VC-  —  jj  i^  —  i>;  v«  —  *j  ^^^_^    . 
___  "•"  i.2-S-4.5  ^         "I 

-!,[(»+  1>  -  (»  -  !)■]  +  «L{«  +  1)—  -  (»  -  1)-=]  +  ■  .  ■ . 
In  der  zweiten  Gleichung  ist  die  linke  Seite  -n[{*i-\-^T—^{*^-^^y~i, 
rechts  steht  /wegen  y  = —\  die  Summe  -^-[{n -j- l')"  —  {n  —  1)''] 
+  M  [{«  +  ly-^  —  (m  —  ly-äj  _| Mithin  müssen  u  und  über- 
haupt die  Coeffleienten  von  \(n--\-iy~^'  —  (n  —  l)*^-^-*]  verschwinden. 
Ob  BeniouUi  wirklich  so  schloss,  bleibt  natürlich  ungewiss,  doch 
scheinen  die  vcrwertheten  Sätze  alle  von  der  Art  zu  sein,  dass  Jakob 
Bernoulli  sich  ihrer  bedienen  konnte. 

Der  letzte  unter  Bemoullis  Sätzen  ist  leicht  einzusehen.  Ist 
nämlieh  m=1,  so  besteht  Sn"  nur  aus  dem  einen  Gliede  1'^  =  1, 
während  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gleichfalls  alle  Potenzen  von 
«  durch  Einheiten  zu  ersetzen  sind,  mithin  die  einzelnen  Coefficienten 
durch  den  Schlusscoefficienten  zur  Einheit  ergänzt  werden  müssen. 
Die  Zahlen  A,  B,  C,  D,  .  ..  haben  bekanntlich  später  den  Namen 
der  BernouUischen  Zahlen  erhalten.  Eine  Operation,  auf  welche 
Jakob  Bernoulli  ein  berechtigt  grosses  Gewicht  legt,  ist  die  Bildung 
von  Combinationen  nebst  deren  Permutationen').  Er  be- 
handelt sie,  beziehungsweise  sucht  die  Anzahl  ihrer  B'ormeu  sowohl 
unter  der  Voraussetzung  lauter  von  einander  verschiedener,  als  auch 
wiederholt  auftretender  Elemente,  und  zwar  sind  in  letzterem  Falle 
sowohl  Combinationen  mit  unbedingter  als  mit  bedingter  Wieder- 
holbarkeit^ der  Untersuchung  unterworfen.  Bei  den  Combinationen 
mit  unbedingter  Wiederholbarkeit  der  Elemente  erscheint  der  poly- 
nomische Lehrsatz^)    als    naheliegende   und  wichtige  Anwendung. 

Der  III.  Abschnitt*)  wendet  die  combinatorischen  Lehren  auf 
Fragen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  an.  Etwas  bunt  durchein- 
ander gewürfelt   erscheinen  hier  theilweise  recht  schwierige  und  mit 


')  Ars  CotiQeetandi     Pars  ■'ei.unda.     Caput  VII  De  Combmationilms  et  Fer- 
^vtaftontbus    mt-etim    •.peetafit    pag   124  sqq.  ')  Ars  Conjeetandi  pag.  133, 

fbenda  pag  133    uh<  qvantttas  hteralis  a -i- b -\- e -\- d  ducenda  est  in  se  qua- 
d>-ate  ciilne  etc        ')  Bbi>nda  pag   138—309. 
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grosser  Gewandtheit  angefasste  Aufgaben,  über  welche  in  Kürze  zu 
bericliteti  nicht  wohl  angeht. 

Der  IV.  Ähaehnitt*)  blieb  leider  unyollendet.  Er  sollte  seiner 
Ueberschrift  nach^  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  ihren 
Anwendungen  auf  bürgerliche,  sittliche  und  wirthschaft- 
liche  Verhältnisse  untersuchen.  Er  beginnt  mit  einem  Einleitongs- 
kapitel  über  Gewissheit,  Wahrscheinlichkeit,  Noth wendigkeit  und  Zu- 
fälligkeit der  Dinge  °).  Die  Wahrscheinlichkeit  wird  als  ein  Grad  dur 
Gewissheit  erklärt,  von  der  sie  sich  unterscheide  wie  der  Theil  vom' 
Ganzen*).  In  den  nachfolgenden  Kapiteln  fährt  Jakob  Benioulli  fort, 
das  zu  entwickeln,  was  man  eine  von  Rechnung  freie  Darstellung 
der  Wahrscheinlichkeitslehre  nennen  könnte,  mit  wesentlicher  Berück- 
sichtigung der  ian  IV,  Abschnitte  zu  behandelnden  Gegenstände.  Sie 
sind  ganz  anderer  Art  als  die  gewöhnlichen  Glücksspiele.  Mau  ist 
bei  Erscheinungen  der  Natur  oder  des  menschlichen  Geistes-  wie 
Körpericbens  nicht  im  Stande,  alle  möglichen  oder  einem  Ereignisse 
günstigen  und  ungünstigen  Fälle  zum  Voraus  genau  zu  zählen,  aber 
was  man  a  priori  nicht  hervorloeken  kann,  das  kann  man  wenig- 
stens a  posteriori,  d.  h.  aus  dem,  was  bei  ähnlichen  Beispielen  ia 
zahlreichen  Fällen  beobachtet  wurde,  herausscharren  ^).  Neu  sei  weder 
dieses  Verfahren,  welches  regelmässig  im  täglichen  Gebrauche  geübt 
werde,  noch  auch  das  Bestreben,  sich  auf  so  zahlreiche  Erfahrungen 
als  immer  möglich  zu  stützen,  weil  dadurch  die  Gefahr,  vom  Ziele 
abzuirren,  verringert  wird.  Dagegen  sei  der  Beweis  neu,  daas  solches 
aus  den  Grundgesetzen  der  Kunst  mit  Nothwendigkeit  folge.  Aber 
noch  weiteres  sei  möglich,  woran  vielleicht  Niemand  auch  nur  ge- 
dacht habe.  Man  könne  untersuchen,  ob  bei  Häufung  der  Beobach- 
tungen die  Wahrscheinlichkeit,  dem  eigentlichen  Verhältnisse  zwischen 
den  günstigen  und  den  ungünstigen  Fällen  auf  die  Spur  zu  kommen, 
sich  so  steigere,  dass  sie  jede  gegebene  Wahrscheinlichkeit  übertreffe, 
oder  ob  diese  Aufgabe  so  zu  sagen  ihre  Asymptote  habe^,  d.  h.  ob 
es  einen  bei  beliebiger  Häufung  der  Beobachtungen  dennoch  nicht 
überschreitbareu  Grad  der  Wahraclieinlichkeit,  das  wahre  Verhältniss 
der  Fälle  gefunden  zu  haben,  gebe.     Man  sieht,  dass  Jakob  Bemoulli 

)  Äri,  Gotijeclan  h  pag   210—^39  *)  Ebend*  pag  210     Pars  qmrta 

trwiens  umm  et  aipheiUiotiem  piaecedenlts  Doctrtnae  m  Ciithbus  M  ralibus  et 
Oeconomtets  ")  Caput  I  Piaditnmarta  qttaedam  de  (ertitudne  Pi obabilHnte, 
IieeesBttate  et  Cnntingentw  Eerum  *)  Aft  Con^eetanAi  p^  211    Piobabääa» 

est  gradus  certJtiidttas  et  ab  hac  differt  ut  paif  a  tofo  ')  Ebenda  pig.  224i 
qiiod  a  pnon  elicete  tton  datur  sattem  a  f  oster  or  hoc  est  et  eventt  tn  similibus 
erempliB  multotes  observato  ertfve  htebit  ')  Lbpnia  [»o   ^^^    ""  '''"''  ^'^^' 
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hier  das  Gesetz  der  grossen  Zahlen  enthüllt  hat.  Das  Gesetz 
selbst,  darin  hat  er  ganz  Recht,  war  keineswegs  neu.  Wir  wissen, 
dass  Cardano  (Bd.  II,  S.  538)  es  schon  ziemlich  deutlich  aussprach, 
aber  auch  darin  hat  er  Recht,  dass  noch  nie  versucht  worden  war, 
das  Gesetz  mathematisch  zu  beweisen.  Der  Bernoullische  Beweis^), 
der  sich  aaf  die  Binomialentwicklung  und  nicht  grade  naheliegende 
Eigenschaften  der  Binomialcoefflcienten,  insbesondere  des  mittlereii, 
stützt,  ist  allzu  verwickelt,  als  dass  er  in  der  uns  gebotenen  Kürze 
hier  mitgetheilt  werden  könnte.  Spätere  Bearbeiter  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung haben  ihn  vereinfacht  und  dadurch  die  Richtigkeit 
des  Gesetzes  nur  um  so  zweifelloser  festgestellt. 

Gemeinschaftlieh  mit  der  Ars  Conjectandi  hat  Niclaus  I.  Bernoulli 
einen  französisch  geschriebenen  Brief  über  das  Ballspiel,  das  sogenannte 
Jm  de  pcmme,  veröffentlicht^).  Auch  dieser  Brief  rührt,  wie  Niclaus 
Bernoulli  in  der  Vorrede  versichert,  von  Jakob  Bernoulli  her.  Er 
behandelt  jenes  Geschiekliehkeitsspiel  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Kunstfertigkeit  der  einzelnen  Spieler  aus  zahlreich  durch  dieselben 
abgelegten  Proben  bekannt  sei.  Das  ist  wieder  eine  Wahrschein- 
lichkeit a  posteriori,  und  der  Brief  schreib  er  bedient  sich  hier  wie 
in  der  Ars  Conjectandi  dieses  Wortes,  das  nunmehr  der  Wiesenschaft 
erworben  war.  Als  Beispiel  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  dient 
eine  unbekannte  Menge  weisser  und  schwarzer  Zettel,  die  in  einem 
Säckchen  vereinigt  einzeln  herausgezogen  und  sofort  wieder  hinein- 
geworfen werden,  worauf  jedesmal  aufs  Neue  gehörige  Mischung  der 
Zettel  vorausgesetzt  ist.  Man  könne  beweisen^),  daas  das  Verhältniss 
der  so  gezogenen  beiderfarbigen  Zettel  von  dem  der  wirklich  vor- 
handenen schliesslich  so  gut  wie  gar  nicht  abweiche,  so  dass  die 
Gleichheit  der  beiden  Verhältnisszahlen  zur  moralischen  Gewissheit, 
werde*). 

Auf  die  Ars  Conjectandi,  deren  hohe  wissenschaftliche  Bedeutung 
schon  aus  unserem  Auszuge  erkennbar  sein  dürfte,  folgte  im  gleichen 
Jahre  1713  die  zweite  Ausgabe  von  De  Montmorts  Essay  d'Ana- 
hjse  sur  les  Jmx  de  Hasard.  Auch  sie  stellte  keinen  Verfassernamen 
auf  das  Titelblatt,  aber  der  Schleier,  der  schon  bei  der  ersten  Aus- 
gabe für  Fachmänner  kaum  vorhanden  gewesen  sein  kann,  da  De  Mont- 
mort  sein  Buch  vielfach  verschenkte,  war  dadurch  einigermaasen  ge- 

')  Ars  Conjectandi  pag,  228  —  238.  Ein  sehr  ähereichtlicher  Beriebt  bei 
Eggenberger,  Beiträge  zur  DarstcUoiig  des  Bernoulli  sehen  Theorems  etc.  in  ' 
den  Mittheilimgen  der  naturforschende»  Gesellschaft  in  Bern,  Jahrgang  1893, 
S.  121—139.  >)  Auf  dem  Titelblatte  des  Druckes  von  1713  heisat  es:  Epistola 
Galliee  scripta  de  Iiudo  pilae  reticularis.  ')  itant  weine  une  chose  demotitrec. 
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lüftet,  dass  Briefe,  die  iu  dem  letzten  Abschnitte  abgedruckt  sind, 
von  Montmovt  aus  datirt  sind^),  und  dass  bei  einem  derselben^)  die 
Unterschrift  R.  de  M . . .  vorkommt.  Diese  Briefe  sind  Bestaudtbeile 
eines  Briefwechsels  mit  Johann  Bernoulli  und  Niclaus  1,  Ber- 
noulli,  durch  dessen  Veröffentlichung  De  Montmort,  wie  er  in  der 
Änkündigang  an  die  Leser')  sagt,  seine  Schriftstellereitelkeit  der  Liebe 
zur  Wissenschaft  opferte.  In  demselben  neuen  Vorworte*)  wendet 
sich  De  Montmort  gegen  De  Moivre  und  dessen  (S.  337)  von  uns 
erwähnte  Bemängelung  der  ersten  Ausgabe  in  einer  eigentlich  durch 
die  Aeusserungen  in  der  Mensura  sortis  nicht  gerechtfertigten  Breite. 
Er  fügte  geschichtliche  NotiKen  hinzu.  Dahin  gehört,  dass  De  Mont 
niort  seit  April  1713  den  Anfang  des  Gommercium  Eptstolicum  kannte^), 
der  ihm  von  Seiten  der  Royal  Society  zugeschickt  worden  war.  Dahin 
gehört  ferner  eine  Erwähnung  von  Cardanos  Abhandlung  I)e  hulo 
alcnc  (Bd.  II,  S.  537 — 538),  deren  Bedeutung  De  Montmort  aber  nicht 
richtig  würdigte,  wenn  er  sagte,  man  finde  dort  nur  Belesenheit  und 
die  Moral  betreffende  Gedanken^,  Aiich  Oaramuel  wird  als  Ver- 
fasser einer  als  sehr  unbedeutend  geschilderten  Schrift  über  das 
Würfelspiel,  Kybeia  genaonf),  von  der  wir  wissen  (Bd.  II,  S.  771), 
dass  sie  nur  ein  einzelnes  Kapitel  seiner  Maßiesis  hiceps  war.  End- 
lich ist  von  einem  Aufsatze  Leibnizens  über  Spiele  in  den  Miscellan. 
Berolin.  I  die  Eede^).  In  dem  eigentlichen  Texte  fehlt  es  gleichfalls 
nicht  an  geschichtlichen  Erinnerungen.  Von  einigem  Interesse  dürfte 
es  sein,  dass  Descartes")  als  der  Erfinder  der  Methode  der  ujibe- 
stimmten  Coefflcienten  gerühmt  ist,  und  dass  die  Erscheinungszeit 
der  Ars  Conjeclancii  auf  den  Anfang  des  Monats  September  1713  an- 
gegeben ist^").  Aus  diesem  Datum,  zuzammengehalteu  mit  dem  des 
1).  November  1713,  unter  welchem  die  neue  Auflage  des  Essay  d'Aua- 
lyse  gutgeheissen  ist,  ergibt  sich  die  Unabhängigkeit,  mit  welcher 
beide  Drucke  neben  einander  hergingen.  Das  Werk  De  Montmorts 
konnte  von  dem  Jakob  Bernoullis  unmöglich  mehr  stark  beeinflusst 
werden,  weil  es,  als  dieses  herauskam,  selbst  schon  nahezu  im  Drucke 
vollendet  war. 

Was  nun  die  eigentlichen  analytischen  Ergebnisse  der  neuen 
Ausgabe  betrifft,  so  können  wir  uns  mit  wenigen  Bemerkungen  be- 
gnügen. Während  in  der  ersten  Ausgabe  combinatorische  Betrach- 
tungen erst  spiiterhin  auftreten,  sind  sie,  und  zwar  auf  den  ßath  von 


')  Easay  d'Äfialjfse  etc.  pag.  303  und  öfter.        *)  Ebenda  pag.  370. 
■^  Ebenda  Avertissemmt  pag.  XXVI.      <)  Ebenda  pag.  XXVH— XXXI.      ')  Elienda 
pag   XXXV.  ")  Ebenda  pag.  XL;  On  n'y  trouve  que  de  Verudition  et  des  re- 

fiejrtom  m/rales.         ')  Ebenda  pag.  XL  imd  387,        *)  Ebenda  pag.  XLl. 
")  Ebenda  pag.  321.        '")  Ebenda  pag.  401. 
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Niclaua  I,  Bernoulli^),  in  der  zweiten  Ausgabe  als  erster  Abschnitt 
an  die  Spitze  gestellt.  Grade  diesem  ersten  Abschnitte  gehören  drei 
Sätze  an,  die  wir  hervorheben.  De  Montmort  macht^)  auf  die 
zwischen  Wahrscheinlichkeitszahlen  und  Polynomialcoefficieiiten  vor- 
handenen Beziehungen  aufmerksam.  Er  spricht  aua^),  dass  die  1  als 
Divisor  mitgerechnet  und  %,  «j,  .  . .  tt,,  als  Primzahlen  gedacht,  die 
Divisorenzahl  von  a^"^  a^^ . . .  a,'''  sich  durch  das  Producfc 

{«,  + 1)  fe  + 1) . . .  (.,  + 1) 

darstelle.     Er   lässt')  flgurirte  Zahlen   mit  in   jeder  neuen  Zeile  neu 
hinzutretenden  Erzeugungszahlen,  yetierateurs,  bilden.    Der  Name  gene- 
rateur  imd  die  Bildtiugs weise  von 
a     a         a  a  a  a 

h     a  +  b        2a-\-b  .'S«  +  i  4a -f  ft 

c         a-\-h-\-e     3«  +  2Ä  +  c  o«  +  3'-  +  c 

d  a^h-{-c-\-d     4a  +  36  -]-  2c  +  d 

a  a 

na  +  6  6«  +  // 

lOa-i-U-l-f:  löa  +  öfi  +  c 

lOa  -f  66  +  3f  -[-  ,?       20«  +  lO;*  +  4c  +  rf 

ennnem   zu  sehr   Mi   da-<,  way  Loibniz  seiner  Zeit  {ß.  77)  als  äiffe- 

retiime  ginerairtcct,  bekannt  war,  und  was  De  Montmort  in  dem  Oom- 

menium    Epistolicum    aufgeftUen    sein   mochte,   als    dass    wir   nicht 

darauf  hinweisen   »iollten      Dtr   zweite,    dritte   und   vierte   Abschnitt 

handeln  von  bpielen   deren  Gewinn  Wahrscheinlichkeiten  combinatorisch 

untei^ufht  werden      Den  fünften  Abschnitt  bilden  Briefe. 

Wn  haben  von  dera->elben  schon  oben  reden  müssen.  Der  erste 
Brief  rührt  von  Johann  BernouUi  her*),  welcher  an  De  Montmort 
kritische  Bemerkungen  zur  ersten  Ausgabe  des  Essay  d'Änalyse  ge- 
richtet hatte,  und  ähnlichen  Inhaltes  ist  auch  ein  erster  Brief  von 
Niclaus  I.  BernouUi'').  An  letzteren  knüpfte  sich  dann  ein  ganzer 
Briefwechsel,  in  welchem  neben  mancherlei  Spielen  auch  Integral- 
rechnung und  höhere  Cnrvenlehro  der  Gegenstand  gelehrter  Unter- 
haltung bildeten.  Der  Zeit  nach  erstrecken  sich  die  Briefe  vom 
n.  März  1710  bis  zum  15.  November  1713,  der  letzte  muss  folglich 
nach   der  Gutheissung  des  Druckes  vom  9.  November  Aufnahme  ge- 

')  lüssay  d'Änalyse  etc,  pag.  334—336,  'j  Eljenda  pag.  34  ^  Ebenda 
pag.  .^5.  ')  Ebenda  pag.  03.  ")  Ebenda  pag.  283—298.     Der  Bnet  atpht 

^uch   in   .;oh.    BernouUi    Opera    I,  453  —  468.  ')   Essay  d  inaly-e   ftt 

pag.  290—303. 
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fmiden  haben.  Am  bekannteateu  ist  ein  Brief  von  Niclaas  1.  Ber- 
noulli  vom  9.  September  1713  geworden.  Der  Briefschreiber  stellt 
in  ihm  folgende  Aufgabe*):  Ä  verspricht  dem  li  einen  Thaler,  wenn 
er  mit  einem  gewöhnlichen  Würfel  gleich  beim  ersten  Wurfe  6  Augeo 
werfe,  2  Thaler,  wenn  er  die  6  im  2.  Wurfe  wirft,  B,  4  Thaler,  wenn 
er  erst  im  3.,  4.  Wurfe  die  gewünschte  Augenzahl  erreicht  u.  s.  w. 
lu  einem  zweiten  Falle  zahlt  Ä  dem  B  in  geometrischer  Heihe  wach- 
sende Belohnungen.  Man  fragt  nach  B's  moralischer  Erwartung, 
quelle  est  Vespermtee  de  B.  De  Montmort  meint  in  seiner  Antwort^}, 
die  Aufgabe  biete  keinerlei  Schwierigkeit.  Es  handle  sich  nnr  um 
die  Auffindimg  von  Reihensummen,  hei  welchen  Zahler  als  arithme- 
tische oder  als  geometrische  Progression,  als  2.,  3.  Potenzen  u.  s.  w., 
Nenner  aber  in  geometrischer  Progression  auftreten.  Wir  werden  im 
nachfolgenden  letzten  Abschnitte  unseres  Bandes  die  Arbeiten  von 
Daniel  Bernoulli  aus  den  Jahren  1730  und  1731  kenneu  lernen, 
welche  unter  Abänderung  der  Bedingungen  der  Aufgabe  ihre  Schwierig- 
keit, aber  auch  ihre  theoretische  Bedeutung  wesentlich  steigorten. 

Unter  den  von  De  Montmort  genannten  Arbeiten  war  auch  eine 
Abhandlung  von  Leibniz.  Dass  es  dem  Manne,  von  dem  wir  (S.  333) 
sagen  durften,  er  habe  die  combiuatorische  Analysis  in  das  Lebeu  ge- 
rufen, nicht  an  Interesse  für  Walirscheinlichkeitsbetrachtungen  fehlte, 
ist  nur  naturgemäss.  Schon  1687  äusserte  sich  Leibuiz  in  einem 
Briefe  an  Vincent  Plakke  oder  Placcius^),  der  seit  1675  Pro- 
fessor am  akademischen  Gymnasium  in  Hamburg  war,  über  das  thö- 
richte  Beginnen  der  Rechtsgelehrten  und  der  Aerzte,  welche  den 
Mund  vollnehmen  mit  Ausdrücken  von  der  Art,  dass  Gründe  nicht 
nach  der  Zahl,  sondern  nach  dem  Gewichte  zu  schätzen  seien,  und 
die  doch  von  einer  Waage  nichts  wissen,  auf  welcher  die  Gründe 
gewogen  werden  können*).  Mit  den  Mathematikern  müsse  man  die 
Gewissheit  als  Ganzes,  die  Wahrscheinlichkeiten  als  dessen  Theile  be- 
trachten. Wahrscheinliches  verhalte  sich  zum  Wahren  wie  ein  spitzer 
Winkel  zu  einem  rechten,  ßechtsentsch  ei  düngen,  Theilungen  u.  s.  w. 
sollten  nach  den  Gesetzen  dieser  Wahrscheinlichkeit  stattfinden,  so 
da^s,  wenn  zwei  Leute  L  und  M  an  eine  Svimme  Anspruch  erheben, 
und  es  doppelt  so  wahrscheinlich  sei,  dass  L  als  dass  M  im  Recht 
sei,  eine  Theilung  der  Summe  im  Verhältnisse  2 :  1  zwischen  beiden 
stattzufinden  habe.  Bei  den  Gerichten  sei  freilich  eine  derartige 
Theilung  nicht  im  Gebrauch. 

')  Fs'iay  ä  Analyse  etc.  pag,  402.  1  Ebenda  pag.  407,  ^  Allgemeine 
iieutsche  Biographie  XXVI,  230  Artikel  von  R.  Hoche.  ^)  Der  Brief  ist  ab- 

gedruckt m  dei  1768  durch  Dutens  veranstalteten  Genfer  Gesammtausgabe  der 
LeibniziflLhen  Werke  Bd.  VI  S.  36—37. 
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Es  kann  ferner  nielit  Wunder  nehmen,  dass  im  Briefwechsel 
zwischen  Leibniz  und  Jakob  Bernoulli  die  Wahracheinlichkeits- 
rechnung  berührt  wurde.  Im  April  1703  schrieb  Leibniz')  zuerst, 
er  habe  davon  gehört,  dass  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  weiche 
er  sehr  hoch  schätze,  von  Jenem  bedeutend  ausgebildet  worden  sei; 
er  seinerseits  wünschte,  dass  Jemand  verschiedene  Spiele  rechnurigs- 
müssig  behandelte,  das  sei  eine  angenehme  und  nützliche  Aufgabe 
imd  auch  eines  schwerwiegenden  Mathematikers  nicht  unwürdig. 
Jakob  Bernoulli  antwortete  im  Oetober^),  es  sei  wiihr,  dass  er  schon 
seit  Jahren  an  einem  Werke  über  Wahrscheinlichkeitarechuimg  sitze 
und  nur  den  letzten  Abschnitt  der  Anwendung  auf  bürgerliche,  sitt- 
liche und  wirthschaftliche  Gegenstände  nicht  vollendet  habe.  Er  er- 
klärt nun,  was  er  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  nenne  und  fährt 
fort,  es  sei  merkwürdig,  dass  auch  der  Dümmste  durch  einen  natür- 
lichen Trieb  das  Gefühl  habe,  bei  Mehrung  der  Beobachtungen  komme 
man  der  Wahrheit  immer  näher.  Diesen  Satz  könne  man  aber  genau 
und  mathematisch  beweisen.  Man  könne  noch  weiter  gehen,  und  er 
sei  im  Stande,  die  Zahl  der  Beobachtungen  anzugeben,  welche  dazu 
führen,  dass  es  lOOmal,  lOOOmal,  lOOOOmal  wahr  seh  eiulicher,  mithin 
moralisch  gewiss  werde,  dass  ein  aufgestelltes  Zahlen verhältnisa  der 
vorkommenden  Fälle  das  richtige  sei,  und  dieses  genüge,  um  unseren 
Vermuthungen  im  bürgerlichen  Leben  eine  wissenschaftliche  Grund- 
lage zu  geben.  Sein  Bruder  Johann,  erzählt  Jakob  Bernoulli  in  dem 
gleichem  Briefe,  wisse  schon  seit  V2  Jahren  von  dem  Saiae,  habe 
aber  aus  Verkleinerungssucht  sich  unwissend  gestellt,  als  De  l'Höpital 
ihn  einmal  darüber  befragte.  Leibniz^)  wollte  auf  diese  Erfahrungs- 
wahrseheinhchkeit  nicht  viel  geben.  Ein  Brief  vom  3.  December  ent- 
hält seinen  Einwurf,  eine  folgende  Erfahrung  könne  vorhergehende 
über  den  Haufen  werfen.  Neue  Krankheiten  könnten  z.  B.  entstehen, 
welche  frühere  Annahmen  über  die  Dauer  des  menschliehen  Lebens 
umstossen.  Am  20.  April  1704  bleibt  Bernoulli*)  bei  seil 
tungen.  Es  handle  sich  um  einen  mathematisch  streng  bewies 
Watz,  dessen  Beweis,  wie  er  wiederholt,  Johann  vor  12  Jahren  sah 
und  richtig  fand.  Neue  Krankheiten  könnten  allerdings  entstehen, 
aber  daraus  folge  nur,  dass  immer  neue  Beobachtungen  angestellt 
werden  müssen,  und  dass  es  gewiss  sei,  dass  Derjenige  ungeheuer  von 
der  Wahrheit  abweichen  würde,  der  versuchen  wollte,  aus  heutigen 
Londoner  und  Pariser  Beobachtungen  Schlüsse  auf  die  Lebensdauer 
der  Patriarchen  vor  der  Sintfluth  zn  ziehen.     Am  2.  August  fügte  er 


')  Leibniz  m,  71.  ^  Ebenda  DI,  77—78.  ')  Ebenda  I!I,  83-84. 

uenda  UI,  87— 6<j. 


y  Google 


354  96.  Kapitoi. 

hinKu'),  wenn  die  Erfahrung  auch  nur  näh  er  ungs  weise  SterbKchkeits- 
zablen  liefere,  so  sei  das  selbst  in  der  Geometrie  nicht  unerhört. 
Das  Verhältniss  des  Kreisdurchmessers  zur  Peripherie  kSniie  genau 
mir  dnreh  unendlich  viele  De ci malstellen  der  Ludolphischen  Zahl  an- 
gegeben werden,  und  doch  habe  Archimed  es  genügend  erklärt,  indem 
er  es  zwischen  die  Grenzen  7  :  22  nnd  71  :  22'd  einsehloss.  Leibniz^) 
Hess  am  28.  November  das  Beispiel  mit  der  Ludolphischen  Zahl  nicht 
gelten.  Bei  dieser  bringe  jede  neue  Decimalstelle  eine  vermehrte  An- 
näherung. Ob  aber  jede  neue  Erfahrung  die  bisherigen  Annahmen 
stets  verstärke,  wisse  man  nicht.  Jakob  Bemoulli  antwortete  nicht 
mehr.  Am  28.  Eebruar  1705  fragte  er  zwar  wiederholt^),  ob  Leibniz 
ihm  nicht  die  Schrift  De  Witts  über  Sterblichkeit,  welche  schon  vor- 
her in  dem  Briefwechsel  mehrfach  erwähnt  wurde,  leihweise  zuschicken 
wollte,  aber  auf  eine  weitere  Vertheidigung  seiner  Erfahnings Wahr- 
scheinlichkeit liess  er  sich  nicht  ein.  Im  April  etwa  erwiderte 
Leibniz*),  er  könne  De  Witts  Schrift  zunächst  nicht  auffinden,  Ber- 
iioulH  würde  aber  in  ihr  kaum  Neues  entdecken.  Sie  beruhe  auf 
denselben  Grundlagen  des  zwischen  gleich  Ungewissen  zu  nehmenden 
arithmetischen  Mittels  wie  Pascals  Triangle  arithmetique  und  Huygens' 
Wurf elahhan  diu ng.  Man  wird  in  dieser  Hinweisung  Leibnizens  keinen 
Widerspruch  gegen  unsere  Bemerkung  (S.  B41),  Jakob  Bernoulli  habe 
Pascals  Triangle  aritlime'tiquc  nicht  gekannt,  finden  wollen.  Jakob 
Bernoulli  starb  im  August  1705,  In  den  vier  Monaten,  welche 
höchstens  zwischen  seinem  Tode  und  dem  Empfang  des  Leibnizischen 
Briefes  lagen,  war  er  meistens  krank.  Er  hat  deshalb  wahrscheinlich 
von  jenem  Hinweis  keinen  Gebranch  mehr  machen  können. 

Im  December  1705  äusserte  sich  Leibniz  ■'')  gegen  den  schottischen 
Edelmann  Thomas  Burnett  de  Kemney,  er  billige  es  sehr,  wenn 
man  über  Verstau  des  spiele  schreibe,  nicht  gerade  um  ihrer  selbst 
willen,  aber  weil  derartige  Untersuchungen  in  der  Kunst  des  Denkens 
weiterbringen. 

Der  erste  Band  der  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie, 
der  1710  unter  dem  Titel  der  MisceÜanea  Berolinensia  im  Drucke 
erschien,  enthielt  einen  kurzen  Aufsatz  von  Leibniz  über  einige  Spiele. 
Das  war  derjenige  Aufsatz,  von  welchem  De  Montmort  in  der  zweiten 
Ausgabe  seines  Essay  d'Änalyse  des  jeus  de  Hazard  sprach  (S,  350). 
Leibniz  erzählt  darin,  dass  De  Mere  seiner  Zeit  durch  Spielaufgaben 
Pascal  die   erste  Anregung  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gegeben 

')  Leibniz  lil,  fll-  *)  i-ibendii  lU,  94.  ')  Ebenda  EI,  9fi.  *}  Ebenda 
ril,  99,  ^)  Leibniii,  PhüOBOpbische  Schriften  (herausgegelien  von  C.  J.  Ger- 

hardt) m,  304, 
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habe  (Bd.  II,  S.  754),  daas  dann  Fermat,  nach  diesem  Iluygens  tiefer 
eingedrungen  seien.  Er  erwähnt,  er  selbst  habe  wiederholt  zn  Unter- 
suchungen über  Spiele  aufgefordert,  nicht  der  Spiele  halber,  sondern 
wegen  der  bei  der  Untersuchung  anzuwendenden  Kunst  der  Erfindung. 
Unter  den  Spielen,  die  er  als  Beispiel  nennt,  ist  das  Solitärspiel, 
und  Leibniz  meint,  aus  demselben  lasse  sich  durch  Urakehrung  ein 
noch  eleganteres  Spiel  bilden,  wenn  man,  anstatt  die  Steine  allmälig 
vom  Solitärbrett  zu  entfernen,  solche  vielmehr  allmälig,  unter  Um- 
kehrung der  für  ihre  Entfernung  giltigen  Regeln,  auf  das  Brett  zu 
bringen  und  dadurch  eine  vorgeschriebene  Figur  zu  erzeugen  sich 
bestrebe.  Auch  von  einem  chinesischen,  von  einem  altrömischen  Ver- 
standesspiele ist  gelegentlich  die  llede,  aber  nirgend  geht  Leibniz 
über  allgemeine  Redensarten  hinaus.  Wie  er  insbesondere  die  Be- 
handlung des  Solitärspiela  und  dessen  Umkehrung  aufgefasst  wissen 
will,  sagt  er  nirgend. 

An  den  geistreichen  und  gelehrten  Louis  Eourguet  aus  Neuf- 
chatel,  der  sieh  damals  in  Venedig  aufhielt,  sehrieb  Leibniz  im  März 
1714  zur  Empfehlung  von  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen.  Er  nannte 
hier  neben  De  Mere  und  Pascal,  neben  Fermat  und  Huygens  noch 
De  Witt  und  Hudde  und  endlich  Jakob  Bernoulli,  den  er  auf  jenes 
Gebiet  hingewiesen  habe^),  was  allerdings,  wie  wir  wissen,  nicht  zu- 
trifft. Leibniz  war  mit  seinen  Hinweisungen  erst  gekommen,  als  die 
Ars  Cogitandi  längst  in  Arbeit  war.  In  dem  Briefe  an  Bourguet  ist 
auch  der  Unterschied  zwischen  Wahrscheinlichkeit  a  priori  und  a  po- 
nlertori  erwähnt. 

Ein  weiterer  Correspondent  Leibnizens  war  Nicolas  Remond 
in  Paris,  der  Bruder  von  Pierre  ßemond  De  Moiitmort.  Auch  ihm 
gegenüber  rühmte  Leibniz  im  Februar  1715  die  mathematische  Be- 
schäftigung mit  Spielen  und  erkundigte  sich,  ob  der  Bruder  nach 
seinem  Wunsche  fortfahre  Solches  zu  üben^). 

Remond  De  Montmort  war  gleichfalls  einmal  in  brieflichem 
Verkehre  mit  Leibniz.  Er  hatte  ihm  seinen  Essay  d' Analyse  des  jeux 
de  Hazard  in  erster  wie  in  zweiter  Auflage  zugeschickt,  aber  beide 
Sendungen  gingen  verloren,  wie  wir  einem  Briefe  De  Montmorts  vom 
rebruar  1714  entnehmen^).  Erst  zwei  Jahre  später,  im  Januar  171Ö, 
antwortete  Leibniz*),  und  hier  finden  sich  immer  wieder  die  gleichen 
Anpreisungen  einer  mathematischen,  die  Erfindungsgabe  schärfenden 
Bearbeitung  der  Spiele,  sowie  die  Erwähnung  der  in  den  Miacellanea 


')  Leibnin,  Philosophische  Schriften  (herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt) 
111,  B70;  Few  Monsieur  Bernoulli  a  cultive  cette  matiere  svr  mes  exhortutions. 
")  Ebenda  HI,  (i38— G3y.        ')  Ebenda  m,  (i66,        ')  Ebenda  III,  667—669. 
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Berolinenaia  von  1710  abgedruckten  Bemerkungen  über  das  Solitär- 
spiel.  Die  Benutzung  De  Montmorta  als  Mitfcelperaon  im  Prioritäts- 
streite (S.  323)  fiel  kurze  Zeit  später. 

Fassen  wir,  was  in  diesem  Kapitel  von  Leibniz  zu  erwähnen  war, 
und  was  wir  erwähnten,  weil  es  eben  um  Leibniz  sieh  handelte,  zu- 
sammen, so  ist  das  äusserst  dürftige  Ergebnias,  dass  Leibniz  bei  oft 
ausgesprochenem  Interesse  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nichts 
in  ihr  leistete. 

Recht  geringfügig  sind  ferner  zwei  Aufsätze  in  den  P.  T.  für 
1715  von  Niciaus  I.  Bernoulli^)  und  von  De  Moivre^).  Sie  be- 
treffen nur  anderweitige  Auflösungen  einer  Aufgabe,  welche  schon 
in  De  Moivrcs  Menaura  sortis  von  1711  vorkam. 

Von  hoher  Bedeutung  war  dagegen  ein  nenesWerkvonDeMoivre, 
seine  Ihdrine  of  Chances,  welche  erstmalig  1718,  dann  in  zweiter 
veränderter  und  vielfach  erweiterter  Ausgabe  1738,  zum  dritten  Male 
1756  gedruckt  ist.  In  die  zweite  Ausgabe  ist  neben  anderen  Zu- 
sätzen der  Inhalt  einer  1724  besonders  veröffentlichten  kleinen  Schrift 
De  Moivres  Annuities  upon  Lives,  welche  selbst  mehrere  Auflagen 
erlebte,  hineingearbeitet^)  und  nicht  minder  Theile  seiner  Miscellanea 
analytica  von  1730.  Die  späten  Dinge  übergehen  wir  hier  selbst- 
verständlich in  unserem  Berichte,  um  sie  erst  im  folgenden  Abschnitte, 
wohin  sie  ihrer  Entstehungszeit  nach  gehören,  zur  Sprache  zu  bringen. 
Die  Dodrine  of  Chances  ist  aus  der  Mensura  sortis  von  1711  heraus- 
gewachsen, und  sie  verleugnet  diesen  ihren  Ursprung  keineswegs. 
Grundlegend  ist  und  bleibt  die  Binomialentwickluiig  (S.  338),  deren 
einzelnen  Gliedern  bestimmte  Deutungen  als  Wahrscheinlichkeitszahlen 
beigelegt  werden.  Und  noch  Eines  ist  De  Moivres  Entwicklungen 
in  hoch  höherem  Grade  als  denen  seiner  Vorgänger  eigeuthümlieh. 
Er  benutzt  regelmässig  frühere  Aufgaben  in  den  späteren,  die  er  auf 
jene  zurückführt,  und  in  jeder  einzelnen  Aufgabe  Übt  er  nicht  minder 
Zurflckführung  in  dem  Sinne,  dass  er  auftretende  Zahlen ei^ebnisse 
durch  bestimmte  Buchstaben  ausdrückt,  welche  im  weiteren  Verlaufe 
der  liechnung  mitgeführt  werden.  Neben  diesen  allgemeinen  Erschei- 
nungen sollen  noch  sehr  wenige  Einzelheiten  erwä,hnt  werden.  Die 
eine  besteht  darin,  dass,  während  andere  Schriftsteller  eombinatoriscbe 
Sätze  voranstellten,  aus  welchen  sie  Folgerungen  für  die  Abschätzung 
von  Wahrscheinlichkeiten  zogen.  De  Moivre  es  grade  entgegengesetzt 
machte*).     Wie  gross  ist   die  Wahrscheinlichkeit,  fragte  er,  für  die 

')  P,  T,  XXIX,  1.S3— 144.  =)  Ebenda  XXIX,  145—158.  ')  Uns  lagoi' 

die  Doctrine  of  Chances  von  17it8  und  die  dritte  Auflage  der  Annuities  «iki» 
Lives  von  1750  vor,  nach  welcher  wir  (litiren.  ')  Doctrine  of  ChanCfS.     Pf<J- 

blem  XVI,  XVn,  XVm  pag.  72—74. 
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Elemente  aahbbcccc  grade  in  dieser  Eeitenfolge  zu  erscheinen?  Das 
eine  a  zuerst  zu  greifen,  hat  die  Wahrscheinlichkeit  — ,  aladann  das 
zweite  a  zu  wählen  die  Wahrscheinliclikeit  ---  ■  Nun  sind  noch  7  Ele- 
mente vorhanden.  Unter  ihnen  daa  erste,  zweite,  dritte  b  zu  erfassen, 
geschieht  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  -i-,  -r-,  —■  Die  4  zuletzt 
allein  übrigen  c  müssen  gewiss,  also  mit  der  Wahrscheinlichkeit  1, 
nachfolgen.  Das  Product  aller  Wahrscheinlichkeiten  ist  demnach 
,  _ . .'_  .  .---.  —  =  j- — ,  und  1260  ist  die  Anzahl  der  aus  den 
gegebenen  Elementen  zu  bildenden  Permutationsformen,  eine  Rech- 
nung, die  in  einem  Zusätze  mit  allgemeinen  Buchstaben  statt  der 
Zahlen  2,  3,  4  wiederholt  wird.  Wie  gross,  fragt  De  Moivre  weiter, 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  den  Elementen  a,  b,  c,  d,  e,  /'  grade 
die  zwei  a,  b  oder  die  drei  a,  b,  c  blindlings  zu  ergreifen?  Zuerst 
a  oder  6  zu  ergreifen,  hat  die  Wahrscheinlichkeit  ■  ■  Alsdann  den 
von  beiden  Buchstaben  zu  greifen,  der  des  erste  Mal  verfehlt  wurde, 
hat  die  Wahj-scheinlichkeit  —  ■  Das  Produet  beider  Wahrecheinlich- 
keiten  'st  -^  --r--  Im  anderen  Beispiele  sind,  wie  leicht  ersichtlich, 
die  mit  einander  zu  vervielfachenden  Wahrscheinlichkeiten  — ,  — ,  -  -  - 
Auch  hier  erweitert  ein  Zusatz  die  Aufgabe  auf  das  Ziehen  von  p 
bestimmten  Buchstaben  unter  n,  die  alle  von  einander  verschieden 
sind,  und  die  Anzahl  der  entsprechenden  Combinationsformen  erweist 
sich    als    "  h.rS^^.ZJl^l .      Eine    andere    nicht    uninteressante 

1.2,  ,  .p 

Einzelheit^)  besteht  in  der  wieder  von  Wabrscheinlichkeitsbetrach- 
tungen  ansgeheuden  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  Permutations- 
formen  aus  n  von  einander  verschiedenen  oder  zum  Theil  unter  ein- 
ander gleichen  Elementen  es  gebe,  in  welchen  eine  gegebene  Anzahl 
von  Elementen,  nicht  mehr  noch  weniger,  grade  an  der  Stelle  sich 
hefinde,  welche  ihrer  eigenen  Rangordnung  entspricht. 

Wir  erwähnten  oben,  dass  De  Moivre  1724  ein  Bächelchen 
anter  dem  Titel  AmiuHies  upon  Lwes  dem  Drucke  übergeben  habe. 
De  Moivre  ging  bei  diesen  Untersuchungen,  wie  er  in  der  Vorrede 
erklärt,  von  Halleys  Tafeln  aus  und  fand,  dass  die  Abnahme  der 
bebenden  innerhalb  beträchtlicher  Zeiträume  in  arithmetischer  Pro- 
gression erfolge^).    Rechnung  lehrte  ihn  dann,  dass  man  nicht  einmal 

')  Doctrine  of  Ckanees.  Problem  XXXIV,  XXXV  pag,  95—103.  »)  An- 
niHiies  upm  Lives  pag.  VHI:    Two  or  three  Years  after  Ihe  Publkalim  of  the 
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verachißdene  arithmetische  Progressionen  aneinanderzureihen  brauche, 
sondern  dasa  man  vom  12.  bis  zum  80.  Lebensjahre  eine  einzige  mit 
gleichen  Unterschieden  von  Jahr  zu  Jahr  abnehmende  Zahl  der  Leben- 
den voransaetzen  dürfe.  Die  nach  oben  nnd  unten  vorkommenden 
Abweichungen  höben  sich  in  ihren  Ergebnissen  auf.  Diese  Aimahme 
bildet  demnach  eine  Grundlage  der  Sätze  und  Tafeln,  welche  den 
Hauptbestandtbeil  der  kleinen  Schrift  ausmachen.  Erat  einem  An- 
hange ist  ea  vorbehalten,  die  Beweise  für  die  vorher  ausgesprochenen 
Behauptungen  zu  bringen.  Als  Beispiel  möge  die  erste  der  be- 
wiesenen Formeln  dienen^). 

Lebenaergänzung-)  nennt  De  Moivre  die  Anzahl  n  der  Jahre, 
welche  zwischen  dem  Alter  des  Rentennekmers  und  dem  höchsten 
Lebensalter,  als  welches  das  Alter  von  80  Jahren  gilt,  liegen.  Als 
Zinsverhältnias^)  wird  unter  Annahme  von  ^'-pi'Oeentiger  Verzin- 
sung der  Ausdruck  r  =  1  -(-  t-  ■  benannt.  Die  Rente  selbst  soll  1 
betr^en.  Der  Baarwerth  einer  unter  allen  Umaiändeu,  also  gleich- 
giltig  ob  der  licntennehmer  am  Leben  bleibe  oder  inzwischen  sterbe, 
n  Jahre  lang  einzuzahlenden  Rente  1  aei  P,  so  wird  der  Baarwerth 
der  auf  Lebensdauer  des  8G  —  w-jäbrigen  Beutennehmers  vereinbarten 

1  -  —  .  P 
Einheitsrente  sich  auf  — ----- —  belaufen.     Wenn  das  Absterben  der 

Altersgen oasen  des  Rentennehmers  innerhalb  n  Jatren  so  stattfindet, 
dasa  die  Anzahl  der  Lebenden  sich  jährlich  um  Gleiches  vermindert, 
so  beträgt  diese  Durchschnittszahl  der  Todesfälle  jährlich  —  der  zu 
Anfang  Lebenden,  oder  die  Wahrscheinlichkeit  das  i^cbste,  das  nach- 
folgende, . . .  das  «te  Jahr  zu  erreichen  ist ,  — — ,  •  ■  ■  -    ■    Mit 

ihr  wird  die  Rente  1  vervielfacht  und  der  Baarwerth  durch  Division 
mit  entsprechenden  Potenzen  von  r  gefunden.  Die  Baarwerthe  sämmt- 
licher  Jahresbeträge  vereinigen  sich  alao  zu 

-^'  +  'J  +  -  +  ^.' 

welche  n  —  1-gliedrige  Reihe  zu  summiren  ist.  Dazu  bedürfe  es, 
erklärt  De  Moivre''),  einer  etwas  mehr  als  gewöhnlichen  Fertigkeit 
in   der  Reihenlehre,   und  deshalb  wolle  er  die  Formel  nicht  ableiten. 


first  Edition  of  my  Doctrine  af  Chance«  I  took  tke  Subject  into  emsideration; 
and  conmlling  Br.  Halley'^  TabU  of  Observatüms,  I  formd  thai  the  Decrements 
of  Life,  for  comiderabte  Interoala  of  Time,  tr>ere  in  Ärithmetic  Progression. 

')  Annuüies  wpon.  Lives  pag.  83—81).        ')  Cmnplement  of  Life.        ")  ^^^ 
of  IntercBl.  ')  As  the  Heasonings  that  led  we  to  that  general  Ea^resaion,  re- 
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Er  begnügt  aicli  damit,   sie  nacliträglicli  zu  beweisen.     Die  von  ihm 
!tls  -P  bezeichnete  Grösse  sei  bekannt.     Sie  sei 

-P-|  +  f.  +  VD  +  ---  +  ^- 

Daraus  folge 

l_;..P_"ri_^„_L J^. 

Dann  sei  ferner 


Mulfciplicire  man  beide  Eeiheu  mit  einander,  so  entstehen  die  Theil 
producte 

n~l  _    1 1 1 1    __    1       t 

«—1  1  1  1  1 


-j  etc. 
-^-  ete. 


deren  Addition 


liefere,  das  heisst  die  IJ.eihe,  als  deren  Summe  — r_~7 —  genannt 
worden  sei. 

Bei  Unter.sucliung  des  Werthes  verbundener  Lebensrenten '^)  nimmt 
De  Moivre  seine  Zuflucht  zu  einer  könsthch  erfundenen  Lebensdauer^), 
bei  welcher  angenommen  wird,  die  Wahrscheinlichkeit  im  folgenden 
Jahre   bei   Leben    zu   bleiben,   beziehungsweise  zu   sterben,  sei   stets 

gleichbleibend  — r-r  uJid  — r-r,  oder,  mittels  a  +  ö  =  s,  die  Lebens- 
a  +  b  a+b>  '  '  ' 

Wahrscheinlichkeit  für  das  je  nächste  Jahr  sei  —  ■  Die  Wahrschein- 
lichkeit ein  2.,  3.,  4.  .  . .  Jahr  zu  erreichen  ist  demnach  ■  - ,  -j ,  tj  ■  ■  ■ , 
und   der  Baarwerth    einer  Einheitsrente    besteht  in   der  Summe  der 

fivires  sometliing  more,  that  an  ordttiary  SkiÜ  iti  the  Bactrim  of  Series,  1  shall 
lorbear  to  vietition  them  in  this  Place. 

')  Atmuities  upon  JAvee  pag,  87 — Ö2,        ')  a  fielitious  TÄve. 

e-KTOH.  QbbcMqMb  der  Mstlieiuatjk    III    i    ^  AuH  24 
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geometriscliea  Progression  -  -f  .si  +  -s~,  +  ■■■=._  ■  Hatte 
man  nun  vorher  den  Werth  der  Einheitsrente  als  M  kennen  gelernt, 
so  folgt  M  "= — ZT" '  "" "  ^^  "Sf  IiTi  °"^^^  ^^^  Lebeuswahrscheinlichkeit 
für  jedes  nächste  Jahr  unter  Annahme  der  künstlichen  Sterblichkeits- 
ordnung  ist  nachträglich  rechnungs massig  gefunden. 

Ein  späterer  Schriftsteller,  dessen  Leistungen  auf  allen  Gebieten 
der  Mathematik  im  XVIII,  Abschnitte  unsere  Bewunderung  in  An- 
spruch nehmen  werden,  aber  auch  dort  nicht  sämmtlich  zur  Rede 
kommen  können,  weil  wir  genöthigt  sind  eine  Zeitgronze  einzuhalten, 
Leonhard  Euler,  hat  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Academie 
filr  1760  De  Moivres  künstliche  Sterblichkeitsordnung  als  die  that- 
sächlich  vorhandene  betrachtet^). 

Wenn  ein  Ergebniss  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  statt  der 
Wirklichkeit  genommen  wird,  so  ist  damit  ein  Fehler  Yerbunden. 
Noch  weniger  vermeidet  man  Fehler,  wenn  das  Ergebniss  einer  Be- 
obachtung als  unbedingt  wahr  betrachtet  wird.  Diesen  Fehler  einer 
Schätzung  zu  unterbreiten  ist  nach  und  nach  eine  der  wichtigsten 
Aufgaben  geworden.  Schon  Jakob  Bernonlli  hat  ihr  in  seiner 
Fassong  des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
seine  Aufmerksamkeit  zugewandt.  Eine  Fehlerschätzung  hei  astrono- 
mischen und  geodätischen  Aufgaben  hat  zuerst  Roger  Cotes  in 
seinem  nachgelassenen  1722  gedruckten  Aufsatze  Aeslimatio  etromtn 
in  mixla  mathesi  per  variattones  partium  triangxiU  plant  et  splmcriri. 
versucht,  indem  er  zugleich  den  Begrifif  eines  von  einander  verschie- 
denen Gewichtes  der  Beobachtungen  einführte.  Wir  werden 
darüber  im  99.  Kapitel  berichten,  wenn  wir  die  gleiche  Abhandlung 
in  anderem  Zusammenhange  besprechen.  Wir  verweisen  einstweilen 
nur  mit  dieser  leisen  Andeutung  auf  eine  spätere  Stelle. 

97.  Kapitel. 

Reihenlelire.    Differenzeiireclmuii?. 

Wir  sahen  im  85.  und  86.  Kapitel  die  Lehre  von  den  unendlichen 
Reihen  entstehen  und  sogleich  ein  gewaltiges  Wachsthum  annehmen. 
Wenn  auch  etwas  geringer,  ist  der  Zusatz,  den  diese  Lehre  in  dem 
ersten  Viertel  des  achtzehnten  Jahrhunderts  erhielt,  und  den  wir  jetzt 
zu  schildern  haben,  keineswegs  unbedeutend.  Wir  werden  uns  ge- 
statten,  bei    dieser  Gelegenheit   auch   einige  Untersuchungen    zu   er- 

')  liechercltes  g^neraku  nir  la  wnjiaUte  et  la  miiUipJicatioii  du  geiiie  Imwain. 
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wähnen,  von  denen  es  zweifelhaft  sein  konnte,  ob  sie  mit  Recht  hier 
zur  Behandlung  kommen,  wülche  wir  aber  anderwärts  noch  weniger 
}^t  unterzubringen  wissen. 

So  z.  B.  gehören  die  1703  in  den  Abhandlungen  der  Pariaer 
Acaderaie  des  Sciences  von  Leibniz^)  veröffentlichten  Gedanken  über 
ein  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  2  nur  sehr  bedingter  Weise 
/.ur  Reihenlehre.  Leibniz  hat  schon  lfi98  die  Grundzüge  süiner 
Dyadik  in  einem  Briefe  an  Joh.  Ch.  Schulenburg  ^)  auseinandergesetzt 
und  dort  behauptet,  sich  schon  seit  zwanzig  und  mehr  Jahren  damit 
beschäftigt  zu  haben  ^).  Im  Drucke  aber  sprach  er,  wie  bemerkt,  erst 
1703  es  aus,  dass  die  beiden  Zahlzeichen  0  und  1  genügen,  jede  be- 
liebige Zahl  darzustellen,  oder  anders  ausgedrückt,  dasa  jede  Zahl  in 
eine  nach  Potenzen  der  Grundzahl  2  fortschreitende  Reihe  entwickelt 
werden  könne,  deren  Coefficienten  nur  0  oder  1  seien.  Zum  prak- 
tischen Gebrauehe  empfiehlt  Leibniz  dieses  Zweiersystem  allerdings 
nicht.  Die  Reihen  werden  für  nur  massig  grosse  Zahlen  viel  zu  lang, 
jedenfalls  weit  länger  als  sie  in  dem  Systeme  von  der  gewohnten 
Grundzahl  10  ausfallen,  oder  gar  in  einem  solchen  von  der  Grund- 
zahl 12  oder  16  ausfallen  würden,  wenn  man  ein  solches  in  Uebung 
liätte.  Nur  das  theoretische  Interesse  wird  hervorgehoben,  und  ferner 
tflaubte  Leibniz  irrigerweise  die  chinesischen  Euas  als  dyadiseh  ge- 
sihiiebene  Zahltn  erklären  7u  können  (Bd.  I,  S.  10). 

Eme  mit  dei  Reihcnlehre  nahe  verwandte  Aufgabe  ist  die  Auf- 
findung des  ZusammLuhaugf  zwischen  trigonometrischen  Functionen 
emes  einfachen  und  eines  vielfachen  Winkels.  Vieta  (Bd.  11,  S.  OOB 
bis  60H)  hat  sich  lÖ'Ji  dieser  Aufgabe  zugewandt,  rund  ein  Jahr- 
hundert später  erschien  sie  neuerdings  auf  der  Tagesordnung.  Jo- 
hann BernoulU*)  wies  im  Juniheft  1700  der  A.  E.  darauf  hin.  Im 
Deeemberhefte  äusserte  sich  Jakob  BernouUi^)  darüber.  Die  Auf- 
gabe der  Winkeltheilung,  sagte  er,  sei  algebraisch,  wenn  die  Theilung 
in  ganzzahligen  Verhältnissen  ausgeführt  werden  solle,  transcendent, 
wenn  eine  unbestimmte  Theilung  in  ganz  beliebigem  Verhältnisse 
verlangt  werde.  Wir  wissen,  dass  die  beiden  Brüder  Bemoulli  jede 
Gelegenheit,  ob  passend  oder  unpassend,  ergriffen,  um  sieh  Unan- 
nehmlichkeiten zu  sagen,  und  dass  die  Wissenschaft  aus  ihrem  ge- 
hässigen Verfahren  Nutzen  zu  ziehen  pflegte.  Johann  BernouUi") 
gab  im  Aprilhefte  1701  eine  Reihe,  welche  die  Sehne  des  «fachen 
Bogens  auf  die  des  einfachen  zurückführte,  und  welche  nur  bei  ganz- 

')  Leibniz  Vit,  223—227.  *)  Ebenda  VII,  240—242.  =)  Etd  Itaee 

.imii  a  riginii  ac  ampUwi  amüs  in  i)tente  habiimi'm,  ')  Joh.  Bernoulli  Opera 
I,  331-332.         ■'■)  3a.a.  Bernoulli  Opern  IT,  8!i2,         ■■■)  -loh.  Bernoulli  Opn-a 
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zalilig  positivem  n  abbrechend,  in  anderen  Fällen  anendücb  ver- 
laufend, das  Algebraische  mit  dem  Transcendenten  in  eine  Formel 
vereinigte;  ein  Beweis  wurde  nicht  gegeben.  Dafür  erbrachte  ihn 
Jakob  Hermann^)  im  Augustheft  1703  derselben  Zeitschrift.  Der 
Beweis  stützte  sich  auf  den  sogenannten  ptolemäischen  Lehrsatz  vom 
Sehnenviereck. 

Hermann  befand  sich  fortwährend  in  engster  Fühlung  mit  seinem 
Lehrer  Jakob  Bernoulli,  und  dieser  kannte  Hermanns  Aufsatz,  Her- 
mann einen  solchen  von  ihm,  bevor  beide  im  Druck  erschienen.  Der 
Bemoullische  Aufsatz  kam  in  dem  Jahrgange  1702  der  Abhandlungen 
der  Academie  des  Sciences  heraus^).  Auch  Jakob  Eernonlli  be- 
gründete die  Formel  der  Winkel  Vervielfachung  geometrisch  und  zwar 
in  doppelter  Weise.  Einmal  machte  er  den  Uebergang  von  einem 
Bogen  zum  doppelten,  von  diesem  zum  vierfachen  u.  s.  w.  und  zeigte 
nun  inductiv,  wie  die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  gebildet 
seien,  um  das  Gesetz  dieser  Bildung  auch  bei  anderen  Vervielfachungen 
als  fortgesetzten  Verdoppelungen  anzuwenden.  Das  andere  Mal  liess 
er  die  Bögen,  deren  Sehnen  ermittelt  werden  sollten,  in  arithmetischer 
Reihe  wachsen,  so  dass  der  Reihe  nach  der  doppelte,  der  dreifache, 
der  vierfache,  . . .  der  jifacbe  Bogen  untersucht  wurde. 

Nun  nahm  Johann  Bernoulli^)  wieder  das  Wort.  Er  ver- 
üfFentliehte  in  ebendemselben  Jahrgange  1702  der  Abhandlungen  der 
Academie  des  Sciences  einen  Aufsatz,  der  zunächst  mit  Winkelverviel- 
faehung  nicht  im  Geringsten  zusammenzuhängen  schien.  Es  handelte 
sich  um  die  jüngst  durch  Leibniz  und  zieraheh  gleichzeitig  durch 
Johann  Bernoulli  mittels  Zerlegung  in  Partialbrüche  bewerkstelligte 
Integration  ratio nalgebro ebener  Ausdrücke,  von  der  im  93.  Kapitel 
die  Rede  war,  wobei  wir  auf  die  Wortverbindung  eines  imaginären 
Logarithmen  aufmerksam  machen  mussten  (S.  274),  deren  Leibnia 
sich  brieflich  bedient  hatte.    In  dem  Aufsätze  lehrte  Johann  Bernoulli 

die  Umformung  -,-=-—-»  (^^  =  ^^^dt  mittels  s  =  -^  ,  .-  und    die   TJm- 
"  o' —  s'  tot  (-}- 1 

formung  ^rj^^ds^ ^y=dt  mittels  s^^^t^^^^^^.     Der 

Uebergang  von  einem  Ärcostangens  zum  Logarithmen  einer 
imaginären  Zahl  war  damit  vollzogen. 

Es  mag  wohl  als  auffallend  bezeichnet  werden,  dass  dieser  Loga- 
rlHinie  imaginawe,  wie  Johann  Bernoulli  sich  ausdrückte,  keinerlei 
Anstoss  erregte  und  von  Niemand  in  Zweifel  gezogen  wurde,  auch 
dann  nicht,  als  er  ihn  im  Junihefte  1712  der  A.  E.  mit  der  Bogen- 

')  A.  K.  1703  pag.  345  —  361.  ')  Jac.  Bernoulli  Opera  II,  021— S'^'J. 

■')  Joh,  BornoulU  O^era  I,  393—400. 
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Vervielfachung    in   Verbindung    brachte ').      Johann    Bernoulli    nahm 

irgend  einen  Bogen  A,  einen  zweiten  iJ=  nA.    Als  Einheit  war  der 

Halbmesser  gewählt  und   tang  A^^x,  tang  B '=  y  gesetzt.     Daraus 

folgt  einestheils  rfil  =  -i-^und(;jB  =  -=-'^,  anderntheils  dB=  ndA. 

,  dy  ndx      ,      .  ,  .       21/^^  ,  awV— 1   , 

also  -,-v -£  ="  ^»  j_  1  j  beziehungsweise     ,  t-—  dy  =  —  t-j—r  "^j    oder 


Die  Integration  dicsei 


dy dy       

DiSereiitialgleichung  liefert 

iogfy__yc:i)_iog(j,+y:3i)=„iog(a;->/:^l— wiog(:r+i/"""--i), 

und  der  Uebergaiig  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  lässt 

erkennen,  woraus  {x — y—  Vf.  {y  -{-Y^—i)  =  {x  -^-Y^- 1)"-  {y  — ]/—  l) 
entsteht.  Die  auftretende  unmögliche  Grösse  y  —  1  bildet  kein  Hin- 
derniss,  weil  sie  sich  weghebt^).  Das  Gesetz,  nach  welchem  y  aus  x 
sieh  bildet,  werde  bei  genauem  Zusehen  als  das  nachfolgende  erkannt: 
Man  habe  [x  -\-  1)"  nach  dem  Binsmialtbeoreme  in  fallender  Ordnung 
zu  entwickeln:  von  den  so  entstehenden  Gliedern  nehme  man,  und 
zwar  mit  alternirendem  Vorzeichen,  die  ungeraden  Glieder  als  Zähler, 
die  graden  als  Nenner  eines  Bruches;  der  so  entstehende  Werth  sei 
hei  ungradem  n  Tangente,  bei  gradem  n  Cotangente  von  nA.  In 
einer  Fortsetzung,  welche  das  Juliheft  1712  der  Ä.  E.  brachte^), 
schrieb  Johann  vor,  die  Entwicklung  von  (1  -|-  x)"  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  vorzunehmen  und  hierauf  als  Werth  von  y  den  Bruch 
anzuschreiben,  der  im  Zähler  die  ungraden,  im  Nenner  die  graden 
Glieder  jener  Entwicklung  unter  Einführung  altemirender  Vorzeichen 
besitze.  Die  so  aufgestellte  Regel  habe  einen  doppelten  Vorzug  vor 
der  früheren  Fassung,  sie  vermeide  die  Unterscheidung  grader  oder 
ungrader  n,  und  sie  bleibe  auch  dann  noch  anwendbar,  wenn  n  nicht 
ganzzahlig  gewählt  worden  sei. 

Der  Uebergang  zwischen  trigonometrischen  Functionen  einfacher 
und  vielfacher  Bögen  war  vollzogen.  Ein  verwandtes  Gebiet  bildete 
die  Aufsuchung  eines  Bogens,  wenn  eine  trigonometrische  Function 
)en  war,  und  auch  hier  haben  wir  einen  nicht  unbe- 


')  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  BIl — 514.  ')  nee  obstat  quod  y^  1  quan- 

Mas  impossibäis  in  illa  reperiatitr:  ea  enim  in  applicatione  ad  gpeciaie  ^odlibet 
e^emplum  reperietwr  in  singulis  aequaüintis  terminis,  ed  id€o  per  divistonem 
iolletur.        s)  Joh.  Beraoulli  Opera  I,  5U. 
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träehtliclieii   Portachritt   zu    bemerken.     Gregory   hatte    (S.  75)   die 

Reihe  x  =  tgx  —  y  tga:*  +       tgx^ tg  .r''  -f-  -  ■  ■   gefmideii,    und 

einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Formel  stellte 

vor  Augen.  Um  hsit  Loibuiz  (S.  7ti)  selbständig  nachentdeckt,  und 
aucJi  De  iiagny  hat  ihn  1GH2  imfgefunden,  wie  er  später  gelegent- 
lich sich  äiiasevte^).  Zur  thatailchlichen  Ausrechnung  der  Zahl  nt  wiir 
fi-eilich  diese  Reihe  nicht  zu  empfehlen.  De  -Lagny  berichtet  im  Zn- 
siiinmenhang  mit  der  eben  erwähnten  Aeusserung,  Ozanam  habe  be- 
merkt, man  müsse,  nm  auch  nur  die  G-enauigkeit  x  =  3,14  zu  er- 
reichen, mehr  als  300  Stellen  jener  lleihe  in  Rechnung  ziehen.  Eine 
zweckmässige  Umformung  der  Gregory 'sehen  Reihe  gab  d^egen  John 
Machin,  ein  Astronom,  der  zur  Untersuehungaeommission  im  l'riori- 
tätsstreite  gehörte,  uud  von  dessen  Berechnung  der  Zahl  x  wir  (S.  306), 
ala  wir  die  Mitglieder  jenes  Ausschusses  musterten,  sagten,  sie  aoi 
1706  in  Jones'  Synujisis  palmariorum  matheseos  der  OeffentÜchkeit 
übergeben  worden.  Machins  Umformung  beruht  auf  dem  Eimst- 
gi'iffe*),  einen  Bogen  zu  finden,  der  selbst  eine  in  die  Berechnung 
sich  leicht  einfügende  Tangeute  habe,  und  von  welchem  ein  Viel- 
faches sieh  nur  um  einen  gei'ingen  Betrag  von  unterscheide.  Sei 
/..  B.  tg([  ^  ^  ,  so  ist 

tg2rt  ==  -  ■— ,^     ...^  ,,,     und     tg4(f  =    -     ,7    ,       =        • 
Kun  ist  tg-    =  1  von  tg4a  nur  um  -     unterschieden,   folglich  liegt 
auch  4™  =  4arctg    -  nahe  bei      ■     Um    dann  --  selbst    zu    erhalten, 

wird  von  der  Formel  tg(.4  — 7.')=  ,-*f-"!'^H^,j   Gehrauch    gemiicht. 
"^^  ■'         i  +  tgA  -tgli  ^         *^ 

Setzt  man  ,4  =  4a,  /.'=-|,  so  wird  tg U ii —■'"A^--\,q     ^ .,\.y 

^Iso   4a  -  -}  =  arctg  ^J^  und 

^-  =  4a  —  arctg  ^J^  =  4arctg  J  —  arctg  ,^Jy  ■ 

Die  Kweimal  in  Anwendung  gebrachte  Gregorysche  Formel  liefert  also 

'l  Histoi/re  de  VAcademie  den  Sciences,  Anniie  1710,  pag.  144.  ')  Mon- 
tucla,  Histoire  des  recherclies  sur  la  'jiutdmture  de  cerde  5°  editioit.  Paria  18J1 
piig.  156  Note  1  unrf  pag.  271)-  2B3. 
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imd  mit  Hilfe  dieser  lleiheu  hat  Machän  auf  100  Doci malstellen 
genau  ausgerechnet. 

De  Lagoy^)  hat  in  dem  wiederholt  erwähnten  der  Pariser  Aea- 
deiiiio  dos  Sciences  am  23.  Juni  1717  vorgelegten  Aufsätze  nun  gar 
Ä  bis  auf  127  Deciinalstellcn  genau  ausgerechnet,  indem  er  von 
lg30''=tg--_i.Mgi„g. 

In  die  eigentliche  Reiheulehre  gehören  Untersuchungen,  we]cbe 
iii  Italien  zuerst  veröffentlicht  wurden,  dann  in  Deutschland  und 
Frankreich  Gelegenheit  zu  wenig  fruchtbaren  Streitigkeiten  ^1  gaben, 
welche  gleichwohl  besprochen  werden  müssen,  weil  sie  kennzeichnend 
fiir  die  Auffassung  sind,  mit  welcher  man  damals  in  den  genannten 
Ländern  an  diese  Dinge  herantrat.  Guido  Grandi*)  (1671—1742), 
ein  in  Cremona  geborener  Camaldulensermönch,  war  seit  1700  Pro- 
fessor der  Philosophie  an  der  Universität  Pisa,  welcher  er  von  1714 
an  als  Professor  der  Mathematik  angehörte.  Er  gab  1703  eine  Schrift 
unter  dem  Titel:  Geometrisch  dargelegte  Quadratur  des  Kreises  und 
der  Hyperbel  mit  Hilfe  unendlich  vieler  Hyperbeln  und  Parabeln*) 
heraus,  in  welcher  die  Division  .  i  , .  =  1  —  x  -\-  x^  —  x^  -\-  ■  ■  -  als 
Ausgangspunkt   diente,  von  welchem   ans   die  Einsetzung   von  x  =  l 

zu  der  Gleichung  -^^=1  —  1-j-l  —  1-j filhrte.    Allerdings  hatte 

Jakob  Bernonlli  bereits  in  seiner  Abhandlung  von  1696  auf  dieses 
Paradoxon  hingewiesen  (S.  96),  aber  er  hatte  die  Erklärung  beigefügt, 
die  auffallende  Form  entstehe,  weil  bei  fortgesetzter  Division  der  Eest 
jedesmal  der  gleiche  nur  mit  anderem  Vorzeichen  versehene  sei,  und 
hatte  anderweitige  Folgerungen  nicht  gezogen.  Grandi  dagegen  ver- 
einigte je   zwei  aufeinander  folgende   Reihenglieder  1  — ■  1  zu  0  und 

schrieb  nun  0  +  0  +  0  -| ==  y  als   Symbol   der  Schöpfung   der 

Welt  aus  dem  Nichts.  Ihm  trat  Marchetti^),  der  gleichfalls  in  Pisa 
lehrte,  entgegen.  Grandi  liess  1710  ein  zweites  Buch  folgen:  Unter- 
suchung über  die  unendlich  vielen  Ordnungen  des  Unendlichgrosaen 
und  Unendlichkleinen  ^),   in  welchem  die  gleiche  Behauptung  wieder- 

')  Historie  de  l'Acadeiaie  des  Scietiees.    Annde  1719  pag.  i:}5— lil. 
0  Beiff,  Geschichte  der  unendlichen  Beihcn  S.  65—70.  ')  Poggeiidorff 

f,  'J40.  ')  Quadi-aim-a  circuli  et  hyperbdae  per  infinitas  fujpe^-bolas  et  •parabolm 
geometrice  exhibita.  ^)  Poggendorff  II,  4i.  ^)  De  infinitis  injinüoriim 

ef  infinite  parvorttiti  wdinibus  disqtiisitio. 
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holt  war.  Ueberdies  beschäftigte  sieh  Grandi  jetzt  auch  mit  LeiVmiz, 
dessen  Differential ien  und  dessen  philosophischer  Auffassung  des  Un- 
endlichkleinen ^).  Es  mag  wohl  sein,  dass  diese  Einbeziehung  des 
berühmten  Gelehrten  wesentlich  dazu  beitrug,  Graadis  Buch  ausser- 
halb Italien  Leser  und  Gegner  zu  verschaffen.  Leibniz  trat  in  den 
Ä.  E.  von  1712^)  und  ausserdem  in  dem  V.  Snpplementbande  der 
Ä.  E.  in  Gestalt  eines  an  Wolf  gerichteten  offenen  Bi-iefes^)  in  den 
Streit  ein,  der  besonders  von  Varignon*)  geführt  wurde.  Ausserdem 
wurden  über  den  gleichen  Gegenstand  noch  zahlreiche  Briefe  zwischen 
Leibniz  und  Wolf^),  zwischen  Leibniz  und  Varignon^),  zwischen 
Leibniz   und   Grandi'),    zwischen  Leibniz  und   Niclaua   L  Bernoulli**) 

gewechselt.    Grandi  berief  sich,  um  den  Satz  1  —  l-)-l^l-j =„ 

zu  erläutern,  auf  ein  dem  Iteehtsleben  entnommenes  Beispiel.  Ein 
Vater  hinterlässt  zwei  Söhnen  einen  wertbvolien  Edelstein,  der  ab- 
wechselnd je  ein  Jahr  in  dem  Besitze  eines  jeden  von  beiden  bleiben 
solle,  ohne  veräussert  werden  zu  dürfen;  dann  gehöre  er  thateächlich 
jedem  zur  Hälfte,  während  dessen  Besitzrecht  durch  die  Reihe 
1  —  1  +  1  —  1-|----  dargestellt  werde.  Leibniz  Hess  das  Beispiel 
in  seinem  offenen  Briefe  an  Wolf^)  nicht  gelten.  Ein  wesentlicher 
Unterschied  zwischen  dem  angenommenen  Falle  und  der  unendlichen 
Reihe  1  —  l-j~l  —  l-{----  liege  darin,  dass  die  gleiche  Erbberech- 
tigung der  beiden  Brüder  unangetastet  bleibe,  wenn  sie  auch  nicht 
für  ewige  Zeiten,  sondern  nur  etwa  für  100  Jalire  den  Edelstein  um- 
schichtig besitzen  sollen,  während  die  Ileihe  auf  100  Glieder  be- 
schränkt den  Werth  0  habe  und  erst  bei  unendlich  vielen  Gliedern 
zu  —  werde.     Die  Unendlichkeit   sei   also  der  wesentlichste  Umstand 

bei  der  Zusammenfassung  der  Reihe  in  eine  Summe,  und  zwar  ver- 
halte sich  die  Sache  ao:  Die  unendUche  Anzahl  der  Reihenglicder 
könne  nur  grad  oder  ungrad  sein.  Sei  sie  grad,  so  entstehe  0  als 
Iteihensumme,  1  dagegen,  wenn  die  Gliederzahl  ungrad  ist.  Da  aber 
kein  Vernunftsgrund  für  das  vorzugsweise  Gradsein  oder  das  vorzugs- 
weise Ungradsein  der  Giiederzahl  geltend  gemacht  werden  könne,  so 
geschehe  es  diu'ch  wunderbare  Eigenart  der  Natur***),  dass  beim  Ueber- 
gang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  zugleich  ein  Uebergang  von 


')  Vivanti,  II  concetto  d'infinilesimo  an  den  im  Register  unter  dem  Worte 
Grwndi  angegebenen  Stellen.  ')  Leibniz  V,  387—389.         ')  Ebenda  V,  383 

bis  387.        ')  A.  E.  1712  pag.  154—166  und  Hisioire  de  l'Äcademie  des  Sciences. 
Aanee  1715  pag.  203—225.  =)  Leibniz,  Supplementband  zum  mathemati- 

schen Briefwechsel  143—119.        ')  Ebenda  IV,  187—190.        ")  Ebenda  IV,  215 
bis  220.  ")  Ebenda  III,  Ü7Ü— 992.  °)  Ebenda  V,  386.  "0  admiiabili 

natiwae  mgenio. 
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dem  Disjunctiveii,  welchea  aufhöre,  zu  dem  Bleibenden,  welches  in 
der  Mitte  zwischen  dem  Disjunctiveii  liege,  stattfinde.  Wie  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung vorsehreibe,  man  habe  das  arithmetische  Mittel, 
iL  h.  die  Hälfte  der  Summe  gleich  leicht  erreichbarer  Grössen  in 
Rechnung  zu  ziehen,  so  beobachte  hier  die  Natur  der  Dinge  das 
gleiche  Gesetz  der  Gerechtigkeit.  Diese  Art  zu  schliessen  sei  freilich 
mehr  metaphysisch  als  mathematisch,  aber  dennoch  sicher,  wie  denn 
überhaupt  die  Anwendung  der  Vorschriften  der  wahren  Metaphysik 
in  der  Mathematik,  in  der  Änalysis,  in  der  Geometrie  sogar  weit 
häufiger  von  Nutzen  sei,  als  man  gemeinhin  glaube.  Die  Natur,  so 
sagt  Leibniz  in  einem  au  Grandi  gerichteten  Briefe^),  sehreibe  den 
Dingen  das  Gesetz  der  Continuität  vor,  und  dessen  Anwendung  führe 
niemals  irre,  wenn  es  auch  hier  nicht  auf  strenger  Beweisführung, 
sondern  auf  Gründen  des  Uebereinkommens^)  beruhe,  dass  man  sagen 
dürfe,  Gott  selbst  habe  auf  das  Stetigkeitsgesetz  Rücksicht  genommen. 
Hier  greift  Leibniz  auf  Dinge,  welche  er,  wie  wir  uns  erinnern 
(S.  277),  am  Anfange  des  Jahrhunderts  Öffentlich  zu  vertheidigen  ge- 
habt hatte. 

In  Grandis  Schrift  war  noch  ein  missiicher  Punkt,  an  welchen 
seine  Gegner  sich  stiessen.  Wallis  hatte  (Bd.  H,  S.  902)  das 
Negative  mehr  als  unendlich  genannt.  Leibniz  hatte  in  den 
höheren  Differentialen  UnendUchkleines  von  verschiedener  Ordnung 
in  die  Mathematik  eingeführt,  und  dem  Unendlichklei  neu  entsprach 
auch  Unendlichgrosses  verschiedener  Ordnung.  Grandi  hat  beide 
Auffassungen  des  mehr  als  Unendlichen  in  unklarer  Weise  vermengt. 
Dagegen  wandte  sich  Leibniz  in  dem  oben  erwähnten  Aufsätze*)  in 
den  A.  E.  von  1712.  Schon  Autoine  Arnauld*)  habe  seiner  Zeit 
in  Pans  ihm  seine  Verwundei'Uug  darüber  ausgesprochen,  dass  die 
Mathematiker  die  Proportion  1:^1  =  —  1:1  für  richtig  halten 
könnten.  Unter  allen  Umständen  sei  —  1  kleiner  als  -|-  1,  und  so 
besage  jene  Proportion:  ein  Grösseres  verhalte  sich  zu  einem  Kleineren 
wie  ein  Kleineres  zu  einem  Grosseren,  und  das  sei  unmöglich.  Dieser 
Ansicht  schüesst  sich  Leibniz  der  Sache  nach  vollständig  an,  der 
l^'onn  nach  könne  man  sich  aber  solcher  Proportionen  bei  der  Rech- 
nung mit  gleicher  Sicherheit  und  demselben  Nutzeii  wie  anderer  nur 
eingebildeter  Grössen  bedienen''').  Imaginär  könne  man  ein  Verhältniss 
nennen,  dem  kein  Logarithmus  entspreche,  und  das  sei  hier  der  FaU. 


')  Leibniz  IV,  219.         *)  convenienliae  rationihus.         ^)  Leihai^  V,  387 
uia  339.  ')   Einer   der  Führer   der   sogenannten  Partei   von  Port-Eoyal   und 

naher  Freund  von  Blaise  Pascal.        ")  elsi  in  cataüo  h<fc,  ut  alia  imagitiaria, 
tuto  et  utiUter  oMibeatur. 
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Da  loy  1=0  sei,  so  wurde  log  \—r-)  ^=  'of^  ( —  1)  ~~  l'^ff  1  =  ^^n  ( —  1 ) 
sein,  und  einen  Logarithmus  von  —  1  gebe  es  nicht.  Er  könne  näm- 
licl»  nicht  positiv  sein,  denn  einem  positiven  Logarithmen  entspreche 
eine  die  Einheit  übersteigende  positive  Zahl.  Er  könne  ebensowenig 
nL'gativ  sein,  denn  einem  negativen  Logarithmen  entspreche  eine 
unterhalb  der  Einheit  befindliche  abermals  positive  Zahl.  Da  mithin 
der  Logarithmus  von  —  1  weder  positiv  noch  negativ  sein  könne,  so 
bleibe  nichts  Anderes  übrig,  als  diiss  er  überhaupt  nicht  wahrhaft 
vorhanden,  sondern  imaginär  sei^).  Man  könne  den  Beweis  dieser 
Behauptung  auch  dadurch  führen,  dass,  wenn  es  iu  Wahrheit  einen 
[jogarithmus  von  —  1  gäbe,  dessen  Hälfte  der  Logarithmus  von  Y —  1, 
also  von  einer  imaginären  Zahl  sein  müsste,  was  widereiimig  sei. 
Aus  allen  diesen  Erwägungen  folge,  dass  Wallis  etwas  Menschliches 
begegnet  sei,  als  er  sagte,  das  Verhältniss  von  1  zu  —  1  sei  mehr 
als  unendlich^).  Damit  wolle  keineswegs  in  Abrede  gestellt  werden, 
dass  —  1  kleiner  als  Null  sei ,  nur  müsse  man  diesem  Ausdrucke 
den  richtigen  Sinn  beilegen,  wie  es  überhaupt  in  der  Mathematik 
manche  Benennungen  gebe,  deren  Sinn  besondere  Erörterung  bedürfe. 
Mittels  dieses  Ausspruches  war  für  Leibniz  der  Uebergaug  zum  TJii- 
ondlichgrossen  und  Unendlichkleinen  gewonnen  und  er  erörtert  jene 
Begriffe  wieder  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  im  Journal  de  Trevoux 
von  1701  (S.  216).  Ein  unendUch  kleiner  Irrthum  sei  ein  solcher, 
der  kleiner  als  jeder  gegebene,  also  in  Wahrheit  nicht  vorhanden 
sei,  und  wenn  man  Gewöhnliches,  Unendlichgrosses  und  Unendlicli- 
malunendlichgrosses  vergleiche,  so  sei  das  wie  wenn  mau  die  Durch- 
messer eines  Staubkornes,  der  Erde  und  des  Fixstemhimmels  ver- 
gleiche. Solche  Erörterungen  seien  wohl  im  Stande,  Streitigkeiteu 
wie  die  zwischen  Grandi  und  Varignou  beizulegen,  beziehungsweise 
zu  verhüten. 

Varjgnons  Bemängelungen  von  Grandis  Buch,  deren  Abdruck 
im  Aprilheft  1712  der  A.  E.  oben  gleichfalls  Erwähnung  fand,  zielten 
auf  die  irrige  Vermengung  Leibnizischer  und  Wallis'scher  Auffassung 
des  Mehralsunendlicheu ,  deren  Grandi  sich  schuldig  gemacht  hatte, 
und  welche  uns  heute  von  Seiten  eines  Mannes,  dem  man  bei  alle- 
dem den  Namen  eines  ganz  tüchtigen  Mathematikers  nicht  absprechen 
kann,  gradezu  verblüffend  erscheint.  In  dem  Aufsatze  vom  IG.  Fe- 
bruar 1715,  welcher  in  den  Veröffentlichungen  der  Aeademie  des 
Sciences   gedruckt    ist,   hat  Varignon    den   Satz    ausgesp lochen,   eine 

')  superest  ui  sit  non  verm,  sed  imaginarhie.  *)  Et  prowk  nonnthil 

huimmi  pasms  est  insignis  in  paueis  Geometra  lohannes  Wanhiui,  i"i"  dim''i^ 
rationem  1  orf  —  1  esse  plus  quam  infiniiam. 
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iiii»  der  Division  iliireh  ein  Binoiiiium  hervorgegangene  unendliche 
Keihe  sei: 

1.  immer  richtig,  wenn  die  beiden  das  Binominra  bil- 
denden Gliedei'  unter  einander  ungleich  seien,  und  da.y 
Grössere  derselben  an  erster  Stelle  stehe; 

2.  immer  falsch,  wenn  unter  der  gleichen  Voraussetzung 
das  kleinere  der  beiden  das  Binomium  bildenden  Glieder  an 
erster  Stelle  stehe; 

3.  liefere  die  Division,  sofern  Vioide  Glieder  des  Divi- 
sors einander  gleich  seien,  einen  vorher  bekannten  unend- 
lich grossen  Qnotienten,  wenn  die  Glieder  des  Binomiums 
von  einander  abzuziehen,  und  Falsches,  wenn  jene  zu  atJdireu 
seien, 

Varignon  fögte  dann  ähnliche  Regeln  für  die  Potenzentwickluug 
eines  Binomiums  bei  negativ  ganzzahligem  Exponenten  hinzu,  Bczüg- 
lieli  der  Entwicklung  bei  gebrochenem  Exponenten  gesteht  er  ein, 
noch  kein  abschliessendes  Ergebntss  gefunden  zu  haben.  Am  Anfang 
des  für  d;e  Lehre  von  der  Reihenconvergens  hochwichtigen  Aufsatzes 
erklärt  Varignon,  dessen  Inhalt  sei  eigentlich  schon  seit  October  1712 
druckfertig  und  nur  äussere  Hindernisse  hatten  die  Veröffentlichung 
verzögert.  Damit  stimmt  ein  an  Leibniz  gerichteter  Brief  vom 
19.  November  1712  überein^)  in  welchem  der  Hauptsatz,  wann  die 
Division  eine  richtige  Reihe  ergebe,  sich  bereits  vorfindet. 

Wir  haben  (S.  366)  mit  Beziehung  auf  Grandis  Reihe  auch  einen 
Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Niclaus  I.  BernouUi  erwtihnt. 
Dieser  BHefwechsel  betraf  freilich  nicht  einzig  die  Reihe 

1-1  +  1-1+--', 
die    Giltigkeit    von    Reihen    im    Allgemeinen    trat   in   Dntersuehung. 
Niclaua  L  Bernonlli  warf  am  25.  October  1712  die  Frage  auf,  wann 
wohl  die  Summe  einer  Reihe  unmöglich  werde,  und  beantwortete  sie 
sogleich  dahin'),  das  sei  der  Fall,  wenn  die  Reihe 

1 + ,„ + 'Siz-^ß-x' + *""7"!"r-»^'+ •  ■  - 

heisse,  oder  aus  dieser  Reihe  durch  Addition,  durch  Multiplication, 
durch  Differentiation  entstehe,  während  x  einen  negativen,  die  Ein- 
heit überschreitenden  Werth  besitze  und  n  eine  echt  oder  unecht  ge- 
brochene Zahl  mit  gradem  Nenner  sei.  Divergenz  der  Reihe,  heiast 
es  in  einem  späteren  Briefe^)  vom  7.  April  171,'!,  genüge  nicht  für 
sich  allein,  um  die  Unmöglichkeit  ihres  Werthes  darzuthun.     So  sei 

')  Li^ibniz  IV,  1S9.        ')  Ebenda  lli,  'J80,        ")  Ebenda  III,  'Ja2— 1184. 
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Beide  Reihen  seien  divergent,  wenn  x>l,  aber  dabei  habe  die 
erste  Reihe  einen  mogliehen,  die  zweite  einen  imaginären  Werth. 
Der  Grund  der  vorhandenen  Ungewissheit  liege  in  dem  Reste  R^), 
welcher  eigentlich  der  Reihe  noch  fehle.  Dieser  könne  trotz 
der  Rationalität  aller  eigentlichen  ReihengHedcr  unmöglich  sein,  und 
dann  mache  er  die  Reihe  seibat  unmöglich.  Das  Restglied  sei  es 
auch  auf  welchem  der  Wertstreit^)  zwischen  Varignon  und  Grandi 
beruhe.  Niclaus  I.  BernouUi  hat  hier  ganz  unbefangen  des  Aus- 
druckes einer  divergenten  Reihe  sich  bedient,  ohne  eine  Begriffs- 
bestimmung zu  geben,  ohne  zu  sagen,  was  für  ihn  divergent  heiase, 
wenn  es  auch  nahe  liegt  zu  vermuthen,  er  habe  das  Wachsen  der 
Reihenglicder  danmter  verstanden.  Leibniz  bediente  sich  in  seiner 
Antwort  vom  28.  Juni  1713  des  Wortes  advergente  Reihe  und 
erläuterte  es  auch^).  Eine  advergente  Reihe  muss  nach  Leibniz  sich 
so  weit  fortsetzen  lassen,  dass  sie  sich  von  einem  endlichen  mög- 
lichen Werthe  um  weniger  als  eine  angebbare  Grösse  unterscheide 
und  kann  daher  nicht  unmöglich  sein.  Von  einer  nicht  advergentea 
Reihe  kann  mau  dagegen  nicht  als  gewiss  behaupten,  sie  stelle  eine 
endliche  unmögliche  Grösse  dar,  denn  sie  kann  auch  ein  TJnendlich- 
grosses  darstellen.  Von  einem  unmittelbaren  Erkennungszeichen  ad- 
vergenter  wie  divergenter  Reihen  ist  freilich  bei  Leibniz  so  wenig 
wie  bei  Niclaus  I.  BernouUi  die  Rede.  Bemerkenswerth  erscheint 
Leibnizens  Vorschlag*),  die  zu  untersuchenden  Reihen  nicht  auf  die 
Form  der  binomischen  Reihe  zurückzufahren,  sondern  zu  versuchen, 
ob  man  nicht  alternirende  Theile,  deren  jeder  aus  einem  oder  meh- 
reren Gliedern  bestehen  könne,  hervorzubringen  im  Stande  sei.  Nahe- 
zu gleichzeitig  schrieb  Leibniz  unter  dem  25.  October  1713  an  Jo- 
hann BernouUi^),  jede  Reihe,  welche  aus  altemirenden  ins  Unendliche 
abnehmenden  Theilen  bestehe,  sei  advergent,  und  eine  Methode  scheine 
erdacht  werden  zu  können,  jede  advergente  Reihe  in  eine  solche  von 


')  residwum  H.  *)  logamachia.  ')  Leibniz  III,  985:  IMud  certw»  est, 
guoties  guantitas  est  impossibilis,  seriem  non  posse  esse  advergentem,  seu  talem, 
guoe  tamditt  continuari  possit,  ut  a  quantüate  tüigua  ßmta  poesUnU  äifferat 
quantitaie  minore  ^lam  Sit  dcUa:  alioq^in  enim  nticpte  possibili  iHi  ßnitae  aequn- 
bitur.  Etsi  aidem  non  possit  p'O  certo  dici,  vice  versa  seriem  non  achergentem 
exprimere  quantitatem  finüam  impossibiUm,  ciirn  fortasse  infinüam  exprimere  possit. 
')  Ebeada  IC,  990.        =)  Ebenda  III,  923. 


y  Google 


371 

der  erwähnten  Art  umzuformen.  Unsere  Leser  erinnern  sieh  aus 
dem  86,  Kapitel  (S.  82),  dass  ähnliclie  Gedanken  schon  in  dem  Ent- 
würfe Compendium  quadraturae  anfhmeticae  g^ussert  waren,  dass  sie 
in  dem  am  10.  Januar  1714  an  Johann  Bernoulli  gerichteten  Briefe') 
bis  zur  Einschli essung  altemirender  Reihen  mit  unendlich  abnehmen- 
den Gliedern  zwischen  zwei  Grenzen  sich  klärten. 

Wir  haben  im  Laufe  dieses  Kapitels  zweimal  einen  Gegenstand 
gestreift,  dem  wir  uns  nunmehr  zuwenden  müssen.  Wir  sagten 
(S.  362),  Johann  Bernoulli  habe  imaginäre  Logarithmen  eingeführt, 
und  (S.  3G8)  Leibniz  habe  das  Vorhandensein  des  Logarithmus  von 
~  1  geleugnet.  Beide  Aeusserungen  waren  der  Oeffentliehkeit  über- 
geben, waren  gewiss  Yon  zahllosen  Lesern  bemerkt  worden,  ohne  dass 
von  irgend  einem  Dritten  bekannt  geworden  wäre,  daas  er  durch  die 
Aiuregung  zu  eigenen  Forschungen  veranlasst  wurde.  Johann  Ber- 
noulli und  Leibniz  waren  zunächst  und  noch  für  geraume 
Zeit  die  Einzigen,  für  welche  eine  Frage  der  Logarithmen 
negativer  Zahlen  bestand.  Sie  kamen  darüber  in  einen  durchweg 
freundschaftlich  geführten  brieflichen  Streit  der  sich  vom  März  1712 
bis  zum  Juli  1713  hinzogt).  Leibniz  machte  nämlich  am  16.  März 
1712  Johann  Bernoulli  zum  Voraus  auf  den  Aufsatz  Varignons  und 
auf  seinen  eigenen  im  Apriihefte  jenes  Jahres  der  A.  E.  und  auf  die 
darin  behauptete  Unmöglichkeit  der  Logarithmen  negativer  Zahlen 
aufmerksam,      Johann    Bernoulli    widersprach    dieser   Behauptung   in 

seiner  Antwort  vom  25.  Mai.  Bekanntlich  sei  d  log  a;  =  —  Nun 
sei  genau  ebenso  d  log  {—  x)  =  __  ■  Aber  — - —  =  -~ ,  und  folg- 
lich müsse  log  ( — 3:)=^log3;  sein.  Geometrisch  zeige  sich  die 
Wahrheit  dieser  Gleichung  daran,  dass 
(Fig.  48)  der  logarithmi  sehen  Curve 
ABC  eine  symmetrische  Gefährtin  ußy 
zuzugesellen  sei.  Während  fünfviertel 
Jahre  gingen  Briefe  herüber  und  hin- 
über, ohne  dass  einer  der  beiden  Brief- 
sehreiber  den  anderen  zu  überzeugen 
vermocht  hätte,  und  erst  als  1745  der 
Briefwechsel  im  Drucke  erschien,  wurde,  wie  wir  im  XVlIl.  Ab- 
schnitte sehen  werden,  die  Frage  durch  Einmischung  eines  neuen 
spruchreif. 
Aus  demselben  Briefwechsel  haben  wir  (S.  230}  die  von  Leibniz 


')  Leibniz  UI,  Ö26.  »)  Ebenda  III,  881,  886,  8 

«ys— auo,  yoi,  yoä,  yor,— 906,  907—909,  912—913,  915. 


,  891—892,  895— 8Ut] 
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erkanntö  Verwandtschaft  zwisühoii  der  höhei'en  Dift'erenzirniig 
eines  Productes  und  der  Poteiizirung  einer  Summe  liervorgehobeii. 
Wir  haben  damals  angegeben,  Leibniz  habe  das  in  jener  Zeit  Ge- 
fundene erst  später  in  den  Veröffentlickungen  der  Berliner  Academie 
zum  Di-ucke  gegeben.  Wir  müssen  hier,  wo  wir  innerhalb  der  Zeit 
jener  Drucklegung  uns  bewegen,  die  Angabe  wiederholen.  Ein  näheres 
Eingehen  auf  die  Abhandlung^)  dürfte  nur  insofern  erforderlich  sein, 
als  wir  zu  bemerken  haben,  Leibniz  sei  bei  dem  Producte  zweier 
Factoren  nicht  stehen  geblieben,  sondern  habe  allgemein  die  Be- 
ziehungen zwischen  d''{xije  . .  .)  nnd  (tfx  -{-  di/  -{-  dz  -\-  ■  ■  ■)"  auf- 
gezeigt. 

Wir  haben  aus  der  gleichen  Zeit,  in  welcher  d'e  Mathematiker 
des  europäischen  Festlandes  im  Streite  mit  und  über  Grandi  die 
grundlegenden  Begriffe  der  K.eihenlehre  erörterten,  wenn  auch  nicht 
wesentlich  förderten,  eine  kleine  dui'chaus  practischen  Zwecken  dienende 
Abhandlung  Newtons  zu  erwähnen.  Schon  in  seinem  zweiten  Briefe 
an  Leibniz  vom  24.  Oetober  lß76  hat  Newton  den  Gedanken  aus- 
gesprochen, man  könne  zur  bequemeren  Quadratur  einer  krummlinig 
begrenzten  Figur  sich  einer  Hilfscurve  bedienen,  welche  durch  he 
liebig  fiele  gegebene  Punkte  der  ursprunglichen  Begrenzung  hin- 
durchgehe (S.  187).  In  den  Principien,  nnd  zwar  im  V.  Lemma 
ihres  dritten  Buches,  sprach  er  die  Aufgabe  abermals  in  der  l'^orm 
aus,  man  solle  eine  durch  beliebig  viele  gegebene  Punkte  hin- 
durchgehende parabolische  Curve  sich  verschaffen-),  und  gab 
als  Mittel  zur  Erreichung  des  beabsichtigten  Zweckes  an,  man  solle 
die  aufeinander  folgenden  Differenzen  der  Ordinaten  der  gegebenen 
Curvenpunkte  bilden.  Er  erörterte  alsdann  diesen  ziemlich  dunkeln 
Auspruch  mit  grösserer  Deutlichkeit  in  einer  besonderen  kürzeren 
Abhandlung  Methodus  diffefeiitialis^) ,  welche  1711  durch  William 
Jones  mit  Genehmigung  des  Verfassers  herausgegeben  wurde,  und 
sie  ist  es,  von  der  wir  zu  reden  haben.  Wir  bedienen  uns  dabei, 
um  heutiger  Schreibweise  näher  zu  kommen  und  dadurch  leichter 
verständlich  zu  sein,  einer  von  Newton  sehr  abweichenden  Bezeich- 
nung, bemerken  aber,  dass  Newton  doch  bereits  indicirte  Buchstaben 
mit  rechts  vom  Buchstaben  beündlichen  Stelienzeiger  gebrauchte,  dass 
also  diese  Sitte  nunmehr  auch  nach  England  herübergekommen  war. 
Eine  parabolische  Curve  soll  also  durch  die  Punkte  Xf^y^,  ic^y^,  x^y^, 
"■bVü!  ^iHit  ■  ■  ■  bindurchgelegt  werden,  wobei  angenommen  ist,  die 
Xff,  Xf,  x^,  Xg,  x^  . . .   seien    in    arithmetischer   Reihe    wachsende    Ab- 


')  Leibniz  V,  377—382.         ')  Invenire  Jineam  nirvam  genfrtK  Paraiiolici. 
qutie  per   data   guotcaiupw  puncta  trannibit.         ")  Opuncula  Nfwtofii  I,  271 — 2**^ 
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scissen,  so  «lass  x^  —  Xg  =  ar^  —  x^^==  X^  —  iC^  =  a",  —  .rj  ^  ■  -  -  ;=  //, 
Als  Gleiehiuig  der  Ourve  wird  vüi-suchs weise 

y  =  "o  +  "i^  +  "s^'  +  «3^'  +  «.i-*''  H — 
i/esptiKt.     Der  Annahme  zufolge  finden  die  Gleichungen  statt: 

^/o  =  "o  +  "i^o  +  <hXo    -\-  «3^«^  +  «oV  +  ■  ■  ■ 

?/i  =  «ö  +  «la-j  +  a^x^^  +  «jj-/  +  n^x*  -( 

?/a  =  «0  +  "i^a  +  ij^'  +  "^s^/  +  «t^/  +  ■  ■  ■ 
?/  ==  "o  +  «("'s  +  "2^.1^  +  "3^:1^  +  '^'.(^.i*  +  ■  ■  ■ 
?/4  =  -^0  4-  "r^.,  +  "ä'4^  +  «3^/  +  'h^-^'  H 

(leren  An/.ahl  gleich  der  Anzahl  der  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
befindlichen  Glieder,  gleich  der  der  gegebenen  Punkte  sein  muss. 
Zieht  man  .jede  Gleichung  von  der  nächstfolgenden  ab  nnd  nennt 
ijk-\-i  —  Vk  =  ^Vk,  so  entsteht: 

'^?/o  =  '*i(^l  —  ^a)  '\~  ''■ii'^y^  —  ■''ü)  ■\-  <'-ii?\^  —  X,^)  +  'h(:''t'^  ^  ^^^*)  H 

^}k  =  "i (^2  "  ^i)  +  «2  W—  -^1^)  +  «3 (■^'—  ^i")  +  "%{Xi*  -~  ■*■!*)  +  •■  ■ 
'^y'i'-'^i{^^  —  Xi)  +  (hW—Xi^)+f'A^J'-~<^^)  +  ((i(x^*~X^^)-V--- 

-^^a^^WlC^l  — ■n)  +  «3(V  — ■^3")  +  "3(a-4^  — ■'■/)  +  04(,i-/  — 3'/jH 

und  jedes  der  Glieder  rechts  vom  Gieichbeitszeichen,  also  auch  die 
links  angedeutete  Summe  dieser  Glieder,  ist  durch  den  regelmässig 
gleichbleibenden  Unterschied  h  der  auf  einander  folgenden  x,  den 
man  auch  ^x  nennen  könnte,  theilbar,  ein  Satz,  den  unter  Änderen 
ünch  De   Sluse  {S.  138)   ausgesprochen  hatte.     Die  Volkiebung   der 

Division  durch  Jx  liefert,  wenn  — *  =  Sk  gesetzt  wird,  die  neuen 
Oleiehungen 

^„  =  «j  +  «,(.;;,  +  ,/■„)  +  «^(x'i^  +  a-i^o  +  J„-) 

+  «,(X,'  +  X,^X^  +  3',^„^  +  V)  +  ■  ■  - 

■•1  =  <h  +  "A-h  +  ^i)  +  <h{^i^  +  ^rh  +  37i^) 

4-  »^(3^*  +  X^^X^  +  XjXi"  +  x^^)  -\ 

+  «iC^a*  +  3)^^x^  +  3-aa:/  +  or/)  -\ 

^.  '=  «,  +  "2  (j:*  +  ^,)  +  "3  («4'  +  ^4^  +  ^aO 

+  «4(3^4*  +  3-4^:^3  +  x,x^^  +  x^')  -\ 

Uiese  werden  abermals  jede  von  der  nächstfolgenden  abgezogen,  und 
Werthe  ^^y,  z/^^,  z??^  . , ,  werden  dadurch  ermitk'lt,  deren  jeder  sich 
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durch  3:*+3  ^  Xk  =  2Jx  theübar  erweist.    Man  volkiolit  die  Division 

und   setzt  ä'T' ='"''■     ^'^  Anzahl  der  Grleichungen,  welche  alsdann 

der  Untersuchung  noch  unterbreitet  sind,  ist  naturgemäss  wieder  um 

die  Einheit  vermindert.     Die  Gleichungen  selbst  heissen: 

jf^= flj -f.  «j  (a^j + Xj  +  Tu)  +  «i  (a^g^ + 3^  «1 + a^a  aTg + a^i  ^ + a-,  a^ji + Tfl^)  +  ■  •  ■ 

u^='a^-\-a^(x^^-'r  x^^X2)-\-a^(o;i^ -\-x^Xi-\-x^x^-]- x^^-\-x^x^-\-x^^) -{-■■■ 


Der   nächste, Schritt   führt   zur  Ermittelung  von  ^My,  ^w, 
deren  Divisior 
So  bekommt 


deren  Division  durch  x^+s  —  Xt^^^^^x.  Dabei  mag  ^jZ 


''o  =  «s  +  «^(^  +  ^j  +  ^1  -f-  %)  -i 

»»i  =  «3  +  <^i{^i  +  3^  +  %  +  ^i)  H 

woraus   ^Vf,  ^  a^(x^  — ■  Xt^')  =^  ia^^x  4-  ■  •  -     folgt,    beziehungsw 


■«,  +  ■ 


Denken  wir  uns,  um  festen  Boden  zu  gewinnen,  es  seien  genau 
5  Punkte,  durch  welche  die  parabolische  Curve  hindurchgehen  soll, 
so  schliesst  die  Ileehnung  mit  «^  =  Wg  ab.  Allmähliche  Einsetzung 
iu  die  entwicklungsmässig  vorausgehenden  Gleichungen  liefert 

«3  =  Dfl  (iCg  -\-  X^  -\-  Xj^  -\-  X^Wff 

dg  =  «0  —  (^ä  H"  ^1  4"  ^0)  ^'o 

+  (^3»^  +  %^  +  ^^0  +  ^i^l  +  ^»%  +  ^i^o)wo 
«1  =  ^0  —  (^  +  ^o)"o  +  (^^1  +  ^2^^»  +  ^1^0)^0 

—  (x^x^Xi  -\-  x^x^x^  +  x^Xj^x^  +  3äar,a;(|)W(, 

Somit  sind  die  Coefficienten  af,,  «„  «5,  a^,  a^  gewonnen,  welche  in 
die  angenommene  Curvengleichung  !/  =  «(,  +  a^x  -j-  a^x^  4"  ^i^^  ~l~  "^i 
eingesetzt  werden  können.  Es  ist  bei  dieser  Einsetzung  vortheilhafter, 
die  Ordnung  nach  Potenzen  von  x  fallen  zu  lassen  und  vielmehr  die 
Theile  zusammenzufassen,  welche  je  mit  y^,  g^^  «,,,  v^,  w^  vervielfacht 
sind.     Alsdann  entsteht: 

3/  =!/o  +  (a-'  —  ^0)^0  +  (a^^  —  (a^  +  a^o)*  +  %*o)«ü 
+  (x^  —  (x^  "h  iCi  +  ^0)*^  +  (*s^i  "1~  *a*o  +  *i*i))'^  —  X^X^X^v^, 

+  (3^-{Xg-\-X^+Xi~\-X^X^-\-{Xs,Xi-^X^X^-{-X^X^-^XiXi-{-X^X^+XiX^)X' 

~  {x^x^x^  +  x^x^x^  -f-  argaJiart,  +  x^x^Xa)x  +  iCaa:^^:!;^^)«*'«  ■ 
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Hier  lassen  aber  die  Coefficienten  Ton  u^,  von  Vq,  von  Wf,  sich  leicht 
als  Producte  aus  einfachen  Pactoren  schreiben,  und  die  CurveE- 
gleichung  nimmt  die  Gestalt  an: 

-{-{x^  Xi)  {x  ~  Xi)  (x  —  x^)  (x  —  Xf,)  Wq  . 

Endlich  sei  noch  eine  Umformung  angedeutet,  welche  Newton,  da  er 
kein  Differenzenzeichen  besass,  nicht  vornehmen  konnte.  Uns  war 
gf,  =  —7^ ,  «,,  =  zr-r-  >  "n  ^  -.r-r  1  Wn  =  T-r-  ■  Fortgesetzte  Differenzen- 
bildung  der  Ordinaten  liegt  also  dem  Sinne  dieser  Buchstaben  zu 
Grunde,  und  ein  Mathematiker  unserer  Zeit  würde  in  der  letzten 
Gleichung  für  y  noch 

/dy^        1    -ä^yo        1      ^^Vc         1        -^'f« 

schreiben.  Eine  Durchsichtigkeit  der  Form  wurde  dadurch  erzielt, 
welche  die  Tragweite  des  in  der  Methodus  differentialis  gelehrten 
Verfahrens  deutlich  erkennen  Hesse. 

Was  Newton  mit  seinem  Verfahren  bezweckte,  hat  er  wie  in 
dem  Briefe  vom  24.  October  1676,  wie  in  den  Principien  (S.  372) 
auch  in  der  Methodus  differentialis  selbst  ausgesprochen.  Die  6.  und 
letzte  Aufgabe  verlangt,  irgend  eine  krummlinige  Figur  so  genau  als 
möglich  zu  quadriren,  wenn  eine  Anzahl  von  Ordinaten  gefunden 
werden  könne"^),  und  als  Vorschrift  zur  Auflösung  der  Aufgabe  ist 
kurzweg  gesagt,  man  solle  nach  den  gegebenen  Regeln  eine  parabo- 
lische Curve  durch  die  Endpunkte  jener  bekannten  Ordinaten  legen; 
diese  lasse  sieh  dann  immer  quadriren.  Aber  Newton  bemerkt 
ferner  in  einem  an  die  6.  Aufgabe  sich  anschliessenden  Scholium,  die 
erörterten  Sätze  seien  nützlich  zur  Herstellung  von  Tabellen  mittelst 
Keiheninterpolation^),  und  von  dieser  Aeusaerung  hat  die  oben  mit- 
getheilte  Formel  den  Namen  der  Newtonschen  Interpolations- 
formei  erhalten,  unter  welchem  sie  bekannt  ist. 

Als  Beispiel  einer  Curvemiuadratur  nimmt  das  eben  erwähnte 
Scholium  an,  es  sollen  4  Ordinaten  in  gleichen  Zwischenräumen, 
deren  jeder  auf  der  Abscissenaxe  gemessen  --•  heisse,  gegeben  sein; 
die  Summe  der  beiden  äussersten  Ordinaten  soll  Ä,  die  der  beiden 
mittleren  Ordinaten  B  sein.     Eine  neue  in  der  Mitte  errichtete  Ordi- 


')  Figuram  guamcungue  cmvüineatn  gnadrare  guamproxime,  cujus  Ordi- 
«afaie  aligmt  ineeniri  possmut.  *)  UtOes  sunt  hat  propoHtiones  ad  tabulou  eoti- 
nWuendm  per  interpolationem  s 

Castob,  GesoliiehiB  der  Ms 
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uate,  wird  behauptet,  werde  alsdann  die  Länge  — j^—  besitzen,  und 
die  Fläche  betrage  — "^^  ■  li.  Newton  sagt  nicht,  wie  er  die  Rech- 
nung vollzogen  habe,  aber  der  3.  nnd  4.  Satz  der  Methodus  differen- 
tialis,  welche  wir  in  unserem  Berichte  mit  Stillschweigen  übergangen 
haben,  gestattet  Newtons  Gedankenfolge  mit  an  Sicherheit  grenzende)' 
Wahrscheinlichkeit  herzustellen.  Denken  wir  uns  (Fig. 49)  M„Ft,=^%, 
j^^p^^y^^  M^P^^y^,  M^l'^=^  «/3  als  die  vier  genannten  Ordinate«, 
p  P  =  PjPj=  PgPj= --.  Wir  wählen  0,  den  Mittelpunkt  der 
PyPj,  zum  Coordinatenanfangspunkt, 
messen  die  positiven  Abscissen  nach 
links,  die  negativen  nach  rechts,  also 

OPg  =  —  —  ■    Die  Curvengleichung 

setzen  wir  als  J/  =  »o  +  "i^'  4~  "s'^^ 
voraus  und  erhalten 


%■ 


=  «o~  Y«I  +  -^«s■ 


!/a=ßo  — -6-"'.+  36'^' 
Man  sieht  hieraus 

*/<.  +  J/a  =  ^  =  2^0  +  ^«s,     !/,  +  ;*3  =  -B  =  2a,  +  ?^a, . 

Diese  Gleichungen  liefern  weiter  A  —  B=-7p«2  ^^^  o^  =  —  ^jri-  * 
Dann  ist  aber  a^=^  —  ^a^  =  ^^^=^.    Die  Curvengleichung  bat 

mithin  die  Gestalt  y  =  ^^i^"^  +  "■i^  +  ^~^^W~^^'  ""'^  '^^^  x=-() 
ist  Oilf=-^--  in  Tlebereinstimmung  mit  Newtons  Behauptung. 
Die  Unbestimmtheit  des  Buchstabens  Hi  stört  nicht  bei  der  Quadratur 
vermöge  der  geschickten  Wohl  des  Coordinatenanfangspunktes  0.  Die 
gesuchte  Fläche  ist  nämlich 

J\a,  +  a,x  -h  a^x')dx  =  \a^x  +  ^  +  ^V  „ 

in  abermaliger  Uebereinstimmung  mit  Newtons  Angabe. 

Auf   Grundlage    der    ersten    in    den   Prineipien    veröffentlichte» 
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i  Newtons  hat  auch  Ootea  sicii  mit  der  Interpolutions- 
aufgabe  beschäftigt.  Roger  Cotes^)  (1682 — 1716)  war  Sohn  eines 
Geistliehen,  Sein  Oheim  John  Smith  erkannte  frühzeitig  die  mathe- 
matische Begabung  des  Knaben  und  nahm  ihn  zu  sieh,  um  grade 
diese  Geistesrichtuog  zu  fördern.  Cotes  bezog  1699  die  Universität 
Cambridge,  und  als  1706  ebendort  durch  eine  Stiftung  von  Plume 
eine  neue  Profeasnr.  der  Astronomie  und  Physik  ins  Leben  gerufen 
wurde,  traf  die  einstimmige  Wahl  auf  Cotes  als  ersten  Inhaber.  Einer 
der  Wähler,  Professor  Whiston,  äusserte  bei  dieser  Gelegenheit,  er 
fühle  aich  wie  ein  Kind  neben  Cotes,  und  noch  schmeichelhafter  ist 
der  Anadruck,  dessen  Newton  sich  bei  dem  Tode  von  Cotea  bediente, 
man  würde,  wenn  er  am  Leben  geblieben  wäre,  reicher  an  Kennt- 
nissen geworden  sein^).  Cotes  also  behandelte  seit  1707  die  Aufgabe, 
eine  parabolische  Curve  durch  gegebene  Punkte  zu  legen  und  trug 
seine  Untersuchungen  1709  in  seinen  Vorlesungen  vor.  Gedruckt 
sind  dieselben  in  einem  Bande  nachgelassener  Schriften^),  welche 
Robert  Smith,  der  Vetter  dea  Veratorbenen  und  sein  Nachfolger 
in  der  astronomischen  Professur,  1722  herausgab. 

Die  erste  Arbeit,  durch  welche  Cotes  auch  in  weiteren  Kreisen 
bekannt  wurde,  war  eine  Abhandlung  über  Logarithmen berechnung 
unter  dem  Titel  Logometria,  welche  in  den  P.  T.  für  das  erste  Viertel- 
jahr 1714  erachien*)  Nachmals  bildete  sie  den  ersten  Abschnitt  der 
Hattttonm  Men'mtaninif  wekhe  selbst  den  Hauptinhalt  des  erwähnten 
Bandes  nachgelassener  Schuften  ausmacht.  Als  wesentlich  ist  daraus 
der  Begrift  deaModulus  hervorzuheben,  mit  welchem  der  Logarithmus 
enier  Zahl  m  emem  Sviteme  vervielfacht  werden  muss,  wenn  man 
den  Logarithmus  derselben  Zahl  in  einem  anderen  Systeme  zu  erhalten 
wünscht  Cotes  httte  dic'^en  neuen  Namen  schon  am  25.  Mai  1712 
m  einem  Briefe  an  Newton  benutzt  und  Letzteren  um  seine  Meinung 
gebeten,  ob  er  den  Ausdruck  fui  gut  gewählt  halte  ^).  Die  Sache  an 
sich  war  allerdings  nicht  neu,  denn  wir  wissen  (S.  86),  dass  Halley 
den  Modulus  des  Biiggisehen  Logarithmen  Systems  ebenso  wie  dessen 
rtciproke  Zahl  bereitn  aui  bO  Decimalstellen  ausgerechnet  und  im 
M\  Bande  dei  P  T  \eioöentlicht  hatte,  eine  Arbeitsübereinstimmung, 
«eiche  Halley  kaum  aus  dem  Gedachtniss  gekommen  sein  kann,  aber 

')  NatiuTial  Biograph^  \II  282  —  284  (London  1887,  edited  b}'  Leslie 
'^tephen)  *)  Had  Cotes  tued     w  night  Itave  htown  something.  ^)  Ilar- 

nmnia  Menswraiam  mve  Analysts  et  iyynthemt  per  rattonitm-  et  angutorum  men- 
«uras  promotae  accedwnt  aha  opuäcuia  mattiemafica  per  Jiogerum  Cotemum. 
*  antabrigiae  1722  Im  Anhange  pag  32  ist  über  den  ürBprung  der  hier  er- 
w-tlmten  Schrift  benohtet  *)  P    1    \\I\    5  —  45.         '■)  Edleston,  Corre- 

"poiideM-e  of  &i»  liauc  Neuton  'ind  Pinfe    ii  Cotes,  pag.  117. 


y  Google 


378  '''-  Kapitel, 

auch  Cotes  um  so  weniger  unbekannt  geblieben  sein  wird,  ala  er  auf 
Veranlassung  Newtons,  des  Vorsitzenden  der  Royal  Society,  seine 
Logometria  grade  an  Halley,  den  damaligen  Seeretär  der  Gesellschaft, 
einschickte,  um  den  Abdraek  zu  veranlassen. 

Der  nächste  Schriftsteller,  mit  welchem  wir  uns  zu  beschäftigen 
haben,  ist  Brook  Taylor^  (1685—1731).  Er  ist  in  Kent  geboren 
und  bezog  1701  die  Universität  Cambridge,  wo  er  1709  das  Baeca- 
laureat,  1714  den  Doctorhnt  der  Reehtsgelehrsamkeit  erwarb,  daneben 
aber  auch  unter  Machin  und  Keill  mathematische  Studien  trieb. 
Seiner  Vielseitigkeit  genügten  auch  diese  beiden  Wissensgebiete  noch 
nicht.  Er  besass  mehr  als  gewöhnliche  Geschicklichkeit  in  Musik 
und  Malerei.  Er  hatte  viel  Familienunglück,  und  der  Kummer  darüber 
beschleunigte  seinen  Tod.  Seine  erste  1708  verfasste  mathematische 
Abhandlung  über  Sehwingungsmittelpunkte  erschien  1714  in  den 
P.  T.^),  Wir  haben  es  mit  seiner  Methodus  incrementorum  directa  et 
inversa  zu  thun,  einem  nur  118  Quartseiten  starken  BSndchen,  welches 
1715  in  London  die  Presse  verliess^).  Der  Drucker  hat  viel  durch 
undeutliche  Zeichen,  der  Verfasser  noch  mehr  durch  undeutliche 
Schreihart  an  dem  kleinen  Buche  gesündigt,  so  dass  man  fast  darüber 
staunen  kann,  daas  es  trotz  dieser  Mängel  frühzeitig  zur  verdienten 
Berühmtheit  gelangte.  Vielleicht  trugen  auf  dem  europäischen  Fest- 
lande Bemängelungen  des  Buches,  auf  die  wir  bald  zu  reden  kommen, 
das  ihrige  dazu  bei,  es  bekannt  zu  machen,  und  in  England  hatte  es 
eine  mächtige  Empfehlung  in  der  Stellung  des  Verfassers  zu  Newton. 
Newton  wird  auch  in  der  Methodus  incrementorum  bei  jeder  thun- 
lichen  Gelegenheit  genannt  und  gerühmt.  Andere  Namen  kommen 
überhaupt  nicht  vor,  es  sei  denn  in  der  Vorrede,  in  welcher  Newtons 
Fluxionsmethode  im  Gegensatze  zu  der  Exhaustionsmethode  der  Alten, 
zu  den  Summationsmethoden  von  Cavalieri  und  Wallis,  zu  jener 
Auffassung  von  Cavalieri  und  den  Neueren,  welche  Theile  als 
unendlich  abnehmend  betrachteten'),  als  allein  vorwurfsfrei  gepriesen 
wird.  Diese  durchaus  einseitige  Parteistellung  hangt  natürlich  mit 
dem  Prioritätsstreite  zusammen,  an  welchem,  wie  wir  wissen,  Taylor 
als  spät  ernanntes  Mitglied  des  Untersuchungsausschusses  (S.  300) 
betheiligt  war.  Mit  der  gleichen  Parteistellung  dürfte  es  zusammen- 
hängen, dass  Taylor  den  Leibnizischen  Brief  vom  Februar  1673  (S,  'i 


')   Mtm/clopaedia  Britatmüa  XXin,  92  (Edition  IS,  1888).  *)   P-  '^^ 

SXVin,  11.  ')  Das  Exemplar   der  Heidelbei^er  UniveraitätsbilDliothek  trilgt 

die  Bezeichnung:  Londini  MDCCSTH,  Damals  wurde  ein  ueues  Titelblatt  ge- 
druckt, also  eine  sogenannte  neue  Titelauegabe  veranstaltet,  was  auf  einen  wems 
befriedigenden  AbsatK  des  Buches  schliesaen  läsat.  ')  Vavalieriits  et  Jieceii- 

iiores  emitevtplanint  partes  istas  ut  in  infinitum  diminutas. 
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bis  78),  in  welchem  werthvoUe  Anfänge  der  Differenzenrechnung  sicli 
finden,  mit  keiner  Silbe  erwähnt,  trotzdem  er  ihn  kennen  musate,  da 
er  im  Commereium  Epistolicum  von  1713  abgedruckt  war,  und  da 
doch  anzunehmen  ist,  dass  Taylor  wenigstens  nachträglich  eine  Brief- 
sammlung genauer  gelesen  haben  werde,  für  deren  Inhalt  er  mit- 
verant wörtlich  war. 

Taylor  lässt,  um  nun  in  unserem  Berichte  zu  dem  eigentlichen 
Buche  überzugehen,  unbestimmte  Grössen  z,  x,  v  u.  s.  w.  durch  In- 
cremente  wachsen,  durch  Decremente  abnehmen.  Als  Zeichen  des 
Incrementes,  der  Veränderung  woUen  wir  lieber  anstatt  des  Zuwachses 
sagen,  um  auch  die  Abminderung  einzubegreifen,  benutzt  Taylor  ein 
l'ünktchen  unter  dem  Buchstaben,  welches  verdoppelt  u.  s.  w. 
auftritt,  wenn  Veränderungen  der  Veränderungen  u.  s.  w,  vorkommen. 
Die  durch  eine  Ziffer  angedeutete  Anzahl  der  Pünktchen  kann  auch 
die  Pünktchen  selbst  ersetzen,  x  wird  anstatt  x,  x  anstatt  x  mit  n 

darunter  befindlichen  Pünktchen  geschrieben.  Wird  w=0  oder  w= — 1, 
so  bedeutet  x  die   unveränderte  Grösse  x  selbst,   x  die  G-rÖsse,  deren 

erste  Veränderung  x  sein  soU.  Das  waren  Gedanken,  welche  auch 
Leibuiz  seit  etwa  20  Jahren  besass  (S.  230),  aber  öffentlich  geäussert 
hat  dieser  sie  nicht,  so  dass  Taylors  Unabhängigkeit  feststeht,  und 
ihm  das  Verdienst  anheimfällt  zuerst  negative  Indicirung  eingeführt 
/u  haben  Anstatt  der  negativen  Zahlen  unter  den  Buchstaben  be- 
nutzt Taylor  auch  über  denselben  angebrachte,  von  hnks  oben  nach 
lechts  unten  gerichtete  Strichelchen,  ähnlich  dem  Gravis  der  griechi- 
'.chen  Schrift,  wahrend  der  von  rechts  oben  nach  links  unten  geneigte 
Acutus  die  Fluente  bedeutet.  So  ist  also  x  eine  Grösse,  deren  end- 
liche Veiandemng  x  wird,  ^  eine  solche,  deren  Flnsion  x  ist.  Man 
Meht  leicht,  welche  Schwierigkeiten  solche  verschieden  geneigte  Accente 
aeben  Fluxionspünktchen  über  und  Incremen tpünktehen  unter  den 
Buchstaben  dem  Drucker  bereiten  mussten.  Die  Regel  für  die  Bil- 
dung einer  Incrementgleichung  ist  die  gleiche  wie  diejenige  für  die 
Bildung  einer  Fluxionsgleichung  und  wird  einfach  mit  Anführungs- 
zeichen aus  der  Quadratura  Curvarum')  in  unab geändertem  Newton- 
sehen Wortlaute  übernommen. 

Im  dritten  Satze  stellt  sich  Taylor  die  Aufgabe  der  Vertau- 
schung der  unabhängigen  Veränderlichen,  indem  er  verlangt, 
eine  Fluxionsgleichung,  welche  nur  zwei  Variable  e,  x  enthalte,  von 
denen  s  gleichfönnig  veränderlich  sei,  solle  so  umgeformt  werden, 
dass  X  als   die  gleichfönnig  Veränderliehe  gelte  ^).     Ersetzen  wir  die 

')   OpuscuJa  Ntictoni  I,  209.  ")  Metkodm  Incrementorum  pag.  S — 9: 
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Fluxionapünktchen  zur  besseren  Uebersicht  durcb  indicirte  d,  lasaeii 
aber  im  Uebrigen  Taylors  Gedankengang  unverändert,  so  sehliesat 
derselbe  folgendermassen :  Ist  s  eine  Function  von  x  und  als  solche 
durch  A  bezeichnet,  so  hat  man  dz  =  rf^=  Bdx.  Ueberdies  soll 
dB  =  Gdx,  dC  =  Bdx,  dB  =  Edx  sein,  wo  also  auch  B,  Ü,  B,  E 
Functionen  von  x  sind.  Fortgesetzte  Differentiation  gibt; 
d'a  =  diBdx)  =  B.d'x-\-dB.dw  =  B.d^x-\-  C'(dxy, 
d^s  =  B .  d'x  -\-  dB .  ^x  -{-  2C .  dx  .  d^x  -\-  dC  .  {dxf 

=  Bd^x  +  ZCdxd^x  +  Bidx)", 
d^z  =  Bd^x  +  dB  .  d'x  +  BCdx  .  d^x  +  ^Cid^xf  +  UCdxd^x 
+  SBidxfd'x  4-  dB(dxy  =  Bd'^x  -\-  ACdxd'x  +  dOid^xf 
-{-  GD{dxfd^x  -i-  Eidxf, 


Ist  hierbei  s  gleichmässig  veränderlich,  mithin  dz  constant,  so  ist 
d^s  =^  d^s  =  d^s  ^  •  ■  -  ^^0.  Andererseits  ergibt  sich,  falls  x  als 
die  gleichmässig  Veränderliehe  giltj  aus  den  Definitionsgleichungen 
von  dg,  dB,dC,dD,  ...,  dass 

r>_da      (•  _^ <^*2      T)  —  ''-■'  —  —      F  ——  ='^— 

dx'  dx        dx"  (Ix        (2a;°'  dx         dx* 

Setzt  man  diese  Werthe  in  das  Gleichungsaystem  I  ein,  während  die 
links  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  höheren  Differentiale  von  a 
aus  dem  erläuterten  Grunde  verschwinden,  so  entsteht  ein  neues 
Gleich  ungf 


0 

='£'•'  + 

£("-)• 

0 

-'£*-  + 

^£- 

li'i 

+ 

S-c-)' 

0 

-fj'^  + 

^S^» 

i'i 

+ 

^Sc"' 

+ 

Sc*-)*. 

<i'i 

Dieses  Gleichungssystem  II  führt  zu  i^^x,  d^x,  d*x,  ...,  indem  man 
die  aus  benutzten  Gleichungen  des  Systems  gefundenen  höheren  Diffe- 
rentiale von  X  in  die  nächstfolgende  Gleichung  jeweils  einsetzt.  Taylor 
über^st  dem  Leser  die  umständliche  Eechnung  und  begnügt  sieh 
damit,  die  Ergebnisse  auszusprechen: 

Ae<iualionem  ftuxionalem,  itt  ijua  siMif  fiuentts  lantuvi  duae  s  et  x,  quorum  z  flwt 
itniformitw,  ita  tTamformare,  ut  flaat  x  uniformier. 
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_  d^s .  dx 
di  ' 
■  .dn.dx-^-  3(d^eydx 


{dzy 


Im     __  —d'zjd^Ydx  4-  i.(id^z.d^z.dz.dx  ■~lb{d'zYdx 

\  dz"  ——     — 

Zur  Controle  dividiren  wir  die  drei  Gleichungen  des  Systems  IH  der 
Reihe  nach  durch  {ds'f,  {ddf,  (d«)*  und  formen  alsdann  die  rechts 
entstehenden  Brüche  dadurch  um,  dass  wir,  wieder  der  Reihe  nach, 
Zähler  und  Nenner  durch  {dxf,  {dxf,  {dxf  theilen.  Wir  erhalten 
so  die  heute  allgemein  bekannten  Formeln: 

d^2  ^  iVz     dz  /d'zy 

d'r.  ri.r'  dKr.  ilUr'  '  rfTr  "^       llT^«) 


[dx) 


Von  einer  bei  Taylor  an  zwei  Stellen  seines  Buches^)  behandelten 
Differentialgleichung  wird  im  100.  Kapitel  die  Bede  sein. 

Einen  wichtigen  Abschnitt  der  Methodus  Incrementoram ,  um 
de^enwillen  wir  eigentlich  die  ganze  Schrift  grade  in  diesem  97,  Ka- 
pitel behandeln,  bildet  der  siebente  Satz  von  der  Taylorschen 
Keihe^).  Auch  hier  sei  uns  gestattet,  durch  eine  Taylor  nicht  an- 
gehörende Bezeichnung,  insbesondere  durch  Benutzung  von  mit  Indes 
versehenen  z/  für  die  auf  einander  folgenden  Differenzen,  die  Taylor- 
schen Erörterungen  durchsichtiger  zu  machen.  Sei  ^  die  gleich - 
massig  Veränderliche  und  diS  ihre  jedesmalige  Veränderung.  In  Ab- 
hängigkeit von  g  ist  eine  andere  Veränderliche  x,  deren  auf  einander 
folgende  Differenzen  ^x,  J^x,  ^^x  ...  die  Veränderungen  von  x, 
von  Ax,  von  A^x  . . .  bezeichnen,  welchen  diese  unterworfen  sind, 
während  s  um  As  zunimmt.  Folgende  Werthe  gehören  mithin  zu- 
sammen: 2  und  X,  z  -{-  Js  und  x  -f-  zlx,  z  ■\-  2Js  und  x  -^  2Jx 
+  zl^x,  z  +  3^4!  und  X  -f  3z/a:  -f-  Sz/^a:  +  AH.  Die  auftretenden 
Zahlencoefficienten  sind  die  der  Binomiaientwicklung,  das  sonstige 
Bildungsgesetz  ist  nicht  minder  einleuchtend,  und  so  erkennt  man, 
dass  zu  z  -\-n .  Aä  der  Werth  gehört: 

x-\-n.Ax'i-  ?l^-r-l^  A^x  +  ^^i^::::^  a'x-\ h  A-x. 


Jncremmtorum  pag.  17  und  26—27.       *)  Ebenda  pag.  21—23. 
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Nennt  man  nz}z  =  v  und  (w  —  l)^s  =  v',  femer  (n  —  2)i^2  =  v" 

«.  H.  w.,  also   aucli  h  ^  -7-,  w  —  1  =  -;-,  ji  —  2  ^  -^  u.  s.  w.,   so 

wird  der  zu  ^  -|-  «  zugehörige  Werth  von  x  in  der  Gestalt 

_l_  "     4^  _|_  ""'  -^'^  _j_  ^^'f"  .iJ'ic   I 
^  "•"  V  ::js  "t  1 . 2  ■^i'  "f"  1 , 2  . 3  ^ü'   ' 

erscheinen.  Ist  r  ein  endlicher  Werth,  w'ährend  gleichzeitig  z/^  in 
das  unendlichkleine  ds  übergeht,  womit  naturgemäsa  auch  der  Ueber- 
gang  der  Differenzquotienten  von  x  in  DifFerentialqiiotienten  verbunden 

ist  und  K  sich  als  unendlich  gross  erweist,   so   sind  die  v,  v' ,  v" 

nicht  mehr  zu  unterscheiden.  Dann  geht  also  vv'  in  v^,  vv'v"  in  1^ 
über  u.  s.  w.  Man  erhält  alsdann  als  Werth  von  x,  während  0  in 
s  -}-  V  überging,  die  Reihe; 

x^JL'^^J!L^J^<    _!^..  ^  _|.  . . . 

und  das  ist  die  Taylorache  Reihe,  wie  sie  benannt  zu  werden 
pflegt,  seit  ihr  Simon  Lhuilier  1786  in  einer  von  der  Berliner 
Äcademie  gekrönten  und  auf  ihre  Kosten  gedruckten  Preisschrift ') 
diesen  Namen  beigelegt  hat.  Wir  bemerken,  dass  Taylor  auch  den 
Fall  eines  negativen  v  in  Erwägung  gezogen  hat^,  und  daas  er 
fand,  dass  die  Reihe  für  den  zu  .s  —  v  gehörigen  Werth  von  x  im 
Vorzeichen  altemirend  wurde,  während  der  absolute  Werth  der  Glieder 
keine  Veränderung  erlitt.  In  wie  weit  Taylor  sich  bei  Verfassung 
der  Methodus  Incrementorum  über  die  Möglichkeit  der  Anwendung 
seines  Satzes  zur  Reihenentwicklung  einer  Function  einer  zweitheiligen 
Grösse  klar  gewesen  sein  mag,  ist  kaum  zu  sagen.  Wirkliche  Reihen- 
entwicklungen von  der  genannten  Art  hat  er  dort  jedenfalls  nicht 
vorgenommen. 

Eine  andere   immer  wieder  durch   die  Bezeichnung  sehr  schwer 
verständliche  Reihenentwicklung   ist   im   elften   Satze ')   gelehrt-     Sei 
s  ■  dr    in    der   Form   rs  -\-  p   angenommen.     Differentiation    bringt 
.  dr  ^  s  .  dr  -\-  r  .  ds  -\-  dp  hervor.     Daraus  folgt  dp  ^  —  rds  und 

i"  =  —  /  rds  =  —  j  ^dr^^'     ^^''^  ^^^  ^^^°  gefunden 


f' 


I'-'"-"'-J'-% 


dr. 


')  Exposüitin  eUtnerdairc  des  pi-ineipes  des  calculs  sup&ie«rs  gut  a  remporti 
le  prix  propose  par  l' Äcademie  Moyale  des  scienees  et  belUa  lettres  pow  l'annee  1786. 
Berün  4".  ^  Methodus  InerenientoTum  pag.  28;  mutato  signo  iptMS  u,  quo  tem- 
pore z  decrescendo  fit  z  —  v.        ^  Ebenda  pag.  38—39. 
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Taylor    geht    weiter    zur    Annahme     j  r  ■  ^_  ■  dr  =  -    i-  +  g    üher. 
Differentiation  liefert  ^  ~^r '^  ^  j"  -\-  y  J^' ~^  '^ '     I*'"'*is  folgt 


fsdr 


Das  gleiche  Verfahren,  welches  auf  nichts  anderes  hinausläuft  als  auf 
eine  fortgesetzte  Anwendung  des  faetoren weisen  Integrations Verfahrens, 
kann  in  beliebiger  Wiederholung  angewandt  werden  und  liefert 


ß" 


~  1.2  dr'^  l.i. 


dr' 


Man  erkennt  sofort  In  der  von  Taylor  gegebenen  Reihe  die  schon 
1694  durch  Johann  BernouUi  in  den  A.  E.  veröffentlichte  Ent- 
wicklung (S.  229).  Taylor  bediente  sich  allerdings  einer  anderen 
und,  man  darf  hinzusetzen,  weniger  anfechtbaren  Herleitung  als  der 
Erfinder  der  Reihe  selbst,  aber  dennoch  ist  ihm  der  Vorwurf  nicht 
wohl  zu  ersparen.  Jenen  nicht  genannt  zu  haben,  und  als  ihm  dieser 
Vorwurf  im  Maihefte  1721  der  A.  E.  wirklich  gemacht  wurde,  musate 
er  die  Antwort  schuldig  bleiben. 

Der  zweite  Abschnitt  der  Methodua  Incrementorum,  welcher  den 
ersten  wenig  an  Länge  übertrifft,  enthält  Anwendungen  der  in  jenem 
auseinandergesetzten  Lehren.  Er  beginnt  mit  dem  Interpolations- 
probleme ^),  an  welches  das  der  Summirung  einer  gegebenen  Anzahl 
von  Gliedern  einer  Reihe  von  bekanntem  Bildungsgesetze  ^  sich  an- 
schliesst.  Die  bei  letzterer  Aufgabe  gegebene  Anweisung  besteht 
darin,  man  solle  von  einem  Änfangsgliede  an  zuerst  die  Summe  aller 
Glieder  bis  zu  dem  ersten  der  zu  summirenden  Glieder  ausschliesslich 
und  dann  die  bis  zum  letzten  einschhesalich  bilden  und  eratere  von 
letzterer  abziehen.  Das  ist  auf  Glieder  von  endlichen  Differenzen 
angewandt  die  gleiche  Methode,  welche  bei  den  Quadraturen,  ct.  h. 
bei  Summirung  stetig  sich  aneinander  anschliessender  Grössen  zur 
Auswerthung  von  bestimmten  Integralen  führt,  wie  überhaupt  die 
Summirungsaufgabe  von  Gliedern  mit  endlichen  Unterschieden  und 
die  Integrationsaufgabe  zu  vielfach  ganz  ähnlichen  Ergebnissen  führen, 
worauf  aufmerksam  gemacht  wird^). 

Spätere  Aufgaben  gehören  den  Anwendungen  der  Fluxions- 


')  Methodus  Incretnetttorum  pag.  53 — 56,  *)  Ebenda  pag.  56 — 58. 

)  Ebenda  pac.  65. 
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rechnung  auf  Aufgaben  der  Geometrie  und  Mechanik  an,  und 
von  Unterschieden  von  endlicher  Grosse  ist  nur  noch  einmal,  am  Ende 
auf  8. 112 — 114j  die  Rede,  wo  bei  Gelegenheit  der  Aufgabe  der  atmo- 
sphärischen Lichtbrechung  eine  Differenzengleichung  integrirt  wird. 
Vorher  behandelt  Taylor  daa  isoperimetrische  Problem'),  die  Ketten- 
linie^),  die  Aufgabe  der  gespannten  Saite'),  welche  hier  die  erste 
mathematische  Behandlung  erhielt,  nachdem  Mersenne  in  seiner 
Harmonica  von  1663  Versuche  über  Saiten  Schwingungen  beschrieben 
und  Erfahrungsgesetze  ermittelt  hatte*). 

Auch  die  Auffindung  des  Schwingungsmittelpunktes  senk- 
recht herabhängender  Körper  ist  von  Taylor  behandelt^)  und  hat  An- 
lass  zu  Streitigkeiten  gegeben.  Johann  Bernoulli  hatte  die  gleiche 
Aufgabe  im  Junihefte  1714  der  A.  E.  gelöst,  wo  sie  also  jedenfalls 
früher  als  in  dem  Taylorschen  Buche  von  1715  dem  mathematischen 
Leserkreise  bekannt  wurde.  Taylor  vertheidigte^)  seine  Unabhängig- 
keit von  Johann  Bernoulli  in  den  P,  T.  von  1719.  Er  habe  schon 
am  Anfange  des  Jahres  1712  den  Schwingungsmittelpunkt  genau  so 
gefunden,  wie  er  später  habe  drucken  lassen,  und  könne  diese  That- 
Sache  durch  Briefe  von  Keill  beweisen,  ausserdem  sei  die  Reinschrift 
dieses  Buches  seit  April  1714  im  Besitze  der  Royal  Society  gewesen'), 
mithin  vor  der  Versendung  des  Juniheftes  der  A.  E. 

Kommen  wir  in  einem  Gesammturtheile  auf  die  Methodus  In- 
crementorum  zurück,  so  ist  deren  ungemein  hohe  Bedeutung  nicht  zu 
verkennen;  es  ist  zugleich  zu  bemerken,  dass  die  Lehre  von  den  end- 
lichen Differenzen  eigentlich  am  stiefmütterlichsten,  mindestens  am 
undeutlichsten  behandelt  ist,  wiewohl  sie  dem  Buche  den  Titel  verlieh 
und  das  Buch  wieder  anderen  Mathematikern  den  Anstoss  gab,  tiefer 
in  den  Gegenstand  einzudringen. 

Wir  nennen  hier  zuerst  Pierre  Remond  De  Montmort  mit 
einer  Abhandlung^)  in  den  P.  T.  von  1717.  Ihr  klar  und  deuthch 
ausgesprochener  Grundgedanke  besteht  darin,  dass,  wenn  eine  Reihe 
von  Gliedern  a,h,  c,  d  .  . .  zu  summiren  ist,  das  Bestreben  dahin  ge- 
richtet werden  solle,  jedes  dieser  Glieder  als  eine  Differenz  von  der 
Art  darzustellen,  dass  der  Subtrahend  jeder  früheren  Differenz  Minuend 
der  nächstfolgenden  werde.    Ist  a  ^=  A  —  B,  h  =  Ii  —  C,  c  =  0  —  7?, 

')  Methodus  Incrementorvm  pag,  68.  ■)  Ebenda  pag,  75.  °)  Ebenda 

pag.  89.  ')  Heller,  Geschiebt«  der  Phjsik  11,  75—76.  ^)  Methodus  Ittere- 
nt^nloruni  pag.  96,  ^)  Taylors  Vertheidigang  und  mit  ihr  sämmtliohe  Streit- 
acbriften  findet  man  vereinigt  in  Joh.  Bernoulli  Opeia  II,  die  bier  ange- 
führten Daten  11,  480.  ')  in  einem  anderen  Schriftstück  (Job.  Bernoulli 
Opera  II,  474)-ist  sogar  behauptet,  die  Methodus  Incrementorum  sei  seit  April 
1713  im  Besitze  der  Bojal  Society  gewesen.        ^  P.  T.  XXX,  633—675. 
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(1  =  D  —  E,  so  wird  ersiclitUcli  a -\- h -\-  c  -\-  d  =^  A  —  E  und  ganz 
ähnlich  bei  grösserer  Anzahl  der  ßeJhenglieder.  Vielfältige  Beispiele 
bringen  den  Gedanicen  in  Anwendung.  Man  erinnert  sieh  unwillkür- 
licb  an  Dinge,  welche  in  zu  jener  Zeit  noch  nicht  veröffentlichten 
und  De  Montmort  mithin  unbekannten  Briefen  von  Leibniz  (S.  370) 
vorkamen. 

In  dem  gleichen  Jahre  1717  legte  ein  anderer  französischer 
Mathematiker  Fran^ois  Nicole*)  (1683 — 1758),  der  von  seinem 
16.  Jahre  an  als  Schüler  De  Montmorts  zu  bezeichnen  ist,  ohne 
dass  mit  dieser  Bezeichnung  seine  oder  De  Montmorts  Selbständig- 
keit in  der  Differenzenrechnung  irgend  angezweifelt  werden  will,  der 
Pariser  Aeademie  des  Sciences  eine  Abhandlung^)  vor,  welche  aus- 
gesprochenermasaen  die  Absicht  verfolgte,  klarer  darzustellen,  was  in 
Taylors  Methodus  Incrementorum  nicht  mit  genügender  Deutlichkeit 
ausgeführt  sei.  Nieole  hat  diese  seine  Absicht  durchaus  erfüllt. 
Mit  musterhafter  Klarheit  setzt  er  auseinander,  die  Differenz  von 
x{x-\-n)  ...{x-\-{p  —  l)n)  sei  pn(x-^n)(x~\-2n)...{{3;'\-{p — 1)«) 
als  Werth  von 

(x  +  «)  (a;  -f-  2w)  ...{x  -{•  pn)  —  x{x -]-  n)  ...{x  -\-  {p  —  l)n). 
Umgekehrt  ist  ^(^ +  «)('"  + a«)^- ■  t^+igzi^  das  Integral  der  end- 
lichen Differenz  {x  -\-  n)  (x  -\-  2n)  . . .  (x  -\-  [p  —  l)n).  Das  Integral 
wird  gefunden,  indem  der  Differenz  der  Factor  beigegeben  wird,  der 
um  n  kleiner  als  der  niederste  in  ihr  vorhandene  Factor  ist,  und 
hierauf  noch  die  Division  durch  p,  als  Anzahl  der  jetzt  vorhandenen 
Factoren,  und  durch  n,  als  Betrag  der  jeweiligen  Zunahme  der 
Factoren,  vollzogen  wird.  Will  man  die  Summe 
1(1 +  .)...(l  +  (y-l)»)  +  (l  +  «)  (1+2»). ..(!+/.»)  +  ... 

+  x{x  -^  n)  ...  {x  -\-  {p  —  l)n) 
haben,  so  betrachtet  man  das  nachfolgende  Glied 
{x  -}-  n'jix-j-  2n) ...  (x  -{■  pn) 
als  Differenz   und    bildet   deren   Integral   ''('^  +  ")(^+^»)--(^  +  ^)^ 
welches   die  gesuchte  Summe   sein   wird.     Die  Differenz  des  Bruches 


x{x  +  n)...ix+{p~l)n) 


^  x(x  +  n)...t.:c  +  ip-l)nj        {a:  +  n){x  +  2n) . .  .(x  +  pn) 

')  Histoire  de  l'Acadende  des  seiendes.    Annee  1758  (Hiatoire  pag,  107—114). 
')  Kbenda  Ano^e  1717  pag.  7—21. 
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""'  a^ix  +  «)..Ax  +  pn)  "■■"  — ft—  -  -"  ^(^  +  «),..  (^  +  (p ^  1,«)  -- 
Integral  der  endlichen  Differenz  -j'-r- :—  r-zr-  ■  ■,>  welches  also  ge- 
funden wird,  indem  man  in  der  Differenz  den  höchsten  Factor  {a;-\-pn) 
des  Nenners  weglässt  und  alsdann  noch  durch  die  Anzahl  p  der  Übrig 
bleibenden  Factoren  und  durch  den  Betrag  n,  um  welchen  die  Nenner- 
factoren jeweils  steigen,  dividirt.  Will  man  nun  die  Summe  einer 
unendlichen  Reihe  von  Brüchen  finden,  deren  jeder  die  Form 
1 
^(^+^)  (^+2  fiYTTi^+pn) 

besitzt,  so  ist  dieses  allgemeine  Glied  selbst  die  Differenz  zwischen 
der  Reihensnmme  der  vor  ihm  auftretenden  Glieder  und  der  Reihen- 
aumme  der  bis  zu  ihm  einschliesslich  genommenen  Glieder.  Das 
Integral  dieser  endlichen  Differenz  ist  nach  der  ausgesprochenen  Regel 

— — ; — ■ — r i — r-?— — rr--: .  nnd   das  ist  also   die  Summe   der  mit 

p.n.x{x  +  n)...lx  +  (p~l)»i> 

—, — ; — r— — 7—7 — 7   beginnenden  unendlichen  Reihe.     In   diesem  Auf- 

satze  ist  aho  zweierlei  geleistet.  Die  Summe  beliebig  vieler  Glieder 
einer  steigenden  und  die  der  unendlich  vielen  Glieder  einer  fallenden 
Reihe  wird  ermittelt,  steigend  und  fallend  in  dem  Sinne  verstanden, 
dass  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  einen  immer  grösseren,  beziehungs- 
weise immer  kleineren  Werth  annehmen.  Im  ersteren  FaUe  sind  die 
Glieder  ganzzahlig,  im  zweiten  Falle  gebrochen,  beidemal  bestehen 
dieselben  aus  Factoren  von  gegebener  Anzahl,  beidemal  ist  der  ver- 
änderliehe Theil  der  Factoren  eine  arithmetische  Folge  von  Vielfachen 
einer  gegebenen  Zahl. 

Dieser  Grundaufgabe  ist  Nicole  treu  geblieben.  Er  hat  in  zwei 
Aufsätzen  des  Jahres  1723^^),  in  einem  Aufsatze  des  Jahres  1724''), 
endlich  in  einem  Aufsatze  des  Jahres  1727 ')  immer  verwickeitere 
Formen  solcher  Reihen  behandelt,  Er  hat  z.  B.  Reihen  summirt  von 
der  Gestalt 


,  +  ■■-, 


-^(x+m)(x  +  m  +  n)(x  +  m-\-2fi)...(x  +  m  +  (p-l)n}~ 
er  hat  auch  von  Glied  zu  Glied  sich  verändernde  Zähler  beigegeben, 
aber  nirgend  ist  eine  Abweichung  in  dem  Sinne,  dass  jene  Factoren 
der  Nenner  anderer  Art  als  linear  wären,  nirgend  ist  von   höheren 

')  Hisioire  de  VAcademie  des  sciences.    Aiinöe  1723  pag.  30  —  37  und  181 
bis  I'J8.  »)  Ebenda.     Annce  1724  pag.  138—158.         ■'')  Plbenda.     Annöe  17^7 

pag.  257—268, 
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als  ersten  Differenzen  die  Rede,  und  deshalb  dürfen  wir  die  fünf 
Aufsätze  Nicoles  mit  Einschiuss  dessen  von  1727,  der  seiner  Datirung 
nach  eigentlich  dem  folgenden  Abschnitte  angehören  müsete,  in  diesem 
kurzen  Bericht  zusammenfassen. 

Hier  ist  vielleicht  die  Stelle,  im  Vorübergehen  ein  Wort  von 
den  ersten  Reihenunterauchungen  eines  Schriftstellers  zu  sagen,  der 
im  100.  Kapitel,  dann  aber  besonders  im  XVIII.  Abschnitte  uns  wieder- 
holt bescMftigen  wird.  Christian  Goldbachi)  (1690—1764)  ist 
in  Königsberg  in  Preussen  geboren.  Er  machte  1718  eine  Reise 
nach  Schweden,  1720  eine  solche  nach  Italien.  In  Schweden  ver- 
kehrte er  viel  mit  dem  dortigen  Mathematiker  Anders  Gabriel 
Duhre,  und  als  Goldbaeh  einen  Aufsatz  Spedmen  mefhodi  ad  summas 
seriemm  verfasst  hatte,  war  es  wahrscheinlich  Duhre,  der  diesen  an 
die  Redaction  der  A.  E.  in  Leipzig  schickte.  Die  Arbeit  wurde  auch 
wirklich  im  Jahrgänge  1720  jener  Zeitschrift  gedruckt,  ist  aber  hera- 
lich  unbedeutend. 

Wir  kommen  wieder  zu  einem  englischen  oder  vielmehr  schotti- 
schen Schriftsteller  James  Stirling^)  (1692—1770).  Er  kam  1710 
nach  Oxford,  wo  er  eine  Freistelle  erhielt,  von  der  ihm  aber  1715 
wegen  entdeckten  Briefwechsels  mit  bekannten  Jacohiten  Ausstossung 
drohte.  Er  floh  nach  Venedig,  wo  er  sich  durch  Unterricht  in  der 
Mathematik  ernährte.  Von  Venedig  aus  veröffentlichte  er  1717  eine 
geometrische  Schrift,  die  wir  im  99.  Kapitel  besprechen  werden,  und 
die  ihn  Newton  nahe  brachte.  In  Venedig  ist  dann  auch  eine  Ab- 
handlung geschrieben,  welche  durch  Newtons  Vermitteliing  in  den 
P.  T,  von  1719  gedruckt  wurde^).  Wieder  Newton  brachte  es  zuwege, 
daas  Stirling  1725  nach  England  zurückkehren  durfte.  Seit  1735  wai- 
er  dann  Director  einer  schottischen  Bergwerksgesellsehaft.  Die  Ab- 
handlung von  1719  trägt  die  Ueberschrift  Methodus  differentialis 
Newtoniana  illuslrata  Authore*)  Jacobo  Stirling  e  Coli.  Balliol.  Oxon., 
der  Verfasser  gehörte  mithin  damals  dem  Namen  nach  noch  der 
Hochschule  Oxford  an.  Der  Ueberschrift  kann  man  auch  entnehmen, 
dass  Stirling  von  Newtons  Interpolationsverfahren  ausging, 
dessen  Erläuterung  insofern  sein  wesentlicher  Zweck  war,  als  er  die 
auf  das  Auffinden  zu  interpolirender  Glieder  gerichteten  Rechnungen 
bequemer  darstellte.  Es  aoUen  etwa  a,  ß,  y,  ä,  e,  £,  »j  sieben  auf- 
einander folgende,  so  nahe  bei  einander  liegende  Glieder  einer  Reihe 
(beziehungsweise  Ordinaten    einer  Curve)   sein,    dass   sie   als  Glieder 

')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  IX,  330  —  331.  —  Eueatröm  in  der 
Bibliotheca  mathematica  1884  S.  15  —  16  und  1887  S,  23—24.  =)  Encydo- 

paedia  Britamma  XXII,  555—566  (lOdition  IX,  18H7).  ")  P.  T-  XXX,  1050 

l'is  1070.        *)  sie 
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einer  arithmetischen  Reihe  Yon  irgend  einer  Ordnung  gedacht  werden 
können,  d.  h.  dasa  ihre  aufeinander  folgenden  Differenzen  um  ao 
weniger  von  Null  abweichen,  je  höherer  Ordnung  sie  sind.  Nun  ist 
a  —  ß  eine  erste  "Differenz,  («  —  jJ)  —  (^  —  y)  =  k  —  2(5  +  y  eine 
zweite  Differenz.  Ebenso  erkennt  man  a  —  iiß-\-3'y  —  tf  ala  eine  dritte, 
„_4^_|_6j,  — 4tf-j_e  als  eine  vierte,  cc  —  öß  +  lOy  —  lOd  +  ös  —  ^ 
als  eine  fünfte,  a  -  Qß -{- li^y —  iOd  -\~  Ibe  —  Gt  +  V  als  eine 
sechate  Differenz.  Mit  immer  mehr  der  Wahrheit  sich  nähernder 
Zuverlässigkeit  gelten  folglich  diese  Differenzen  als  nicht  mehr  vor- 
handen, d.  h.  ihr  Nullaetzen  gestattet  «  in  immer  genaueren  Näherunga- 
werthen  zu  finden.  Diese  Näherungswerthe  sind  a  =  ß,  «==2/3 — y. 
a=3ß—Sy-\-ä,  «=4/5— 6y+4d  — £,  ß  =  5^— lOy-f  10#— 5£  +  £, 
ß=  6^  —  15/  +  20d—  15f  +  6£  — 9j  u.  8.  w.  Stirling  sucht  z.  B 
mittels  dieser  Formeln  «  =  ^^  zu  erhalten,  indem  er  ea 
1  _!_  1  1  1  t 
lÖi'  102'  103'  104'  105'  lOfi 
Er  findet  die  sechs  Näherungawerthe 

ß  =  0,0099009900990,  «  =  0,0099980586293,  «  =  0,0099999434550, 
K  =  0,0099999978248,  a  =  0,0099999998958,  «  =  0,0099999999931. 

Im  weiteren  Verlaufe  der  Abhandlung  bedient  sich  Stirling  ge- 
wisser Umformungen,  deren  Zweck  es  ist,  die  Convergenz  von  Reihen 
zu  beschleunigen.     Ist  beispielsweise  '■)  {-i'n  ^^  ^;  ^°  folgt 

l-ü  =  (l  +  «)-' 
und  hieraus  wieder   (1  -\-  Q)"  =  (1  —  B')-".     Man   kann   aber  beide 
Ausdrücke   nach    dem   binomischen   Batse    entwickeln    und   erhält  ao 
zwei  Ileihen,  die  den.  gleichen  Werth  besitzen 

(1  +  «■  =-  1  +  «T  +  Q'"-^^  +  Q'"''"^--^"f^  +  ■    ■ 
1111(1 
(1  _-K)— =  1  +  K^  +  E''-i^  +  g"'"  +  '^'*+-S  +  .  .  ■. 

De  Lagny  legte  1705  und  1722  der  Academie  des  Sciences 
Abhandlungen  vor^),  in  welchen  die  höheren  Diiferenzen  bei  der  Auf- 


')  P.  T.  XXX,  1065  steht  zwar  S  =  "^-  ,   ^lier    das   ist   oifenbar 


'    Q 

Dnickfeliler,  da  diese  Substitution  die  Heihe,  welche  uachher  angegeben  ist, 
überhaupt  nicht  hervorbringt,  abgesehen  davon,  dasB  diese,  wenn  sie  so  ent- 
stünde, hei  K  >  1  divergiren  würde.  ')  HisUnre  de  V Academie  des  Sciences. 
Annee  170B  pag.  •ill—MO.     Aunee  1722  pag.  264—320. 
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lösung  von  Gleicliungea  Verwerthung  finden.  Um  dieses  Zweckes 
willen  wird  über  die  beiden  Abhandlungen  der  Hauptsache  nach  erst 
im  folgenden  98.  Kapitel  zu  berichten  sein,  aber  Einiges  sei  gleich 
hier  hervorgehoben.  De  Lagny  bildet  die  aufeinander  folgenden 
Differenzen  bei  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung.  Er  nennt 
1722  die  erste  Zahl  jeder  Differenzenreihe  ihren  Erzeuger,  gemrateur. 
Dieser  Name  erinnert  zu  deutlieh  an  das  von  Leibniz  in  dem  (zu- 
letzt S.  378)  erwälinten  Briefe  an  Oldenburg  vom  Februar  1673  in 
gleichem  Sinne  gebrauchte  generatrices,  als  dasa  wir  nicht  an  eine 
vielleicht  nicht  ganz  bewusste  Einwirkung  denken  sollten.  Im  Jalire 
1722  kannte  De  Lagny  sicherlich  das  seit  171B  unter  den  Mathe- 
matikern freigebigst  verbreitete  Commercium  Epistolieum  und  folg- 
lich jene  Leibnizische  Unte»auchung.  Aber  wie  war  es  1705,  als 
De  Lagny  zwar  ohne  jene  Namen,  aber  immerhin  höhere  Differenzen 
in  Rechnung  KOg?  Hat  er  damals  schon  unter  der  Hand  in  Paris 
gehört,  was  Leibniz  am  gleichen  Orte  32  Jalire  früher  in  Erwägung 
zog?  Hat  er  Moutons  Druckschrift  von  1670  (S.  76)  gekannt  oder 
gar  Faulhabers  Summirung  arithmetischer  Reihen  höherer  Ordnung 
(Bd.  II,  S.  748—749)?  Wir  sind  nicht  im  Stande,  diese  Fragen  zu 
beantworten.  In  De  Lagnys  Abhandlung  von  1722  treten  zwei 
wichtige  Sätze  auf,  welche  als  unbestreitbare  Grundsätze  bezeiehnet') 
und  dem  entsprechend  nicht  bewiesen  sind.  Der  eine  Satz,  der  viel- 
leicht De  Lagny  angehört,  ist  der,  dass  Potenzen  von  hinreichend 
hohem  Exponenten  jeder  Zahl,  die  irgend  grösser  als  die  Einheit  ist, 
über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen.  Der  zweite  Satz,  den  allerdings, 
wie  wir  im  99.  Kapitel  erfahren  werden,  Stirling  schon  1717  aus- 
gesprochen hatte,  ist  der,  dass  in  der  Reihe 

aix''  -f-  (ti-i!>^~^  +  ■  ■  ■  +  "-1^  +  ^0 
der  Werth  von  x  so  gross  angenommen  werden  kann,  dass  axx^  für 
das  Vorzeichen  der  Keihensumme  den  Ausschlag  gibt.  Endlich  rühmt 
De  Lagny  selbst^),  er  sei  der  Erste,  der  darauf  aufmerksam  mache, 
dass  nicht  bloss,  wie  man  schon  lange  wisse,  die  2.,  3.  u.  s.  w.  Po- 
tenzen der  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenfolge  arithmetische  Progres- 
sionen 2-,  3.,  .  .  .  Ordnung  bilden,  sondern  dass  das  Gleiche  auch  für 
die  Summen  aj«' -|- ö;j_i3^~^ -j- ■  ■  ■ -f- "i'^  Geltung  habe,  welche 
entstehen,  indem  man  der  Veränderlichen  x  der  Reihe  nach  alle 
ganzzahligen  Werth e  der  natürlichen  Zahlenfolge  beilegt. 

Der   letzte   Schriftsteller,   von   welchem   wir   in   diesem  Kapitel 
kurz  zu  reden  haben,  ist  Abraham  de  Moivre,  als  Verfasser  einer 

')  Histoire  de  l'Aeademie  des  Sciences.    Annee  1722  pag.  275:  Ce  sont  deux 
"xioiites  incontestdbles.        *)  Ebenda  pag.  281—282. 
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Abhandlung,  die  im  Mai  17^  der  Royal  Society  vorlag  und  1722 
in  den  P.  T.  gedruckt  wurde  ^).  Die  Abhandlung  beschäftigt  sieh  der 
Hauptsache  nach  mit  dem  Zerfällen  eines  Bruches  in  Partialbriiehe, 
also  mit  einem  Gegenstände,  der  schon  längst  durch  Leibniz  und 
Johann  Beruoulli  seine  Erledigung  gefunden  hatte.  De  Moivre 
erkennt  das  Vorrecht  Leibnizens  gegen  den  Schluss  der  Abhandlung 
voll  und  unumwunden  an,  aber  die  A.  E.  von  1702  und  1703,  sagt 
er,  seien  ihm  erst  nachträglieh  zu  Gesicht  gekommen.  In  De  Moivres 
Darstellung  findet  sich  ein  Begriff  und  ein  dafür  erfundenes  Wort, 
welche  Ton  nun  an  der  Mathematik  angehören.  Er  nennt  recurrente 
Reihen^  solche,  bei  welchen  die  einzelnen  Coefficienten  mit  einer 
bestimmten  Anzahl  ihnen  vorausgehender  Coefficienten  in  einem  von 
Glied  zu  Glied  unverändert  bleibenden  Zusammenhange  stehen.  So 
ist  z.  B.  1  +  3»:  +  1x^  +  17^;'  +  Ua^  +  99x^  +  ■■■  eine  recurrente 
Reihe,  und  der  Zusammenhang  ihrer  Coefficienten  liegt  in  der  von 
M  =  0  au  giltigen  Beziehung  a„+a  =^  2ffl„+i  -f-  a„.  Dem  Zusammen- 
hange «„^-3  =  3o„+s  ■ — ■  2»a4.i  +  5a„  entspricht  die  gleichfalls  re- 
currente Reihe  1  -f  2a;  +  3a;=  +  lOa:^  -f  34«*  +  97«^  -\ u.  s.  w. 
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Algebra. 

Wenn  wir  uns  nunmehr  den  Leistungen  auf  algebraischem  Ge- 
biete zuwenden,  so  stellt  uns  die  Abhandlung  De  Lagnys^)  von 
1705,  wie  sie  die  älteste  von  uns  zu  erwähnende  ist,  auch  dadurch 
einen  erwünschten  Uebergang  in  Aussicht,  als  sie,  wie  (S.  389)  be- 
merkt wurde,  an  Begriffe  der  Differenzen rechnung  anknüpft.  De  Lagny 
bildet  die  »ten  Potenzen  von  w-f-  1  selbst  in  arithmetischer  Progres- 
sion stehenden  Zahlen,  also  «",  (a  -}-  h)",  (a  -j-  26)"  ...  («  +  nh)"- 
Die  ersten,  zweiten,  . . .  »ten  Differenzen  dieser  Potenzwerthe  werden 
genommen,  und  dabei  zeigt  sich,  daas  die  »ten  Differenzen  constant 
ausfallen  und  zwar  1.  2.  3,  . . .  ni"  heissen.  De  Lagny  sagt*),  dieser 
Satz  sei  seines  Wissens  in  seiner  Allgemeinheit  neu,  wenn  auch  die 
beiden  besonderen  Fälle  längst  bekannt  seien,  daas  2  die  zweite 
Differenz  der  natürlichen  Quadratzahlen  uud  ö  die  dritte  Differenz 
der  natürlichen  Kubikzahlen  darstelle.  Die  Constanz  der  höheren 
Differenzen  lasst  Tabellen  hoher  Potenzen   der  aufeinander  folgenden 

')  P.  T.  XXXn,  162-178.  ')  Ebenda  XXXII,  176.  =)  Histoire  de 

l'Aeademie  des  Sciences.     Anne«  1705  pag,  '277—300,        *)  Ebenda  pag.  2bS  Kc- 
marque  IL 
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Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  durch  fortgesetzte  Additionen  ent- 
stehen, sie  leistet  auch  bei  der  Auflösung  von  Zahlengleichungen 
Hilfe,  und  das  ist  De  Lagnys  eigentlicher  Zielpunkt.  Jeder  Ausdruck 
ay.x"  -f-  a„_ia^~*  +  ■  ■  ■  H~  '^i^  gestattet  nämlieh,  sofern  x  in  arith- 
metischer Progression  wachst,  d.  h,  die  Werthe  x  ^  a,  x  =  a  -\-  b, 
X  =  a  -\-  nh  annimmt,  seine  höheren  Differenzen  zu  bilden,  deren 

nte  constant  wird    Man  erhält  also  auch  «„3^4"*'«— t^""*  H \'tt^x 

durch  emzige  Anwendung  fortgesetzter  Additionen,  und  diese  von 
einander  veischiedenen  öleichungsconstanten  —  De  Lagny  nennt  sie 
im  Anschlüsse  an  Vieta  die  homoffmes  de  comparaison  —  sind  bald 
kleiner,  bald  grösser  als  die  Gleichungsconstante  c  der  vorgelegten 
Gleichung  UhX"  -|-  k„_i3^~^  _|-  . . ,  _j_  cc-^x  =  c,  bald  ihr  genau  gleich. 
Im  letzteren  Falle  ist  der  ganzzahlige  Wurzelwerth  x  gefunden,  der 
die  Gleichung  erfüllt,  andernfalls  hat  man  wenigstens  zwei  ganze 
Zahlen  ermittelt,  zwischen  welchen  x  liegt,  und  sind  es  zwei  nur  um 
die  Einheit  verschiedene  Werthe,  d.  h,  hat  man  b  =  1  gewählt,  so 
ist  zugleich  die  Gewisaheit  der  Irrationalität  von  x  gewoimen^). 
Nun  hat  De  Lagny  am  Anfang  der  Abhandlung  zwei  Gleichungen 
arithmetisch  ähnlich''}  genannt,  wenn  sie  nur  durch  die  Gleichungs- 
conafcante  sich  von  einander  unterscheiden,  dagegen  geometrisch  ähn- 
lich^), wenn  der  Coeffieient  «„  von  x^  übereinstimmt,  die  übrigen 
Coefficienten  aber  in  der  zweiten  Gleichung  a„^\ß ,  K„_g(3^,  .  .  . 
a^fi'^~^  heissen  und  die  Gleichungsconstante  cß"  ist.  Die  Wurzel  der 
geometrisch  ähnlichen  Gleichung  ist  alsdaun  das  /5  fache  der  Wurzel 
der  erstgegebenen.  Aneh  die  Wurzel  der  geometrisch  ähnliehen  Glei- 
chung vermag  man  in  Grenzen  einzuschli essen,  welche  nur  um  eine 
Einheit  von  einander  liegen,  und  damit  ist  die  Wurzel  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  auf  -g-  genau  gefunden*).  Im  folgenden  Jahre  1706 
kam  De  Lagny  in  einer  als  zweite  Ahtheilung  der  früheren  Abhand- 
lung bezeichneten  Fortsetzung''')  auf  den  Gegenstand  zurück,  aber 
nur  um  gewisse  Abkürzungen  des  Verfahrens  bei  der  Behandlung 
cubischer  Gleichungen  zu  lehren.  Die  theoretische  Bedeutung  dieser 
Fortsefeung  liegt  einzig  darin,  dass  versucht  wird  die  Meinung  zu 
begründen,  man  thue  Unrecht,  wenn  man  das  näherungs weise  TastL 
verfahren  zur  Äusmittehing  der  Gleiehungs wurzeln  an  das  nur  zu- 
fällige System  dekadischer  Zahlen  knüpfe.  Jede  Gleichung  gebe 
vielmehr  durch  die  in  ihr  vorkommenden  Zahlencoefflcienten  zu  er- 
kennen, in  welcher  Weise  man   am  vortheilhaftesten   ihrem  Wurzel- 

')  Hietoire  de  l'Acadfynie  des  Seiences.  Annöe  1705  pag.  294,  Remarque  I. 
')  Ebenda  pag.  278;  xemhlables  aritkinetiguement.  ")  semblables  giometriquement. 
')  Ebenda  pag.  390.        °)  Ebenda.    Anntie  1706  pag.  296— 3Iif. 

CiHTOB,  GeacbiiAle  d«r  HsUieiDstik.  lU  i.  i.  Aafl.  20 
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wertlie  beikomme.  üeber  die  im  vorigen  Kapitel  erwähnte  dritt« 
Abhandlung  ^)  De  Lagnya  tod  1722  sollten  wir  streng  genommen 
erst  berichten,  wenn  wir  gesehen  haben  würden,  was  inawischen  von 
anderen  Mathematikern  geleistet  worden  war,  doch  bietet  sie  über- 
haupt wenig  Neues  für  die  Lehre  von  den  Gleichungen  und  gestattet 
uns  dadurch  überhaupt  von  ihrer  Erörterung  Abstand  ku  nehmen. 

Auf  geometrische  Methoden  zur  Gleichungsauflösung  hatte  Des- 
cartes  (Bd.  11,  S.  815  —  816)  in  der  Form  hingewiesen,  man  solle 
diese  Aufgabe  nicht  durch  beliebige  zweckdienliche  Curven  losen, 
sondern  durch  die  einfachsten,  welche  man  anwenden  könne.  Das 
war  so  verstanden  worden,  man  solle,  um  F(s:)  ^  0  aufzulösen,  diese 
Gleichung  als  durch  Elimination  von  y  zwischen  ^{x,  y)  ==  0  und 
W(x,if)  =^0  entstanden  denken;  beide  letztere  Gleichungen  können 
alsdann  durch  Cnrven  abgebildet  werden,  und  die  Abscissen  ihrer 
reellen  Durehschnittspunkte  müssen  alsdann  die  reellen  Wurzeln  von 
F{x)  =  0  liefern.  Gegen  die  Bichtigkeit  der  letzteren  Behauptung 
erhob  sieh  Bolle*)  in  den  Veröffentlichungen  der  Pariser  Academie 
für  1708  und  1709.  Er  zeigt  an  Beispielen,  dass  nicht  immer 
Wurzeln  der  Gleichung  und  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven 
einander  entsprechen.     Die  Gleichung 

x^  +  63a^x  -f  62«^  ==  0 
wird  durch  x  =  —  a  und  Hurch  x  =  —  2a  erfüllt.  Rolle  ersetzt 
sie  durch  das  Gleichun^paar  afi —  ay^=  0  und  GSa^x  -(-  j/*+  62«.*=  0 
aus  welchem  aie  entsteht,  indem  «/*  =  —,  aus  der  ersten  Gleichung 
in  die  zweite  eingeführt  wird.  Aber  weder  bei  x  ^  —  a  noch  bei 
a;  =  —  2a  ist  ein  Durchsehnittspunkt  der  beiden.  Gurren  vorhanden. 
Diese  schneiden  einander  überhaupt  nicht  in  reellen  Punkten.  Die 
erste  setzt  nämlich  aic>0,  die  zweite  ax<,0  voraus,  die  eine  liegt 
also  rechts,  die  andere  links  von  der  Ordinatenase.    Ein  anderes  Bei- 

x"  -f-  arx  —  2a^  =  0 

mit3;  =  a  als  reeller  Wurzel.  Das  Gleichungspaar  y^x^-\-2a* — a^x  =  0, 
y*'  -\-  a^x^  —  2a^x  ^  0  liefert  zwar  durch  Elimination  von  y  die  ge- 
nannte Gleichung,  aber  bei  x  =  a  geht  deren  erste  Gleichung  in 
">/  "^  —  a^,  deren  zweite  in  i/*  ^  «^  über,  d.  h.  bei  x  ^=  a  hat  mir 
die  zweite  Gurre  einen  reellen  Punkt-  Rolle  bedient  sieh  in  diesen 
Aufsätzen  des  Ausdruckes  fremder  Wurzeln,  radnes  eiratngires,  von 

')  Histoire  de  l'ÄcadSmie  des  Sciences.    Ännee  1722  pag.  264—320. 
*)  Ebenda.     Annöe  1708  pa^g.  339 — 3e&  and  Änn^e  1709  pag.  320—350  sowie 
pa«.  418— 4&0, 


y  Google 


Algebra.  393 

welchen  er  befürchtet,  sie  könnten  eingeführt  werden.  Man  müsse, 
meint  er,  um  den  durch  ihn  nachgewiesenen  Irrthümem  zu  entgehen, 
eine  ganz  neue  geometrische  Gfleiehungslehre  ersinnen,  wenn  er  auch 
nicht  wisse,  worin  sie  bestehen  werde.  Im  folgenden  Jahre  1710 
kam  De  la  Hire^)  auf  den  gleichen  Gegenstand  zu  reden.  Er  suchte 
Descartes  zu  rechtfertigen,  der  ja  ausdrücklich  von  der  Benutzung 
zweckdienlicher  Curven  gesprochen  habe.  Die  von  Rolle  hervor- 
gehobenen Widersprüche  vermochte  De  la  Hire  allerdings  nicht  zu 
leugnen.  Er  machte  vielmehr  selbst  auf  Äehnljches  auftnerksam, 
z.  B.  auf  den  Unterschied  zwischen  den  beiden  Gleichungeu  y^  =  ax 
und  j/*  =  «*a:*,  deren  erste  eine  Parabel  bedeute,  die  zweite  zwei  zur 
Ordinatenaxe  symmetrisch  liegende  Parabeln, 

Auf  englischem  Boden  begegnen  uns  zunächst  zwei  Abhandlungen 
in  den  P.  T.  von  1707.  John  Colson^)  (1680—1760)  war  damals 
ein  noch  gänzlich  rmbekannter  Schulmeister.  Sein  Aufsatz  in  den 
P.  T.  lenkte  die  Auimerksamkeit  auf  ihn,  und  da  man  überdies  er- 
fuhr, er  sei  ein  guter  Lehrer,  veranlasste  man  ihn  nach  Cambridge 
zu  kommen.  Er  wurde  dort  sogar  1739  bei  der  Besetzung  einer 
Professur  keinem  Geringeren  als  De  Moivre  vorgezogen,  der  aller- 
dii^s  damals  sein  72.  Lebensjahr  vollendete,  was  gegen  um  angefühi-t 
wurde.  Nach  vollzogener  Wahl  sah  man  ein,  welchen  Fehler  man 
begangen  hatte.  John  Colson  also  veröffentlichte  1707  Unter- 
suchungen über  Gleichungen  3.  und  4.  Grades^).  Es  war  ein  damals 
schon  recht  breiiges ehlagener  Gegenstand,  den  Colson  behandelte,  aber 
er  wusste  zwei  Sätze  klar  und  deutlich  darin  auszusprechen,  welche 
wahrscheinlich  schon  vielen  Mathematikern  bekannt  waren,  von  denen 
wir  uns  jedoch  nicht  erinnern  können,  sie  jemals  in  einer  älteren  Druck- 
schrift gelesen  zu  haben.  Der  eine  Satz  ist  der*),  dass  jede  Zahl 
drei  Kubikwurzeln  habe,  und  dass  die  Kubikwurzel  der  Einheit  eben- 
sowohl 1  als  —  Y  +  yV —  3  als  —  —  —  ^V—  3  heisse.  Das  war 
ja  viel  weniger  allgemein,  als  was  Rolle  behauptet  hatte  (S.  124), 
aber  für  den  Anfänger  war  es  greifbarer.  Im  Uebrigen  ist  nicht 
gut  anzunehmen,  dass  Colson  damals  Rolle's  Buch  gekannt  haben 
sollte.     Der   zweite  Satz    besagt,   dass  jede  kubische  Gleichung   drei 


')  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences.    Annee  niO  pag.  7—45. 
*)  W.  W.  Rouee  Bali,  A  history   of  the  study  of  maihettiatics  at  Cambridge 
pag.  100-101.       °)  P.  T.  XXV,  S863— 2368.       ')  Ct^wsvis  mim  gtianlitatü  radix 

cMöica  triplex  erit,  et  ipsius  unitatis  radix  cu&tca  vel  est  1,  vel  — ^  +  ~^V —  3, 
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reelle  Wurzeln  habe,  sofern  r^  —  g^  einen  negativen  Wertb  besitze, 
dasa  dagegen  bei  positivem  r^  —  g*  nur  eine  Wurzel  reell  sei  und 
zwei  imaginär  ausfallen.  Die  Bedeutung  der  Buchstaben  <j,  r  ei^ibt 
sich  daraus,  dass  die  kubische  Gleichung  in  der  Gestalt 

^3  =  Sp  i-ä  +  (3(2  —  3i»ä) X  _|_  (2r  -f-  p3  —  Zpq) 

auftritt.  Um  die  aufgestellte  Behauptung  au  prüfen,  scbatfen  wir 
mittels  3;  =  »f  +  jj  das  quadratische  Glied  fort  und  erhalten 

,/  =  35,y  +  2)-  =  2i)/  +  r,. 

Demnach  ist  t^  —  q^  =  -j '  "öV ' 

Hinter  Colsons  Aufsätze  steht  in  den  P.  T.  von  1707  ein  solcher 
seines  apäterenWettbevperbers  um  die  Professur,  Abraham  de  Mo  ivre'). 
Er  behandelt  gewisse  Gleichungen  von  ungradem  Grade,  welche  nach 
Regeln  aufgelöst  werden  können,  die  der  Cardanischen  Formel  ver- 
wandt sind^.  Es  sind  also  nur  ganz  besondere  Fälle,  in  welchen  die 
betreffende  Regel  anwendungsfähig  ist. 

Das  gleiche  Jahr  1707  sab  die  Veröffentlichung  eines  Buches 
von  ganz  anderer  Bedeutung,  als  jene  Aufsätze  sie  besassen,  der 
Arithmdica  universalis  von  Newton.  Newton,  seit  1669  Professor 
in  Cambridge  {S.  64),  hielt  dort  Vorlesungen  über  allgemeine  Arith- 
metik, und  Niederschriften  dieser  Vortrüge  blieben  dort  \m  Umlauf. 
William  Whiston»)  (1667—1752)  scheint  dieselben  im  Jahre  1685 
noch  selbst  gehört  zu  haben,  und  als  er  1699  den  Auftrag  erhielt, 
als  Stellvertreter  für  Newton  Vorlesungen  zu  halten  und  1703  gar 
sein  wenig  ebenbürtiger  Nachfolger  in  der  Professur  wurde,  kam 
ihm  aUmählich  der  Gedanke,  jenes  alte  Vorlesungsheft  durch  den  Druck 
vervielfältigen  zu  lassen.  Ob  Newton  seine  Einwilligung  zur  Ver- 
öffentlichung gab,  wissen  wir  nicht  genau.  Jedenfalls  hat  Whiston 
es  in  seiner  Vorrede  zu  dem  Drucke  von  1707  behauptet,  während 
diese  Vorrede  selbst  bei  einer  1722  herausgekommenen  zweiten  Auf- 
lage, in  welcher  Newton  mannigfache  Verbesserungen  anbrachte,  weg- 
blieb. Eine  dritte  Auflage*)  veranstaltete  G.  J.  g'Gravesande  1732 
in  Leiden.  Er  benutzte  dazu  den  Text  von  1722,  setzte  aber  auch 
die  Vorrede  von  1707  wieder  in  ihre  Hechte  ein  und  vereinigte  end- 
lich noch  in  einem  Anhange  eine  Anzahl  von  Abhandlungen  andere:' 
Schriftsteller   über  Gleichm^en  aus  den  P.  T.     Dort  finden  sieh  bei- 


')  P.  T.  XXV,  2.^68—2371.  ')  aä  instar  Regularum  pro  Cubkis  guue 

vocimtUT  Üarda/iii.  ^  W.  W.  Kouse  Bai],  A  hiüwy  of  the  study  of  viathf- 

matks  ad  Cambridge  pag.  83 — 85.  ')  Wir  bedienten  uns  dieser  JTI,  Auflage, 

auf  die  sich  folglich  auch  unaere  Citat«  beziehen. 
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spielsweise  die  drei  ÄbtainJlungen  Halleya  (S,  11,9^320)  und    die 
vorhin  erwälinten  Versuche  von  ColaoE  und  De  Moivre. 

Die  Arithmctica  umveradlis  bietet  zuerst  einen  Abriss  der  Buch- 
stabenrechnung, dann  die  Auflösung  von  Gleichungen  mit  einer  sowie 
mit  mehreren  Unbekannten,  77  eingekleidete  Textaufgaben,  darunter 
61  geometrische,  welche  mittels  Gleichungen  gelöst  werden,  Unter- 
suchungen über  die  Form  der  Gleichungswurzela ,  constructive  Auf- 
lösung von  Gleichungen.  Eine  äusserliche  Scheidung  der  hier  an- 
gedeuteten Abschnitte  findet  nicht  statt.  Wir  folgen  der  Anordnung, 
indem  wir  Bemerkens  wer  thes   erwähnen,  wie   es   der  Reihe  nach  uns 


Wir  schicken  Eines  voraus:  dasa  nämlich  von  Schriftstellern, 
welche  vorher  das  Gleiche  oder  doch  Aehnlicbes  gelehrt  haben,  so 
gut  wie  nie  die  Rede  ist.  Descartes  z.  B.  ist  nur  an  einer  einzigen 
Stelle  genannt.  Dieses  grundsätzliche  Verschweigen  von  Vorgängern, 
mag  es  der  Entstehung  des  Buches  aus  Vorlesungsheften,  mag  es 
einer  Eigenthümlichkeit  Newtons  entspringen,  erschwert  ungemein 
die  Prüfung,  was  wirklich  neu  war,  was  als  von  Vorgängern  ent- 
nommen anzusehen  sein  musa,  wobei  wir  uns  auch  der  Unterschei- 
dung zu  entschlagen  haben,  ob  Newton  die  Schriften  jener  Vor^nger 
selbst  las,  oder  ob  er  sein  Wissen  der  nicht  ganz  reinen,  wenn  auch 
überaus  reichen  Quelle  von  Wallis'  englischer  Algebra  von  1685 
entnahm,  die  er  zur  Zelt,  als  Whiston  die  Vorlesung  hörte,  grade 
studiren  mochte. 

Die  Grössen,  sagt  Newton'),  sind  entweder  affirmativ,  d.h.  grösser 
als  Nichts,  oder  negativ,  d,  h,  kleiner  als  Nichts.  Das  Wort  Multi- 
pliciren  wird  in  Ermangelung  eines  passenderen  Ausdruckes  auch  bei 
Brüchen  oder  Irrationalzahlen  angewandt,  wo  eine  neue  Grösse  ge- 
sucht wird,  welche  zum  Multiplicandus  in  demselben  Verhältnisse, 
weicher  Art  es  auch  sei,  stehen  soll,  wie  der  Multiplicator  zur  Ein- 
heit"). Beim  Dividiren  von  Buchatabengrössen  sind  Divisor  und  Divi- 
dendua  nach  den  Dimensionen  eines  und  desselben  Buchstaben,  der 
dazu  besonders  geeignet  erseheint,  zu  ordnen^),  und  zwar  kann  man 
die  Division  sowohl  bei  den  Gliedern  höchster  Ordnung,  als  bei  denen 
niederster  Ordnung  beginnen*). 

Längere  Zeit  wird  bei  der  Aufsuchung  der  Theiler  eines 
ßuchstabenausdruckes  verweilt^).  Man  soll  versuchen,  ob  der 
tietreffende  Ausdruck  lineare  Factoren  besitze,  und  zwar  solle  man 
sich  dazu  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  wir  an  einem  Beispiele 

')  Arithmetica  universaliis  pag,  6.  *)  Ebenda  pag.  6.  °)  Ebenda  pag.  25. 
*)  Ebenda  pag.  27.        *)  Ebenda  pag.  37 — li:  De  inventione  divisontm. 
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zu  erläutern  suchen  wollen.  Sei  P  =  dp*  —  jf  —  21)/^  +  Sy  -f  20 
zu  prüfen.  Man  netme  eine  aus  drei  oder  mehr  jeweils  um  die  Ein- 
heit abnehmenden  Gliedern  bestehende  arithmetische  Progression, 
unter  deren  Gliedern  die  0  vorkommt,  und  setze  diese  Zahlenwerthe 
nach  einander  für  y  ein,  wie  etwa  y  =  2,  1,0,  —  1,  —  2.  Das  ge- 
gebene Polynom  erhält  durch  diese  Annahmen  die  Werthe  30,  7,  20, 
3,  34.  Man  sucht  die  ganzzahligen  Theiler  dieser  Werthe,  welche 
man  neben  dieselben  schreibt.  Neben  30  steht  also  1,  2,  3,  5,  6,  10, 
15,  30;  neben  7  steht  1,  7  u.  s,  w.  Nun  sucht  mau  unter  den  Thei- 
lem  abwärts  gehend  eine  fallende  arithmetische  Progression,  wobei 
zu  beachten  ist,  dass  jeder  Theiler  sowohl  positiv  als  negativ  ge- 
nommen werden  darf.  Findet  sich  eine  solche  arithmetische  Pro- 
gression, und  ist  ihre  Differenz  d  in  dem  Coefücienten  der  höchsten 
Potenz  von  y  m  F  (in  unserem  Beispiele  in  6,  weil  P  mit  6»/*  an- 
fängt) enthalten,  und  entspricht  dem  y  ^  0  das  Glied  a  der  ausfindig 
gemachten   Progression  von  Theilem  {im   gegebenen  Falle  +  4),  so 

hat  man  zu  probiren,  ob  8ij  -j-  u,  beziehnngs weise  y  -\-  -g  ^in  Theiler 
;  P  ist.     Sind  die  in  ähnlicher  Weise   eiinittelten  Aus- 


drücke 1/  -^  ^  u.  a.  w.  sämmtlich  keine  Theiler  von  P,  so  besitzt 
dieses  Polynom  überhaupt  keinen  linearen  Theiler^),  worunter  natur- 
gemäss  zu  verstehen  ist  keinen  reellen  rationalen  Theiler.  In  dem 
erwähnten  Beispiele  sieht  der  Ansatz  ao  aus: 


V 

P 

2 

30 

1  .  2  .  3  .  6  .  6  .  10  .  15  .  30 

10 

1 

7 

1.7 

7 

0 

20 

1  .  2  .  4  .  6  .  10  .  20 

4 

—  1 

3 

1.3 

1 

_2 

34 

1  .  2  .  n .  34 

-2 

Die  in  der  letzten  Columne  stehenden  Zahlen  10,  7,  4,  1,  —  2  bilden 
eine  fallende  arithmetische  Progression  mit  der  in  Ö  enthaltenen 
Differenz  d  =  d.  Neben  y  =  0  steht,  wie  sciion  erwähnt,  ß  ^  4. 
Der  zu  probirende  Theiler  ist  also  3^  -j-  4,  und  wirklich  findet  sich 
P=(3y-|-4)(2f/'  — 3)/*~3!/  +  5).  WoUte  man  (was  Newton 
I  P  =  2y^  —  Sy^  —  2y -{- b    weiter   zerlegen,    ao   sähe  die 
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-P 

2 

3 

1  .  3 

3 

1 

1 

l 

1 

0 

5 

1  .  5 

—  1 

—  1 

3 

1  .  3 

—  3 

Die  gesuchte  arithmetische  Progression  kaiiE  nur  3,  1,  — 1,  — 3 
sein.  Ihre  Differenz  ö  =  2  ist  in  dem  Coefficienten  2  von  2if  ent- 
halten. Neben  y  =  0  steht  « =  ~  1.  Man  hat  zu  prohiren,  oh 
2y  —  1  ein  Factor  des  Polynoms  ist.     Aber 


2,/  —  3tf  —  2y  +  5  =  (ßy  -  1)  (?/ 


d.  h,  die  Division  geht  nicht  auf,  und  das  Polynom  hat  keinen  reellen 
rationalen  linearen  Factor  mehr.  Ist  kein  linearer  Factor,  in  dem 
erläuterten  Sinne  des  Wortes,  vorhanden,  so  könnte  noch  immer  ein 
quadratischer  Factor  vorhanden  sein,  auf  welchen  aber  nur  dann  zu 
fahnden  ist,  wenn  das  zu  zerlegende  Polynom  mindestens  bis  zum 
4.  Grade  ansteigt,  denn  ein  Polynom  3.  Grades  kann  keinen  F^actor 
2.  Grades  besitzen,  ohne  dass  neben  ihm  ein  Factor  1.  Grades  vor- 
handen wäre.  Newton  lehrt  nun  auch  solche  quadratische  Factoren 
insofern  suchen,  als  er  ermittelt,  welche  Factoren  überhaupt  in  Vor- 
schlag zu  bringen  sind.  Er  bedient  sich  dazu  eines  wieder  von  Ein- 
setzungen gewisser  in  arithmetisch  abnehmender  Reihenfolge  gewählter 
Werthe  der  allgemeinen  Grösse,  aber  in  ungleich  verwickelterem  Ver- 
fahren. Man  könnte,  meint  Newton^),  auch  nach  Factoren  noch 
höheren  Grades  forschen,  doch  sei  es  nicht  erwünscht,  den  Anfänger 
mit  solchen  Dingen  aufzuhalten. 

Einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  seines  Verfahrens  zur  Aufsuchung 
von  Factoren  eines  Polynoms  hat  Newton  nicht  gegeben.  An  einer 
späteren  Stelle^)  sagt  er  einmal,  er  habe  die  Beweisführungen  mit- 
unter aus  doppelten  Gründen  unterlassen,  bald  weil  sie  ihm  sehr 
leicht  schienen,  bald  weil  sie  ohne  lange  Umschweife  nicht  mit- 
getheilt  werden  konnten.  Wir  wissen  nicht,  welcher  der  beiden 
Grunde  ihm  grade  hier  massgebend  war.  Jedenfalls  hat  Nielaus  I. 
Eornoulli  das  Fehlende  ergänzt  und  einen  besonderen  Aufsatz  dar- 
über seinem  Oheime  Johann  Bernoulli  eingereicht,  der  denselben  im 
Mai  1708  Leibniz  mittheilte^).    Leibniz  versprach  für  die  Einrückung 

■)  Anfkmetica  universalis  pag.  41.  ')  Ebenda  pag,  212:  ßemonstraUones 
non  ienvper  adjwnxi  qtioniam  satis  faeilee  tntÄt  ineae  sunt,  et  winmim^am  absque 
nimiis  anAagibm  tradi  non  posswttt.  ')  Leibniz  UI,  8 
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in  die  Abhandlungen  der  Berliner  Äcademie  Sorge  tragen  zu  wollen'), 
aber  diese  unterblieb,  wir  wissen  nicht  weshalb.  Erst  1745  kam  der 
Aufsatz  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Johann  BernouUi  und  Leihniz 
zur  Veröffentlichung.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Aufsatz  doch 
schon  im  Mai  1708  jenen  beiden  grossen  Mathematikern  bekannt 
war,  berichten  wir  gleich  hier  über  ihn. 

Niclaus    I.    Bernoullis    Beweis    für    Newtons    Regel    ist 

etwa  folgender.     Ist  P  =  a  -\-  hx  -\-  cx^  -\-  dx^  -\ das    gegebene 

Polynom  und  F  =  p  -{•  qx  -\-  -  ■  ■  ein  Factor  desselben,  d.  h.  ist  p 
eine  ganze  reelle  Function  Ton  x,  so  muas  die  Theilbarkeit  der  Buch- 
stabenausdrücke in  eine  solche  ganzer  Zahlen  durch  einander  über- 
gehen, sofern  x  durch  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ersetzt 
wird.  Schreiben  wir  P  und  F,  in  welchen  x  etwa  durch  |  ersetzt  ist, 
P(|)  und  -F(I),  so  muss  also  -^fl  eine  ganze  Zahl   sein.     Beispiels- 


j  sind  daher  -, 


P(2)    P(l)    P(0)    P(— 

'■  F(ä)'  F(l)'  F(Ö)'  Fi—l)'  F(— 9)  ' 
Da  P  gegeben  ist,  so  kann  man  sofort  P(2),  P(l),  P(0),  P(—  1), 
P( —  2)  ausrechnen  und  die  einzelnen  ganzzahligen  Theiler  dieser 
Zahlen  anschreiben.  Unter  letzeren  müssen  die  F(2),  F(l),  F(0), 
F(—  1),  F(—2)  sich  finden,  und  insbesondere  ist  P(0)  =  a,  F{0)  =p, 
also  p  ein  Theiler  von  a.  Ist  F  linear,  d.  b.  F=^p  +  qx,  und  die 
Division  p  soH  aufgehen,  so  muss  andererseits  q  ein  Theiler  des 
Coefflcienten  der  höchsten  in  P  vorkommenden  Potenz  von  x  sein, 
also  z.  B.  von  d,  wenn  P  nur  vom  3.  Grade  sein  sollte.  Man  weiss 
aber  noch  mehr.  Offenbar  ist  i<'(2)  =p -f  2g,  F{1)  =  p -i- q, 
F(0)  =  p,  Fi—  1)  -=p  ~  q,  F{—  2)  =  p  — -  äg,  und  diese  Zahlen 
bilden  eine  fallende  arithmetische  Progression  von  der  Differenz  q 
(das  frühere  ö),  welche  nach  dem  unmittelbar  Vorhergegangenen  iu 
d  enthalten  sein  muss.  Und  nun  ist  das  Verfahren  augenscheinlich: 
aus  den  Theilern  von  P(2),  P(l),  P(0)  u.  s.  w.  werden  solche  ge- 
wählt, die  eine  fallende  arithmetische  Progression  bilden.  Deren  Diffe- 
renz ist  q,  und  neben  P(0)  steht  F(0)  =p,  folglich  ist  F^p-\-qx 
bekannt.  Nicht  als  ob  dieses  p  -\-  qx  immer  Theiler  von  F  sein 
müsste,  aber  wenn  es  ein  lineares  F  gibt,  so  kann  es  nur  p  -\-  qx 
heissen.  Ergibt  sich  die  Möghchkeit  mehrerer  fallender  arithmetischer 
Progressionen  unter  den  Theilern  von  P(2),  P(l).  P(0)  u.  s.  w.,  so 
hat  man  auch  mehrere  p,  beziehungsweise  mehrere  q,  und  mit  jedem 
p  -}-  qx  muss  der  Versuch  gemacht  werden,  ob  es  ein  Factor  F  von 
P  ist  oder  nicht.  Sucht  man  einen  quadratischen  Factor 
')Leibai2  ni,  835, 
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so  isb  ersichtlich,  dass  F{2)=^  p -\- 2q-\' ^r,  F{\)  ^  p -\- q -\- r , 
F{0)=p,  F{—l)=p  —  q-\-r,  J'C— 2)=p  — 2g  +  4r  eine 
arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  darstellen,  während  immer  wieder 
^i  ganzzahlig  sein  muss.  Es  kommt  folglieh  darauf  an,  unter  den 
Theilem  von  -P(2),  P(l),  -P(O)  u.  s.  w.  diejenigen  herauszusuchen,  welche 
eine  fallende  arithmetische  B.eihe  zweiter  Ordnung  darateüen,  und 
dahin  ist  auch  Newtons  Verlangen  gerichtet,  wenn  gleich  kaum  ein 
Leser  seine  Äusdrucksweise  verstehen  dürfte,  der  nicht  zum  Voraus 
weiss,  was  sie  bedeuten  soll. 

Nach  dem  Aufsuchen  der  Theiler  eines  Ausdruckes  kommt  in 
der  Arithmetica  universalis  die  Erforschung  des  Gemeintheilors 
zweier  Ausdrücke').  Sie  erfolgt  bei  Buehstabenausdrücken  ähnlich 
wie  bei  Zahlen  durch  fortgesetzte  Division  des  Ausdruckes  niedrigerer 
Ordnung  in  den  höherer  Ordnung,  wobei  der  jedesmalige  Rest  den 
neuen  Divisor,  der  ehemalige  Divisor  den  neuen  Dividenden  liefert. 
Als  abkürzend  wird  gelehrt,  man  solle,  wo  ein  Ausdruck,  sei  es  ein 
Divisor  oder  ein  Dividend,  einen  Theiler  leicht  erkennen  läset,  diesen 
vor   der  Fortsetzung  des  Verfahrens  entfernen.     Ist  z.  B.  der  Bruch 

9a'6  -  27a'bc  -  Gabe' +  lsW'  Aufsuchung  des  grosaten  Gemem- 

theilers  von  Zähler  und  Nenner  zu  kürzen,  so  lässt  man  zunächst  aus 

dem  Zähler  den  Factor  a^,  aus  dem  Nenner  den  Factor  3&  weg  und 

r   ,    ,    ,       ,     T  n     j.  11    «^     ea'4-16a'b  —  iac'—10bc'      -r. 

bat  dadurch  die  neue  Uestalt  -^  ■  — „-^--x  -^ — ■■    ■■  -,  ,    ■  .,■■■    Das  ver- 
3b        Sa'  —  9a'c  — 2ac'  +  6c^ 

doppelte  'da^  —  Qa^c  —  2ac^  +  6c^  von  6a*-|"  15 «^6  —  4at^—  lObc^ 

abgezogen,  lässt  (150  +  18c)«^ —  (lOii  +  12c)t^  zum  Rest,  der  leicht 

ersichtlich   den  Factor  5i -|- 6c   besitzt.     Diesen    entfernt   man   und 

behält  nur  noch  3a^  —  2c',  welches  jetzt  Divisor  ist  bei 

3«*  —  Öß^c  —  2»c^  -|-  6c^ 

als  Dividend,  und  diese  Division  geht  auf.  Folglich  ist  Sa^  —  2c^ 
der  gesuchte  Gemeintheiler,  durch  welchen  man  den  Bruch  zu  kürzen 

ist  und  mm  ert.lt  ,,,tL,,^.ic-,,iir-fl»T^--  WC^:^!^- 

Zur  Ausziehung  der  Quadratwurzel^)  aus  selbst  schon  mit  Irra- 
tionalitäten behafteten  Binomien  fUhrt  die  Formel 


/A^rs = y^+vf-B- + y±. 


')  Arithmetica  universalis  pag.  44—46,        *)  Ebenda  pag,  49. 
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Bei  der  Elimination  einer  Unbekannten  zwischen  zwei 
Gleichungen  mag  zuerst  auf  den  Kunstausdrnck  ExterminaHo  für 
die  WegschafFang  einer  Grö^e  aufmerksam  gemacht  werden.  Sie 
erfolgt  durch  Gleiehsetzung  der  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  ge- 
fundenen Werthe  dieser  UnLekatmten*),  oder  durch  ihre  Ersetzung 
durch  ihren  Werth^),  mithin  durch  die  beiden  Verfahren,  welchen 
eine  spätere  Zeit  die  Namen  der  Combinationsmethode  und  der  Sub- 
stitutionamethbde  beigelegt  hat.  Nachdem  auch  noch  auf  die  Elimi- 
nation solcher  Unbekannten  aufmerksam  gemacht  ist,  welche  in  den 
vorgelegten  Gleichungen  in  höherer  als  der  ersten  Potenz  auftreten^), 
und  wobei  mehrfache  Endgleichungen  ohne  Erwähnung  der  Art  ihrer 
Herstellung  angegeben  sind,  wie  z.  B. 

(ah  ~b<j~-  2cf)ah  +  (hh  ~  cg)hf -\~  {ag^  +  cf^^c  =  0 
als  Ergebniss  von  ax^  -\-  Ix  -\-  c  ^^  0  und  fx^  -\-  gx -\-h  ^^0,  geht 
Newton  zum  Wegschaffen  der  Irrationalitäten  über*).  In  der 
Ueberschrjft  der  8  Zeilen,  welche  Alles  in  Allem  dieser  wichtigen 
Aufgabe  gewidmet  sind,  heissen  die  Irrationalitäten  QuanUtates  suräae, 
im  Texte  Asymmetriae,  welcher  letztere  Name  für  Vieta  und  Fermat 
der  gebräuchliche  war.  Das  mehr  angedeutete  als  gelehrte  Yerfahren 
ist  genau  das  von  Fermat  (Bd.  II,  S.  804).  Statt  jedes  irrationalen 
Ausdruckes  vrird  ein  neuer  Buchstabe  gesetzt  und  so  die  Aufgabe 
auf  die  der  Elimination  von  in  höherer  als  der  ersten  Potenz  auf- 
tretenden Unbekannten  zurückgeführt. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Erwähnung  müssen  wir  auf  zwei  Stellen 
unseres  vorigen  Abschnittes  zurückgreifen.  Wo  wir  (S.  170}  die 
Differentiation  von  Irrationalgrössen  in  Newtons  Me&iodus  fluxionutn 
schilderten,  haben  wir  die  Gedankenähnlichkeit  mit  Formats  ßational- 
machen  von  Gleichungen  hervorgehoben,  ohne  dessen  Bekanntschaft 
für  Newton  in  Anspruch  zu  nehmen.  Dann  nannten  wir  (S.  194) 
die  zweite  Erklärung  des  Inflesionspunttes  wieder  in  der  Methodus 
fluxionum  eine  vielleicht  durch  Fermat  beeinflusate,  und  jetzt  wieder 
behaupten  wir  für  die  Wegschaffung  der  Asymmetrien  Fermatsche 
Einwirkung.  Das  klingt  widerspruchsvoll,  ist  es  aber  nicht.  Dass 
Newton  die  Stelle  der  Arithmetica  universalis  nicht  schrieb,  ohne 
von  Fermats  Arbeiten  Kenntniss  zu  haben,  dürfte  unabweisbar  sein. 
Im   Verfahren    und    in    der   Benennung    (Asymmetrie)    treffen    zwei 

^)  Äriihmetica  unimraalis  pag,  58:  ExterminaHo  guanUtrttis  mcognilae  per 
aegualifatem  ualoTum  ^us.  *)  Ebenda  pag,  69 :    Extertumatio  gwmtitatis  in- 

cognitae  st^tttuenäo  pro  ea  valorem  sttum.  ")  Ebenda  pag.  60:  Extermitiatio 

guamiiatis  incognitae  gnae  pltirium  in  viragite  aequaUone   dimensümum  existit 
*)  Ebenda  pag.  64. 
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Schriftsteller  nicht  zufällig  überein.  Daas  ferner  die  Beseitigung  der 
IrrationalitUt  in  der  Methodns  fluxioniim  mit  der  Fermatseben  Sub- 
stitution neuer  Buchstaben  für  eine  Irrationalzahl  nahe  verwandt  ist, 
springt  in  die  Angen,  aber  dennoch  scheint  una  die  Vermuthung,  die 
betreffende  Stelle  der  Methodns  lluxioDum  müsse  nach  der  Druck- 
legung von  B"ermats  Werken,  also  naeb  1679  verfasst  sein,  zum 
Mindesten  nicht  bewiesen.  Newton  kann  von  selbst  auf  diesen  Ge- 
danken der  Ersetzung  von  Irrationalitäten,  die  in  der  Methodus  flu- 
xionum  nur  Qumititates  surd(te  ^)  und  nicht  Astfmmetriae  heisaen, 
durch  neue  Buchstaben  gekommen  sein.  Hat  er  doch  schon  im 
Tangentsnbriefe  von  lfi72  sieh  geäussert,  dass  Irrationalitäten  ihn 
nicht  störten,  und  wenn  dieser  Behauptung  auch  mit  grosser  Wahr- 
scheinlichkeit die  Deutung  gegeben  werden  kann,  Newton  habe  dabei 
an  Reihenentwicklung  der  Irrationalitäten  als  das  unfehlbare  von 
ihm  überall  in  Anwendung  gebrachte  Hilfsmittel  gedacht,  so  muss 
diese  Deutung  doch  nicht  grade  die  richtige  sein.  Ob  man  trotzdem 
festhalten  will,  Newtons  zweite  Erklärung  des  Inflexionspunktes  stehe 
unter  Fermatschem  Einflüsse  und  die  sicherlieh  später  umgearbeitete 
Methodus  iluxionum  habe  nach  1679  Veränderungen  erlitten,  ist  selbst- 
verständlich ganz  unabhängig  zu  beurtheilen. 

Die  von  Newton  zusammengestellten  Textgleichungen  würden 
vielleicht  auch  ein  Verweilen  gestatten.  Wir  wollen  wenigstens  die 
11,  Aufgabe^}  erwähnen,  die  von  Newton  an  in  den  Lehrbüchern 
heimisch  geworden  ist.  Die  Frage  geht  dahin,  wie  viele  Kühe  in  der 
Zeit  h  eine  Wiese  von  der  Grösse  (/  nebst  dem  immer  nachwachsenden 
Grase  kahl  weiden  werden,  wenn  der  Nachwueha  der  Wiesen  sowohl 
als  die  Fresslust  der  weidenden  Thiere 
als  unveränderlich  gelten  und  a  Kühe, 
h  Wiesen  in  c  Zeit,  sowie  d  Kühe,  e 
Wiesen  in  f  Zeit  abweiden. 

Bei  der  24.  geometrischen  Textaul'- 
gabe  nimmt  Newton  die  Gelegenheit 
wahr,  sich  darüber  zu  äussern^),  welches 
von  den  einer  Aufgabe  angehörenden 
Stücken  man  am  voriiheilhaftesten  als 
Unbekannte  wähle,  nämlich  ein  solches,  dem  kein  anderes  gleich- 
berechtigtes zur  Seite  stehe.  Sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt 
(Fig.  50)  in  einen  rechten  Winkel  FÄD  eine  gegebene  Länge  FE 
der  Art  einzuzeichnen,  dass  die  verlängerte  FE  durch  den  gegebenen, 


')  Opuscula  Newtoni  I,  B6  letzte  Zeile. 
')  Ebenda  pag.  119, 


^  Arifhmetica  universalis  pa.g.  75. 
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von  AS  und  AD  gleich  weit  abstehenden  Punkt  C  hindurchgehe. 
Man  könnte  die  Entfernung  DE  als  Unbekannte  wählen,  oder  AB, 
oder  CE.  Aber  diesen  Stücken  sind  andere,  nämlich  BF,  beziehungs- 
weise AF,  beziehungsweise  CF  gleichberechtigt,  und  es  liegt  nicht 
der  geringste  Grund  vor,  von  jenen  Paaren  das  eine  Stück  dem  an- 
deren vorzuziehen.  Unpaar  dagegen  tritt  der  zwischen  E  und  F  in 
der  Mitte  liegende  Punkt  G  auf,  und  man  wird  daher  am  zweck- 
mässigsten  ihn  zu  bestimmen  suchen,  und  zwar  auch  mittels  eines 
nur   einmal   auftretenden   Stückes.     Als  Mittelpunkt   der  Hypotenuse 


Halbmesser  um  A  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise,  braucht  also 
nur  auf  diesem  Kreise  festgelegt  zu  werden.  Es  gibt  femer  keine 
der  CA  ähnlich  geartete  Gerade  in  der  Figur,  und  auf  sie  ist  der 
Punkt  G  durch  die  nur  einmal  mögliche  Senkrechte  GK  zu  beziehen, 
wie  umgekehrt  eine  in  K  senkrecht  zu  CA  gezogene  KG  den  vor- 
erwähnten Kreis  in  G  sehneidet.  Deshalb  suche  man  endgiltig  den 
Punkt  K,  sei  es,  indem  man  AK  oder  CK  als  Unbekannte  der  Auf- 
gabe  betrachtet.     Newton   mmmt  AK ^=  y,  AC  =  e,  EG  =  b   und 

behauptet,  man  finde  alsdann  if  = —ey-\-—  6*,  während  andere 

Annahmen  zu  einer  Gleichung  4.  Grades  führen.  Die  von  Newton 
angegebene  Gleichung  lasst  sich  folgendermassen  herleiten.  Wegen 
CD  II  HF  ist  LECD  ^  EFA  und  45»  -f-  ECB  =  45»  +  EFA.  Aber 
45"  +  ECD  =  BC'^  +  i'C_D  =  90"  -  ACi;  =  90» ~  £:CG  =  Ä"G C. 
Andererseits  ist 
4b''-\-EFA^ib''-^GFA='ib''-}~GAF=KAF-{-GAF^KAG. 

In  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  KGG  und  KAG  sind  alao 
auch  die  grösseren  spitzen  Winkel  einander  gleich,  und  die  Dreiecke 
sind  ähnlich.     Folglich  ist 

S^^S'  CK.AK=GK^=  AG'— AK^  oder  (e-\-y)y  =  h'  —  f, 

und  das  stimmt  überein  mit  y*  = 0-6^+  w^^- 

Die  57.  Aufgabe '^)  lässt  zwei  gegebene  Winkel  sich  so  um  ihre 
Scheitelpunkte  drehen,  dass  der  Durchschnittepunkt  zweier  ihrer 
Schenkel  eine  grade  Linie  besehreibt,  und  fragt  alsdann  nach  dem 
Orte  des  Durchschnittapunktes  der  beiden  anderen  Schenkel.  Wir 
werden  im  99.  Kapitel  auf  diese  und  auch  auf  die  vier  zunächst  auf 
sie  folgenden  Au%aben  zurückkommen. 

')  Ärithmetica  umversalis  pag,  Ifjö — 170. 
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Diese  vier,  zugleich  die  letzten  eingekleideten  Aufgaben  ^)  sind 
ganz  besonderen  Inhaltes  und  auch  räumlich  von  den  anderen  ge- 
trennt. Etwa  eine  halbe  Seite  ist  frei  gelassen,  bevor  die  58.  bis 
61.  Aufgabe  im  Drucke  unmittelbar  an  einander  schlieasend  nach- 
folgen. Die  vier  Aufgaben  verlangen:  durch  4  gegebene  Punkte  eine 
Parabel  zu  legen;  durch  5  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu 
legen;  durch  4  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  in  dem 
einen  gegebenen  Punkte  eine  gegebene  Gerade  berühre;  durch  3  ge- 
gebene Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  der  zwei  von  den  ge- 
gebenen Punkten  ab  Berührungspunkte  mit  zwei  ebenfalls  gegebenen 
Oeraden  besitze.  Das  sind  Aufgaben,  welche  Newton  (S.  207)  schon 
im  5.  Abschnitte  des  II.  Buches  seiner  Principien  aufgelöst  hatte,  filr 
welche  aber  in  der  Arithmetica  universalis  andere  Constructionen  an- 
gegeben sind.  Der  Gedanke  beruht  natürlich  immer  darauf,  mit 
Hilfe  der  gegebenen  Elemente  z.  B.  der  5  Punkte  einen  weiteren 
Kegelsehnittspunkt  zu  ermitteln;  was  man  alsdann  unter  Benutzung 
von  irgend  5  unter  den  schon  bekannten  Punkten  beliebig  wieder- 
holen kann. 

Nach  den  61  Aufgaben,  sagten  wir  (S.  395),  gelangten  die  For- 
men der  Gleicbungswurzeln  zur  Untersuchung.  Eine  Gleichung 
kann  mehrere  Wurzeln  haben  ^),  und  man  darf  darüber  sich  nicht 
wundern,  weil  auch  die  in  Gleichungen  gebrachten  Aufgaben  auf 
mehrere  Arten  zu  lösen  sind,  zwei  Kreise  z.  B.  nicht  bloss  einen 
Durch  Schnittspunkt,  sondern  deren  zwei  haben.  Eine  Gleichung  kann 
so  viele  Wurzeln  haben,  als  der  Exponent  ihres  Grades  angibt,  jeden- 
falls nicht  mehr ').  Die  Wurzeln  selbst  sind  entweder  affirmativ  oder 
negativ  und  einige  darunter  nicht  selten  unmöglich*).  Hat  eine 
Gleichung  keine  unmögKche  Wurzel,  so  ist  die  Anzahl  der  affirma- 
tiven Wurzeln  der  der  Zeichen  Wechsel  gleich,  alle  übrigen  Wnrzeln 
sind  negativ'').  Man  beachte  den  Unterschied  dieser  Ausdrucks  weise 
von  der  bei  Descartes  (Bd.  11,  S,  796).  Dort  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolgen  als  Maassstab  für  die  mögliche  Anzahl  i)ositiver  und 
negativer  Wurzeln,  hier  die  Anzahl  negativer  Wurzein  durch  den 
Ausdruck  die  übrigen  bestimmt',  offenbar  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  weiter  oben  der  Gleichung  «ten  Grades  nicht  wirklich  n  Wur- 
zeln, sondern  höchstens  n  Wurzeln  zugesprochen  waren.  Das  Vor- 
handensein  unmöglicher  Wurzeln  macht  das  Abzählen   von  Zeichen- 

■)  Arithmetica  unwersalis  p&g.  171 — 178.  ")  Ebend*  pag  180  ')  Ebenda 
pag-  181:  Potest  vero  aeguatio  tot  habere  radices  qaot  sunt  dhnenstones  ejus,  et 
mn  plwes.  ')  Ebenda,  pag.  182.  ')  Ebenda  pag.  184:  Tnt  mim  sunt  ra- 

dices  afßrwativae  guot  signoruiii  in  contiwua  serie  mutatiottts  de  -\-  tu  —  <*  —  '«-)-; 
eaeterae  negativae  sunt. 


y  Google 


404  98.  Kapitel. 

wechseln  und  Zeiebeiifolgen  allerdings  unfruchtbar,  und  deshalb  fragt 
Newton '^),  in  welcher  Anzahl  unmögliche  Wurzeln  vorkommen? 
Auch  hier  kommt  es  auf  ein  Abzählen  Ton  Zeichenwechseln  an, 
jedoch  nicht  bei  den  wirklich  der  Gleichung  angehörenden  Zeichen, 
sondern  bei  künstlich  errechneten.     Sei  die  Gleichung 

a„x"  +  fi„-i3^-^  H 1-  «0  =  0 

vorgelegt,  deren  Coefficienten  zwar  reell  sind,  aber  beliebig  positiv 
oder  negativ  sein  können.  Man  bildet,  dem  Gleichungsgrade  n  ent- 
sprechend, «  Bräche  mit  von  1  bis  n  ansteigenden  Nennern,  während 
die  Zähler  in  umgekehrter  Reihenfolge  von  n  bis  l  abnehmen.  Die 
Brüche  heisaen  daher  ~,  ^-^^,  ■  •  ■  — ^^--  -,  f^-f  >  ' " '  "^^  -^-"^  diesen 
«  Brüchen  werden  n  —  1  Quotienten  gebildet,  indem  jeder  folgende 
Bruch  durch  den  ihm  yorhergehenden  dividirt  wird.    Diese  Quotienten 

h^Lz^    ^-^^-'^    ^-(^-^)  (.-D.i    ^^^d^^    den 

n  —  1  Mittelgliedern  der  Gleichung,  von  an—i^~^  anfangend  bis  zu 
a,x,  zugeordnet,  so  daas  also  >,  .■-■i\r~  i-  i  i-.  ^^  «n-^a:""*  gehört. 
Jeder  solche  Zahlenquotient  wird  mit  dem  Quadrate  des  zugehörigen 
Gleichungagliedes  vervielfacht,  d.h.  es  wird  .  .  '  /-_ ^  i  ^-^ «„-^a:^""^'^ 
gebildet  und  mit  dem  Produete  der  beiden  Nachbarglieder  innerhalb 
der  Gleichung,  d.  h.  mit 

verglichen.     Je   nachdem  ■,,■  -,■  ,.  . jp-p-— «^-i  ^«,_t+i  ■  «n-t-i 

ausfällt,  schreibt  man  unter  a^-kX"—''  das  Zeichen  +  oder  — .  Dem 
ersten  Gliede  a^x"  und  dem  letzten  «„  werden  immer  ~\-  beigegeben. 
In  dieser  Zeichenreihe  zählt  Newton  die  Zeichenweehsel  und  behauptet, 
ihre  Anzahl  stimme  mit  der  der  unmöglichen  Wurzeln  überein. 

Ist    z.   B.   x^ -\- px^ -^  Sp^x  —  g- =  0    zu    untersuchen,    so    ist 

2  J_ 

T '  T '  T  ^^^  zuerst  zu  bildende  Bruchreihe   und  -ö-  =  y »  Y  ^^  's" 

T  T 

die  Quotienten  reihe,  und   diese  liefert,  über  die  entsprechenden  Glei- 

chungsgÜeder  gesetzt,  folgende  Gestalt:   x^ -\- px^ -\- Sp^x — -q^O. 
Nun  ist  —  ji*  <  1  .  3p^  und  das  gibt  — .     Femer  —  ■  dp^  >  p  ■  ( —  ?) 
und  das  gibt  +.    Mit  Hinzuziehung  der  beiden  -\-  für  die  äussersten 
')  Ärithmetica  wniverealis  pag.  184^187, 
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GliedGr  hat  man  also  die  Zeichenreihe  -| — -  -f — j-  mit  zwei  Zeichen- 
wechaeln  und  folglieh  zwei  unmögliciie  Wurzeln. 

Pehit  in  der  zu  untersuchenden  Gleichung  ein  einzelnes  Glied 
zwischen  zwei  vorhandenen  Gliedern,  so  wird  es  als  mit  dem  Coeffi- 
cienten  0  behaftet  angeschriehen,  und  die  Kegel  ändert  sieh  im  Uebrigen 
nicht.  Bei  a^ +  03^^  —  63;^  — 3a:— 2  =  0  z.  B.  ist  j-,  4'  T'  T 
die   Bruchreihe    und   -^r ,  -ir,  -^    die   Quotientenreihe,      Der    Ansatz 

X* -\- Ox^  —  Gx^  —  nx  —  2  ==  0  hefert  -i.0>l.(_6)  mit  +; 
-J-  ■  36  >  0  ■  (—  3)  mit  +;  |- '  ^  <  ("  ^)  ■  (—  ^)  ">>*  — ■  Man  ge- 
winnt die  Zeichenreihe  +  -(-  4"  ^ h  "nit  zwei  Zeichenwechseln  und 

folglich  zwei  unmögliche  Werthe. 

Eine  Schwierigkeit  tritt  auf,  wo  zwei  oder  mehr  Glieder  in  der 
Gleichung  fehlen.  Bei  x^  -(-  ax^  4"  Oa^  +  Ox^  -|-  Oa;  —  «^  =  0  er- 
scheint die  Bruchreihe  y  Tj  Y»  T'  T'  ^^  Quotientenreihe  -t;  Y' 

1.  —  }  ^ 

Y ,  -T-  ■      Der    Ansatz    wird    3:^  -j-  ax*  -|-  Ox^  -j-  Ox^  -j-  Ox  —  a^  =  0 

mit  |-ö^>l-0  mit  +,  aber  dann  i-.0  =  «.0,  y-0  =  0-0, 
—  -  0  =  0  ■  ( —  1)  mit  lauter  ungewissen  Zeichen.     Newton   schreibt 

vor,  man  solle  die  ungewisaen  Zeichen  abwechselnd 1-  — ■  H"  u-  s.  w. 

schreiben.  Nur  in  dem  Falle,  dass  die  Gleichungsglieder,  zwischen 
welchen  Glieder  fehlen,  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind  (wie  in 
dem  gegebenen  Falle  ax*  und  —  a^)  müsse  man  ohne  Rücksicht  auf 
die  vorgeschriebene  Abwechslung  dem  letzten  Lückengliede  das  Zeichen 

-f  zuertheilen.    Hier  entsteht  also  die  Zeichenreihe  +  -| h  +  + 

mit  zwei  Zeichenwechseln  und  zwei  unmöglichen  Wurzeln,  Die  Glei- 
chung  a:*  -f-  oa:*  +  Ox^  -j-  Ox^  -(-  Oa;  -f-  «^  =  0    dagegen    würde    die 

/eichenreihe  +  H" 1 h  ^^  ^'^^^  Zeichenwechseln  und  vier 

unmöglichen  Wurzeln  liefern. 

Wie  endlich  hat  man  zu  verfahren,  wenn  eine  Gleichheit  der 
das  Zeichen  bedingenden  Ausdrücke  ausserhalb  einer  Lücke  eintritt? 
Ein  derartiges  Beispiel  ist  x^ -{-px^ -{-—p^x  —  S  ^  0,  wo  der  Ansatz 

ähnlich  dem  des  ersten  Beispieles  x^  -\-  pa^  +  -5-^*^  —  2  =  "^  wird, 
l'ie  Kriterien  ir -i*^  =  i  ■  Yi'^  "T  '  ITJP*  > i* '  ( — S)  tiringen  eine 
Zeichenreihe  +  ?  +  +  hervor,  welche,  je  nachdem   das  ?  durch  ■\- 
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oder  durch  —  ersetzt  wird,  gar  keineo  Zeichenweclsel  oder  deren 
zwei  besitzt.  Man  hat  in  dem  gegebenen  Falte  zwei  unmögliche 
Wurzeln,  denn  die  Wurzeln   von 

sind 

-. = - 1-  If  fi^ + 1  y~^VS^^> 
-.  -  -  f  -  W^i  -  iv^'V^'"-- 

ITewton  schweigt  über  diese  Schwierigkeit. 

Wir  werden  im  XVIIL  Abschnitte  englische  Schriftsteller  kennen 
lernen,  welche  Newtons  Untersuchung  auftiahmen.  Hier  müssen  wir 
uns  damit  begnügen,  nur  das  festzustellen,  dass  Newton  der  Erste 
war,  der  die  Frage  nach  der  wirklich  Torhajidenen  Auzahl  compleser 
Gleichungs  wurzeln  überhaupt  auf  warf  und  an  einer  Beantwortung 
derselben  sieh  versuchte. 

Im  weiteren  Verlaufe  "■)  kommt  Newton  zu  den  Formeln,  welche 
die  Summen  der  1.,  der  2.,  der  i).,  der  4.  Potenzen  der  Gleichungs- 
wurzeln mit  Hilfe  der  Gleichungscoefflcienten  berechnen  lassen.  Es 
sind  genau  die  gleichen  Ergebnisse,  zu  welchen  Albert  Girard 
(Bd.  H,  S.  789)  gelangt  war,  nur  dass  sie  bei  Newton  etwas  weniger 
durchsichtig  geschrieben  sind.  In  zwei  Beziehungen  geht  aber  Newton 
über  Girard  hinaus.  Er  gibt  zu  verstehen,  man  könne  Formeln  für 
die  Summen  höherer  Wurzelpotenzen,  so  für  die  Summe  der  6.  Po- 
tenzen, finden,  wenn  auch  ohne  dieselben  anzugeben.  Er  benutzt 
ferner  die  gegebenen  Formeln  zur  Auffindung  einer  Grenze, 
unterhalb  deren  die  Wurzelwerthe  liegen  müssen^).  Quadrate, 
4.  Potenzen,  6.  Potenzen  u.  s.  w.  sind  immer  positiv.  Die  Summe 
solcher  mit  geradem  Exponenten  versehenen  Potenzen  von  Gleichungs- 
wurzeln ist  folglich  immer  grösser  als  die  gleichhohe  Potenz  einer 
einzelnen,  wenn  auch  der  gröasten  Gleichungawurzel.  Heisst  %  diest 
grösate  Gleiehungswarzel  und  Z'x^™  die  Summe  der  2w(ten  Potenzen 
aller  Gleiehungswurzebi,  so  schreibt  sich  der  ausgesprochene  Satz  als 
**■"  <  Sx^"',  und  folglieh  muss  x^^  <  Y^a^  sein.  Der  Unterschied 
y^Ja^'"  —  Xf,  wird  um  so  geringfügiger,  je  grösser  nt  gewählt  wird. 

')  Äritkmetica  wnivermlis  pag.  192  ^  Eliettda  pag.  193—196,  De  Umitibit.'! 
aeguatiomim. 
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Andere  Grenzbeatimmungen  für  die  Gleiebungswurzeln  schliessen  aieii 
an  RoUes  Lehrsatz  (S.  123)  an. 

Wir  hoben  (S.  395)  hervor,  der  Name  Deacartes  sei  einmal 
genannt.  Dieses  ist  der  FalP),  wo  Newton  von  der  Auflösung 
biquadratischer  Gleichungen  mittels  Zerlegung  in  zwei  quadratische 
Factoren  handelt,  welche  unter  Voraussetzung  der  Lösbarkeit  kubi- 
scher Gleiehungen  möglich  sei  (Bd.  II,  S.  797).  Die  Methode,  sagt 
er,  rühre  von  Descartes  her,  empfehlenawertb  findet  er  sie  nicht. 

Nachdem  die  algebraische  Auflösung  von  Gleichungen  nach  den 
verschiedensten  Richtungen  durchgesprochen  ist,  wendet  Newton  sich 
geometrischen  Methoden  zu,  zuerst  unter  Anwendung  der  Conchoide^), 
iÜT  deren  Berechtigung  er  eintritt.  Gleichwie  Archimed  in  seinen 
Wahlsätzen  die  Conehoide  zum  Zwecke  der  Winkeldrei tb eilung  als 
bekannt  voraussetze  und  Pappus  das  Gleiche  thue,  dürfe  man  jene 
Curve  zu  jeder  Zeit  anwenden.  Der  Zweck  der  Benutzung  geometri- 
scher Hilfsmittel  bei  Gleichungsauflösungen  sei  die  Auffindung  erster 
Näherungswerthe,  von  denen  aus  man  dann  rechnend  den  wahren 
Wurzeln  ao  nahe  zu  kommen  vermöge,  als  man  immer  wolle.  Die 
Benutzung  der  Conehoide  insbesondere  zur  Auflösung  der  von  ihrem 
quadratischen  Gliede  befreiten  kubischen  Gleichimg  x^  -\-  qx  ^=  r,  wo 
q  und  r  positiv  sein  sollen,  ist  folgende  (Fig.  Öl).  Eine  beliebige 
Strecke  KÄ  werde  =  n  ge- 
setzt und  auf  ihr  KB  =  -^ 
abgemeasen,  BÄ  wird  in  G 
halbirt  und  von  K  aus  mit 
KC  als  Halbmesser  ein  Kreis- 
bogen beschrieben,  in  welchen 
eine  Sehne  CZ  =  j  einge- 
zeichnet wird,  dann  wird  AX 
gradlinig  verbunden.  Mittels 
der  Conehoide  ist  es  möglich, 
von  K  aus  die  Gerade  KEY 
so  zu  zeichnen,  dass  das  zwischen  den  verlängerten  AX  und  CX 
enthaltene  Stück  I!¥=ÄC  sei,  so  ist  XY  Aie  Wurzel  der  Gleichung. 
Zum  Beweise  wird  KF\\  CX  gezogen.  Zunächst  ist  AÄC'Xr^ÄKF 
und  A  ErX  ~  EKF.     Daraus  folgt 

YX\ 


AG  _ 
ÄK~ 


KF 


,     YX/       j^x 

und     -^-(^=---1 


KF 


Multiplication  beider  Gleichungen  mit  einander  gibt 

')  Ebenda  pajt.  213—215. 
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YX  _  CX 

Ali: ~  KE ' 


„  f,    ,         .,        YX    ,    .         AK    ,    .      YX+CX         CX 

Daraus  folgt  weiter  -^-^  +  1  =  __  +  1,  ^_-^  ^_  =  --^-  . 


EK  —  BK^YX 

'  YX        ~^  AK' 


YX __  YX  +  CX _      er 

"  Aff+  KE~  AK  +  KE 

Nach  bekannten  Sätzen  der  Planimetrie  ist  ferner 

YK^^CY^-Y  CK^  —  CY.  aX, 
also  aucli 

(YK-{-  CK)  {YK  —  CK)  =  CY(CY-^  CX)  =  CY.  YX 

und 

rg  --  CK  _    _c  r  __ 

rx       "^  YK^  CK' 
Aber 

rS-|-CÄ=  YK—  YE-j-CÄ-\-  CK^EK-^  AK 
und 

r^— C'^=  YK-^YE+  CÄ  —  CK^EK—BK, 

also    aueh    ^x '^  fä^^Zä''   beziehungsweise   wegen  2.  ai 

3.    £^ 

Aus  iJ.  folgt  aber  sofort 

Wegen   1.  ist  EK.YX^ÄK.CX,    und    somit   geht   4.    über   in 
YX^  -\-AK.BK.YX  =  AK^ .  CX  oder,  wegen 

AK  =  n,    liK=^,    CX=^~,   in   YX^  +  q.7X=^r. 

Sind  g   und  r  nicht   beide   positiv,   so    sind    einzelne    von   den.   auf- 
getragenen Strecken  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  nehmen. 

Auch  die  Construction  einer  das  quadratische  Glied  enthaltenden 
kubischen  Gleichung  mittels  der  Conchoide  wird  in  Angriff  genona- 
men'),  sofern  die  3  Glleichungswurzeln  nicht  insgesammt  positiv  oder 
insgesammt  negativ  sind.  Wir  brauchen  kaum  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  durch  diesen  Zusatz  der  sogenannte  irreduotible  Fall 
als  ausgeschlossen  erklärt  ist.  Ausser  der  gewöhnlichen  Conchoide 
benutzt  Newton  zur  Ermittelung  der  Wurzel  einer  kubischen  Glei- 
chung auch  eine  Art  von  Kreis  conchoide  ^),  d.  h.  er  legt  eine  constante 
nach  einem  festen  Punkte  gerichtete  Strecke  zwischen  einen  Kreis 
und  eine  gegebene  Gerade.     Wieder  etwas  später")  zeigt  Newton  die 

')  Arühmelica  universalis  pag.  218—330.      *)  Elienda  pag.  330.      ')  Ebenda 
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den  Alten,  wie  er  ausdrücklich  sagt,  schon  bekannte  Auflösung  tnbi- 
seher  Aufgaben,  wie  die  Auffindung  zweier  mittlerer  Proportionalen 
zwischen  gegebenen  Strecken  mit  Hilfe  der  Cissoide  und  noch  später') 
mit  Hilfe  einer  festen  Ellipse  und  eines  Kreises. 

Wir  haben  diejenigen  Bestandtheile  der  Arithmetica  universalis 
erwähnt,  von  denen  wir  glauben,  dasa  sie  eine  gewisse  geschichtliche 
Bedeutung  besitzen.  Wollten  wir  alles  hervorbeben,  was  überhaupt 
zu  fesseln  vermag,  so  mttsstea  wir  den  ganzen  Band  übersetzen. 
Eines  geht  hoffentlich  schon  aus  unserem  Berichte  hervor:  dass 
Newton  eine  ganz  besondere  algebraische  Begabung  besass,  und  dass 
er  in  der  Gleichungslebrö  auch  da  mindestens  erweiternd  und  ver- 
allgemeinernd auftrat,  wo  Andere,  die  er  freilich  nie  nannte,  aber  mit 
grösster  Wahrscheinlichkeit  gekannt  hat,  ihm  den  Zutritt  bahnten. 

Wollen  wir  einen  weiteren  theoretischen  Fortschritt  in  der  Lehre 
von  den  Zahlengleichungen  aufeozeichnen  finden,  so  müssen  wir  die 
P.  T.  von  1717  zur  Hand  nehmen.  Dort^  hat  Brook  Taylor  die 
erste  wirkliche  Anwendung  seiner  Reihe  gemacht,  indem  er  an 
Halleja  Aufsatz  von  1694  (S.  120)  anknüpfte.  Wir  berichten  in 
aller  Kürae  darüber,  indem  wir,  wie  jedesmal,  wenn  es  um  Taylorsche 
Arbeiten  sich  handelt,  unseren  Lesern  nicht  zumuthen,  sich  an  seine 
Bezeichnungen  zu  gewöhnen,  die  G-edankenfolge  aber  unverändert 
lassen.     Die  vorgelegte  Gleichung   möge  y  als  Unbekannte  enthalten, 

also  etwa  F^y)  =  a^if  -\-  «i^""'  4 (-  «„  ^  0  heissen.     Auf  irgend 

eine  Weise,  z,  B.  mittels  Curvendurchschnitt,  sei  ein  Nähern ngs wer th 
s  von  y  gefunden,  indem  Fis)  allerdings  nicht  0,  sondern  x  zum 
Werthe  hat,  aber  x  doch  schon  ziemlich  klein  ist.  Der  genaue  Werth 
von  y  kann  als  s  -{-  «  betrachtet  werden,  wo  die  Ergänzung  v  noch 
zu  suchen  ist.  Zweierlei  weiss  man,  wovon  man  bei  diesem  Auf- 
suchen von  V  Gebrauch  zu  machen  hat,  erstens  dass  Fis)  =  x, 
zweitens  dass  F{0  -}-  v)  =  0,     Nach  Taylors  Satze  ist 

Ersetzt  man  hier  F{z -\- li)  durch  0  und  lässt,  in  Würdigung  des 
Umatandes,  dass  v  klein  sein  wird,  die  Glieder  fort,  welche  höhere 
Potenzen  von  v  als   die  zweite  enthalten,  so   bleibt  zur  Bestimmung 

von  V  noch  F{s}  -f-  F'{z) .  «  -) ~  v^  =  0,  oder  anders  geschrieben; 

3^-\-t'.v-\-  '---u^^O,  woraus  man  gewinnt 

■)  Arithmetica  universalis  pag.  2S%üg.        ^  P.  T.  XXX,  610— 62a. 
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Dann  kann  s  -\-  v  =  z^  gesetzt  werden,  J^ißi)  ^  ^i,  tf  "^  ^i  ~\"  ^i> 
um  nach  dem  TOn  vorher  bekannten  Verfaliren  v^  zu  finden  n.  s.  w. 
Taylor  setzt  hinzu,  man  könne  bei  Aufsuchung  der  Ergänzungen  v 
die  Quadratwurzelausziehvmg  vermeiden.     Die  Gleichung 

z  +  x'v  -\ — ^  «^  =  0 

lässt  sich  in  der  Form  v  ix'  -\ — x-l  =  —  x  schreiben.     Daraus  folgt 

j,  ^  __  __ —         xmA  ersetzt  man  das  v  im  Nenner  des  Bruches  rechts 
.  ,   X  v' 
^  +-^ 

vom  Gleichheitszeichen  in  kettenbruchartigem  Verfahren  durch  das 
ihm  nahezu  gleiche ,,  so  entsteht  «  =  —  — „•  Taylor  be- 
hauptet weiter,  allerdings  ohne  diese  Behauptung  irgendwie  zu  be- 
gründen, sowohl  der  erstere  irrationale,  als  der  zweite  rationale  Werth 
von  V  liefere  die  doppelte  Anzahl  von  Decimalstellen  genau,  als  deren 
schon  in  0  genau  waren,  y  ^=  0  -^  v  sei  daher  auf  dreimal  so  viele 
Decimalstellen  richtig  als  s. 

Einen  Aufsatz  De  Lagnys  aus  dem  Jahre  1722,  der  der  Zeit- 
folge nach  hier  zu  erwähneu  wäre,  haben  wir  (S.  392)  in  dem  Sinne 
vorweggenommen,  dass  wir  erklärten,  ein  genauerer  Berieht  über  ihn 
sei  überflüssig. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  einem  Abschnitte  eines  1722  in 
England  gedruckten  Buches.  Cotes  hat  die  drei  ersten  Abschnitte 
seiner  Ha/rmonia  3lensurarum,  den  ersten,  welchen  wir  (S.  377)  be- 
sprachen, den  zweiten  und  dritten,  welche  sich  mit  Integrationen  be- 
schäftigen, bis  1716  so  ziemlieh  druekfertig  gestellt.  Anderes  war 
nur  auf  fliegenden  Zetteln  entworfen,  und  ihnen  wnsste  Robert 
Smith,  der  Herausgeber  des  Cotes'schen  Nachlasses  einen  sehr 
schönen  Satz  zu  entnehmen  ^) ,  der  so  vom  Untergange 
wurde.  Er  bildet  die  Grundlage  der  Lehre  von  den 
binären  Gleichungen,  indem  er  den  Ausdruck  a^  +  «^  in  A  ein- 
fache Factoren  zerlegt,  deren  jeder  einzeln  gleich  0  gesetzt  eine 
Wurael  von  a^  4;  a'  =  0  erkennen  läset.  Cotes,  oder  vielleicht  sagen 
wir  richtiger  Smith,  bat  den  Satz,  welcher  nachmals  den  Namen  des 
Cotes'schen  Lehrsatzes  erhalten  hat,  allerdings  nur  geometrisch 
ai^ gesprochen,  ihn  auch  weder  hergeleitet  noch  bewiesen.  Durch 
den  Mittelpunkt  eines  Kreises  (Fig.  52)  vom  Halbmesser  a   wird  ein 

')  Harmonia  Mensuramm  pag.  113;  Rewcavi  tandem  ab  interitu  Theorema 
pukherrimum. 
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Durchmesser  hindurchgelegt  und  auf  ihm  etwa  links  von  dem  Mittel- 
punkte 0  in  der  Entfernung  OF^^x  ein  Punkt  P  bemerkt.  Dann 
wird  von  dem  Endpunkte  A  des  durch  P  hindurchgehenden  Durch- 
messers ans  der  Kreisumfang  in  2X  gleiche  Theile  getheilt  und  P 
mit  allen  Theilpunkten  gradlinig  verbunden.  Die  Verhindungsgeraden 
nach  den  Theilpunkten  sind  nach  den  Punkten  grader  Ordnung  ganz 
ausgezogen,  nach  denen  ungrader  Ordnung  nur  punktirt  geneichnet. 
Je  nachdem  k  ungi'ad  (etwa  A  =  5)  oder  grad  (etwa  J.  =  6)  gewählt 
ist,  gehört  die  von  P  aus  nach  rechts  gezogene  Durchmesaerstreeke 
zu  den  punktirten,  beziehungsweise  zu  den  ausgezogenen  Geraden. 
In  beiden  Fällen  ist  das  Product  der  X  ausgezogenen  Strecken 
^  «^  —  x',  und  das  Product  der  l  punktirten  Strecken  =  a^  -\~  a^. 


Fällt  P  ausserhalb  des  Kreises,  so  dass  x'>  a,  so  ist  das  Product 
der  ausgezogenen  Strecken  3^  —  n/-,  während  die  Werthform  des  Pro- 
duktes der  punktirten  Strecken  sich  nicht  verändert. 

Nur  französische  und  hauptsächlich  englische  Veröffentlichungen 
haben  in  diesem  Kapitel  un'.ere  Aufmerksamkeit  in  Anspruch  ge- 
nommen In  Itaben  hat  Graf  Jacopo  Riecati,  von  welchem  im 
l'W  Kapitel  ausführlicher  die  Kede  sein  wird,  die  transcendente  Glei- 
chung jy"ä  Bif)  =  }f  durch  Einsetzung  von  log  y  ^=  x  und  log  ft  =  c  in 
die  algehiaisthe  Gleichung  7/(_r|  =  c  umgewandelt.  Ausserdem  hat 
ei   die  Anigabe   behandelt,   b   m   geometi'ischer  Progression  stehende 

'flössen  n,  jl  ,  — ,  — ,  —j,  —^  zu  finden,  wenn  a^  -| — j  =  6  gegeben  sei. 
Riceati  setzt  —  =  )/  oder  x^  =  ay.  Daraus  findet  er  — ^  ^=  — ,  wo- 
für z  gesetzt  wird,  d.  h.  er  schreibt  y^^xs.  Des  Weiteren  ist  •^^=-T4j 
^  ^  -^  ■  Nunmehr  ist  h  =  x  -\-  —  oder  x^-\-  z^=  hx.  Somit  sind 
die  Unbekannten  x,  y,  z  durch  die  drei  Gleichungen 
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a;2  +  ^ä  ^  fta^ 

zu  finden^),  was  practisch  allerdings  keine  sonderliche  Erleiehtemng 
zu  verschaffen  seheint.  In  Deutschland  war,  wie  aus  den  vorher- 
gehenden Kapitehi  sich  schon  zeigte,  wie  iu  den  nachfolgenden  sich 
bestätigen  wird,  die  Matheraatiii  als  Ganzes  keineswegs  zurückgegangen, 
aber  die  wirklieh  bedeutenden  deutschen  Mathematiker  waren  am 
wenigsten  Aigebraiker,  Fast  nur  um  einen  deutschen  Namen  als 
Stellvertreter  einer  an  Zahl  mehr  als  an  Leistung  ins  Gewicht  fallen- 
den Klasse  von  Schriftstellern  hier  zu  nennen,  erwähnen  wir  Paul 
Halcke^)  (f  1731),  den  reimgewandten  Rechenmeister  zu  Buxtehude, 
der  1719  ein  Buch  untei'  dem  Namen  MatliemaUsches  Sinneitconfecl 
herausgab,  welches  dem  von  seinem  Lehrer  Heinrich  tho  Äspern 
(S.  38)  und  anderen  niedersUchsischen  Fachgenossen  gegebenen  Bei- 
spiele folgend,  zahlreiche  Textgleichungen  theils  wörtlich  von  Tho 
A^pem  entlehnte,  theils  sie  selbständig  in  mehr  oder  weniger  witzige 
Verse  kleidete. 

Zahlen  theoretische  Untersuchungen  haben  wir  in  diesem  Ab- 
schnitte kaum  andere  zu  erwähnen  als  nur  Be schüft! gung  mit  magi- 
schen Quadraten  von  De  la  Hire,  Poignard,  Sauveur.^") 


99.  Kapitel. 

Differentüren.    Iiitegrireii.    Analytische  uml  jirojectivc  Ucoiiietrie. 

Zwei  Abschnitte  der  von  Roger  Cotes  1722  herausgegebenen 
Harmonia  Mensuramm,  so  sagten  wir  (S.  410),  waren  Integrationen 
gewidmet.  In  der  That  fanden  auch  die  Methoden  des  Differentiirens 
und  Integrirens  in  dem  Zeiträume,  dem  dieser  Abschnitt  gewidmet 
ist,  noch  mancherlei  Fördening.  Für  das  Differentiiren  war  es 
zwar  kaum  mehr  nötbig.  Hier  hatte  Leibniz,  hatte  L'Höpital 
schon  veröffentlicht,  was  erforderlich  war,  um  jedes  Differential  sofort 
hinschreiben  oder  doch  herleiten  zu  können.  Die  Differentiation 
trigonometrischer  Functionen  mochte  indessen  immerhin,  in  be- 
sondere Regeln  gefasst,  sich  bequemer  ausführen  lassen,  und  diese 
Regeln  stellte,  wenn  auch  mit  zunächst  anderer  Absicht,  Cotes  auf. 

')  Briefliche  Mittheilimg  von  Gino  I.oria.  ')  Festschrift,  herausgegelien 
von  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hanibur)^  anliisslich  ihrea  aOOjährigen 
Jubelfestes  1890.  I,  30—32  und  91.  ^)  Günther,  Vennieehte  Untersuchungen 
zur  Geechichte  der  matliematischen  Wissenschaften  (Leipzig  1876)  8.  239—246. 
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Wir  haben  (S.  360)  seine  ÄesUmaüo  errorum  etc.  genannt.  Fehler, 
sagt  er  in  dieser  Abhandlung,  seien  unvermeidlich,  wo  und  wSb  man 
Beobachtungen  anateilte,  aber  man  müsse  suchen  sie  in  engstmögliehe 
Grenzen  einzuachliessen^}.  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  kleinsten 
Veränderungen  der  trigonometrischen  Functionen  eines 
den  kleinsten  Veränderungen  des  Bogens  selbst  in  Beziehung  f 
oder,  wie  ein  Mathematiker  des  europäischen  Festlandes  auch  damals 
schon  gesagt  haben  wurde,  die  trigonometrischen  Functionen  des 
Bogens    werden   nach    dem  Bogen    differentiirt.     So    giebt   Cotes   als 

ersten  Hiifssatz^)  — :; —  =  cosa;,  als   zweiten   ■ — 3 =  sec3:^,    als 

dritten  — , =  tang  x  .  sec  x.  Im  ersten  der  auf  die  Hilfssätze  fol- 
genden Sätze  bleibt  (Fig.  53)  im  Dreieck  ABC  die  Seite  AB  und 
der  Winkel  B  unverändert,  während  ^ 

BC  in  BD,  AC  in  AJ)  übergeht. 
Nennen  wir  (was  Gotes  natürlich 
nicht  thut)  BC=x,  CD  =  dx, 
AC==y,  AD  =  y-\-dy  und  schnei- 
den auf  AI)  die  Strecke  AE  =  y 
ab,  so  dasa  ED  =  dy  übrig  bleibt, 
so  ist  im  Dreieck  CDE  der  Quotient 

,    =^  jr/Y*'  Bei  kiemstmogucheu  *'«  ■'^■ 

Veränderungen^)    ist    aber    L  DEC  =  CEA  ==  EÜA  =  90»    und 

LDCE='äO'>  —  ACB,   mithin    ^  =  coaACB.    Im   drittea  Satze 

wird  der  Winkel  A  nach  x  differentiirt.   Wird  CE,  wie  in  dem  soeben 

erörterten    ersten    Satze,    als   mit    dem    Halbmesser   y   beschriebener 

minimaler  Kreisbogen  betrachtet,  so  ist  CE  =^  y  .  dA,  CD  =  dx  und 

AA         1      CE        CO8  ECB        sin  AOB       ^  ^  .  ,  ,    ,  ,. 

— —  ^  —         = __  =  __.. — .     (jotes  spricht  das  so  aus:  Der 

dx  y      CB  y  y  i" 

Quotient  der  Winkelveränderung  durch  die  Veränderung  der  gegen- 
überliegenden Seite  sei  gleich  dem  Quotienten  des  Sinus  des  Winkels, 
welcher  der  constanten  Dreiecksseite  gegenüberliegt,  durch  die  Seite, 
welche  sich  gegenüber  von  dem  constanten  Dreieckswinkel  befindet. 
Er  macht  dazu  die  Bemerkung,  es  müsse  dA  =  dC  sein,  was,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  offenbar  richtig  ist,  weil 


')  Magtii  inomenti  fueitt  ad  Siientiae  nobüisstmae  petfectionem,  enores  istOB 
intra  Urmtrws  quam  tnaxtme  fürt  pottst  a'»g^lstos  cotichidefe  et  coarclare,  quos 
omniHo  tollere  wento  desperetnm  *)  Varmtto  mintma  cujusws  areus  orcwlaris 
est  ad  VanatiotKiii  mtnimam  S%mts  ymdem  arcui  irt  Badim  ad  Smum  comple- 
»lentt         =)  «61  VariaUmtes  tstae  mmimae  sunt 
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L  BAD  +  ABB  ^BAC+  ACB, 
also 

L  BAD  —  BAC  =  AGB  —  ABB. 

Eine  ganze  Reihenfolge  ähnliclier  Sätze  wird  für  dag  ebene  wie  für 
das  aphäriaehe  Dreieck  abgeleitet. 

Nun  kommt  Cotes  erst  zu  seiner  am  Anfange  der  Abliandlung 
ausgesprochenen  Aufgabe.  Eine  Beobachtungsgröase  A,  sagt  er,  möge 
dadurch  fehlerhaft  sein,  daas  andere  Beobachtungsgrössen  B,  C,  B 
fehlerhaft  gegeben  wurden.  Man  müsse  alsdann  eine  Gleichung  zwischen 
A  einerseits  und  B,  C,  J)  andererseits  bilden  und  nach  der  Newton- 
sehen Methode  aus  ihr  die  Elusion  von  A  ermitteln.  Die  Fehler 
werden  im  Verhältnisse  der  Flusionen  stehen.  Seien,  wie  es  bei 
trigonometrischen  Aufgaben  in  der  Regel  sieh  ergebe,  die  betreffenden 
Grössen  A,  B,  C,  D  nicht  als  solche  unmittelbar  in  der  Gleichung 
enthalten,  sondern  durch  ihre  Sinus,  ihre  Tangenten,  ihre  Secanten, 
so  bediene  man  sich  bei  der  Fluxions- 
bildung  der  drei  an  die  Spitze  gestellten 
Hilfssätze.  Eine  Aufgabe  verlangt  z.  B. 
(Fig.  54)  die  zur  Standlinie  AG  senk- 
rechte Höhe  AB  mit  Hilfe  des  in  C 
zu  messenden  /.  C  zu  berechnen.  Nach 
dem  3.  Satze,  über  welchen  wir  eben 
berichtet  haben,  ist  -j/j,  =  "rTt"    I'i  '^^'^  ^^^  -^  rechtwinkligen  Drei 

1       AT>n      ,.     ^  '^os  B       ,  .du  mnB.cosB        sinaß 

ecke  AliV   ist  wt;  =    .  t,  - ,  •'•■Iso  auch   ^-^-^  = j^= =  -z-^-ri 

BG         AB    '  dAB  AB  ^AB 

,    dAB  2.dC  2dC  T>    I     /-r        nr\n    a-D    ,     nn        i  oAi) 

""  Tb"  °^  ""^"Tk  ^^  ■  ■  Y','  "sgsn  B  -^^  G  '=  90",  zB  ~\-  26  =  180" 
Das  Verhältniaa  des  Irrthnms  in  der  Höhe  AB  zu  dieser  Höhe  seibat 
ist  mithin  um  so  kleiner,  je  grösser  sin  2  G  ist.  Der  grösste  Sinus 
ist  1,  und  ain2C  hat  diesen  Werth,  wenn  2(7=90'*,  C  =  45''  ist. 
Man  erhält  folglieh  die  Höhe  AB  am  richtigsten,  wenn  man  auf  der 
Standlinie  AG  so  weit  fortgeht,  bis  L  G  sich  nicht  mehr  von  45" 
unterscheidet. 

Will  man  den  wahren  Ort  s  eines  Gegenstandes  aus  vier  beobach- 
teten Orten  p,  g,  r,  s  ableiten  (so  schliesst  Cotea  seine  Abhandlung), 
so  muss  man  diesen  Orten  Gewichte  P,  Q,  B,  S  beilegen,  die  den 
Beobachtungs fehlem  umgekehrt  proportional  sind.  Der  gesuchte  Punkt  s 
ist  alsdann  der  Schwerpunkt  jener  in  p,  q,  r,  s  angebrachten  Gewichte. 

Zur  Fertigstellung  der  Lehre  von  dem  Differentiiren  gehört  auch 
Leibnizens  höhere  Differentiirung  eines  Productes  (S.  i')12)  und 
Taylors  Vertauschung  der  Veränderlichen  (S.  379),  an  welche  wir 
eriDoern. 
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Mehr  als  das  Differentiiren  war  das  Integriren  der  Vervoll- 
kommnung  fähig.  Wir  wissen,  dasa  Leibniz  und  Johann  Ber- 
noulli  (S.  272 — 275)  das  Zerlegen  einer  gebroctenen  algebraischen 
Function  in  Partialbrüche  gelehrt  haben  und  dadurch  der  Integration 
solcher  Functionen  grossen  Vorschub  leisteten.  Ein  besonderes  Werk 
über  die  umgekehrte  Fluxionsmethode,  welches  ein  Schotte,  George 
Cheyne')  (1671—1743),  im  Jahre  1703  herausgab,  bietet  weniger, 
als  man  von  einem  Werke  dieses  Titels  erwarten  mochte.  Hat  doch 
De  Moivre  1704  ein  eigenes  Buch  gegen  jenes  veröffentlicht,  und 
wenn  Cheyne  1705  neuerdings  in  grobem,  von  ihm  selbst  spUter 
missbinigten  Tone  antwortete,  so  erhöht  das  den  Werth  seiner  Fluxio- 
num  methodus  tnversa  ebensowenig,  als  es  die  darin  vorkommenden 
Irrthümer  aufhebt.  Wir  nennen  das  Werk  überhaupt  nur,  weil  es 
Johann  Bernoulli  Anlass  zu  Bemerkungen  gab,  welche  von  Wichtig- 
keit sind,  aber,  da  sie  erst  1742  an  die  Oeffentlichkeit  gelangten,  hier 
noch  nicht  wiedei^egeben  werden  dürfen.  Cheyne  war  ursprünglich 
zur  Theologie  bestimmt,  wurde  dann  Arzt  und  gab  1705  und  1715 
zwei  Bände  Pkilosophical  Principles  of  BeUgion  heraus,  in  welchen 
er  Theologie,  Naturwissenschaften  und  Mathematik  in  toller  Weise 
verquiekte,  wenn  er  auch  früher  im  Aerger  über  den  Streit  mit 
De  Moivre   die  Mathematik   unfnichtbar  und   luftig*)  genannt  hatte. 

Cotes  bat  dagegen  Namhaftes  für  die  Integralrechnung  geleistet. 
Der  2.  und  3.  Abschnitt  seiner  Earmonia  Mensurarum  enthält  Inte- 
grale, welche  nach  heutiger  Schreibart  besondere  Fälle  von 

oder  von  ähnlich  gebauten  Ausdrücken  sind,  und  Anwendungen  dieser 
Integrale.  Die  Herleitung  der  verschiedenen  Formeln  hat  Cotes  unter- 
drückt.    Das  letzte  Integral,  welches  bei  ihm  vorkommt,  ist 


mit  ganzahligem  t  und  beliebigem  w. 

Wir  kommen  zu  den  Fortschritten,  welche  die  Geometrie  seit 
1700  gemacht  bat.  An  der  Spitze  der  zu  erwähnenden  Persönlich- 
keiten steht  Antoine  Parent')  (1666—1716).  In  Paris  geboren 
wurde  er,  noch  bevor  er  3  Jahre  alt  war,  einem  Landpfarrer,  dem 
Oheime  seiner  Mutter,  anvertraut,  der  ihm  die  erste  nothdürftige  Er- 
ziehung gab,  so  gut  er  selbst  dazu  im  Stande  war.    Wo  sein  Wissen 

')  National  Bior/raphy  X,  217—319  (London  1887,  edited  bj  Leslie 
Stephen).  *)  Wiese  barrett  and  airy  sladies.  ^  Histoire  de  VÄcademü  des 
Sciences.    Annee  1716  (Histoire  p^.  88—93). 
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nicht  ausruichte,  z.  B.  beim  Heebeiiuntemchte,  gab  er  dem  Knaben 
ein  Lehrbuch  in  die  Hand,  dessen  Rand  bald  mit  Bemerkungen  an- 
gefüllt war,  Aehnl icherweise  erfand  sich  der  Knabe  später  eine  eigene 
Geometrie,  und  so  wuchs  seine  Neigung  zur  Mathematik,  der  er  sich 
mehr  und  niehr  zuwandte,  aneh  nachdem  er  nach  Paris  zurückgekehrt 
dort  das  Itechtsstudium  begonnen  hatte.  Er  gab  bald  selbst  mathe- 
matisclien  Unterricht  und  erhielt  1699  Zutritt  zur  Äcademie  des 
Sciences  unter  dem  damals  noch  vorhandenen  Titel  eines  Eleven  des 
wirklichen  Mitgliedes  Herrn  von  Billettes.  Diese  Academiker  zweiten 
Grades  wurden  erst  bei  einer  Umgestaltung  der  Satzungen  1716  be- 
seitigt, so  dass  Parent  in  seinem  Todesjahre  wirklicher  Academiker 
wurde.  Er  schrieb  eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlungen  über  die 
verschiedensten  Gegenstände,  die  zum  Theil  in  Sitzungen  der  Äcademie 
des  Sciences  vorgelesen  wurden  und  als  Essais  et  Eecherekes  de  matfie- 
matigue  et  physigue  erst  1705,  dann  stark  vermehrt  1713  in  drei 
Duodezbänden  im  Drucke  erschienen.  Das  Format  stiess  die  Gelehrten, 
der  Inhalt  und  die  ziemlich  schwierige  Darstell ungs weise  die  Un- 
gelehrten  ab.  Parents  Leistungen  wurden  weit  weniger  bekannt  und 
hatten  geringere  Wirkung,  als  sie  beanspruchen  durften.  Dazu  trag 
noch  ein  anderer  Umstand  bei,  den  uns  der  Verfasser  seines  acade- 
misehen  Nachrufes,  welchem  wir  alle  diese  Einzelheiten  entnehmen, 
nicht  verschwiegen  hat.  Parent  war  in  den  Verhandtungen,  welche 
sich  an  einzelne  Vorträge  anschlössen,  mit  scharfen,  den  Gewohn- 
heiten guter  Gesellschaft  nicht  Rechnung  tragenden  Worten  schnell 
bereit.  Man  erkannte  das  Verdienstvolle  des  so  von  ihm  Gesagten 
an,  aber,  meint  der  Lobredner,  es  gehöre  dazu  etwas  An- 
des  Billigkeitsgefühls,  und  die  erspare  man  besser  den 
Menschen^).  Die  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wichtigste  Ab- 
handlung Parents  ist  die  über  die  Eigenschaften  der  Oberflächen, 
des  affections  des  superficias^,  welche  er  am  24.  Juli  und  23.  August 
1700  in  der  Äcademie  des  Sciences  vorlas.  Er  beginnt  mit  der 
Untersuchung  der  Tangentialebene  an  die  Kugel.  Er  bezieht  (Fig.  55) 
die  durch  die  Punkte  Ä,  D,  C,  E  hindurchgehende  Kugeloberfläche, 
deren  Mittelpunkt  sich  in  0  befindet,  auf  die  Ebene  IQS,  auf  welcher 
die  in  Q  beginnende  Gerade  QI  gegeben  ist.  0  projicirt  sich  auf 
die  genannte  Ebene  mittels  OH=a,  H  auf  die  Gerade  (^I  durch 
B.I=c,  während  Ql^h  ist.  Kugelhalbmesser  ist  OB  =  r.  Dabei 
ist  B  ein  an  sich  beliebiger  Punkt  der  Kugeloberfläche,  welcher  durch 


')  II  faÜaU  guelgue  petit  effort  d'equiU,  gu'il  vavt  toiyowrs  nw'ewa;  epargncr 
aux  hommes.  *)  Essais  et  Itecherches  de  mathimatique  et  de  physigue  II,  181 

bis  200. 
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die    Strecken   BL  =  s,   LM  =  y,   MQ  =  x    bestimmt    wird.     Eine 

durch  den  Mittelpunkt  0  der  Griindebene  IQS  parallel  gelegte  Ebene 

0  FG  trifft  die  verlängerte 

LB  in  G.     Zieht  man 

in    dieser    neuen    Ebene 

OF II -ff-?  und  GF\\  IQ, 

weiche  in  F  zusammen- 

stossen,  soistBG=((— 2, 

FG=^b—x,OF=c~y. 

Weil    aber     OFG    und 

FGB  rechte  Winkel  sind, 

niuss    das    Quadrat    von 

OB     der     Summe     der 

Quadrate  von   OF,  FG, 

GB    gleich    sein,    und 

man  erhält  die  Oberflächengleichung^): 

c2  4-  ys  „  2cy  -I-  &s  _|_  ^2  _  2bx  -f-  «ä  +  ^ä  _  2a0  =  r^. 

Diese  Gleichung  differentürt  Parent  unter  der  Annahme,  dass  y  con- 
stant  sei^),  und  findet  T^^;^dis  ^^  dx,  ein  allcrdinga  dem  Vorzeichen 
nach  unrichtiges  Ergebniss.  Das  Constantsein  von  y  gibt  aber,  fährt 
Parent  fort,  der  Kugelgleiehung  die  Bedeutung  des  Kreises  ABC,  der 
sich  auf  die  Grundebene  als  die  Gerade  ELN\\  QI  projicirt,  oder, 
mit  Parent  zu  reden,  der  auf  der  Axe  ELN  aufsitzt^).  Dessen  Be- 
rührungslinie in  B  ist  die  BN,  welche  auf  BN  die  Subtangente 
LN  =  s-r-  abgrenzt.  Unter  Einsetzung  des  gefundenen  Werthes 
von  -j-  ist  also  LN  =  .  ■_■  -  -  s.  Aehnliches  folgt  unter  der  Annahme, 
dass  X  constant  sei.  Erstlich  entsteht  die  Gleichung  ~  dg  =  dy ; 
zweitens  erhält  die  Kugelgleichung  dabei  die  Bedeutung  des  Kreises 
BBE,  der  sich  als  MLF  ||  HI  projicirt;  drittens  ist  BP  die  Be- 
rührungslinie dieses  Kreises  in  B,  und  die  Subtangente  ist 

Die  Berührungs ebene  an  die  Kugel  in  B  dehnt  sich  aber  ersichtlich 
lüngg  der  BN  und  BP  aus  und  trifft  folglich  die  Ebene  IQß  in 
der  NP^).  So  die  von  uns  nahezu  wörtlich  übernommene  Darstel- 
lung Parenta. 

')  OK  awa  l'equfiiion  saperficielh.  *)  Si  on  pretid  Tnaintenatit  la  äifferen- 
tkUe  de  cetie  egnlite,  m  iaissant  y  constante.  ^  im  eercle  ABC  asgis  smt  l'aax 
B,LN.  *)  II  est  evident  qtie  le  plan  tangent  ä  la  sm'face  de  la  Sphire  en  B 
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Parent    bleibt   aber    bei    der  Kugeloberfläehe   nicht    stehen.     Er 
geht  in  unmittelbar  sich  anschliessenden  Aufsätzen  auch  zur  Betrach- 


tung der  Oberflächen  ,  f  ■  =  j/ — —  und  y '^  nrx —  über,  deren 
Schnitte  parallel  den  einzelnen  Coordinatenebenen  untersucht  werden, 
wobei  die  Erhöhungen  und  Vertiefungen  der  Oberflächen  erkannt 
werden.  Selbst  gegenwärtig,  wo  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
zu  den  elementaren  Kenntnisseji  zu  zählen  ist,  bieten  diese  Aufsätze 
dem  Verständnisse  manche  Schwierigkeit  und  machen  es,  ganz  ab- 
gesehen von  den  vorerwähnten  persönlichen  Verhältnissen,  leicht  be- 
greiflich, dass  sie  so  lange  Jahre  ziemlich  nnbeachtei  bleiben  konnten, 

Parent  hat  sich  1702  der  drei  zu  einander  senkrechten  Baum- 
coordinaten  auch  bedient,  um  den  Satz  zu  beweisen,  dass  das  Cylin- 
droid,  wie  er  das  Umdrehungshyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 
nennt,  durch  Umdrehung  einer  Geraden  erzeugt  werden  kann^),  wäh- 
rend er  in  einem  Ziisatze*)  den  gleichen  Satz  geometrisch  erläuterte. 
Neu  war  übrigens  der  Satz  auch  1702  nicht,  denn  Wren  hatte  ihn 
1669  in  den  P.  T.  ausgesprochen'). 

Ferner  verdient  noch  eine  andere  Arbeit  Parenta  von  1702  er- 
wähnt zu  werden*),  in  welcher  die  Schraubenlinie  mit  Hilfe  von 
drei  Coordinaten  untersucht  ist. 

Jedenfalls  hat  also  Parent  die  ersten  Gleichuugen  von 
Oberflächen  in  drei  zu  einander  senkrechten  Baumcoordi- 
naten  x,  y,  s  im  Drucke  herausgegeben,  mag  die  (S.  244)  an- 
gedeutete Möghchkeit,  das*.  Johann  Bernoulli  schon  1698  Aehnliches 
insgeheim  besaas,  oder  gai  mündlich  bekannt  gegeben  hatte,  Grund 
haben  oder  nicht.  Wir  peisonlich  zweifeln  daran  und  stützen  unsere 
Zweifel  auf  Folgendes.  Paient  hat  an  den  Pendel  Untersuchungen  von 
Huygens  Ausstellungen  gemacht,  und  Johann  Bernoulli  unter- 
nahm in  den  A.  E.  vom  Juni  1715  Huygens'  Vertheidignng'").  Er 
geht  dabei  mit  Parent  nichts  weniger  als  glimpflich  um.  Er  nennt 
ihn  einen  Menschen,  dessen  Lebenszweck  zu  sein  scheine  Andere  zu 
rupfen^).  Wir  glauben  kaum,  dass  Johann  Bernoulli,  der  über  sein 
geistiges  Eigenthum  mit  peinlicher  Sorgfalt  Wachende,  die  Gelegen- 
heit hätte  vorbeigehen  lassen,  Parent  auch  als  Sünder  an  seinen 
ßaumeoordinaten  hinzustellen,  wenn  er  irgend  Veranlassung  dazu  ge- 

s'itenA  le  long  des  tangentes  BN,  BP  et  qti'il  coupe  par  consiquetit  le  plan  IQS 
dam  la  ligne  de  rencontrc  NP. 

')  Essais  et  Seeherchfs  de  mathematigue  et  de  physigue  II,  646flgg-,  ^b- 
Bonders  653.  »)  Ebenda  HI,  473.  ')  P.  T.  EI,  961— 9G2.  *)  Essais  et 

Beclierches  de  maihematigtie  et  de  physigue  II,  684.  ")  Job,  Bernoulli  Opera 
n,  187—204.  *)  hotm  ad  carpendum,  irit  videtm-,  natus. 
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habt  hätte.  Wir  geben  allerdings  zu,  dass  dieser  Beweis  hinfällig 
würde,  wenn  Johann  Bemoulli  jenes  Sammelwerk  der  Essais  et 
Recherclies  nicht  gekannt  hätte,  als  er  so  beleidigend  über  Parent 
sich  äusserte.  Ist  das  aber  anzunehmen?  Am  11.  September  1715 
hat  Bernoulli  die  Essais  et  Recherches  jedenfalls  gekannt,  denn  unter 
thesem  Datum  sehrieb  er  an  Leibniz^),  Parent  suche  Streit  mit  be- 
rühmten Gegnern  und  habe  in  den  Essais  et  Recherches  auch  ihn 
(Leibniz)  angegriffen.  Dazu  kommt  noch  Eins.  Wieder  1715  und 
awar  am  6.  Februar  achrieb  Johaim  Bernoulli  an  Leibniz^):  Ich  ver- 
stehe unter  einer  gegebenen  krummen  Oberfläche  eine  solche,  deren 
einzelne  Punkte,  wie  die  Punkte  einer  gegebenen  Curve,  durch  drei 
Coordinaten  x,  y,  ss  bestimmt  sind,  zwischen  welchen  durch  eine  Glei- 
chung ausgedrückte  Beziehungen  bestehen.  Jene  drei  Coordinaten 
sind  aber  nichts  Anderes,  als  senkrechte  Gerade  aus  irgend  einem 
Ob erftächenp unkte  auf  drei  der  Lage  nach  gegebene  und  unter  ein- 
ander senkrechte  Ebenen.  Als  Beispiel  wird  xyB  =  a^  genannt.  Das 
klingt  nicht,  als  wenn  von  allgemein  bekannten  Dingen  die  Rede 
wäre.  Wenn  dann  Leibniz  antwortete'),  er  habe  ehemals  angefangen, 
an  die  Lehre  von  Ortsgleichungen  mit  drei  Coordinaten  heranzutreten; 
wer  darauf  Mühe  verwende,  werde  leisten,  was  der  Arbeit  lohne,  so 
sehen  wir  auch  in  dieser  Antwort  nur  so  viel,  dass  der  Gegenstand 
damals  in  der  Luft  lag.  Parents  Erstlingsrechte  erscheinen  uns  davon 
nicht  berührt. 

Der  nächste  Schriftsteller,  mit  welchem  wir  es  zu  thun  haben, 
Jacob  Le  Poivre*),  ist  wahrscheinlich  in  Mons  in  Belgien  geboren, 
jedenfalls  im  December  1710  dort  gestorben,  wo  er  als  städtischer 
Bauaufseher  seit  1T06  angestellt  war.  Im  Jahre  1704  ersdiien  von 
ihm  in  Paris  ein  wenige  Bogen  starkes  Büchelchen  Tratte  de  sections 
du  cylindre  et  du  cöne  considcrees  dans  le  solide  et  dans  le  ^an  avec 
des  demonstraUons  simples  et  noweelles.  Eine  zweite  Auflage  erschien 
1708  in  Moos,  welche  dem  Titel  der  ersten  Ausgabe  noch  die  Worte 
hinzufügte  plus  simples  et  plus  gmerales  que  edles  de  l'edition  de  Paris, 
also  gewissermassen  eine  verbesserte  und  gekürzte  Auflage  sein  will^). 
Schon  die  erste  Auflage  hat  genügendes  Aufsehen  erregt,  um  einen 
ausführlichen,  etwas  nörgelnden  Bericht  in  dem  Journal  des  S^avans 
von  1704,  eine  kurze,  aber  sehr  anerkennende  Besprechung  in  den 
A.  E.  von  1707  hervorzurufen.  Als  Verfasser  der  letzteren  nennt 
eine  handschriftliche  Randbemerkung  Christian  Wolf. 

')  Leibniz   Hl,  9i6.  *)   Blienda  HI,  938.  =)  Ebenda  lU,  939, 

')  Chaslea,  Apergu  hist.  130  —  134  {deutsch  130  —  130).  —  Qudtelet,  Histoire 
rf«  Sciences  mathimatiques  et  physi^ues  ehez  les  Beiges  pag,  271—273.  ^)  H.  C. 
Wins  hat  ia54  einen  Neudruck  besorgt. 
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Le  Poivre  nahm  in  der  Vorrede  den  Mund  etwas  tüU.  Er 
habe  die  Absicht  gehegt  und,  wie  er  glaube,  anch  durchgeführt,  ebenso 
für  Gelehrte  wie  für  Nichtgejehrte  zu  schreiben.  Den  Ersten  habe 
er  sich  bemüht  gerecht  zn  werden,  indem  er  sie  eine  neue  Projection, 
neue  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  neue  Beweise  dafür  kennen 
lehrte,  den  Letzteren,  indem  er  die  Dinge  so  leicht  machte,  dasa  zu 
deren  Veratändniss  einige  wenige  Satze  aus  den  Anfangsgründen  der 
Geometrie  ausreichen  müssten.  Ihm  selbst  als  Verfasser  seien  dadurch 
allerdings  erhebliehe  Schwierigkeiten  erwachsen,  so  dass  die  wenigen 
Druckbogen  eine  Arbeitszeit  von  drei  Jahren  beanspruchten.  Den 
Marquis  De  l'Hopital  nannte  er  als  seinen  Gönner,  ohne  dessen 
Anregung  das  Büchelchen  möglicherweise  gar  nicht  entstanden  wäre. 
Der  Kritiker  des  Journal  des  S^avana  ist  der  Ansicht,  Le  PoiTre 
habe,  ohne  dass  man  ihm  jedes  Verdienst  absprechen  wolle,  doch  der 
Hauptsache  nach  nur  wiederholt,  was  De  la  Hire  in  seinem  Plani- 
eoniques  (S.  125—126}  schon  gelehrt  habe.  Ganz  so  schlimm  scheint 
es  nun  nicht  gewesen  zu  sein,  wenn  auch  De  la  Hire  Einfluss  anf 
Le  Poivre  geübt  haben  mag.  Der  Kegelschnitt  erfolgt  durch  eine 
Ebene,  deren  Lage  im  Baume  gegeben  sein  muss.  Sie  ist  theilweise 
bestimmt,  wenn  man  den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  kreisför- 
migen Grundfläche  des  Kegels  kennt,  aber  doch  nur  theilweise,  denn 
die  Neigung  gegen  die  Grundfläche  ist  mit  jener  Durchschnitts- 
geraden nicht  gegeben.  Diese  wird  bekannt,  sobald  durch  die  Spitze 
des  Kegels  eine  zweite  Ebene  der  Schnittebene  parallel  gelegt  wird, 
deren  Spur  in  der  Grundfläche  ebenfalls  gegeben  ist.  Die  beideii 
genannten  Parallelen  in  der  Grundfläche  nebst  der  Spitze  des  Kegels 
müssen  folglich  genügen,  um  den  Kegelschnitt  selbst  zeichnen  zu 
können '). 

„Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  nur  durch  einen  Punkt  M  des 
Kreises,  der  die  Basis  des  Kegels  bildet  und  erzeugender  Kreis  {ccrdc 
g4neratem)  genannt  wird,  irgend  eine  Transversale  ziehen  darf,  weiche 
die  Durchachnittslinie  der  schneidenden  Ebene  und  ihre  Parallele  in 
zwei  Punkten  schneiden  wird;  darauf  den  zweiten  dieser  Punkte  mit 
dem  Scheitel  S  des  Kegels  durch  eine  Gerade  verbinden  und  durch 
den  anderen  Punkt  eine  Parallele  mit  dieser  Geraden  ziehen.  Diese 
Parallele  wird  ofi'enbar  in  der  schneidenden  Ebene  liegen  und  die 
Seitenlinie  SM  des  Kegeis  in  einem  Punkte  M'  treffen,  welcher  der 
gesuchten  Curve  angehört.  Für  einen  anderen  Punkt  des  ei 
Kreises  wird  man  einen  anderen  Punkt  des  Schnittes  erhalten. 


')  Wir  folgen  der  Darstellung  von  Chasles,  welcher  wir  die  nun  folgen 
den  zwiachen  GänaefiiBsclien  stehenden  Sktae  wörtlich  entnehmen. 
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ConstructJon  ist  allgemein,  welches  aueli  die  Lage  des  Punktes  S  im 
Räume  sein  mag,  und  sie  besteht  selbst  dann  noch,  wenn  dieser  Punkt 
m  der  Ebene  des  Kreises  liegt.  In  diesem  letzteren  Falle  hat  man 
Kwar  keinen  Kegel,  aber  die  durch  den  Punkt  gebildete  Gurre  ist 
doch  noch  ein  Kegelschnitt." 

Jedenfalls  hat  Le  Poivres  Büchelchen,  wenn  auch  von  Fach- 
männern gelesen  und,  wie  wir  gesehen  haben,  öffentlicher  Besprechung 
gewürdigt,  nicht  entfernt  die  fruchtbare  Wirkung  ausgeübt,  welche 
man  einer  ebensowenig  umfangreichen,  aber  Ton  überraschenden  neuen 
Wahrheiten  ei-füllten  Schrift  aus  dem  Jahre  1704  nachrühmen  muss. 
Wir  reden  von  Jü swto na  lEmtmeraÜo  Unearwm  terUi  ordinis^).  Curven 
3.  Grades  waren  auch  vor  Newton  schon  oft  untersucht.  Auch  auf 
Durchschnittapunkte  Ton  Curven  mit  anderen  Curven  war  oft  genug 
die  Aufmerksamkeit  gelenkt  worden,  und  Jakob  Bernoulli  hatte 
(S.  IM)  den  Grad  der  Gurve  ins  Quadrat  erhebend  gefunden,  dass 
Curven  Mten  Grades  ausreichen,  um  Wurzeln  einer  Gleichung  vom 
Grade  n?  zu  finden.  Aber  den  Grad  der  Curve  durch  die  Anzahl 
von  Durchschnittspunkten  mit  einer  Geraden  zu  bestimmen  und  dann 
die  so  definirten  Curven  dritten  Grades  in  Gruppen  zusammen- 
zufassen, das  hatte  unseres  Wissens  vor  Newton  Niemand  versucht. 
Wir  wollen  und  müssen  demnach  Newtons  F/nm>wratii),  mit  welchem 
I  Namen  wir  die  Abhandlung  hinfort  bezeichnen,  genauer 


Wir  beginnen  mit  der  wortgetreuen  Uebersetzung  des  I.  Kapitels 
von  der  Ordnung  der  Linien^).  „Geometrische  Linien  werden  am 
lieaten  nach  der  Dimensionszahl  der  Gleichung,  durch  welche  die  Be- 
ziehung zwischen  Ordinaten  und  Abscissen  bestimmt  ist,  oder  (was 
das  Gleiche  ist')  nach  der  Anzahl  von  Punkten,  in  welchen  sie  von 
(■iner  geraden  Linie  geschnitten  werden  können,  in  Ordnungen  unter- 
schieden. Eine  Linie  erster  Ordnung  ist  solcher  Weise  die  einzige 
Gerade;  Linien  zweiter  oder  quadratischer  Ordnung  werden  die  Kegel- 
schnitte und  der  Kreis  sein,  und  dritter  oder  kubischer  Ordnung  sind 
die  kubische  Parabel,  die  Neilsche  Parabel,  die  Cissoide  der  Alten 
und  die  übrigen,  deren  Aufzählung  wir  zu  unserer  Aufgabe  gemacht 
haben.  Eine  Curve  ersten  Geschlechtes  wird  das  Gleiche  sein  wie 
«me  Linie  zweiter  Ordnung  (da  die  Gerade  nicht  zu  den  Curven  zu 
Kiihlen  ist),  eine  Curve  zweiten  Geschlechtes  das  Gleiche  wie  eine 
"jurve  dritter  Ordnung.  Eine  Linie  von  der  Ordnung  unendlich  ist 
eine  solche,  welche  eine  Gerade  in  unendlich  vielen  Punkten  schneiden 


')  Opuscfda  Newioni  I,  245^270.         ')  Linearmii  ordines.         ')  quod  per- 
'"de  ent. 
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kanrij  wie  die  Spirale,  die  Cycloide,  die  Quadratrix  und  jede  Linie, 
welche  durch  unendlich  viele  Umdrehungen  eines  Strahles  oder  eines 
Rades  erzeugt  wird." 

Die  Ourven  der  verschiedensten  Grade  haben,  behauptet  Newton, 
Eigenschaften,  welche  denen  der  Curven  zweiten  Grades  ungemein 
ähnlieh  sind.  Bei  den  Kegelschnitten  —  das  sind  die  Curven  zweiten 
Grades  oder  ersten  Geschlechtes  —  stösst  man  auf  Durchmesser, 
d,  h.  auf  grade  Linien,  welche  einander  parallele  Sehnen  halbiren, 
auf  einen  Mittelpunkt,  in  welchem  alle  Durchmesser  zusammen- 
treffen, auf  zwei  Asymptoten  der  Hyperbel,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  jede  Secante  zwischen  einem  Curvendurchschnittsp unkte 
und  der  einen  Asymptote  die  gleiche  Länge  besitzt  wie  zwischen  dem 
zweiten  Curvendurehsehnittspunkte  und  der  anderen  Asymptote.  Bei 
der  Curve  dritten  Grades  oder  zweiten  Geschlechtes  treffen  zwei 
parallele  Sehnen  die  Curve  in  je  drei  Punkten.  Mögen  dieselben  zur 
Verdeutlichung,  welche  sich  Newton  wenig  angelegen  sein  lässt,  auf 
der  einen  Sehne  M^M^M^,  auf  der  anderen  M^'M^'M^'  heissen.  Nun 
existirt  auf  der  ersten  Sehne  ein  Punkt  J/^,  auf  der  anderen  ein 
solcher  M^,  von  der  Eigenschaft,  daas  M^M^  =  M^M^  +  M^M^  und 
M^M^  =  M^M^  +  M^M^.  Alsdann  ist  die  Gerade  M^^M^  ein 
Durchmesser  der  Curve,  d,  h.  sie  schneidet  auch  jede  andere 
Sehne  M^'M^'M^'  in  einem  Punkte  M.^'  von  der  in  der  Gleichung 
M^'M^'^=^M^'M^'-\--M^'M^'  ausgesprochenen  Eigenschaft^).  Treffen 
aUe  Durchmesser  einer  Curve  zweiten  Geschlechtes  in  einem  Punkte 
zusammen,  so  ist  dieser  der  Mittelpunkt  der  Curve  im  Allgemeinen. 
Die  Zahl  der  Asymptoten  überschreitet  den  Grad  der  Curve  nicht, 
deshalb  kann  die  Curve  ersten  Geschlechtes  nur  2,  die  zweiten,  dritten 
Geschlechtes  nur  3,  4  Asymptoten  besitzen  und  nicht  mehr  u.  s.  w. 
Ueber  die  Zwischenräume,  welche  auf  einer  Secante  zwischen  der 
Curve  und  den  Asymptoten  abgegrenzt  sind,  gelten  Sätze,  die  denen 
von  den  Abschnitten  einer  Sehne,  die  durch  den  Durchmesser  hervor- 
gebracht sind,  entsprechen^).  Ein  weiterer  Satz,  den  Newton  von 
den  Curven  zweiten  Geschlechtes  ausspricht^),  heisst  folgendermassen, 
indem  wir  wieder  Buchstaben  zur  Verdeutlichung  einführen:  Werden 
zwei  parallele  Sehnen  L^L^L^,  L^'L^L^'  durch  zwei  andere  parallele 
Sehnen  M^M^M^,  M^M^M^  in  den  Punkten  0,  0'  geschnitten,  wo 

')  Opuscttla  Newtoni  I,  248.  Ueber  diesen  auf  Curven  jeden  Grades  aus- 
dehnbaren Satz  vergl.  z.  B.  S&lmon-Piedler,  Analytische  Geometrie  der 
höheren  ebenen  Curven.  II.  Auflage,  Leipzig  1882  Nr.  128,  S.  142.  ')  OpusatU 
Nemtoni  I,  249.  —  Salmon-Fiedler  1.  e.  Nr.  129,  S,  143.  ")  Ojmxcula  New- 
toni  I,  250:  De  Satiime  cuntentonim  suh  Paraüelorum  segmenUs.  —  Salmou- 
Piedler  1.  c.  Nr.  124,  S.  137. 
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0  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  unbesbrichelten,  0'  den  der 
beiden  bestricbelten  Sehnen  bezeiclinet,  so  ist 

OL,  .  OX,  ■  OL,    _    0'L,'.O-L^'.O-L,- 
OM,  .OM,  .  Oilf,        O'Jfi'.  0-M,'.0'~M/' 

In  die  Unendlichkeit  sich  erstreckende  Curvenzweige  sind  eut- 
weder  hyperbolisch  oder  parabolisch.  Sie  heissen  hyperbolisch^ 
wenn  sie  eine  Asymptote  besitzen,  parabolisch,  wenn  sie  eine  solche 
entbehren,  und  das  zeige  sieb  bei  Aufsuchung  der  Berühnmgslinie 
iin  den  unendlich  entfernten  Punkt  des  betreffenden  Curvenzweiges, 
Die  Berühr ungslj nie  an  den  unendlich  fernen  Punkt  eines  hyperboli- 
schen Zweiges  falle  nämlich  mit  der  Asymptote  zusammen,  während 
die  Berührungslinie  an  den  unendlich  fernen  Punkt  eines  parabolischen 
Zweiges  in  die  Unendlichkeit  zurückweicht,  verschwindet,  nirgend  zu 
finden  ist^). 

Hierauf  werden  vier  Hauptfälle  der  Gleichung  3.  Grades  hervor- 
gehoben: xy^  -\-  ey^  aa;*  +  bx''  -\~cx-\-(i;  xy  =  ax'^  -\-  hx^  -\-cx-j-(}; 
/  =  a^  +  bx^  -\-  ex  -\-  d;  y  =  ax^  +  bx^  -\-  ex  -\-  d;  deren  erster 
wieder  11  Unterfälle  unterscheiden  lässt.  Die  Unterfälle  zerfallen 
ihrerseits  wieder  in  Formen,  von  welchen  im  Ganzen  72  angegeben 
sind.  Bei  den  Benennungen,  deren  sieh  Newton  zur  Schilderung  der 
einzelnen  Formen  bediente,  kommen  die  Ausdrücke  einer  mit  Spitzen 
versehenen  Curve  (cusptdaUi),  eines  conjugirten  Punktes  (qtme  con- 
ßigatam  habet  ovalem  infinite  pa/rvam,  id  est  punctum)  vor^). 

So  vielfältig  die  Curven  sein  mögen,  können  sie  nach  Newtons 
Behauptung^)  stets  durch  optische  Benutzung  einfachster  Ge- 
bilde hervorgebracht  werden.  Fallen  auf  eine  unbegrenzte  von  einem 
Lichtpunkte  aus  beleuchtete  Ebene  die  Schatten  von  Figuren,  so 
sind  die  Schatten  von  Kegelschnitten  stets  wieder  Kegelschnitte,  die 
von  Curven  zweiten,  dritten  Geschlechtes  sind  immer  wieder  Curven 
zweiten,  dritten  Geschlechtes  und  so  fort  ins  Unendliche.  Wie  aber 
der  Kreis  beim  Schatten  werfen  jeden  Kegelschnitt  zu  erzeugen  ver- 
mag, so  werden  alle  Curven  zweiten  Geschlechtes  von  den  fünf  diesem 
Geschlechte  angehörenden  divei^irenden  Parabeln  als  Schatten  erzeugt, 
und  auch  bei  höherem  Curvengeschlechte  können  einfache  Formen 
ermittelt  werden,  deren  Schatten  alle  Curven  ihres  Geschlechtes  er- 
zeugen. Es  ist  ersichtlich,  dass  man  den  neueren  Anschauungen  sich 
näher  anbequemt,  wenn  man  das  Newtoiische  Wort  Schatten  stets 
durch  Centralprojection  ersetzt. 

Auch  Curvenerzeugungen,  welche  man  gegenwärtig  projectivische 

')  in  infmitum  recedet,  evanesctt  et  nulUbi  repenetur.  -j  Opuscidu  Neiv- 
'wii  I,  253.        ')  Ebenda  I,  264:  Genesis  Curvarum  per  UmJ»-as. 

CAKTOn,  Gaaohiobte  dec  Matliomatlk.    lU.  3.  3.  Anfl,  28 
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nennt,  lehrt  Newton')  unter  (Sem  Namen  organischer  Zeichnung 
kennen.     Seien  (Figur  56)  zwei  Winkel  PÄD,  PB7)  von  gegebener 
;  um  ihre  Seheitelpwntte  Ä,  B,  welche  Pole  heisseii  sollen,  in 
Drehung   versetzt,   und    zwar   so,    claas    der 
D urch Schnittspunkt  jP  ihrer  SchBnkel  AP, BJ' 
eine    Gerade   beschreibt,    alsdann    beschreibt 
der  Durch  seh  nittspimtt  D  der  beiden  anderen 
Schenkel   ÄD,  BD    einen    durch    die    Pole 
Ä,  B    hindurchgehenden    Kegelschnitt,    der 
aber  in  eine  Gerade  ausartet,  wenn  jene  von 
P  beschriebene  Gerade  durch  einen  der  Pole 
A,  B  hindurchgeht,  oder  wenn  die  Winkel 
5rschwinden.     Der  gleiche  Satz  ist  schon 
Newtons  Principieii   als   XXI.  Lemma    des    ersten  Bnches   ausge- 
sprochen und  hätte  daher  (S.  207)  erwähnt  werden  können, 

Ein  zweiter  Satz  lasst  (Figur  57)  den  Durchschnittspunkt  P  der 
beiden  Schenkel  AP,  BP  einen  Kegelschnitt  durchlaufen,  dem  einer 
der  beiden  Pole,  etwa  A,  angehört.  Alsdann  besehreibe  der  D\irch- 
schnittspvinkt  B  der  beiden  anderen  Schenkel  AI),  BD  eine  Curve 
zweiten  Geschlechtes,  auf  welcher  der  andere  Pol  B  liegt,  während 
der   erete  Pol  A    ihr   sogar   als  Doppelpunkt    angehört.     Eine  Au=i- 


BAD,  ABB  I 


nähme  liefert  das  gleichzeitige  Verschwinden  der  beiden  Winkel 
BAD,  ABB,  indem  alsdann  B  einen  anderen  durch  den  Pol  Ä 
hindurchgehenden  Kegelschnitt  beschreibt. 

Ein  dritter  Satz  verlangt  (Figur  58),   dass  der  von  dem  Dureh- 
achnittspunkte  P   der  Sehenkel   AP,  BP   durchlaufene  Kegelschnitt 

')  Ofuscuht  Nmioni  I,  265  flg, ;  De  curvamm  desmptione  oryamca. 
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keinen  der  beiden  Pole  A^  B  enthalte.  Der  Punkt  I)  durchlaufe 
alsdann  eine  Curve  zweiten  oder  dritten  Geschlechtes  mit  Doppel- 
punkt. Die  Curve  ist  aweiten  Geschlechtes  in  dem  Ausnahmefall 
gleichzeitigen  Veraehwindens  der  Winkel  SAD,  ABB,  in  allen  an- 
deren Fällen  ist  sie  dritten  Geschlechtes  und  hat  drei  Doppelpunkt«, 
KU  welchen  die  beiden  Pole  A,  B  gehören. 

Die  drei  Satze  führen  zu  einer  punktweisen  Darstellung 
eines  Kegelschnittes,  von  welchem  5,  einer  Curve  zweiten  Geschlechtes 
mit  Doppelpunkt,  von  welcher  7  Punkte  gegeben  sind,  Aufgaben, 
von  welchen  ein  Theil  auch  Aufnahme  in  die  Arithmetica  uuiversalis 
{S.  403)  gefunden  hat.  Die  in  der  Enumeratio  gelehrte  Zeichnung 
des  Kegelschnittes  ist  folgende.  Newton  nennt  die  fünf  Punkte, 
welche  dem  Kegelschnitte  angehören  sollen,  A,  B,  C,  D,  E.  Nun 
seien  A,  B  Pole  der  Figur  und  CAB,  CSA  die  zur  Drehung  be- 
stimmten Winkel,  wobei  (J  denjenigen  Durchschnittspunkt  zweier 
Schenkel  vorstellt,  der  in  Figur  56  mit  D  bezeichnet  war.  Auch  die 
Punkte  D,  E  werden  als  ähnlich  mit  C  hervorgebrachte  Punkte  des 
Kegelschnittes  betrachtet,  und  ihnen  entsprechen  Durch  sehn  ittspunbte 
P,  Q  der  beiden  anderen  Winkelschenkel,  Punkte  P  der  Figur  56 
hervorbringend.  Die  Punkte  P,  Q  gradlinig  verbunden  liefern  nun 
diejenige  Gerade,  welche  in  der  wiederholt  genannten  Figur  5G  deren 
Punkt  P  durchläuft,  und  dadurch  werden  noch  beliebig  viele  Punkte 
I)  des  zu  zeichnenden  Kegelschnittes  ermittelt. 

Eine  kubische  Curve  durch  7  Punkte  A,  B,  C,  B,  E,  F,  Cr  zu 
legen  geht  man  ähnlicherweise  von  dem  Dreiecke  ABC  aus,  lässt 
OA  und  CB  sieh  drehen,  bis  sie  in  B,  E,  F,  G  einander  schneiden, 
Punkte,  denen  die  Durchschnittspunkte  P,  Q,  B,  S  der  gedrehten 
BÄ  und  AB  entsprechen.  Der  durch  A,  P,  Q,  R,  S  hindurchgelegte 
Kegelschnitt  erzeugt  die  verlangte  Curve  zweiten  Geschlechtes.  Wir 
erinnern  hier  daran,  dass  Newton  schon  lö7ö  wusste,  dass  man  ohne 
Hechnung  eine  Curve  dritten  Grades  durch  7  gegebene  Punkte  legen 
Ivönne  (S.  187).  Daraus  aber  schliessen  zu  wollen,  die  ganze  Enume- 
i'atio  gehe  bis  IG70  zurück,  seheint  doch  allzukühn. 

Man  kann,  fährt  Newto]i  fort"-),  nach  gleicher  Methode  Cun-en 
-5.,  4.  und  noch  höheren  Geschlechtes  beschreiben,  allerdings  nicht 
"die,  aber  doch  die,  so  viele  es  sein  mögen,  welche  bequemer  Weise 
mittels  einer  Bewegung  erzeugt  werden  können.    Eine  doppelpunkt- 

')  Opitscula  Newtoni  1,  267:  JSadem  mefhodo  Curvas  tertii,  guarti  et  supe- 
'ioruvi  Geneiitm  describei-e  licet,  non  omnes  guidem,  eed  qmt^ot  ratime  aligua 
eommoda  ■per  mofuw  heahi»  describi  possunt.  Ifam  Gnrvam  aUquam  secundi  rel 
""penoris  generis  Fimctunt  duplex  mm  hnhenteai  vonmode  denerihere  ProUtemn  es( 
i^ter  difficiUom  numemtidum. 
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lose  Curve  zweiteu  oder  hölieren  Geschlechtes  hequein  zu 
beschreiben,  gehört  unter  die  schwierigeren  Aufgaben. 

Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  bespricht  Newton  die  MÖglicli- 
keit,  Gleichungen  höheren  Grades  durch  Cur  ven  durch  schnitte  zur 
Auflöung  zu  bringen^)  und  benutzt  dabei  den  Ausdrack  Hyper- 
bolismus,  den  er  schon  früher  dahin  erklUrt  hat^),  er  verstehe  untor 
Hjperbolismus  das  Ersetzen  der  Ordinate  einer  gegebenen  Curve 
durch  das  Product  eben  dieser  Ordinate  in  die  Absciase,  Ist  also 
beispielsweise  xy  ^  l  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  so  ist  x.xf/=l 
oder  y  =  —,  deren  Hyperbolismus.  Nun  sei  etwa  die  Gleichung 
a  +  cx^  +  dx^  +  ea;*  +  /"x'  -f  (5  +  m)a;«  +  hx'^  +  kx"  +  Ix"  =  0 
gegeben').     Division  durch  x"  verwandelt  sie  in 

,°    +  ^T  +  '^  +  J>  +  2  +  »  +  •"  +  '"  +  '"'  +  l^'-<>, 
und  ersetzt  man  — ^  durch  y,  so  erscheint  die  Curve 
ay"  +  cy^  +  dxy^  -[-  ey  -\-  fxy  -\-  g  -\-  m  -\-  lix  -\-  hx^  +  Ix^  =  0 

neben  der  Curve  x^y^^X.  Das  sind  zwei  Curven  zweiten  Geschlechtes, 
und  die  Abscissen  ihrer  Durch  seh  nittapunkte  müssen  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  sein.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese 
letzten  Paragraphen  unter  dem  Einflüsse  von  durch  Fermat  veröffent- 
lichten Untersuchungen  (Bd.  II,  S.  819)  entstanden,  aber  das  Meiste, 
was  wir  aus  der  Ennmeratio  mittheilten,  war  wesentlich  neu  und 
überraschend,  wurde  auch  in  der  (S.  292)  erwähnten  von  Leibniz 
herrührenden  Besprechung*)  unter  Anführung  von  einzelnen  als  neu 
gerühmten  Sätzen  höchst  anerkennend  beurtheilt.  Bemängelt  wurde 
nur,  dass  keine  Theorie  von  Brennpunkten  höherer  Curven  vorkomme, 
deren  Wichtigkeit  aus  den  Arbeiten  Tachirnhausens  hervorgehe; 
vielleicht  entsehliesse  sich  dieser  die  Lücke  selbst  auszufüllen. 

Newton  gab  die  neuen  Sätze,  ohne  auch  nur  einen  Beweis  an- 
zudeuten. Er  überliess  es  Anderen,  die  Wahrheit  der  von  ihm  aus- 
gesprochenen Gesetze  zu  prüfen  und  zu  sichern.  Doch  bevor  wir  zu 
solchen,  Newtons  Enumeratio  ergänzenden  Schriften  gelangen,  nöthigt 
uns  die  Zeitfolge  von  anderen  Arbeiten  zu  reden,  welche  theila  vor 
dem  Erscheinen  der  Enumeratio  schon  fertig  gestellt  waren,  theils 
zeigen,  dass  die  wunderbare  Abhandlung  auf  dem  Festlandc  Euro])as 
zunächst  noch  keine  Wirkung  ausübte. 


')  Opuscula  Newloni  I,  267—270.        *)  Ebenila  1,  2G1.        =)  Eljemlii  I,  • 
')  A.  E.  1705  pag.  30—34. 
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Der  Marquis  De  L'Hospital  war  1704  gestorben  (S.  110).  In 
seinem  Nachlasse  fand  sich  ein  Traite  anak/Hque  des  sedions  coniques 
it  de  hur  usage  jxmr  la  resolution  des  cquaUons  dans  les  proUemes 
iani  deicrminez  qu'inädtermines  in  dmckfertigem  Zustande  vor.  Nur 
<me  Votrede  fehlte  noch,  und  da  eine  solche,  wie  der  Verleger  in 
einer  Vorerinnerung  bemerkt,  nicht  wohl  von  Jemand  anderem  als 
df-m  Vei  fasser  eines  Werkes  geschrieben  werden  kann,  so  wurde  das 
Vorhandene  unergänzt  1707  der  Oeffentlichkeit  übergehen  und  zwar 
mit  solchem  Erfolge,  dass  1720  ein  zweiter  unTeränderter  Abdruck 
sich  als  uothwendig  erwies.  Das  Werk  besitzt  die  gleichen  Eigen- 
schaften, welche  auch  De  L'Hospitala  Analyse  des  infiniments  petits 
(S.  245  flgg.)  nachzurühmen  sind,  eine  ungemeine  Fasslichkeit  bei 
grosser  Sorgfalt  zahlreiche  Einzelsätze  zu  geben.  Bahnbrechende 
Neuerungen  sind  freilich  nicht  gar  viele  zu  erwähnen.  Wir  dürfen 
vielleicht  im  III.  Buche  von  der  Hyperbel  auf  den  Namen  der  ent- 
gegengesetzten Hyperbeln')  aufmerksam  machen,  der  den  beiden 
Zweigen  dieser  Curve  beigelegt  ist.  Wir  dürfen  auf  das  VH.  Buch 
hinweisen,  welches  die  Uebersehrift:  Geometrische  Oerter^)  trägt,  und 
in  welchem  eine  Art  von  Diseussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  durchgeführt  ist.  Wir  dürfen  im  VHI.  Buche  von 
den  unbestimmten  Autgaben  des  11.  Beispiels  gedenken*).  Dort  ist 
folgende  Aufgabe  gestellt:  Zwei  unveränderliche  Winkel  KAM,  KBM 
sind  um  die  festen  Punkte  Ä,  li  di-ehbar,  der  Durchschnitt  K  der 
Schenkel  AK,  BK  durchlauft  eine  gerade  Linie;  welche  Linie  be- 
schreibt der  Durchschnitt  M  der  beiden  anderen  Sehenkel  AM,  BM'i 
De  L'Hospital  zeigt  nicht  bloss,  dass  ein  Kegelschnitt  entsteht,  son- 
dern auch  welche  besondere  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  damit 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  sei.  Er 
geht  mithin  über  das  hinaus,  was  Newton  (S.  434)  in  seinen  Prin- 
cipien  ausgesprochen  hatte. 

Die  Kegelschnitte  De  L'Hospitals  gehören  der  ersten  oben  er- 
wähnten Klasse  an.  Fertiggestellt  vor,  gedruckt  nach  dem  Erscheinen 
der  Enumeratio  konnten  sie  ebensowenig  von  Newton  benutzt  werden, 
ids  die  Ergebnisse  seiner  Forschungen  in  sich  aufnehmen;  beide  Ver- 
fasser können  nur  wesentlich  unabhängig  von  einander  sein.  Anders 
verhielt  es  sich  mit  Josef  Säur  in,  dem  Freunde  De  L'Hospitals 
iS.  250).  Als  dieser  am  29.  Juli  und  am  1.  August  1716  der  Pariser 
Aeademie  des  Sciences  zwei   geometrische  Abhandlungen   vorlegte*), 

')  De  L'Hospital,  Seetions  coniques  Livre  III,  pag.  47:  Ilijperboles  opposeen. 
')  Des  Jienx  geouietriqiKS.  ')  fthonda  pag.  281  flgg.  ■■)  Histoire  de  l'Aca- 

ämie  des  Sciences.    Annöe  1716  pag.  50—79  und  pag,  275—289;  Bemarques  sttr 
"«  cos  singulier  du  Probleme  ißneral  des  Tangentes. 
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bitte  er  Newtons  Untei'iiicliungen  kennen  und  berücksichtigen  mÜH.seii, 
und  deshalb  \  erdient  hei  \  orgehoben  zu  werden,  dass  sich  davon  keine 
hpur  entdecken  1  isst  Eine  leise  Entschuldigung  dafür  kann  vielleicht 
m  dem  Umstände  gefunden  werden,  das&  Saurins  Abhandlungen  sich 
selbst  nur  ah  Eigm/uugen  und  Erweiterungen  von  bereits  am 
3  August  1702  und  am  1^  Januai  17U3  im  Journal  des  S^'avans 
veiofFentliL-hte  Bemerkungen  bezeichnen,  und  1702  sowie  1703  war 
die  Eüumeratio  noch  ni^ht  im  Diueke  vorhanden.  Sauriu  erklärt 
lieh  auch  m  dtn  Abhandlungen  ^on  171b  als  bewundernden  Il\eund 
De  L  Hospitals  Seme  Absicht  sei  die  "Schwierigkeit  aus  dem  AVege 
zu  räumen,  welche  entstehe,  wenn  man  die  auf  der  y-Axe  auftretendit 
Subtangente  i  ,  für  einen  vielfachen  Punkt  einer  Curve  suche, 
eine  Schwierigkeit,  welche  darin  sich  zeige,  dass  jene  Subtangentc 
unter  dio  unbestimmte  Form  -z-  sich  verberge. 

Das  erste  Beispiel  Saurins  in  seiner  Abhandlung  gehört  der  Curve 
!/'  —  ><!/ -\-  (16  --  12x)f  +  4Sxy  +  (ix'  —  64x)  =  0 

mit  dem  Doppelpunkte  bei  j'  =  2,  y  ^  2  an.  Die  Curvengleichung 
kann  auch 

(/  -  4y  +  2</-[/4  +  Tj:  ~  41/4  +  2x-  -  2x  +  b)  X 

(,f  —  4//  —  2»/l/4+"2ä^  +  4yr+2:i;  _  2x  +  h)  =  O 

geschrieben  werden  und  zerfällt  in  dieser  Gestalt  von  selbst  in  zwei 
Factoren,  die  einzeln  gleich  Null  gesetzt  zwei  Cnrven  bedeuten,  welche 
beide  durch  den  Punkt  x  =  2,  ij  =  2  hindurchgehen,  und  in  deren 
jeder  die  Auffindung  der  Subtangente  keiner  Schwierigkeit  mehr 
untei-worfen  ist,  während  bei  der  ursprünglichen  Curvengleichung 

■'  di        i/»_  62/5-)- 81/- (53-y  + 12.1; 
durch  ^  =  2,  y  :=  2  in        übergeht. 

Ein  allgemein  giltiges  Mittel,  diese  Schwierigkeit  ans  dem  Wege 
zu  mumen,  ohne  eine  Zerlegung  der  Curvengleichung  in  Factoreu  zu 
versuchen,  welche,  wenn  sie  Oberhaupt  gelingt,  jedenfalls  gi-osse  Mühe 
verursacht  und  nicht  als  Methode  gelten  kann,  hat  Sauriii  in  der 
zweiten  Abhandlung  angegeben.  Er  benutzt  dabei  die  schon  erwähnte 
Curve  4.  Grades  mit  dem  Doppclpunkte  bei  a.'  ^  2,  y  =  2.  Der  dem 
Punkte  X  j  y  benachbarte  Punkt  der  Gurvo  hat,  so  drückt  er  sich 
ungefähr  aus,  die  Coordinaten  x  -\-  dx  \  y  ^  dij,  und  setzt  man  diese 
Werthe   statt  x  und  y  in   die  Curvengleichung  ein,  so  muss  wieder 


y  Google 


Dilferfiitiiren.    Intcgrircn.    Änaljtineho  und  projective  Geometrie.       429 

eine  richtige   Gleichiiiig  erscheinen.     Nach  Gruppen  geordnet,    deren 
Unterscheidungsmerkmal  die  Dimensionszabl  der  auftreten  den  Differen- 
tiale  ist,   wird    die    neue    Gleichung   1  +  II -\- III  ^  IV -\-  F=  0 
lieissen,  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Gruppenzeichen  ist: 
7=  /  _  Sf  —  nx}f  +  \Qf  +  ^^xy  +  ix^  —  %Ax, 
II  =  4.ifd,j  —  2-ij/hiif  —  l^fdx  —  24:xydij  -f-  ^"iyäy 

-f  4&ydx  +  ^%xdy  +  ^xdx  —  Udx, 

III  =  6i/d;/^  — ■  '2Aydy^  —  24:ydxdy  —  12xdy^  +  lÖrf^* 
-i- 48dxdij -\- 4dx\ 

IV=4ydy^  —  8(^y  —  12dxdy\ 
V^dy\ 
Die  einzelnen  Gmppen  entstehen,  ausser  durch  jene  Einsetzung  von 
X  -{-  dx  nnd  y-\-  dy  in  die  ursprüngliche  Curvengleichnng,  auch  durch 
fortgesetzte  Differentiation  aus  einander,  wenn  dx  und  dy  als  Con- 
stante  betrachtet  werden  und  Division  einer  ganzen  Gruppe  diirch 
eine  Zahl  gestattet  wird.  Saurin  erklärt  weiter,  die  gewöhnliche  Art 
die  Berührungslinie  zu  finden  sei  folgende.  Die  Gruppe  I,  als  das 
ursprüngliche  Gleichungspolynom  werde  gestrichen,  dann  bleiben  die 
Gmppen  II  bis  V  übrig,  von  welchen  III  +  IV  -\-  V  iibermals  weg- 
gelrtssen  werden  können,  weil  höhere  Potenzen  unendlich  kleiner 
Differentiale  gegen  niedrigere  verschwinden.  So  bleibe  nur  J7  =  0 
übrig,  woraus  j-  sich  ermitteln  lasse  u.  s.  w.  Dieses  Verfuhren 
höre  aber  auf  statthaft  zu  sein,  wenn  II  identisch  ver- 
schwinde, was  äusserlich  dadurch  ersichtlich  werde,  dass 
der  aus  JJ=(I  hervorgehende  Werth  von  -^  die  Form  -- 
besitze.  Dann  bleibe  aber  von  der  durch  Einsetzung  von  x -\- dx 
und  y  -\-  dy  statt  x  und  y  entstandenen  Gleichung  nur  ///+  ^1^+  F'=  0 
übrig.  In  ihr  fallen  IV  und  V  weg,  weil  sie  höhere  Potenzen  der 
Differentiale  als  III  enthalten,  und  111=0  liefert  eine  nach  '-j^ 
(juadrstische  Gleichung,  welche  zwei  Werthe  von  ^  ermitteln  lasse, 
d.  h.  man  habe  einen  Doppelpunkt  der  Curve  7  =^  0  untersucht. 
Lüsst  das  gleiche  Werthepaar  für  x  und  y,  welches  7=0  und 
II  =^  {)  identisch  erfüllte,  ebenso  auch  777  identisch  verschwinden, 
so  liefert  die  nach  ~  kubische  Gleichung  7F=0  drei  Werthe  von 
j-^  als  Merkmal  dafür,  dass  man  es  mit  einem  dreifachen  Punkte 
yi   thun   hatte   u.  s.  w.     Damit   war  die  Lehre   von  den   vielfachen 
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Curvenpunkten  endgiltig  abgeschlossen,  hatte  sie    die   Gestalt  aii- 
genommen,  welche  sie  in  den  Lehrbüchern  behalten  sollte. 

Wir  kehren  nach  England  zuiiiek,  wo  1717  eine  eigene  Schrift 
zur  Erläuterung  der  Newtonschen  Enumeratio  die  Presse  Terliess, 
James  Stirling  war  ihr  Verfasser  (S.  387),  der  Titel  Lineae  tertU 
ordmis  Neutonianae,  mve  ülnstraUo  iractatus  D.  Neutoni  de  enmmra- 
fione  Imeanim  tertii  ordinis,  eui  suhjungitur  solutio  trium  proUemaium. 
Das  nur  8  Druckbogen  starke  Büclilein  ist  seinem  ganzen  Inhalte 
nach  ein  beredtes  Zeugniss  für  die  Fähigkeit  seines  Verfassers,  sich 
in  Newtons  Denkweise  hineinzuversetzen.  Wüsste  man  nicht,  dass 
Stirling  in  Venedig  und  unabhängig  von  Newton  gearbeitet  hat,  so 
wäre  man  geneigt  anzunehmen,  er  habe  seine  Erläuterungen  im  täg- 
lichen Verkehre  selbst  empfangen  und  nur  niedergeschrieben,  uicht 
ersonnen.  Es  ist  ja  naturgemäss  nicht  möglich,  geradezu  zu  be- 
haupten, die  von  Stirling  ergänzten  Beweise  seien  diejenigen,  welche 
der  Erfinder  der  Sätze  im  Sinne  hatte,  aber  sie  können  es  sehr 
wohl  sein.  Sie  machen  durchgängig  von  Methoden  der  Reihen- 
entwicklung Gebrauch,  welche,  wie  wir  wissen,  Newton  in  für  die 
damalige  Zeit  unen'eiehter  Weise  beherrschte,  vielleicht  in  etwas 
übertriebener  Weise  bevorzugte.  Da  Stirlings  Lvneae  tertii  ordinis, 
wie  das  Büchlein  mit  abgekürztem  Titel  heissen  mag,  eine  fast  un- 
entbehrliche Ergänzung  zur  Enumeratio  bilden,  so  haben  wir  näher 
darauf  einzugehen. 

Stirling  beginnt  mit  der  Erklärung  einer  rationalen  Curve  als 
einer  solchen,  zwischen  deren  Abaeisse  und  Ordinate  eine  algebraische 
Gleichung  stattfinde,  und  mit  der  Feststellung  des  Begriffes  der 
Asymptote,  die  gradlinig  oder  krummlinig  sein  könne^).  Die 
rationalen  Curven  zerfallen  in  Ordnungen,  und  die  Gleichung  der 
Ciirve  Kter  Ordnung  heisst  y"  -\-  {ax  -\-  ^)if-'^  ^  . . .  =  0  mit  Coefü- 
cienten  a,  h,...,  deren  Anzahl  -  T  ist^).  Eine  durch  ununter- 
brochene Bewegung  eines  Punktes  erzeugte  Curve  kehrt  in  sicli 
zurück  oder  erstreckt  sich  ins  Unendliche,  Wegen  der  ununter- 
brochenen Bewegung  des  erzeugenden  Punktes  muss  er  von  einem 
unendlichen  Curvenzweige  unmittelbar  zu  einem  anderen  gleichfalls 
unendlichen  Curvenzweige  gelangen.  Folglich  können  unendliche 
Curvenzweige  nur  in  grader  Zahl  vorhanden  sein.  Alle  gradlinigen 
Parallelen   schneiden  eine  Curve   in  gleich  vielen  reellen  oder  ima- 

')  Lineae  tertii  ordinis   pag.  1.  ')  Ebenda   pag-.  3 — 4   und  wicilerholl 

pag.  09,  wo  der  Schluss  sezog«n  ist,  da^H  — '"  T.J  Punkte  die  Curve  ?i.ter  Ord- 
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ginären  Punkten^).  Aas  der  die  Veränderlichen  x  und  y  gemischt 
enthaltenden  Curvengleichung  kann  nach  Methoden,  welche  dem 
Newtonachen  Parallelogramme  {S.  107  — 108)  nahe  verwandt 
sindj  die  Ordinate  in  eine  Reihe  entwickelt  werden,  die  nach  Potenzen 
der  Abseisse  mit  abnehmenden  Exponenten  fortschreitet,  also  eine  Ent- 
wicklung von  der  Gestalt  y  =  Aaf  4-  Bx''~''  +  Ca:""'"'  -|-  ■  -  ■ .  Je 
grösser  x  wird,  um  so  genauer  stimmt  die  Curve  mit  der  von  der 
einfacheren  Gestalt  y  =  Ax"  ttberein.  Eine  gradlinige  Asymptote  hat 
mit  der  Cui-ve  «teu  Grades,  zu  der  sie  als  Asymptote  gehört,  zwei  in 
der  Unendlichkeit  liegende  Punkte  gemein,  kann  sie  mithin  im  End- 
liehen nur  noch  in  w  —  2  Punkten  schneiden^).  Da  eine  Berührung 
überdies  aus  dem  Zusammenfallen  mehrerer  Durch schnittspunkte  her- 
vorgeht, so  kann  keinö  Curve  2.  oder  3.  Grades,  wohl  aber  eine 
solche  4.  oder  5.  Grades  von  ihrer  Asymptote  auch  noch  im  End- 
lichen berührt  werden^). 

Von  hervorragender  "Wichtigkeit  ist  der  Satz*),  dass  die  Wahl 
eines  Coordinatensystems,  dessen  Ordinatenaxe  einer  Asymptote  parallel 
läuft,  den  Vortheil  mit  sieh  bringt,  dass  alsdann  kein  Glied  y"  in 
der  Gleichung  der  Curve  »ten  Grades  vorkommt.  Sei  der 
Punkt  H  (Figur  59) 
ein  unendlich  ferner 
Punkt  der  CnrvejyX^ 
und  KHB  die  die 
Curve  in  H  berüh- 
rende Asymptote.  Ihr 
parallel  sei  von  dem 
endlichen  Punkte  L 
ans  die  LB  gezogen, 
welche  v  heissen  soll, 

...  ,     ,,  ...         —',1  H  V    IJ  f.  i-' 

wahrend  die  zugeho-  j,.    ^^ 

rige     Abscisse     A  B 

durch  den  Buebstaben  s  bezeichnet  wird.  Die  urspmnglichen  Coordi- 
naten  von  L  sind  LC  =  y,  AC^x.  Aehnlich  heissen  auch  im 
unendlich  fernen  Punkte  AE  =  x,  EH=y,  AD^z,  DH==v. 
Ebendort  ist  HG  =  EF  =  dx,  KG  =  dy,  wie  wir  zu  schreiben 
vorziehen,  während  Stirling  unter  Anwendung  der  Fluxionsp unkte 
HG  ^=  Xj  KG  =  y  schreibt.  Aus  der  Curvengleichung  ermittle  man 
y  als  Reihe  von  der  ( 


^)  Lmeae  tertn  ordmn,  pag  6     (hiims  ttcta-  puialklw    ■.fca-nt  lunum  o 
lunm  m  jjm/iih  numero  puncfi'>  reuhbu^  et  Jinagitiai iis  ')  Fben^a  pag   • 

"l  Ebenda  pag  43  'j  Kbenda  pag  44—45 
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y^Äx^  Bx'-"  4-  Cx'--'"  +  J)j;^-'"  H , 

welche  um  so  rascher  convergirt,  je  grösser  x  ist.  Das  Anfaiigsglied 
wird  die  erste  Potenz  von  x  enthalten,  damit  die  Ordinate  HD  mit 
der  ihrer  Richtung  nach  bekannten  Asymptote  KHD  zusammenfalle. 
Wird  die  Entwicklung  von  y  differentiirt,  oder  mit  Stirling  zu  reden, 
benutzt,  um  zur  Fluxion  überzugehen,  so  erhält  man 

^^  =  A  +  (l  —  n)Bx-''  -\-  {\  —  2«)6'^  =  "H 

und  wegen  der  Aehnliehkeit  der  Dreiecke  KHG-  und  HDE  ist  zu- 
gleich auch  ll  =  J|-     Mithin  ist  DE  =  HE  :  f^  oder 


DE  — 

_A«  + 

Ba}  — 

•±:_ 

Aber 

^  +  (1- 

-ti)B^ 

~'  + 

AH- 

-s  —  AE 

-DE. 

-X  — 

u+ 

und  für  x=oo  wird  genau  z  =  —  —j-x^-".  Nun  ist  n  nach  der 
Natur  der  Curvengleichimg  positiv,  also  AD  unendlich  viel  kleiner 
als  AE  oder  auch  als  EH,  beziehungsweise  als  DU,  welches  zu  EU 
in  einem  durch  den  Asymptotenwiukel  gegebenen  endlichen  Verhält- 
nisse steht.  Mit  anderen  Worten:  g  ist  unendlich  klein  gegen  <;, 
und  folglich  kann  in  der  Curvengleichung  v  nicht  von  gleich  hoher 
Dimension  mit  z  sein,  beziehungsweise  nicht  von  der  Dimension,  die 
dem  Grade  der  Curve  entspricht. 

Daraus  folgt  weiter^),   dass  jede   Curvo  3.  Grades   bei  richtiger 
Wahl  der  Ordinatenaxe  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

{x  +  H)y'  -  (bx'  +  ex  +  ,l)y  +  a'  +  fx>  +  ijx  +  I'. 


1  muss,  d.  h,  die  von  Newton  angenommenen  Gleichungsformcn 
(S.  423)  sind  im  Allgemeinen  gerechtfertigt.  Unendlich  ferne  Punkte 
aber  müssen  immer  angenommen  werden,  auch  bei  Ovalen.  Bei  diesen 
hat  man  sich  imaginäre  in  der  Unendlichkeit  liegende  Doppel- 
punkte^) vorzustellen. 

Wie  es  bei  Aufsuchung  der  Asymptote  auf  die  Gleichungsgliedcr 
höchsten  Grades  ankam,  so  ist  ganz  allgemein  das  der  Dimension  der 
Veränderlichen  nach  höchste  Glied  einer  Reihe  ausschlaggebend  für 
das  Vorzeichen   der  Reihensumme*),   ein  Satz,  den,  wie  wir  xiun  er- 

')  Liiieiie  tertU  ordinis  pag.  46.  *)  Ebendii  piig,  4ö— 47:  iiiuj  hoc  in  ip^ns 
Oualibua  ohtinet;  nmii,  coneipiertdum  est  eas  habere  puncla  daplicia  ivmginaria  «d 
dislaiitiam  infinitam.  ^  Ebenda  pag,  5'J. 
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iimeni  (8.  389),  De  Lagny  im  Jahre  1722  abermals  aussprach.    Aus 
ihm  folgt  eine  wesentliche  Verschiedenheit  ^)  der  Curven 
ij  =  a  -\-  bx  -{-        +  /  j""*    und     j/  =  i  -f-  ^^  +  ■  ■  ■  +  lx^'"+^. 

Bei  der  ersten  Glei  lung  hndet^  sofern  ^  gross. genug  gewählt  wird, 
Zeichengleichheit  zwischen  y  und  }  statt  bei  der  zweiten  unter 
gleicher  Voraussetzung  zwischen  y  und  l  r  bei  der  ersten  Gleichung 
ist  daher  das  Vorzeichen  ron  y  unabhängig  bei  der  zweiten  abhängig 
von  dem  von  x.  Geometrisch  ausge  liiickt  heisst  das,  die  erste  Curve 
habe  zwei  unendlicht  Zweige  welche  beide  über  oder  beide  unter 
der  Abscissenaxe  in  die  Unendlichkeit  sich  erstrecken,  während  bei 
der  zweiten  Curve  ein  TJnendlichkeitszweig  über  und  einer  unter  der 
Abscissenaxe  sich  befinde. 

Stirling  beweist  den  von  Newton  (S.  422)  ausgesiirochenen  Satz 
über  Durchmesser^),     Sei  eine  Curyengleichung 

j.  +  (,„  +  ,,)9.-. +  ..._o, 

wobei  (i'igur  GO)  Ali  =  x,  ÜB  =  y.    Man  verlängere  Ali  nach  rück- 
wärts um  AF=  —   ,  ziehe  von  A  nach 
luiten  (aber  parallel  zu  6'ü)  die  ÄE^  — 
und  verbinde  J''  mit  E.     Nunmehr  soll 
ED  =  s,  CD  =  V  heissen,  oder  es  hat 
eine  derartige  Veränderung   des   Coordi- 
natensjstems  stattgefunden,  dass  bei  Ver- 
legung des  Anfangspunktes  die  Abscissen- 
axe   einer  Drehung   unterworfen  wurde, 
die  Ordinatenaxe  ihre  Kiehtiing  beibehielt. 
Vermöge   der   bekannten   L^e  von  BF 
gegen    FD,   welche   der    ebenerwähnten 
Drehung  der  Abscissenaxe  entspricht,  ist     , 
Oonstante  A,  oder  es  ist  x  =  As.     Ferner  ist 


eine  gegebei 


JF:AE^- 


=  «  :  «  =  BF:  BD  =  [As  - 


BD  ^Ka, +  .';-)  =  '^± 


Aber  BC ^y^CD  —  BD  =  v 
der  Binomialentwicklung 


und  unter  Anwendung 


e  tedii  urdinis  jiag.  5&— 5i>. 
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aAü  +  hy 


-M^  +  ?,)f"-i  +  . 


Daneben  ist  j/"~'  =  ji"—'  -}-■■■  und 
Demnach  verwandelt  sich  die  Curvengleichung 


nj^(_aa--{-  h)r-^  +  . 


=  0 


in  die  neue  Form  ))"  -|-  Zv''~-  -[^  -■•  =  0,  wo  if  eine  ganze  rationale 
Function  Ton  s  bezeichnet.  In  der  neuen  Gleiehung  fehlt  tlas  Glied 
v"—'^,  dessen  Coefficient  0  daher  nach  der  Gleichungslehre  die  Summe 
sämmtlicher  Gleiebnngs  wurzeln  v^,  t\,  .  .  .v„  sein  musa,  d.h.  die  v 
heben  einander  auf,  oder  die  von  D  aus  nach  oben  und  nach  unten 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Ourve  gezeichneten  Ordinaten  heben 
einander  auf  Bei  den  Curven  zweiten  Grades  muss,  wenn  das  Glied  v 
fehlt,  11^  =  az^  -\-hg  -{-  c  übrig  bleiben^),  und  es  Längt  von  a  ab,  ob 
diese  Gleichung  eine  Hyperbel,  eine  Ellipse,  eine  Parabel  bedeutet^); 
die  Hyperbel  erfordert  a  >  0,  die  Ellipse  a  <  0,  die  Parabel  «  =  0. 
Man  kann  auch  algebraische  Folgerungen  und  geometrische  Deiitungen 
derselben  versuchen,  wenn  nicht  das  Glied  ü""',  sondern  p"— ^  oder 
noch  ein  späteres  zum  Wegfalle  gebracht  wurde"). 

Auch  der  Newtonsehe  Satz  von  den  Producten  der  Abschnitte 
einander  achneidender  Sehnen  (S.  423)  findet  seinen  Beweis,  und  zwar 
zunächst  bei  der  Curve  zweiten  Grades*).  Sei  (Figur  61)  AB  als 
Abscissenaxe  gewählt 
mit  A  als  auf  der  Curve 
selbst  liegendem  An- 
fangspunkt, so  daas  in 
der  Gurvengleichung  ein 
constantes  Glied  nicht 
vorkommt,  dieselbe  viel- 
mehr 
f  -f  (ax  +  h)y 
-f-  cx^  ■ —  dx  =  0 
heisaen  muss,  während 
die  Ordinafcen  irgend  eine  Richtung  gegen  die  Ali  besitzen,  z.  B.  der 
DE  parallel  laufen  Die  Längen' C'-E,  CD,  welche  von  ('  aus  bis  zur 
Curve  erseheinen,  sind  die  Werthe  von  y,  welche  aus  der  Gleichung 
?/*  +  {"iX  +  ^)?/  +  '"^^  —  rfa;  =  0  unter   der  Annahme  x  =  AC  her- 


')  Liaeae  tertii  ordinis  pag-,  73. 
')  Ebenda  pag.  76—77. 


')  Ebtinda  p^g. 


")  Ebenda  pag-  ^^- 
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vorgehen,  und  ihr  Product  muss  folglich  =  ex^  —  dx  sein,  d.  h. 
CD  .GE  =  c.  AC^  —  d  .  AC.  Die  Lange  AB  erhält  man  aus  der 
inehrbenutzten  CuiTengleichung  mittels  ?/  =  0,  dann  wird  diese  oäm- 
lich  cx^  —  dx  =^  0,  beziehuuga weise 

x^Ali=-'^-^AC^CB    und    CB^'^^—AC, 

AG-CB^-^-AC  —  ÄC^- -^■[c-AC'~d-A(J]  =  —  -y-CI)-aR 

Folglich  ist  der  Emch  ^-,1-7^^  seiner  absoluten  Grösse  nach  constant 
und  zwar  =  c.  In  ähnlicher  Weise  erläutert  Stirliog  auch  den  Pro- 
ductensatz  bei  Curven  dritten  Grades'), 

Eine  Erörterung  der  verschiedenen  Formen  der  Curven  dritten 
Grades  bildet  etwa  ein  Drittel  des  kleinen  Buches^).  Statt  Newtons 
72  Arten  (S.  423)  gelangt  Stirling  zu  deren  76. 

Vielleicht  darf  noch  auf  eine  gelegentliche  Aeusserung  Stirüngs 
hingewiesen  werden^),  in  welcher  eine  Spitze  als  unendlich  kleine 
Schleife  erklärt  wird. 

Der  nächste  Schriftsteller,  dem  wir  uns  zuzuwenden  haben,  ist 
Colin  Maclaurin^)  (1698—1746),  Sohn  eines  Geistlichen  in  KilmoJan 
in  Schottland;  vaterlos  seit  er  6  Wochen  alt  war,  ganz  verwaist  in 
seinem  10.  Lebensjahre,  kam  er  in  die  Fürsorge  eines  gleich  seinem 
Vater  dem  geistlichen  Stande  angehörenden  Oheims,  der  ihn  wiederum 
zu  derselben  Laufbahn  bestimmte.  Er  bezog  schon  1709  die  Hoch- 
schule zu  Glasgow  und  entwickelte  dort  ein  so  hervorragendes  mathe- 
matisches Talent,  dass  er  mit  15  Jahreu  bereits  viele  der  Sätze  ent- 


deckt hatte,  welche  nachmals  in   ei 
wir  bald   zu  reden  haben.     Schon 
noch  nicht  20  Jahren   bewarb   er 


nem  Werke   erschienen,  von  dem 

September  1717  im  Alter  von 

ich  um  eine  in  Aberdeen  frei  ge- 


wordene mathematische  Professur  und  erhielt  sie.  Fünf  Jahre  später 
verliess  er  Aberdeen  ohne  Urlaub,  um  einen  jungen  Edelmann  nach 
Frankreich  zu  begleiten.  Kaeh  dessen  Tode  entschuldigte  er  sich 
zwar  im  April  1725  vor  der  ihm  vorgesetzten  Schulbehörde  wegen 
seiner  eigenwilligen  Abwesenheit,  aber  nach  Ablauf  des  Jahres  erhielt 
er  im  Januar  1726  und  nahm  er  ziemlich  gleichzeitig  im  Februar 
seine  Entlassung  Thatsriehlich  wai  er  sehon  seit  November  1725  in 
Edinburg  tU  Ersatzmann  fui  den  doitigen  dtersschwach  gewordenen 
Mathematiker   eingetreten,    eine    Stellung,   welche    ei    dem   Einflüsse 

')  Xiwat  kitit  0>du  n  pj.g  "S— 7J  *)  Lbendd  pag  8->— lüO.  ^)  Ebendii 
pag,  89:  ut  e»  m  pjinttitm  fbt  Oiabs  mfimt''  pnna  '■ic  ai  p  t  est  vodiis  infinite 
pan-uB.  *)  National  Biogtaphy  XXXV   1<)6— loa  (London  laas,  edit«d  by 

Sidnej  Lee) 
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Newtons  verdankte.  Nun  Yerblieb  er,  ein  bochbelieljter  I.elirer  und 
Rathgeber  auf  zahlreielieu  Gebieten,  in  Edinburg  bis  1745.  Er  stand 
in  letzterem  Jahre  an  der  Spitze  der  Vertheidiger  Edinburga  gegen 
Aufstäiidige,  und  als  die  Stadt  in  deren  Hände  fiel,  flob  Maclaurin 
nach  York  zu  dem  ihm  befreundeten  Erzbisehof.  Dort  starb  er  im 
folgenden  Jahre.  In  den  ersten  Jahren  seines  Aufenthaltes  in  Aberdeen, 
ni8  und  1719,  YcrÖffentlichte  Haciaurin  zwei  Abhandlungen  in  den 
P.  T,  In  der  ersten  Abhandlung')  ist  von  folgender  Entstehung  der 
Curven  die  Rede.  An  eine  gegebene  Curve  werden  in  allen  ihren 
Punkten  Beruh nmgslinien  gezogen,  und  auf  jede  Berührungslinie  wird 
von  einem  gegebenen  Punkte  aus  eine  Senkrechte  gefällt,  deren  Durch- 
schnittapunkt  mit  der  Berührungslinie  die  neue  Curve  zum  geometri- 
schen Orte  hat,  worauf  durch  die  Berührungsliiiieu  an  diese  und  die 
auf  sie  von  dem  wiederholt  in  Anwendung  tretenden  festen  Punkte 
aus  gefällten  Senkrechten  eine  abermalige  Curve  hervorgebracht 
wird  U.S.W.  Maclaurin  hat  damit  die  Fusspunktcurven  verschie- 
dener Ordnung  erfunden,  hat  zugleich  die  ihrer  Länge  nach  in 
Rechnung  tretenden  Entfernungen  eines  festen  Punktes  von  den 
Curvenpunkten ,  also  das,  was  man  bei  Anwendung  von  Polarcoordi- 
naten  Leitstrahlen  genannt  hat,  einer  Benutzung  unterzogen.  Die 
zweite  Abhandlung^)  lehrt  Curvenzeichnungen  kenneu,  bei  welchen 
nichts  anderes  in  Anwendung  tritt,  als  ausschliesslich  Drehungen  ge- 
gebener Winkel  um  feste  Scheitelpunkte.  Diese  Abhandlung  ist  in 
so  weit  eine  Ergänzung  von  Newtons  Enumeratio,  als  nicht  wie  dort 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  den  zweiten  Grad  übersteigenden  Curven 
Doppelpunkte  besitzen  müssen.  Irgend  einen  Beweis  theilte  Maclaurin 
in  dieser  Abhandlung  ebensowenig  mit,  als  es  Newton  in  seiner  Enu- 
meratio that.  Die  beiden  Abhandlungen  mögen  schon  auf  ihren 
jugendlichen  Verfasser  aufmerksam  gemacht  haben,  und  als  Maclaurin 
sich  171!)  nach  London  begab  und  dort  Newton  besuchte,  wurde  er 
als  Mitglied  in  die  Royal  Society  aufgenommen.  Im  folgenden  Jahrt> 
1720  erschien  Maclaurins  Gwmetria  organka  sive  descripfio  Unemiuii 
cwva/mm  universalis,  welche  ihm  mit  einem  Male  einen  Platz  unter 
den  Geometera  allerersten  Ranges  sicherte.  In  dem  ei-sten  Ab- 
schnitte') handelt  ea  sieh  um  die  Newtonsche  Construction  von 
Kegelschnitten  mittels  zweier  um  ihre  Scheitelpunkte  drehbarer 
Winkel,  deren  eines  Schenkelpaar  sich  auf  einer  Geraden  schneidet. 
Maclaurin  beweist  die  Richtigkeit  dieser  Construction')  (Figur  62)- 
Die  Winkel  FCO,  KSH  seien   die  um  C  und  S  drehbaren  Winkel. 


')  l',  T.  XXX,  803—813.  ')  Ebenda  XXX,  9311- 

orgnnica  pag,  1—11,  ')  Ebenda  pa;^.  1—2, 
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üer  ÜurehschnittspTinkt  Q  von  CF  und  SK  bleibt  auf  der  Geraden 
AE,  alsdann  soll  P,  als  Durch schnittspunkt  von  CO  und  SH  einen 
Kegelschnitt  beschreiben.  Von  Q  und  P  aus  werden  die  Senkrechten 
QN,  PM  auf  die  Verbindungsgerade  CS  der  beiden  Scheit«!  C  und 
S  gefällt,  ausserdem  werden  ^iS,  QU  und  P2t,  PT  so  gezeichnet, 
dass  L  CüQ  =  CRP  =  FCG  und  SLQ=  STP  =  KSI).  Ersieht- 
lieh  ist 

LFCG  +  QCU-\-  RCP^  180"  =  CCf^  +  (^(JU-{-  CQÜ, 
aho  LPCP=CQU,  und  unter  Berücksiehtigting  yoniCRP^CUQ 
erkennt   man   die  Äehnlichkeit   der   Dreiecke   CRP,  QUO.     Mittels 
ganz   ähnlicher   Schlüsse   folgert  man   die  Äehnlichkeit   der  Dreiecke 


SLQ,  PTS,  und  so  gelaugt  mau  in  den  Besitz  der  beiden  Gleichuugeti 
JJ  =  -^^uud  ^,=  1^"-  Nun  sei  OÄ  =  «,  C^  =  Ä.  Die  Winkel 
FCO,  KSH,  CAF  seien  durch  ihre  trigonometrischen  Tangenten 
gegeben^):  tgJ'(70=^-,  tgJCS^^-J,  tg  C^i,' = -^^  ■  Weiter 
sei  CM=x,  PM=y,   QN=2.     Weil 

L  FCO  =  QCU-\-  liCP  =  PPC  +  PCP  =  MRP, 


MM  - 
-MB  = 


Ferner 


CB  =  CM  - 

Pli  =  yPAP  +  M'PJ  =  Yf  ■ 


(Ix—  ay 
d        ' 


Wegen 

LCUQ^CPP  ist  auch  i. (3 r:\^=  Piiil/  und  L QNU^ 90»=  Pil/i?, 

')  Bei  Macla.urin  ist  die  Ausflrucks weise  etwas  anders.  Er  sagt,  der 
ÖinuB  des  betreffemlen  Winkels,  z.  B.  JTO,  verhalte  sicli  zu  seinem  Cosiaua 
wie  d  zu  a. 
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.AQÜN^  FEM,  also  f^^  JJ,  Qü^^;^  =  ll^&^ 


.  ££_ 


^  CJ.^=  —  uns  mit  ^1^^= 


a{c-{-d)^ 


bekannt  macht,  so  besitzt  man  jetzt  den  Werth  von 

CU=CA--AN~-NU=h—~-  —  '^  =  h~ 

Die  Werthe  von  CB,,  PH,  QU,  CU,  welche  erhalten  wurden,  geben 
der  froheren  Gleichung   ^  =  ¥,-=;  die  neue  Gestalt 

dx~ay  ^  yyd^-i-~ü} llj^IT*!  .  *cd  —  a(c  +  <l)ii 

d        '         d  d  '  cä  ' 

und  aus  ihr  folgt  s  =  ■,-j_   i  ^_i_  ."'^l  t: —    Aehnliche  Betrachtungen 

gestatten  es,  auch  in  die  andere  oben  gefundene  Gleichung  yjp  =  qj 

Worthe   der  vorkommenden  Strecken  einzusetzen,  und  zwar 


ST=a  — 

X  —  ■ 

^     Pj'^yV" 

■+' 

-',     «i- 

.ya'  +  e' 

SL  — 

4¥- 

-ÄS-  NL  — 

•  S  +  it; 

C>£ 

findet  man 

aber 

einen  zweiten  Wertl] 

1  von  ^,  nämlich 

{a  —  h)c{ae  —  e 

X- 

«!/) 

[it'  +  ce)y  +  {e  —  c)ax  +  «=(c  ~  e) 
Gleichsetzung  beider  Werthe  von  z  führt  endlich  zu  einer  Gleichung, 
welche  ausser  constanten  Grössen  nur  noch  x  und  y  enthält  und 
nach  Wegschaffung  der  Brüche  die  Form  besitzt: 

[(a  —  b)ce  -\-  d(ae  —  bcjjx^  +  [a*(e  -\-  d  —  e)  -\-  cdejxy 

4-  [a(cd  ~  a^)  —  hc{d  +  ey]y^  +  [ahc((i  +  e)  —  a^e(c  +  d)\x 

—  [bc(a^  —  de)  +  ae{flc  —  a^)\y  =  0, 
und  das  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes.     Die  Durchachnitts- 
punkte   des   Kegelschnittes   mit    der   CS  finden   sich   mittels  f/  =  ü. 
Die  Gleichung  wird  dadurch 

[(«  ~  h)ce  +  £^(«6  —  bcy\x^  +  [abc(d  +  e)  —  ah(c  +  d)]x  =  0 
oder  [ae(c  -\~  d)  —  bc(d  +  ß)](^  —  ö)^  ^  0,  und  ist  augenscheinlich 
bei  X  =  0  und  x  =  a  in  den  Punkten  C  und  S  erfüllt,  welche  somit 
der  Curve  angehören,  und  zwar,  setzt  Maclaurin  hinzu,  als  einfache 
Punkte,  denn  keine  Linie  von  niedrigerem  als  dem  dritten  Grade 
besitzt  einen  Doppelpunkt'). 

')  nee  Liiiea  guaevis  Oräinis  tertio  inferioris  punctum  habet  dupJex. 
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Der  zweite  Abschnitt^)  lehrt  die  Conatruction  von  Linien  dritten 
Cfrades  mit  einem  Doppelpunkte.  Auch  hier  war  Newton  Maclaurins 
Vor^nger,  aber  Maclaurin  hat  sich  nicht  damit  begnügt,  Newtons 
Vorachriften  zu  beweisen,  er  hat  ganz  neue  Vorschriften  gegeben^). 
Freilich  sind  es  auch  wieder,  wie  bei  Newton,  zwei  bewegliche 
Winkel,  deren  Schenkel  durch  ihren  Durchschnittspunkt  die  Linie 
dritten  Gfrades  hervorbringen,  aber  (Figur  63),  während  der  eine 
Winkel  FCO  um  seinen  Scheitelpunkt  C  als  Pol  gedreht  wird,  be- 
schreibt der  Scheitelpunkt  N  des  anderen  Winkels  LNQ  eine  Gerade 
AE,  und  sein  einer  Schenkel  NQ  geht  dabei  fortwährend  durch  den 
festen  Punkt  S.  Bleibt  bei  diesen  Bewegungen  der  den  Schenkeln 
CF  und  SN  gemeinsame  Durehschnittspuukt  Q  auf  der  Geraden  SQ, 


so  beschreibt  der  Durehschnittspunkt  F  der  anderen  Schenkel  CO 
und  2fL  eine  Linie  dritten  Grades.  Zur  Beweisführung  wird  der 
feste  Punkt  S  mit  dem  Scheitelpunkte  C  des  nur  um  diesen  Scheitel 
drehbaren  Winkels  gi-adlinig  verbunden  und  werden  die  Durch - 
sehnittapunkte  Ä  und  B  dieser  Geraden  mit  den  der  Lage  nach  ge- 
gebenen AE  und  BQ  bemerkt.  Es  sei  SC^a,  BC^h,  SA  =  f. 
Ausserdem  werden  PM,  NH,  QK  senkrecht  zu  SA  gezogen  und 
PM^^^y^  CM  ^  X  genannt.     Ferner  werden  die  Winkel 

LPRC='QVC  =  FCO    und    LSTN=^SNP 
gemacht.     Auf  NT   wird    die   Senkrechte   Sg   errichtet,  welche   ver- 
längert die  NB  in  J  schneidet;  endlich  iat  Fe  \\  CS.     Was  die  vor 
kommenden  constanten  Winkel  betrifft,   so  sind  sie  durch  ihre  Tan- 
genten gegeben: 

f 


tgFCO^ 


tg(JJ7iC'=-  ,    tgy-;,'l.S'  = 


tg  SNL  -- 


')  Geometria  organiea  pag.  11 — 4; 

Caifior,  Gdohlohte  der  Mathemstik    III,  3 


*)  Kbenda  pag,  II — I."i, 
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Nun  werden  Dreieckäbnlichkeiten  nachgewiesen  und  aus  ihnen  Pro- 
portionen gebildet  ganz  in  der  Art,  wie  wir  bei  der  Beweisführung 
für  die  Erzeugung  des  Kegelschnittes  mittels  zweier  Winkel  berichtet 
haben.  Es  ist  eine  umständliche,  um  nicht  zu  sagen  lai^weilige 
ßechnerei,  welche  scbliesalicb  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 
Ay^  +  Sa;f  +  (Jxhj  +  i>ar'  -|-  Ei/^  +  Fxy  -f-  Ga:^  =  0 
führt.  Diese  Form  läsat  nicht  bloss  erkennen,  dass  mau  es  mit  einer 
Linie  dritten  Grades  zu  thun  hat,  sondern  auch,  daas  C  ein  Doppel- 
punkt der  Curve  ist.  Setzt  mau  nämlich  )/  =  0,  so  geht  die  Glei- 
chung in  {Dx -{-  G)x^^O  über,  welche  zwei  gleiche  Wurzeln  ic  =  0 
besitzt.  Die  weiteren  dem  zweiten  Abschnitte  angehörenden  Sätze 
berücksichtigen  zum  Theil  besondere  Fälle  der  erzeugten  Curve,  zum 
Theil  betreffen  sie  deren  Asymptoten,  die  Umwandlung  der  Curven- 
gleicbung  in  eine  der  Newtonseheu  Gleichungstbrmen  mittels  Coordi- 
uatenveränderung  u.  s.  w. 

Der  dritte  Abschnitt^)  gibt  seinen  Inhalt  durch  die  Ueberschrift 
dabin  zu  erkennen,  dass  er  der  Ei-zeugung  der  Linien  vierten  Grades 
und  doppelpunktloser  Linien  dritten  Grades  gewidmet  sei.  Die  beidoii 
gegebenen  Winkel  durchlaufen  hier  mit  ihren  Scheiteln  gerade  Linien, 
während  der  eine  Schenkel  eines  jeden  durch  einen  gegebenen  Funkt 
geht.  Schneiden  die  beiden  anderen  Schenkel  einander  auf  einer 
geraden  Linie,  so  bildet  der  Durchachnittspunkt  der  der  erwähnten 
Bedingung  unterworfenen  Schenkel  eine  Linie  vierten  Grades.  Die 
Gleichung  wird  wieder  nach  ähnlichen  Grundgedanken,  wie  wir  sie 
wiederholt  in  Wirksamkeit  treten  sahen,  abgeleitet.  Sind  die  beiden 
festen  Punkte  um  a  von  einander  entfernt,  wird  ihre  Verbindungs- 
gerade zur  Abseissenaxe,  einer  der  Punkte  selbst  zum  Uoordinaten- 
anfangspunkt  gewählt,  so  heisst  die  Gleichung^): 

Aa^  +  Sa^if  +  CxY  +  Dxf  +  -E/  +  -f«'  +  Crxhj  +  Sxi/ 

+  Jy^  +  Kx'  +  Lxy  +  Mf  =  0, 
und  setzt  man  y  =  0,  so  bleiben  nur  die  GKeder  Ax*  -]-  Fx^  -f"  ^^^  '^  '* 
übrig,  welche,  wenn  man  die  Conatanten  A,  F,  K  ausrechnet  und  eine 
neue  Constante  JV  einführt,  aich  in  die  Gestalt  Nx^[x  —  df  =  ^ 
bringen  lässt.  Die  Punkte  x  ^0,  x^==a,  d.  h.  die  beiden  festen 
Punkte,  sind  folglich  Doppelpunkte  der  Curve.  Fallen  die  beiden 
Winkelschenkel,  deren  Durch  Schnittspunkt  die  Curve  erzeugt,  zu 
gleicher  Zeit  auf  die  als  Abscissenaxe  gewählte  Gerade,  so  verlieren 
die  mehrgenannten  festen  Punkte  ihre  Eigenschaft  als  Doppelpunkte 
und  werden  einfache  Punkte  der  Curve,  deren  Gleichung  aber  auch 
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die  Glieder  vierten  Grades  einbüsat,  ao  dass  eine  Linie  dritten  Grades 
ohne  Doppelpunkt  entsteht^).  Aach  schon  früher  war  gelegentlich^) 
eine  Gurre  dieser  letzteren  Art  als  AusnahniefaU  erwähnt  worden. 
Eine  Linie  vierten  Grades  mit  dreifachem  Punkte  wird  ebenfalls  er- 
örtert^) und  zugleich  bemerkt,  es  gebe  auch  Linien  vierten  Grades 
mit  drei  Doppelpunkten.  Maclaurin  knüpft  daran  Untersuchungen*) 
ubei  die  Anzahl  und  Lage  vielfacher  Punkte,  welche  wir  uns 
lucht  enthalten  können  in  üeberaetzuug  wiederziigeben:  „Ich  habe 
gesagt,  P3ne  Linie  4.  Grades  könne  3  Doppelpunkte  besit^ien,  aber 
dieselben  können  nicht  auf  einer  (leradeu  liegen,  weil  diese  Gerade 
sonst  die  Linie  4.  Grades  in  6  Punkten  schnitte,  was  unmöglich  ist. 
Die  Anzahl  von  5  Doppelpunkten  kann  eine  Linie  4,  Grades  nicht 
besitzen,  denn  hätte  sie  deren  5,  so  Hesse  sich  ein  Kegelschnitt  durch 
diese  hiudurchlegen ,  und  der  Kegelschnitt  hatte  10  Durchschnitts- 
punkte mit  der  Linie  4.  Gradea,  während  nach  der  Natur  dieser 
Linien  nur  8  Durchschnittsponkte  möglich  sind.  Die  Linie  4.  Grades 
kann  sogar  nicht  mehr  als  3  Doppelpunkte  besitzen.  Wären  deren 
4  vorhanden,  so  würde  ein  durch  sie  hindurchgelegter  Kegelschnitt 
in  S  Punkten  geschnitten  werden,  weil  jeder  Doppelpunkt  als  zwei 
f-mfache  Punkte  gilt.  Aber  ein  Kegelschnitt  kann  durch  5  Punkte 
hindurchgelegt  werden.  Man  wähle  also  noch  einen  beliebigen  ein- 
fachen Punkt  der  Linie  4.  Grades,  dann  könnte  ein  Kegelschnitt  durch 
die  4  Doppelpunkte  und  den  .5.  einfachen  Punkt  hindurchgehen,  und 
der  Kegelachnitt  hätte  unter  dieser  Voraussetzung  9  Punkte  mit  der 
Linie  4.  Gradea  gemeinschaftlich,  was  unmöglich  int.  Folglieh  kann 
eine  Linie  4.  Grades 
keine  4  Doppelpunkte 


Der     vierte    Ab  - 
schnitt*)   geht    in  all- 
gemeinerer   Weise    zu 
Linien   höherer   Grade 
über,    welche    mittels 
gegebener  Geraden  und 
gegebener  Winkel    er- 
zeugt werden.    Der  Hauptsatz  ist  der^),  dass,  wenn  (Figur  04)  «  Ge- 
rade BN,  ER,  FT  ...  eineraeita  und  m  Gerade  J)M,  GL,  HK  . . . 
'andererseits  gegeben    sind,  wenn  ferner   die   der  Grösse  nach   unver- 
änderlichen Winkel    ÜNJt,   NJUT,  RTQ  ...,    sowie   SML,  MLK, 

')  Geometria  organica  pag.  i'J.        *)  Rbenda  pag,  30.       *)  Ebenda  pag.  tiS>. 
')  Ebenda  pag.  CO.  =)  Ebi^nda  pag.  61—78.  ")  Kbenda  piig,  72. 


y  Google 


442  99-  Kapitel. 

LKQ  . .  .  mit  ihren  Scheitelpunkten  die  genannten  Geraden  durch- 
laufen, wenn  endlich  Q  auf  der  Geraden  QA  verbleibt,  der  Schnitt- 
punkt P  der  CN  und  SM  eine  Linie  vom  Grade  n  -\-  m -\~  2  be- 
schreibt. 

Diese  vier  Abschnitte  bilden  gemeinschaftlich  den  ersten  Theil 
der  Geometria  organiea,  in  welchem  seiner  allgemeinen  Ueberschrift ') 
zufolge  Linien  jeden  Grades  unter  ausschliesslicher  Benutzung  von 
Winkeln  und  Geraden  beschrieben  werden  sollten.  Im  zweiten  Theile^) 
sollen  irgend  Linien  niedrigeren  Grades  bei  der  Erzeugung  von  solchen 
höheren  Grades  in  Anwendung  kommen. 

Sein  erster  Abschnitt^)  behandelt  Newtons  Erzeugung  einer  Linie 
dritten  Grades  mit  Doppelpunkt  als  Ort  des  Durchschnittes  von  Schen- 
keln zweier  um  ihre  Scheitelpunkte  sich  drehenden  Winkel,  während 
das  andere  Schenkelpaar  sich  auf  einem  Kegelschnitte  trifft.  Seien  S 
und  ('  die  Scheitelpunkte  der  sich  drehenden  Winkel  HSK,  FCO. 
Die  Schenkel  CF  und  SK  schneiden  sieh  in  Q,  und  der  Ort  von  Q 
ist  ein  durch  S  hindurchgehender  Kegelschnitt,  den  man  uns  gestatten 
möge  S'^  zu  nennen,  um  das  Nachfolgende  leichter  auasprechen  zu 
können.  Um  den  Ort  von  P,  dem  Durchachnittspunkte  der  Schenkel 
('0  und  SM,  zu  bestimmen,  untersucht  Maclaurin,  wie  oft  eine  durch 
P  hindurchgehende  Gerade  DE  diesen  Ort  sehneiden  kann?  Würde 
P  eine  Gerade  DU  stetig  durchlaufen,  und  man  unter  dieser  Voraus- 
setzung nach  dem  Orte  von  Q  fragen,  so  wäre  derselbe,  wie  im  ei-sten 
Satze  des  ersten  Abschnittes  ersten  Theiles  der  Geometria  organiea 
(S.  436)  bewiesen  ist,  ein  durch  S  hindurchgehender  Kegelschnitt,  der 
fij  heissen  mag.  Nun  sehneiden  einander  Sü^  und  Sfa  als  Kegelschnitte 
in  4  Punkten,  also  ausser  in  jS'  etwa  noch  in  31,  N,  T.  Gelangt 
folglich  Q  bei  der  wirklieh  von  diesem  Punkte  durchlaufenen  Bahn  Sj 
nach  M,  N,  T,  dann  und  nur  dann  bekommt  P  eine  Lage,  welche 
der  Geraden  DE  angehört.  Das  besagt  uns  aber,  dass  DE  den  Ort 
von  P  in  3  Punkten  und  niemals  in  mehr  als  3  Punkten  schneidet. 
Der  gesuchte  Ort  muss  also  vom  dritten  Grade  sein. 

Der  zweite  Abschnitt*)  ist  eine  Erweiterung  des  zweiten  Ab 
Schnittes  des  ersten  Theiles.  Dort  (S.  439-^40)  wurde  ein  Winkel  um 
seinen  Scheitelpunkt  gedreht,  ein  anderer  verschob  sich  mit  seinem 
Scheitelpunkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  und  sein  einer  Schenkel 
ging  dabei  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  und  traf  den  einen 
Schenkel  des  gedrehten  Winkels  auf  einem  vorgeschriebenen  Raum- 
gebilde.    Das  Alles  bleibt  genau  ebenso,  nur  wird,  was  wir  eben  ein 
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vorgeschriebenes  Raumgebilde  nannten,  und  was  im  ersten  Theile  eine 
Gerade  war,  jetzt  eine  Linie  «ten  Gfrades.  Sie  m^  C„  heissen,  wenn 
auch  Maelaurin  diese  Bezeichnung  nicht  kennt.  Der  geometrische  Ort 
des  Dtirehschnittspunktes  P  der  anderen  Winkelschenkel  ist  dann  vom 
Grade  3w.  Das  traf  ja  auch  in  dem  Sonderfalle  des  ersten  Theils 
zu,  wo  M  =  1  war  und  P  eine  Linie  3.  Grades  beschrieb.  Der  Beweis 
ist  dem  vorher  aus  dem  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Theiles  berich- 
teten dvirchaus  ähnlich.  Würde  P  eine  Gerade  DE  stetig  durch- 
laufen, so  müsste  Q  eine  Linie  3,  Grades  f?.,  beschreiben.  Cg  und  0„ 
schneiden  einander  in  3m  Punkten  .M^,  M^,  .  . .  M^^.  Sowie  also  Q 
bei  dem  Durchlaufen  von  Cn  zu  den  Punkten  31^,  M^,  ...  Ms„  ge- 
laugt, und  nur  dann,  liegt  P  auf  der  DE,  welche  folglich  den  Ort 
von  P  in  3«  Punkten  schneidet,  d.  h.  dieser  Ort  ist  eine  Linie  ")«ten 
Grades.  Verfolgt  der  Scheitel  des  sich  verschiebenden  Winkels  auch 
keine  Gerade,  sondern  eine  Linie  mten  Grades^),  so  steigt  die  Glei- 
chung des  Ortes  von  P  auf  die  Smwte  Potenz.  Auch  die  Entstehung 
der  Linie  4.  Grades,  wenn  die  Scheitel  der  beiden  erzeugenden  Winkel 
und  ebenso  der  Durchschnitt  eines  Schenkelpaares  je  eine  Gerade 
beschreiben,  die  (S.  440)  im  dritten  Abschnitte  des  ersten  Theils 
gelehrt  worden  war,  findet  Verailgemeinerung^).  Sobald  Linien  vom 
Grade  m,n,r  an  die  Stelle  der  drei  genannten  Geraden  treten,  wird 
die  durch  den  Durch  Schnittspunkt  des  zweiten  Sehen  kelpaares  erzeugte 
Linie  vom  Grade  Amnr.  Die  Beweisführung  dieser  und  noch  einiger 
ähnlicher  Sätze  beruht  stets  auf  der  gleichen  Grundlage.  Maelaurin 
fragt  regelmässig  nach  dem  Orte  von  Q,  wenn  P  eine  Gerade  be- 
schriebe. Jener  Ort  sei  eine  Cj,,  so  gibt  g  vervielfacht  mit  m,  mit  n, 
mit  r  u.  s.  w.  die  Anzahl  der  Punkte  anf  der  von  Q  thatsächlich 
durchlaufenen  Curve,  bei  deren  Erreichen  durch  Q  der  Punkt  P  auf 
der  Geraden  sieh  befindet,  und  die  Anzahl  gmnr  . . .  dieser  Durch- 
schnittspunkte bestimmt  den  Grad  der  von  P  erzeugten  Curve. 

Der  dritte  Abschnitt^)  von  den  unendlichen  Reihen  von  Curven, 
welche  aus  einer  gegebenen  Curve  mit  Hilfe  von  Berühmngslinien 
abgeleitet  werden,  behandelt  die  Fusapunkt curven,  steht  also  zur 
ersten  Abhandlung  Maclaurins  von  1718  (S.  436)  in  ähnlicher  Be- 
ziehung, wie  die  vorhergehenden  Abschnitte  der  Qeometria  organica 
zu  seiner  zweiten  Abhandlung  von  1719. 

Der  vierte  Abschnitt*)  hat  es  mit  Curven  zu  thun,  deren  Ent- 
stehung anf  Anziehimgskräfte  zurückzuführen  ist,  welche  reciprok  zu 
L  Potenzen  der  Entfernung  wirken. 
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Der  fünfte  Abscluiitt')  endlich  von  der  Beschreibung  geometri- 
scher Linien,  von  welchen  eine  Anzahl  ¥on  Punkten  gegeben  ist,  be- 
■  gründet  zuerst  mittels  eines  Eliminationsverfahrens  den  Satz,  daas 
Ciirven  vom  Grade  n  und  vom  Grade  2  (beziehungsweise  3)  einander 
höchstens  in  2n  (beziehungsweise  3«)  Punkten  schneiden.  Sind  die 
Curven  vom  Grade  m  und  vom  Grade  w,  so  scheint,  sagt  Maclaurin, 
mn  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  zu  sein,  aber^)  einen  allgemeinen 
Beweis  dafür  habe  er  vergeblich  gesucht,  weil  es  schwierig  sei,  bei 
hoch  ansteigenden  Gleichungen  die  Divisoren  zu  finden.  Aus  dem  als 
wahr  angenommenen  Satze  werden  alsdann  wichtige  Folgerungen  ge- 
zogen^). Eine  Curven  gleich  «ng  nten  Grades  enthält  ~—~--  Coeffi- 
cieuten  (S.  430),  welche  durch  Angabe  von  ebensovielen  Punkten, 
durch  welche  die  Curve  hindurchgehen  soll,  berechnet  werden  können, 
und  folglich  machen  diese  --^^^—^  Punkte  die  Curve  zu  einer  ganz 
bestimmten.  Andererseits  schneiden  sich  zwei  Curven  wten  Grades  in 
M^  Punkten,  folglich  bestimmen  n^  Punkte  die  Ciirve  nicht,  da  zwei 
Curven  gleichen  Grades  jene  n^  Punkte  enthalten.  Wird  n  ==  3  an- 
genommen, so  ist  J'  "^  ö  ^^^^  ^^  =  ^!  also  bestimmen  neun 
Punkte  eine  Curve  3.  Grades  und  bestimmen  sie  auch  nicht. 
Maclaurin  beruhigt  sich  bei  dem  Ausspruche  dieser  Schwierigkeit, 
ohne  eine  Lösung  derselben  auch  nur  zu  versuchen.  Eine  andere 
Folgerang  gilt  der  Anzahl  möglicher  Doppelpunkte.  Die  Glei- 
chung n  —  2ten  Grades  enthält  >-"—- ^i^-XJ  =.      -—    w+ ^  ^ —  ^ 

Coeffieienten,  und  daraus  ergibt  sich,  dass  die  Curve  «ten  Grades  nicht 
mehr  als  —  ■   ■    -  ■  ■  Doppelpunkte  besitzen  kann.   Besäase  sie  nämlich 

'  -  +  l  Doppelpunkte,  so  könnte  man  durch  sie  und  noch 
u  —  3  einfache  Punkte  eine  Curve  (n  —  2)ten  Grades  hindurchlegen 
und  diese  hätte  mit  der  Curve  Mten  Grades 


;\-:in  +  - 


+  1    +n_.S  =  M^  — 2rt+  1 


Punkte  gemeinsam,  während  doch  nur  n{n  —  2)  =  n^  —  2n  gemein- 
same Punkte  möglich  sind.  Daran  knüpfen  sich  noch  einige  weitere 
Bemerkungen  über  Punkte  von  noch  höherer  Vielfachheit  als  Doppel- 
punkte. 
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Wir  hoifen  in  diesem  Berichte  über  die  Geometria  organica  nicht 
All  zubedeutend  es  weggelassen  zu  haben,  wenn  auch  selbstverständlich 
Körzungen  unerläsalieh  waren.  Man  wird  das  von  uns  (S.  436)  zum 
voraus  ausgesprochene  Urtheii,  dass  Maclaurin  sich  mit  diesem  Werke 
in  die  Reihe  der  allerersten  Geometer  stellte,  wohl  nicht  ungerecht 
finden.  Maclaurin  musste  von  da  ab  Grosses  leisten,  wenn  seine 
späteren  Schriften  den  ersten  Veröffentlichungen  ebenbürtig  bleiben 
sollten,  und  er  hat  es  gethan.  Wir  dürfen  diesen  Wechsel  auf  seine 
Zukunft  hin  schon  ausstellen,  wenn  wir  ihn  auch  im  nächsten  Ab- 
schnitte erst  einlösen  können. 

Wir  haben  in  diesem  Kapitel  nur  noch  Weniges  hinzuzufügen. 
Guido  Grandi  \ eroftentlichte  1723  in  den  P.  T.  einen  Aufsatz,  von 
welchem  am  Anfange  des  114  Kapitels  die  Rede  sein  wird.  Von 
einem  anderen  Schnitbteller  handeln  wir  jetzt  schon.  Henri  Pitot^) 
{1695—1771),  im  südhchen  Frankreich  geboren  und  in  seinen  späteren 
Lebensjahren  seit  1740  ebendort  mit  grossem  Erfolge  als  Wasser- 
baumeiater  th'ätig,  verbrachte  einen  Theil  seines  Mannesalters  in  Paris, 
wo  er  mit  wissenschaftlichen  Untersuchungen  sieh  beschäftigte.  Er 
gehörte  seit  1724  der  Academie  des  Sciences  au.  Seine  wichtigsten 
Arbeiten  gehören  der  Hydraulik  an,  einige  auch  der  Geometrie.  Mit 
einer  von  letzteren  haben  wir  es  zu  thun,  welche  der  Academie  des 
Sciences  am  12.  Juli  1724  vorlag.  Ein  Nachtrag  folgte  am  17.  Fe- 
bruar 1725.  Beide  Beiträge  vereinigt  sind  in  dem  Bande  der  Aca^ 
demieverötfentlichungen  abgedruckt,  der  für  die  Arbeiten  von  1724 
bestimmt  bezeichnet  ist,  aber  erst  1726  erschien^.  Es  handelt  sich 
um  Robervals  Compagne  de  la  cyddide  (Bd.  11,  S.  878)  und  deren 
von  Pitot  in  mehrfacher  Weise  abgeleiteten  Quadratur.  Die  eine 
Ableitung  lässt  die  Sinuslinie,  denn  eine  solche  ist  bekanntlich  jene 
Gefährtin  der  Cjeloide,  als 
Abwicklung  der  Ellipse 
entstehen,  welche  auf  einem 
gradenKreiscylinder  durch 
eine  schneidende  Ebene  ge- 
bildet wird,  die  gegen  die 
Grundfläche  unter  einem 
Winkel  von  45"  geneigt 
ist    und    diese   in   einem  ' '"  ""' 

Durchmesser   schneidet   (Fig.  65),     In    der  Nachschrift   zeigte    Pitot, 
ilasa  ebendieselbe  Gefährtin  der  Cycloide  auch  durch  Projeetion  von 


')  f'oggendorff  11,  459.  —  Chasles,  Aj>erf%i  hist.  139  (deutöcb  136). 
•)  Histoire  de  VAcademie  des  Seienees.    Annöe  1724,  pag.  107—113. 
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auf  dem  gleichen  Cylinder  gezeichneten  Sc!i  rauben  Windungen  auf  eine 
mit  der  Äxe  des  Cyiiiiders  parallelen  Ebene  entstehe.  Bei  dieser 
Gelegenheit  bediente  er  sich  eines  Ausdruckes,  um  dessenwillen  wir 
eigentlich  den  ganzen  Aufsatz  erwähnt  haben.  Die  Alten,  sagt  Pitot, 
haben  diese  Curve  Spirale  oder  Schueckenlinie  genannt,  weil  ihre 
Gestaltung  auf  dem  Cylinder  eine  Äehnlichkeit  mit  der  gemeinen 
Spirale  in  der  Ebene  erkennen  lässt,  aber  sie  ist  sehr  verschieden 
von  der  gemeinen  Spirale,  indem  sie  eine  Curve  doppelter  Krüm- 
mung ist^),  oder  eine  Linie,  welche  man  sich  auf  der  krummen 
Oberfläche  eines  Körpers  gezeichnet  denkt.  Vielleicht  werden  diese 
Arten  von  Curven  doppelter  Krümmung  oder  auf  Oberflächen  befindlich 
eines  Tages  den  Gegenstand  von  Untersuchungen  der  Geometer  bilden. 
Das  ist  das  erste  gedruckte  Vorkommen  des  Ausdruckes  Curven 
doppelter  Krümmung,  welches  nachgewiesen  ist,  und  wenn  auf  der 
einen  Seite  die  weder  begründende  noch  besonders  betonende  Art, 
in  welcher  Pitot  sich  seiner  bedient,  an  ein  Bekanntsein  glauben 
machen  könnte,  so  ist  aiif  der  anderen  Seite  die  ahnungsvolle  Schluss 
äusserung  dazu  angethan,  in  Pitot  den  vermuthen  zu  lassen,  der  zu- 
erst über  Curven  auf  krummen  Oberflächen  als  solche  nachdachte 
und  ihnen  vielleicht  insofern  doppelte  Krümmung  zusprach,  als  sie 
erstens  Curven  sind  und  zweitens  an  der  Krümmung  der  Oberfläche 
theilnehmeu;  so  glauben  wir  wenigstens  die  oben  wiedergegebenen 
Worte  Pitots  verstehen  zu  müssen. 


im.  Kapitel. 

Differentialgleieliangeii. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  mancherlei  geometrische  Auf- 
gaben an  unseren  Blicken  vorübergeben  lassen,  solche,  deren  Auf- 
lösung streng  genommen  auch  vor  Erfindung  der  Infinitesimalrechimng 
möglich  gewesen  wäre,  sowie  solche,  die  erst  nach  dieser  Erweiterung 
des  mathematischen  Gebietes  eine  Inangriffnahme  gestatteten.  Aber 
unter  letzteren  haben  wir  eine  eigene  Gattung  von  Untersuchungen 
bisher  ausgeschlossen:  solche,  welche  zunächst  auf  eine  Differential- 
gleichung fähren,  deren  Integration  alsdann  eine  neue  Aufgabe  für 
sich  darstellt.  Indem  wir  diesen  Untersuchungen  uns  zuwenden,  lösen 
wir  zugleich  eine  (8.  241)  gegebene  Zusage  ein,  auf  das  isoperi- 
metrische   Problem    zurückzukommen,    dessen    Geschichte    mit    dem 


')   Histoire  de  VAcadimie    des  Sciences.     Anntie  1734  piig.  ll.S: 
ioui-bes  d,  double  cowbure. 
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Jahre  1699  keineswegs  abgeschlossen  war  und  daher  im  XVI.  Ab- 
schnitte nicht  zu  Ende  erzählt  werden  konnte. 

Wir  erinnern  daran,  dase  Jakob  Bernoulli  den  Mathematikern 
die  isoperimetrische  Aufgabe  gestellt  hatte,  dass  inabesondere  Johann 
Bernoulli  zur  Lösung  der  Aufgabe  aufgefordert  war,  dass  dieser 
der  Aufforderung  so  weit  entsprach,   als  er  die  Differentialgleichung 

dv^^^^  —,—,  veröffentlichte.     Er  bemerkte  dazu,  er  fasse  dt,  oder 
dt*  ~-  dy*  '  ' 

das  Curvenelement,  als  constant  auf^),  er  hätte  also  eigentlich  achreiben 
müssen  ,— =  ;,; —  .  ,;  doch  legte  man  damals  auf  solche  formale 
Richtigkeit  kein  sehr  grosses  Gewicht.  Jene  Differentialgleichung, 
sagte  Johann  Bernoulli  also,  ohne  seine  Behauptung  genauer  zu  be- 
gründen, gehöre  der  gesuchten  Curve  an.  Wir  erinnern  weiter  daran, 
dass  Leibniz  den  Streit  der  Brüder  entscheiden  sollte,  nachdem  er 
erst  von  der  Lösung  Jakobs,  dann  von  der  Johanns,  die  selbstver- 
si^indljch  mit  Beweisen  zu  versehen  seien,  genaue  Kenntniss  genommen 
haben  würde. 

Jakob  Bernoulli  veröffentlichte  zuerst  in  Basel  im  Jahre  1700 
eine  kleine  Schrift  Jacobi  BernouUii  ad  frafrem  suum  Johamnem  Ber- 
noulli epistola  cum  atmexa  solutione  propria  proUrnnatis  tsop^metrici, 
von  welcher  ein  Theil,  im  Wesentlichen  eine  Anzahl  von  Beispielen, 
in  den  A.  E.  vom  Juni  1700  abgedruckt  vrarde^).  Der  in  den  A.  E. 
fehlende,  auch  später  in  die  Gesammtausgabe  von  Jakob  Bernoullis 
Schriften  nicht  übergegangene  Theil  des  Briefes  von  1700  ist  1792 
durch  Charles  Bossut  in  der  von  dem  Abbe  Rozier  geleiteten 
Zeitschrift:  Ohservfitions  sur  la  phifsique,  sur  l'kistoire  naturelle  et  sur 
ks  fi/rts  T.  XLI  pag.  161—173  erneut  zum  Abdruck  gebracht  worden. 
Dann  folgte  in  den  A.  E.  vom  Mai  1701  die  Andlysis  magni  prohle- 
maiis  isoperimetrwi^).  Diese  Analyse  des  isoperimetrischen  Problems 
war  allerdings  schon  im  März  1701  bei  Gelegenheit  der  Disputation 
von  Johann  Jakob  Bisehof*)  als  Sonderschrift  erschienen.  Sie 
war  gewidmet  dem  unvergleichlichen  Viergespanne  von  Männern: 
De  L'Hospital,  Leibniz,  Newton,  Fatio  de  Duillier,  den  Fürsten  unter 
den  Mathematikern,  eine  Zusammenstellung  von  Namen,  welche  uns 
heute  geradezu  unmöglich  erscheint,  welche  aber  im  Jahre  1701  bei 
Niemand  Verwunderung  erregen  konnte.  Die  Abhandlung  beginnt 
mit  ganz  allgemeinen  Betrachtungen,  welche  dahin  gerichtet  sind,  die 
Ordnung  der  Differentialgleichungen,  zu  welchen  man  gelangen  müsse, 

')  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  219:  en  prenant  dt  ou  l'gUmenl  de  la  eourbe 
pour  constant.         *)  Jac,  Bernoulli  Opera  II,  874— 88T.  ')  Ebenda  II,  896 

ois  920.        4)  EpiBcopiua  heiset  der  lateinische  Name. 
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zu  ermitteln.  Die  Ziehung  oiner  Tangente  beJiirfe  eines  Bogen- 
elementes,  also  2  eonaecutiver  Punkte,  beziehungsweise  1.  Differentiale 
von  Abscisae  und  Ordinate.  Die  Auffindung  des  Krümmungskreises 
bedürfe  des  von  zwei  Eogenelementen  gebildeten  Winkels,  also  3  con- 
secutiver  Punkte,  beziehungsweise  2.  Differentiale  von  Abscisse  und 
Ordinate.  Damit  von  Isoperimetrie  die  Rede  sein  könne,  müsse  ein 
drittes  Bogenelement  ia  das  Bereich  der  Untersuchung  gezogen  werden, 
die  alsdann  auf  4  conseeutive  Punkte  sich  beziehend  die  'ä.  Differen- 
tiale von  Abscisse  und  Ordinate  einsehliessen  werde.  Das  ist  der 
eine  Grundgedanke,  während  als  zweiter  der  Satz  erscheint,  von 
welchem  -Jakob  Bemoulli  auch  1697  in  seiner  Abhandlung  über  die 
Braehistoehrone  schon  Gebrauch  gemacht  hatte  (S.  235),  da^  eine 
Curve,  welche  als  Ganzes  ein  Maximum  oder  Minimum  daretelle,  auch 
in  ihren  noch  so  kleinen  Theilen  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen 
müsse.  Wir  wollen  nunmehr  über  die  entwickelten  Lehrsätze  ihrer 
Reihenfolge  nach  berichten^),  wobei  wir  uns  die  einzige  wesentliche 
Abweichung  gestatten,  dass  wir  das  DifFerentialzeiehen  mit  Zahlen- 
index versehen  statt  der  Wiederholung 
des  rfj  also  nicht  ädx,  dddx,  sondern 
d^x,  d^x  sehreiben. 

Der  I.  Satz  lautet,   dass,  wenn  x' 
(oder  kürzer  bezeichnet  x),  x",  x'",  x"" 
vier   auf   einander   folgende  Ordinaten, 
V    (oder  y)    y  ,  y    ,  y""    die    entspre- 
chenden   Abscissen,    z'    (oder    z),    z", 
2   ,  die    zwischen   dei   x   und   den   an- 
deren genannten  Ordinaten  abgegrenzten 
Curvensfcuckchen  bezeichnen,  diese  Grossen,  je  nachdem  fortwährendes 
Anwachsen   oder   fortwahi endes  Abnehmen    voraui^gesetzt    wird,    den 
Gleichungen  gehorchen  müssen 

X     =j:    4-(?r    =r-\-^di  +Zd'j  ±_d^x, 
ebenso 

y"  =  y  ii  (iy,  y'" = ;/  +  ^rf?/  +  rfV>  y"" 

ebenso  „ 


Zdy-i-^d'^ij  +  d^y, 

dz,    s'"  =  ?  +  2d3  +  d^z. 
Der  II.  Satz  behauptet  (Figur  66)  die  Proportion 
df:  —  dfj  =  {rst  —  ^sw)  ;  (^sm  ■ — ptu). 


')  Vergleiche  ausser  der  Original abhandlung  selbst  auch  F.  Gi 
GeBchichte  der  Variatdonarechnung.  Erster  (einziger)  Theil.  Programi 
Gymnasiums  zu  Toi^au  für  Ostern  1857.    S.  8—10. 
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Die  Bedeutung  der  vorkommenden  Bachstaben  ist  folgende:  p  =  FX, 
tl^GY,r=ÜZ,s=BF,  i^  FG,u  =  GC,  f=KF=HB  +  p, 
<l  =  LG  =  KF  +  j  =  HB  +  p  +  2 .  Fernere  Abkürzungen  sind 
/'  =  HB,  l  =  BX,  m  =  FY,  n  =  GZ.  Betrachtet  man  nun  h,  <\.  h. 
HB  als  constant,  so  aeigt  sich 

df=  dp,    dff  =  dp  -\-  dq. 
Nun   mögen  die  Punkte  B  und  C  festgehalten   sein.     Die  Punkte  F 
und  G   werden  als   auf  KF  und  LG  verschiebbar  gedacht,  während 
die  Bogeulänge  zwischen  B  und  C,  also 

BF-{'FG+GC=s-{-t-\^  u, 
unverändert  bleiben  soll.  In  den  rechtwinkligen  Dreieckchen  BXF, 
FYG,  GZC  ist  l^-\-p^  =  s\  m^  +  if  =  t\  n^ -\^  r"  =  u\  Zugleich 
ist,  da  F  und  G  ihre  Lage  nur  in  der  Weise  veränderten,  dass  die 
Entfernungen  ihrer  Ordinaten  unter  einander  und  von  denen  der  fest- 
gehaltenen B  und  C  die  gleichen  blieben,  durch  diese  Bedingungen 
festgestellt,  dass  neben  s  '\-  t  -{-  u  auch  l  -\-  m  -{-  n  und  p  +  g  +  f 
coustante  Summen  aind^).  Durch  Differentiation  der  aus  rechtwink- 
ligen Dreiecken  gefolgerten  Gleichungen  und  der  constanten  Summen, 
unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  l,  m,  n  auch  einzeln 
Cüustant  sind,  erhält  man: 

1.  p  ■  dp  ==  s  ■  ds , 

2.  q-  dq^  t  ■  dt, 

3.  r  ■  dr  =  u  ■  du, 

4.  dp  +  dq  +  dr  =  0, 

5.  ds  -\-  dt  -\-  du^  0 . 

Aus  4.  und  5.  werden  dr  und  du  entnommen  und  in  3.  eingesetzt. 
Man  erhäJt  so  dt  =  '^~ — — —■-- — '^——— — ^ ,   welches  in  2.  eingesetzt 

ds  = ■  ■  ■  ■ liefert.     Diesen  Werth  führt  mau  wieder  in 

1-  ein,  so  entsteht  {ptu  —  rst)dp  =  (rst  —  qsu)dq  oder 

rfp  :  dj  =  (rst  —  qsu) :  {ptu  —  rsf), 
beziehungsweise  dp  :  [dp  -\-  dq)  =  {rst  —  qsu)  :  {ptu  —  qsu).     Oben 
war  aber  dp  =  df,  dp  -\-  dq  ='  dg,  und  somit  verwandelt   sich   die 
gefundene  Proportion  in  die  vorher  aufgestellte. 

Ein  III.  Satz  macht  die  Annahme,  die  Bewegung  von  F  und  G 
finde  auf  Meinen  Kreisbögen  statt,  deren  Mittelpunkte  B  und  C  sind. 

')  Jac,  Bernoulli  schreibt  geradezu  ü  +  fH  +  ji^^oonst.,  j)-|-3-i-)'  =  coiiat., 
s  -f  ( -j-  M  =  cünat. 
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Bei  dieser  Annahme  nehmen  die  Ordinaten  FK,  GL  an  der  Bewegung 
Theil,  d,  h.  l,  m,  n  sind  einzeln  veränderlich,  während  s,  t,  u  constant 
eraeheinen.  Differentiation  derselben  Gleichungen  wie  oben  führt  hier 
zu  den  fünf  Differentialgleichungen: 

1.  ldl-i-pdp  =  0, 

2.  mdm  -f-  qdq  =  0, 

3.  ndn  -\-  rdr  =  0, 

4.  dl  +  dm  +  rf«  =  0, 

5.  dp  -}-  dq  -\-  dr  =  0 . 

Hier  werden  dn  und  dr  ans  4.  und  5.  in  3.,  dm  aus  dem  veränderten 
3.  in  2.,  dl  aus  dem  veränderten  2.  in  1.  eingeführt.  Dann  wird 
wieder  dp  =  df,  dp  -\-  dq  =  dg  gesetzt.  Das  Ergebnis«  dieser  Rech- 
nung ist:  df:  —  dg  =  (Imr  —  Inq) :  {Inq  —  mnp). 

Der  IV.  und  V.  Satz  sind  nur  andere  Schreibarten  des  IL  und  III. 
Die   aufeinander    folgenden    Ordinaten,    Äbscissen    und    CurvenstÖcke 
sollen  nämlich  if7J  =  a:,  KF=x",  LG  =  x",  AH^y,  AK^y", 
AL^y",  AB  =  s,  AF=z",  AG  =  s'"  heissen.     Alsdann  isf 
BX=l=^y-'—y  =  dy,  FY  =  m  =  i/"~  y"  =  dy"  =  dy -\-  ähf, 

GZ  =  H  =  AI—  )/'"=  dy"-  =dy  +  2dhj  +  d^y 
und  entsprechend 

p^=dx,   q^dx-\'d^x,   r '=  dx -\-2d^x -\- d^x, 
sowie 

s  =  dz,    t^=  dz  -\-  d^z,   u  =  dz  -\-  2d^;s  -|-  d^z. 

Es  kommt  auf  die  Berechnung  der  Werthe  rst — qsti  und  qsu — pla 
einerseits,  auf  die  der  Werthe  Imr  —  Inq  und  Inq  — mnp  anderer- 
seits an.     Zunächst  würde  erscheinen; 

rst  —  qsu  =  dz{dzd^x  —  dxd^z)  -\-  d^idziPx  —  dxd^^i) 

-\-  dg{d^zd^x  —  d^xd^z] 
und 

qsu  —ptu  =  dz(dzd^x  —  dxd^s)  +  2d^!s(dzd^x  —  dxd^z) 

-j-d^3(dzd^x  —  dxd'z). 
Die  Glieder   6.  Ordnung  werden   gegen  die  4,  und  5.  Ordnung  weg- 
gelassen.    Dann  heissfc  es  nur  noch 

rst  —  qsu  =  dg{(dsd''x  —  dxd^z)  +  (dstPx  —  äxd^^s)] 
und 

qsu  —  ptu  =  dz(dsd^x  —  dxd^z)  -\-  2d^s(dzd''x  — -  dxd^s)- 

Es  erscheint  wünschenswerth  d^z  und  rf's  wegzuschaffen.  Das  ge- 
schieht   mittels   dz^  =  dx^  -f  dy^   unter   Berücksichtigung    des   Um- 
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Standes,  dass  die  Wahl  von  H.K=  KL  =  LI,  welche  vorherging, 
dy  zu  einer  Coustanten  gemacht  hat.  Dann  liefert  die  wiederholte 
Differentiation  jener  Gleichung 

dsd^g  =  dxd^x    und    dzd^s  +  dV*  =  dx^x  +  li^x^ 
Durch    Benutzung    dieser    (jleiehungen    sowie    von    dz^  —  dx}  =  dp^ 
erhält  mau 

rst  —  qsti  =  dy^d^x  -\-  dy^^x •*  , 

und 

gsu  —  ptu  =  (iy'drx  -\-  •  — ~-^ 

Jetzt  rufen  wir  die  Proportion  des  II.  Satzes   ins  Gedachtniss  zurück 
und  unterwerfen  sie  folgender  Umformung: 
df:  —  äg  =  (rst  —  qsu)  :  (qsu  ^ ptu) 

=  ^'  ('''*  -  3««)  =  %  (2^«  -  P^«) 

=  (dz^d^x  -\-  dz^d^x  —  dxd^x^  :  {ds^d^x  +  2dxd^x^). 

Das  aber  ist  der  IV.  Satz.  Der  aus  dem  IIL  Satze  entstehende  V.  Satz, 
dessen  Ableitung  wir  übergehen  dürfen,  da  sie  der  eben  geführten 
Rechnung  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  jetzt  bei  der  wieder- 
holten. Differentitaion  von  dx^  +  '^D^  =  ^^^  *^s  Bogenelement  dz  als 
constant  gilt,  durchaus  nachzubilden  ist,  kleidet  sich  in  die  Proportion 

df:  —  dg  =  {dy^d^x  +  dy^d^x  +  dxä'x^)  :  (dy^d^x  —  2dx^x^). 

Ein  VI.  allgemeiner  Satz  folgt.  Seien  zwei  Grössen  f  und  g 
gedacht,  dei'en  aweite  g  die  erste  f  um'  unendlich  wenig  übertriift; 
sei  ausserdem  F  genau  so  aus  f  gebildet  wie  G  aus  p"-),  sei  femer 
adF  =  hdf,  adG  =  idg,  so  wird  behauptet  i^=h-j~dh.  Jakob 
BemouUi  führt  den  Beweis  an  einem  besonders  gewählten  Beispiele 
F^Y^^p,  a=y'^+g^.     Mithin  ist 

Die  Annahmen  adF  =^  hdf,  adG  =  idg  liefern 

Denkt  man  sieh  eine  Curve,  deren  Abseisse  f  einer  Ordinate  h  ent- 
spricht, so  wird  der  von  f  unendlich  wenig  verschiedenen  Abscisse  y 
die  Ordinate  i  entsprechen,  und  diese  kann,  weil  sie  der  Ordinate  h 


wsumque  aline  dune  per  hat  similiter  expreHmu;  vel  datae  F  et  G . 
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unendlicli  nahe  liegfc^),  von  ihr  nur  unendlich  wenig  veraehieden  sein. 
Man  würde  heute  sagen:  wenn  die  Gleichung  y  ^^^  if{x)  die  einer 
Curve  istj  auf  welcher  zwei  nächstliegende  Punkte  Jfj  und  M^  heissen, 
so  ist  die  Richtung  der  Berührungslinien  M^T^  und  M^T^  nur  unend- 
lich wenig  verschieden,  ein  Ausspruch,  der  allerdings  den  stetigen 
Verlauf  der  Curve  an  der  fraglichen  Stelle  voraussetzt. 

Der  VII.  Satz  ist  der,  den  wir  (S.  44S)  in  Erinnerung  gebracht 
haben,  dass  eine  Curve,  welche  als  Ganzes  ein  Maximum  oder  Minimum 
darstelle,  auch  in  ihren  noch  so  kleinen  Theilen  die  gleiche  Eigen- 
achaft  besitzen  müsse. 

An  diese  Einleitung  schliesst  sich  die  eigentliche  Auflösung  der 
gestellten  Aufgaben.  Deren  erste  lautet:  Seien  AT  und  AM  zwei 
aufeinander  senkrechte  Axea,  AJ!i  eine  ganz  beliebige  Curve.  Es  soll 
von  allen  zwischen  A  und  D  gelegenen  isoperimetrischen  Curven  die- 
jenige ABD  gesucht  werden,  welche  bewirkt,  dass,  wenn  von  den 
einzelnen  Punkten  B  derselben  auf  jene  Axen  LotheJBJ/P  und  BMN 
gefällt  werden,  wo  N  der  Durch  seh  nifctspunkt  der  i?J/  mit  der  Garve 
XiV  ist,  und  wo  HJ^  stets  =  MN  angenommen  wird,  die  von  der 
so  entstehenden  Gurve  APV,  der  Abaeisse  AT  und  der  Ordinate  TV 
eingeschlossene  Fläche  ein  Maximum  oder  Minimum  werde.  Die 
Absei ssenstückchen  SK,  KL,  LI  werden  als  unter  einander  gleich 
gedacht  und  durch  b  bezeichnet.  Die  in  den  Punkten  H,  K,  L,  J 
fuasenden  Ordinaten  heissen  Hß^^J),  KF=f,  LG^g,  IC  =  c. 
Aus  ihnen  leiten  sich  stets  auf  die  gleiche  Weise  die  Ordinaten 
HP  =B,KR  =  F,  LS  =  G,  IQ  =  C  ab.  Dem  VII.  Satze  gemäss 
muss,  wie  der  ganze  Flächenraum  ATV,  auch  der  sehr  kleine  Flächen- 
raum FHIQ  der  Eigenschaft  eines  Maximums  oder  Minimuma  theil- 
haftig  sein,  analytisch  ausgedrückt,  sein  Differential  muss  ver- 
schwinden.    Aber 

PHIQ^Ui+lF-^-lG. 

Sind  also  l,  li,  C  constant,  F,  G  veränderlich,  so  ist 

dPHIQ  =  ldF-^ldG, 
und  dieses  verschwindet,  wenn  dF  -\-  dG  >=  0.  Nimmt  man  nun  an, 
es  sei  dF=~-,  dG  =  ~,  wodurch  die  Bedingung  in  hdf-\-id!i=^0 
oder  in  df :  —  (lg  =  i :  h  übergeht,  so  ist  vermöge  des  VI.  Satzes 
i  =  A  +  dh,  mithin  df:  —  dg  =  {k  -{■  dh) :  h.  Ausserdem  ist  wegen 
der  gedachten  Verschiebung  der  Punkte  F  und  G  auf  ihren  Ordinaten 
der  im  IV.  Satz  vorgeschriebene  Fall  vorhanden,  also 

df:  —  dg  =  (dz^d^x  +  dsHH  —  dx^x^)  :  {dzH^x  +  2dxiPx^) 

')  configua  et  proxima. 
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beziehungsweise 
also  auch 


_  dz^d^x  —  Zdxd^x' 
~  dz'd^x'-\-  2dxd*a:*' 


hdz^d^x  —  3A(?x(Pa;*  =  dhdz^d^x  +  2dhdxd^x^. 
In  dieser  Gleichung  sind  die   beiden   Glieder   links  vom  Gleichheits- 
zeichen sowie  das  erste  Glied  rechts  yon  5.,  das  zweite  Glied  rechts 
von  6.  Ordnung  der  Kleinheit.     Letzteres  fällt   daher   fort,   und   die 
Aufgabe  ist  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

hdz^ä^x  —  Zhdx^a?  =  dhds^d^x 

zurüekgefühi-t,  deren  Integration  noch  zu  vollziehen  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  nimmt  Jakob  Bernoulli  zunächst  noch  eine  Umformung  vor. 
Er  wendet  die  bei  Ableitung  des  Satzes  IV  (S.  451)  begründete 
Gleichung  dx^x  =  dzd^e  an,  welche  das  zweite  Glied  links  in 
—  5hdgd^xd^0  überführt,  dividirt  dann  durch  dz,  bringt  alle  Glieder 
nach  links  und  erhält 

hdsd^x  —  ^h^xd^z  —  dhdsä^x  =  0. 
Die  Form  der  einzelnen  Glieder  mag  für  Jakob  Bernoulli  Ver- 
anlassung gewesen  sein,  das  Integral  versuchsweise  in  der  Gestalt 
h'"ds''d^x''  =  const.  anzusetzen,  indem  er  sich  die  nachträgliche  Be- 
stimmung von  m,  11,  r  vorbehält.  Die  Differentiation  der  Versuehs- 
gleichuDg  ergibt  ihm 

r'k"dg'd:^i(r-'^d^x  -f  nh^d^-^(Pzd'^3f  +  mh'''-'-dkdz''d^3f  =  0. 
Er  dividirt  durch  h™-^d^-''-d^af~'-  und  erhält  dadurch 
rhdzd^x  -j-  nhd^x^g  +  mdhdzd^x  =  0, 

also  eine  Gleichung,  welche  mit  der  vorgelegten  identisch  wird,  wenn 
^  =  1,  w  =  —  3,  »«  ==  —  1  ist.  D.  h.  die  erste  Integration  liefert 
d'x  i 

,-.-i  =^  const.  Als  Constante  wählt  Jakob  Bernoulli  -i — ^3-- ■  Dazu 
llds"  — '-  a'dy 

ist  die  Berechtigung  vorhanden,  denn  dy  ist  eine  constante  Lange 
(früher  l  genannt),  a^  eine  willkürliche  Constante,  und  das  Doppel- 
reichen  +  liefert  die  erforderliche  Allgemeinheit  des  Vorzeichens. 
Eine  erste  Integration  hat  mithin  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  hervorgebracht: 

hdP'  ^  i  ^^ ' 
Eine   zweite   Integration    unternimmt   Jakob    Benioulli    durch    einen 
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abermaligen  Versuch,    zu    welchem    er   adx  =  tdy  wühlt.     Da,   wie 
schon  bemerkt,  äy  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation 
,2     dt  ■  4y 

Daneben  ist  a^dx^  =  t^dy^,  a^dx^  -\-  a^dy^  =  (a^  +  f)dy'^  nnd  zu- 
gleich dx^-\-  dy^  ^  dz^,  also  a^ (&;*==  (a^+  ^^)^y^r  ^^  =  -^-Yf^  ~\-  ^. 
Die  Werthe  von  iPx  und  de  werden  nun  in  die  zu  integrirende  Diffe- 
rentialgleichung 1-5  j  =  +    -ry  ■  eingeführt  und  liefern   nach  leichter 

Annahme  adx  =  tdy  erneuten  Gebrauch  macht.     Das  gibt 
.  a^tdt  hdx 

Nun  war  aber  dx  =  df  und  —  =  dF.     Andererseits  ist 

,    _       aHdt          =  d  ('+       f*'     \ 
—  («» +  [')  1/«*+ t*           V    V'ar+iV ' 
und  die  Integration  der  aur  Bestimmung  von  t  fahrenden  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  liefert  i^  =  +  —~^ ^  ■    Statt  F,  woruntei- 

die  Ordinate  Kit  verstanden  war,  kann  auch  die  benachbarte  Ordinate 
HP  oder  das  ihr  gleiche  Stück  MN  gesetzt  werden,  für  welches  von 
nun  an  der  Buchstabe  p  zur  Bezeichnung  dient.  Mithin  ist  nach 
Jakob  Bemoulli  entweder  p  =  — — -. —  oder  p  =^  a ,  indem 


er,  allerdings  ohne  daas  eine  bestimmte  Veranlassung  dazu  vorläge, 
die  Integrationscoustante  in  dem  einen  Falle  =  0,  in  dem  anderen 
=  a  wählt.    Die  den  beiden  Annahmen  entsprechenden  Werthe  von  t 

sind  t=—— und  i=     '      ^--J—-     Nun  war  aber  adx  =  tiiy 

P  a—p 

als  Differentialgleichung   der  Curve  angenommen,  welche   die  Fläche 

ATY=  jpdy  als   ein  Maximum   oder  als  ein  Minimum    erscheinen 

läast.    Setzt  man  die  beiden  vorher  gefundenen  Werthe  von  t  ein,  so 

gewinnt  man  die  beiden  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

von  welchen  die  erste  dem  Falle  des  Maximums,  die  zweite  dem  des 
Minimums  entsprechen  muss,  wie  noch  auseinander  gesetzt  wird. 

Die  zweite  Aufgabe,  welcher  Jakob  Bemoulli   sich   alsdann  zu- 
wendet, unterscheidet    sich    in    ihren  Bedingungen    dadurch  von  der 
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ersten  Aufgabe,  dass  die  Ordinaten  HF,  KR,  LS  nicht  aus  den  Ordi- 
naten  HB,  KF,  LG,  sondern  aua  den  BogenstUcken  AB,  ÄF,  AG 
in  gleicher  Weise  entstehen.  Die  Aufiöaung  verfolgt  einen  ganz  ähn- 
lichen Gang,  wie  die  soeben  aasführhch  geschilderte  Auflösung  der 
ersten  Aufgabe.  Sie  stützt  sieh  auf  die  Sätze  VII,  VI,  II,  I  und  führt 
zu  einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.  Aber  diesmal  begnügt 
sich  Jakob  Bemoulli  damit,  das  Ergebniss  zweimaliger  Integration 
in  Gestalt  einer  Diiferentialgleichung  ^ster  Ordnung  sofort  hinzn- 
zuschreiben.  Er  ersetzt  die  Herleitung  durch  nachmaligen  Beweis 
der  Richtigkeit,  welchen  er  mittels  wiederholter  Differentiation  liefert. 

Als  dritte  Aufgabe,  die  ebenfalls  wieder  auf  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  führt,  ist  endlich  die  allgemeinste  Ketten- 
linie behandelt,  d.  h.  die  Curve,  welche  eine  an  beiden  Enden  auf- 
gehängte biegsame  Linie  unter  der  Voraussetzung  bildet,  dass  die 
einzelnen  Theiie  mit  beliebigen  Gewichten  belastet  sind. 

So  der  grundlegende  Aufsatz  im  Maihefte  1701  der  A.  E.,  dem 
wie  wir  schon  erzählt  haben  (8,  447),  Jakob  Bemoulli  im  Juni- 
hefte 1700  einzelne  Beispiele  vorausgeschickt  hatte.  Durch  letztere 
aufgerüttelt  gab  Johann  Bernoulli  seine  lateinisch  geschriebene 
Behandlung  des  isoperimetrischen  Problems  am  1.  Februar  1701  in 
versiegeltem  Umschlage  an  Varignon  zur  Einreiehung  bei  der  Äca- 
demie  des  Sciences,  beziehungsweise  zur  Eröffnung,  nachdem  die  Ab- 
handlung der  Bruders  mit  dessen  theoretischer  Auseinandersetzung 
werde  veröffentlicht  worden  sein.  Nun  tmg  sich  ein  Zwischenfall 
zu^),  über  welchen  wir  durch  einen  Brief  Varignons  an  Johann  Ber- 
noulli vom  27,  Februar  1701,  welcher  sich  in  den  Sammlungen  der 
Stockholmer  Acadomie  befindet,  unterrichtet  sind.  Jakob  Bemoulli 
richtete  nämlich  an  Varignon  ein  überaus  grobes  Schreiben  über 
seine  Parteilichkeit  für  Johann  und  verlangte  bei  der  Eröffnung  des 
von  diesem  niedergelegten  Packetes  anwesend  zu  sein.  Darauf  sagte 
Varignon  nach  Rücksprache  mit  De  l'Hospital  Jakob  zu,  Jolianns 
Abhandlung  werde  zurückgezogen  werden  und  bat  demgemäss  Johann 
die  entsprechende  Anordnung  treffen  zu  wollen.  Johann  muas  das 
wohl  gethan  haben,  denn  am  23.  März  1701  schickte  Fontenelle, 
der  Secretär  der  Pariser  Academie  der  Wissenschaften,  das  Packet  an 
Johann  Bernoulli  zurück,  der  es  uneröffnet  aufbewahrte,  und  der  es 
nach  dem  am  16.  August  1705  erfolgten  Tode  des  Jakob  Bemoulli 
neuerdings  nach  Paris  schickte.     Es   trug  damals  das  erste  noch  un- 

')  Joli.  Bernoulli  Opera  I,  424  in  der  Fusenote  heisst  es  nur:  Comme  ü 
y  e»t  des  difficidUa  sur  eette  puhlieation.  —  Das  Genauere  bei  Eneström  ju 
der  Bibh'otkeca  mafhematica  1896,  S.  23, 

Cadtob,  GeectaigUe  iei  »atbaiaHtik.  Itl  3.   S  Anfl.  30 
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verlötzte  Siegel  der  Piiriser  Äcademie,  welches  erst  in  der  Sitzung 
vom  17,  April  1706  in  öffentlicher  Sitanng  erbrochen  wurde.  Dann 
wurde  der  Inhalt  ins  Französische  übersetzt  und  in  den  Abhandlungen 
der  Äcademie  des  Sciences  für  1706  gedruckt^).  Johann  BernoulH 
bedient  sich  des  schon  1697  durch  Jakob  Eernoulli  kundgegebenen 
Principes  (S.  235),  welches  als  VII.  Einleitungssatz  in  die  Abhand- 
lung von  1701  übergegangen  war,  ohne  freilich  den  Urheber  desselben 
zu  nennen.  Er  nennt  FOfp  ein  Bogeneloment  der  gesuchten  Curve, 
welche  zur  Entstehung  der  einen  Maximal-  oder  Minimalraum  be- 
grenzenden zweiten  Curve  Anlass  gibt,  Farp  ein  Bogenelement  der 
zwischen  den  Punkten  F  und  ip  isoperimetrisch  verlaufenden  Curve, 
so  liegt,  da  wegen  der  Isoperimetrie  FO -\-  Orp  =  Fa -\- atp  sein 
mnss,  und  da  wegen  der  Kleinheit  der  Abmessungen  FO,  0<p,  Fa, 
m<p  sämmtlich  als  gradlinig  betrachtet  werden  können,  in  der  er- 
wähnten Gleichung  die  Aufforderung,  0  und  üj  als  Punkte  einer 
Ellipse  zu  betrachten,  während  FO  -\-  Otp  die  Länge  der  grossen 
Axe  angibt.  So  geistreich  dieser  Grundgedanke  ist,  leidet  er  an  dem 
wesentlichen  Mangel,  dass  nur  zwei  consecutive  Bogenelemente  statt 
deren  drei  in  Erwägung  gezogen  werden,  und  daher  stammen  die 
Unrichtigkeiten,  zu  welchen  Johann  BernouUi  gelangte.  Nur  in  der 
ersten  Aufgabe,  deren  Auflosung  er  kannte,  fand  er  das  Ergebnis», 
zu  welchem  er  gelangen  woUte,  und  er  liess  sich  dadurch  über  die 
Zuverlässigkeit  des  eingeschlagenen  Weges  täuschen. 

Zwei  formal  wichtige  Dinge  möchten  wir  aus  dem  das  eigent- 
liche Ziel  verfehlenden  Aufs  atze  hervorheben.  Wir  erinnern  uns 
(S.  215),  dass  Leibniz  und  Jakob  Bemoulli  1694  in  Aufsätzen,  dann 
Leibniz  und  Johann  Bemoulli  1698  in  Briefen  von  Functionen 
sprachen.  Wir  erinnern  uns  ferner  (S,  242),  dass  Jakob  BernouUi 
sich  1698  des  Wortes  Fnnctionslinie  bedient  hatte,  ein  Ausdruck, 
von  welchem  er  1701  in  der  Abhandlung,  über  welche  oben  ausführ- 
lich berichtet  wurde,  keinerlei  Gebrauch  machte,  wiewohl  er  dort 
sehr  passende  Verwendung  hätte  finden  können.  In  den  Abhand- 
lungen der  Äcademie  des  Sciences  von  1706  trat  jetzt  Johann  Ber- 
nouUi mit  dem  Worte  Function  neuerdings  an  die  Oeffentlichkeit. 
Gleich  im  Wortlante  der  ersten  Aufgabe  sprach  er^)  von  den  fonc- 
tions  qudcongues  de  ces  applwjuees,  während  Jakob  Bemoulli  (S.  451, 
Anm.  1)  denselben  Sinn  durch  die  Wortverbindung  aliae  duae  per 
hos  similifer  expressae  ausgedrückt  hatte.  Eine  Definition  des  Wortes 
gab  Johann  BernouUi   freilich    erst   in    den  Abhandlungen  der  Aca- 

')  Joh.  Bemoulli,  Opera  I,  424—435,  =)  Ebenda  I,  424  und  wieder- 

holt im  ganzen  Aufsätze. 
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demie  des  Sciences  von  1718,  Dort  heisst  es^),  er  verstehe  unter 
FunctioD  einer  veränderlichen  Grösse  einen  Ausdruck,  der  auf  irgend 
eine  Weise  aus  der  veränderlichen  Grosse  und  Constanten  zusammen- 
gesetzt sei.  Erat  von  da  an  war  der  neue  Kunstausdruck  der  Wissen- 
schaft erworben,  und  noch  12  Jahre  später,  in  den  Abhandlungen 
der  Academie  des  Sciences  für  1730,  unterschied  wieder  Jobann  Ber- 
noulli  zwischen  algebraischen  und  transcendenten  Functionen^), 
wenn  er  auch  mit  letzterem  Namen  nicht  den  weiten  Sinn  verband, 
der  ihm  nachmals  beigelegt  wurde,  sondern  ihn  nur  auf  Integrale 
algebraischer  Functionen  bezog. 

Noch  eine  zweite  Bemerkung  haben  wir  an  die  1706  gedruckte 
Abhandlung  zu  knüpfen.  In  ihr  erscheint^)  das  Zeichen  A,  welches 
aber  keineswegs  wie  in  späterer  Zeit  einen  endlichen  Unterschied, 
sondern  einen  Differentialquotienten  bedeutet. 

Die  Abhandlungen  der  beiden  Brüder  waren  nunmehr  der  Oeffent- 
liebkeit  übergeben,  Jakob  BernouUi  war  todt  und  konnte  nichts 
mehr  s^en.  Johann  BernouUi  hatte  die  Drucklegung  seiner  Abhand- 
lung sich  verzögern  lassen;  er  wünschte  jedenfalls  nicht,  ihr  eine 
Selbstberichtigung  auf  dem  Fusse  nachzuschicken,  mochte  das  Studium 
der  bruderlichen  Auflösung  ihn  auch  misstrauisch  gemacht  oder  gar 
überzeugt  haben.  Da  kam  1715  die  Methodus  Incrementorum  von 
Brook  Taylor  und  in  ihr,  wie  (S.  384)  im  Vorübergehen  bemerkt 
worden  ist,  eine  Behandlung  der  isoperimetrischen  Aufgabe*).  In 
Hilfasätzen,  welche  der  eigentlichen  Auflösung  vorangehen^),  ist  das 
Princip  des  Statthahens  in  kleinsten  Curventheilehen,  was  von  der 
ganzen  Curve  verlangt  wurde,  und  die  Berücksichtigung  von  vier 
gleich  weit  von  einander  abstehenden  Punkten  der  Abscissenaxe  und 
den  zugehörigen  Ordinaten  beim  Uebergang  zu  unendlich  kleinen  Ab- 
messungen erörtert.  Sodann  ist  die  Aufgabe  auf  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  zurückgeführt.  Keiner  der  beiden  Brüder 
BernouUi  ist  mit  Namen  erwähnt,  aber  man  kann  wohl  sagen,  Taylor 
wiederhole  die  Auflösung  Jakobs  in  zusammengezogener,  wenn  auch 
kaum  weniger  durchsichtiger  Form  und  widerlege  dadurch  Johann. 
Das  war  eines  von  den  Dingen,  durch  welche  Taylor  den  Aerger  von 
Johann  BernouUi  erregte,  und  welche,  wie  wir  wissen  (S.  384),  einen 

'■)  Job.  BernouUi  Opera  11,  241;  On  appelle  tct  fonction  d'ime  grandew 
iiwiahle,  Wie  nuantiti  composee  de  guelque  vianiere  que  ce  soit  de  cette  grandeur 
variable   et   de   eomtantes.  »)  Ebenda  III,  174.  =)  Ebenda  I,  426:   en 

prenant  A  jwiw-  le  signe  ou  la  ca/raeUristigw  des  diffei-ences  des  fonctiom.  Vergl. 
Eneström  in  der  BibJtotheca  mathematica  1896  S.  21.  ')  Metkodm  Incremen- 
torum PropoBiüo  XVII,  Ptoblema  XII,  pag.  68—70.  ')  Ebenda  Lemma  III 
^ind  Lemma  IV  pag.  G7— 68. 
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lei(äeßschaftlich  geführten  Streit  zwischen  beiden  entfachte.  Bezüglich 
der  Bemoullischen  Reihe  war  ja,  wie  wir  damals  hervorhoben,  der, 
nach  welchem  sie  nachmals  benannt  wurde,  im  Itecht,  nicht  so  te- 
züghch  der  isoperimetrischen  Aufgabe,  und  das  wui-mte  den  überaus 
empfindlichen  Gelehi-ten  auf's  Schmerzlichste. 

Jetzt  gab  er  in  den  Abhandlungen  der  Academie  des  Sciences 
von  ni8  eine  neue  Arbeit  Über  den  Gegenstand  in  die  Oeffentlich- 
keit^),  dieselbe  Arbeit,  aus  welcher  wir  oben  die  Definition  des  Wortes 
Function  erwähnt  haben,  dieselbe  Arbeit,  von  welcher  schon  (S.  241) 
ankündigend  die  Bede  war.  Johann  Bernoulli  erklärte  hier,  er 
habe,  durch  einen  Freund  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  seine  erst 
nach  des  Bruders  Ableben  erfolgte  Veröffentlichung  seiner  eigenen 
Auflösung  der  isoperimetrischen  Aufgabe  misscieutet  werden  könne, 
als  habe  er  sie  nur  aus  Angst  vor  sachgemässer  Beurtheilung  zurück- 
gehalten, diese  Auflösung  noch  einmal  gründlich  geprüft.  Bei  genauer 
Ueberiegung  habe  er  einen  Fehler  darin  entdeckt.  Diesen  einzugestehen 
sei  Ehrensache  für  ihn  und  somit  übergebe  er  jetzt  die  verbesserte 
Methode  der  Oeffentlichkeit.  Man  werde  seine  Darstellung  kürzer 
und  klarer  als  die  Jakob  Bemoullis  von  1701  finden,  sicherlich  auch 
klarer  als  die  Taylors,  der  im  Bestreben  zu  kürzen  und  deutlich  zu 
sein,  so  viel  Dunkelheit  über  den  Gegenstand  verbreitet  habe,  dass 
man  glauben  sollte,  diese  mache  ihm  Vergnügen. 

Hier  schliesst  sich  sehr  naturgemäss  der  Bericht  über  einen 
anderen  von  Taylor  behandelten  Gegenstand  an,  dessen  wir  (S.  381) 
vorgreifend  mit  kurzer  Ankündigung  gedachten.  In  einem  Lemma  ^) 
macht  Taylor  die  Bemerkung,  der  Differentialgleichung,  die  in  heutiger 
Schreibweise  ix^  —  ix^  =  {1  -f-  ^^^{yj  li^isst,  entspreche  das  Inte- 
gral X  =  ^ — — y —        ,  ■     Eine  Begründung  dieser  Behauptung  gibt 

er  an  der  betreffenden  Stelle  nicht. 

Heute  würde  man  die  Integration  etwa  folgendermassen  vollziehen. 

Man  würde  zunächst  -    "■   --  ^  5— r— ;  folgern  und  daraus 
a^j/a;  — 1        1  +  2         ^ 

arctg  (+  yx—  l)  =  arctg  s  -j-  arctg  6'. 

Geht  man  dann  unter  Benutzung  der  Formel 

tg  i«  -h  P)  —  r-Tg^riiß 
auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  zur  Tangente  über,  so  ent- 

')  Joh.  Bernoulli  Opera  11,  235—269,  ')  Methodus  Incrementorw» 
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+  yx--  1  ^  1^7'"  '^^^  durch  Quadrirung 

>_(l  +  6")(l+j') 
(1  -  &)■ 


,;_!  + 


Gibt   man    aber   der  Constanten    die   neue    Gestalt  C  =  — ,   so 

geht  die  Gleichung  in   die  von  Taylor  angegebene  über. 

Taylor  selbst  integrirt  an  einer  späteren  Stelle^)  mittels  eines 
Kunstgriffes,  der  einigermassen  an  den  erinnei-t,  dessen  sich  Johann 
Bernoulii  1697  bei  der  Bemoullischen  Differentialgleichung  (S.  232), 
dessen  sich  auch  Jakob  Bernoulii  1701  (S.  453)  bediente.  Er  setzt 
nämlich  x  =^v^  ■  i/  und  hält  die  beiden  Constanten  d-  und  i,  sowie 
die  Veränderliche  v  zu  freier  Verfügung,  Benutzen  wir  zur  Abkür- 
zung bestrichelfce  Buchstaben,  um  die  Differentiirung  nach  s  anzu- 
deuten, so  ergibt  sieh 

und  in  Folge  davon  auch  x'^=v^^~-y-^~^(d'yv'~\'Xvy')^.  Setzt 
man  diesen  Werth  ebenso  wie  •ix^  =  4»'*)/'^  und  4x^  =  iv-^y-^  in 
die  ursprüngliche  Differentialgleichung  4x^ — ■  4a:^  =^  (1 -f- ■^^J^  ('/*) 
ein,  so  entsteht 

4v^»fi  —  4v'.''fi  =  {1  4-  s'fv'-'>-'y''-^{9yv--\-Xvyy. 
Division  durch  v-^~-v-^'-~^  bringt  dann 

{1  +  sy(»yv'  +  Ivyy  =  ^v'^+h/-^-'  —  Avh/ 
hervor,  Taylor  macht  nunmehr  drei  Annahmen.  Er  setzt  erstens 
V  =  1  -^  g^.  Diese  Annahme  gestattet  ihm  rechts  Yom  Gleichheits- 
zeichen durch  !?^,  links  durch  (1  -j-  g^y  zu  dividiren  und  ausserdem 
das  links  auftretende  v'  durch  2z  zu  ersetzen.  Er  gelangt  also  zu 
(2&y3  -j-  Xvy'')^=  4d^j/^+*—  4^*.  Die  zweite  Aimahme  ist  A  =  — 2. 
Diese  verwandelt  die  Gleichung  weiter  in  v^  —  y^  =  (ß'y^  —  ^y")'^ 
oder  in  v^  =  y^  -\-  ^'^s^y^  —  2^ysvy'  -\-  v^y'^.  Endlich  drittens  wird 
fr  =  1  gesetzt.  Die  ursprüngliche  Substitution  x  =  v^y^  heisst  also 
eigentlich  x  =  —■^—  und  ihr  Ergebniss  ist 

y  =  (1  -^  g^)f  —  2ysvy'  +  vhj'^  ^'vy^  —  2yzvy'  -^  vhj'^- 
Hier  wird  wieder  durch  v  dividirt,  so  dass  endlich 

\=.yi-^2yzy'+vy'^ 
entsteht,   mit   der    einmaligen   Abkürzung    v  =  \  ~\-  z^.     Die    ganze 
Rechnung  hat  mithin  keine  Integration  der  vorgelegten  Differential- 

')  Metkodus  Incrementorum  pag,  '26 — •21. 
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gleiehung,  sondern  nur  eine  Umformung  derselben  bewirkt.  Jetzt 
kommt  Taylor,  man  begreift  nickt  wieso,  auf  den  Gedanken,  die 
umgeformte  Differentialgleichung  neuerdings  nach  s  zu 
differentiiren,  wobei  er  wiederholt,  wie  schon  oben,  ti'^2^  setzt. 
Er  erhalt 

und    diese   Gleichung   erfüllt   sich   unter  zwei  A'orausaetzuugen.     Die 

erste  ist  vy' — ««/^O,  y' =  -^--     Einsetzung  dieses  Werthes  in 

1  =/  —  2y£'?y'+  vy'^ 
bringt 

1  =  jy  —    '- h  V  -  ^-,-     oder     v  =  cy'  —  zhj-  =  {v  —  z^)f  =  y^, 

— z  ^  --     und     a:  ^  -  .  ^  1, 

eine  singulare  Lösung,  wie  Taylor  sich  ausdrückt^).  Die  zweite 
Voraussetzung  ist  y"=0,  y' =  a.  Die  Einsetzung  dieses  Werthes 
in  die  vorgelegte  Differentialgleichung  bringt  1  =  y* — 2j/sa -}- f«* 
hervor,  oder,  da  v  =  \  -\-  z^,  auch 

1  —  «*  =  ?/^  —  2azij  -[-  O'^^'  =  iy  —  azf. 
Mitbin  ist 

!/  =  az  + 1/1  —  «^    und    x='  —t  =  —■,—  =  7 -T^= — V-. 

in  Uebe  rein  Stimmung  mit  dem  früher  Behaupteten.  Bei  Taylor  beisst 
es  allerdings  an  beiden  Stellen,  wo  das  Integral  genannt  ist, 

/i  ~ 

eine -Form,  welche  aus  der  durch  uns  angegebenen  hervoi^eht,  wenn 
man  a  durch. "j/l  — a?  ersetzt.  Wichtiger  als  dieses  erste  von  Taylor 
angegebene  Integral  ist  das  andere  a:  =  1 .  Wenn  auch  Taylor  sich 
über  die  ganze  Tragweite  dieser  seiner  Bemerkung  kaum  klar  ge- 
wesen sein  wird,  da  er  sie  sonst  stärker  betont  hätte,  so  bat  er  doch 
das  unzweifelhafte  Verdienst  sich  erworben,  die  singularen  Lösungen 
und  deren  Ermittelung  durch  abermalige  Differentiation  einer  Diffe- 
rentialgleichung entdeckt  zu  haben. 

Wir  schalten  hier  Weniges  über  einen  italienischen  Mathematiker 
ein.  Gabriello  Manfredi*)  (1681—1761)  war  seit  1720  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Bologna.    Er  veröffentlichte  schon 


')  Methodus  Tncremmtorwn  pag.  27:    gwne  est  singuhris   qwiedam  solufio 
Problematis.  ^  Montucla  III,  135  und  155.  —   Poggendorff  11,  32,  — 

Loria  in  Hist.  FestfiClir.  1899,  S.  340—262. 
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vorher  1714  im  XVIII.  Bande  des  Gioraale  de'Letterati  ditalia  einen 
Aufsatz:  Breve  sdicdiasma  geometrico  per  la  costnmone  th  una  gran 
parte  ddl'eguazwni  diff&rensiali  dd  primo  graäo,  -welcher  die  Sub- 
stitution y  ^=tx  lehrt,  mittels  deren  homogene  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zur  Integration  gebracht  werden.  Manfiedi  hat  dann 
weiter   im   Jahre   1722  im   zweiten   Supplementhande   dei   genannten 

Zeitschrift  die  Integration     /  — ^    --    ■---  dx  gelehrt,  so  oft  j»,  q,  i;  /,  m 

./  V  +«") 
ganze  Zahlen  sind.    Der  eingeschlagene  Weg  besteht  in  der  Bationalj- 
sirang  des  Integranden  mittels  der  Substitution  x  =  y"^  und  der  Zer- 
legung des  Ausdruckes  j/"'  -j-  a"'  in  reelle  Faetoren  ersten  und  zweiten 
Grades. 

Das  nächste  Problem,  mit  dessen  Geschichte  wir  uns  zu  beschäf- 
tigen haben,  ist  das  der  Trajectorien.  Die  Aufgabe  stand  (S.  231) 
seit  1697  auf  der  Tagesordnung  der  Veröffentlichungen  Johann  Ber- 
noullis.  Im  darauf  folgenden  Jahre  gab  er  ihr  zwar  erst  in  den 
A.  E.  ihren  Namen,  aber  1607  hat  er  schon  ausgesprochen,  was  er 
1098  wiederholte,  diese  Aufgabe  finde  eine  wichtige  Anwendung  bei 
der  Bestimmung  der  Bahn  des  Lichtes  in  einem  ungleich  dichten 
Mittel,  wenn  man  mit  Huygens  voraussetze,  der  Lichtstrahl  sei 
nichts  anderes  als  eine  Linie,  welche  Wellen  rechtwinklig  durch- 
schneide^). Wir  rufen  weiter  ins  Gedächtniss  zurück  (8.  242),  dass 
Jakob  Bernoulli  1698  die  Aufgabe  der  rechtwinkligen  Trajectorie 
für  logarithmiache  Curveu  löste  ^),  aber  er  liess  sich  daran  genügen, 
eine  Construction  der  gesuchten  Curve  kennen  zu  lehren,  ohne  die 
Aufgabe  auf  eine  Differentialgleichung  zurückzuführen.  Das  that 
Jobann  Bernoulli  in  dem  erwähnten  Aufsatze  von  1698.  Er  be- 
rief sieh  dabei  auf  Briefe  an  und  von  Leibniz.  Letzterer  habe  die 
Auffindung  der  Trajectorie  eine  Eliminationsaufgabe  zwischen  zwei 
Gleichungen  genannt.  Die  eine  Gleichung  sei  die  der  geschnittenen 
Curvenschaar  und  enthalte  eine  Grösse  ft,  welche  in  jeder  einzelnen 
Curve  constant,  von  einer  Curve  der  Schaar  zur  anderen  veränderhc.h 
sei.  Die  andere  Gleichung  gebe  -^  för  die  Trajectorie  mittels  der 
Bedingung,  dass  diese  auf  irgend  einer  der  geschnittenen  Curve  senk- 
recht stehe.  Eliminire  man  h  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  erhalte 
man  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  Trajectorie.  Aus 
y  =2hx  z.  B.  finde   er,  dass  6  =  —  i/j-   der  Bedingung   der  Per- 

')  ,Toli.  Bernouni  Oper«  I,  183  und  267.  ')  Jac.  Bcraoulli  Opera 

U,  80Ö— 8ia. 
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pendiculiirität  eiitsprepiiti,  und  dieser  Wertli  von  h  in  die  Parabel- 
gleichung eingesetzt  gebe  3/^  =  ^ — 2xtf-,-  als  DifFerenfcialgieicliung 
der  Trajectorie.  Deren  Integral  sei  a^  —  x^  =  -^J/^,  folglich  genügen 
unendlich  viele  Elhpsen  der  Aufgabe^).  Johann  Bemonlli  erweiterte 
dann  im  weiteren  Verlaufe  seines  Aufsatzes*)  die  Aufgabe  dahin,  dass 
er  verlangte  die  Trajectorie  zu  finden,  welche  irgend  eine  Curve,  die 
in  ihrer  Ebene  um  einen  gegebenen  Punkt  in  Drehung  versetzt  sei, 
stets  unter  irgend  einem  gegebenen  Winkel  schneide.  Von  da  jin 
trat  die  Aufgabe  bis  1715  in  den  Hintergrund. 

Wir  erinnern  uns  (S.  321)  des  Briefes,  welchen  Leibniz  damals 
im  Eifer  des  Prioritatsstreites  an  Conti  richtete.  In  der  Nachschrift') 
bat  Leibniz  jenen  eigenthümlichen  Vermittler,  er  möge  den  englischen 
Analysten,  um  ihnen  einmal  an  den  Puls  zu  fühlen,  die  Aufgabe  vor- 
legen, eine  Curve  zu  finden,  welche  eine  bestimmte  Schaar  anderer 
Curven,  z.  E.  alle  Hyperbeln  von  gleichem  Mittelpunkte  und  gleichem 
Scheitel,  rechtwinklig  schneide,  und  zwar  solle  dabei  ein  allgemein 
genügender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Die  englischen  Analysten  überhaupt  waren  von  Leibniz  genannt, 
aber  Newton  war  unzweifelhaft  gemeint,  und  diesem  stellte  Conti 
die  ganze  Nachschrift  mit  der  in  ihr  enthaltenen  Aufgabe  zu.  Man 
erzählte  sich  in  England,  und  Fontenelle  hat  die  Erzählung  1727 
in  seine  Lobrede  auf  den  Verstorbenen  aufgenommen*),  dass  Newton 
die  Aufgabe  um  4  Uhr  erhielt,  als  er  ermüdet  aus  der  Münze  nach 
Hause  kam,  und  dass  er  sie  noch  vor  Schlafengehen  gelöst  habe. 
Jedenfalls  ist  Newtons  Auflösung  ohne  Verfassern  amen  bereits  in 
den  P.  T   von  1716  gedruckt^). 

Auf  Leibnizens  biiefliche  Aufforderung  geht  Newton  dabei  mit 
keiner  Silbe  ein  Es  ist,  als  nenn  sie  für  ihn  nicht  vorhanden  wäre. 
Dagegen  spiicht  er  m  der  Einleitung  des  kurzen  Aufsatzes  von  Johann 
Bernouihs  Verofientlichung  in  den  A.  E.  vom  October  1698,  von 
welcher  Kenntmss  genommen  zu  haben  er  damit  eingesteht.  Er 
kannte  also  auch  das,  was  dort  aus  einem  Leibiiizischen 
Briefe  abgedruckt  war.  Diesen  Umstand  im  Auge  behaltend 
übersetzen  wir,  was  Newton  als  seine  Auflösung  der  Aufgabe  ver- 
öffentlichte, ein  allgemeines  Verfahren  anzugeben,  nach  welchem  eine 
Iteihe  von  Curven  gefunden  werden  könne,  welche  eine  andere  Reihe 
von  Curven   in   einem  entweder  constanten  und  gegebenen  oder  nach 

')  Jüh,  BcrnouUi  Opera  I,  MS.  >)  Ebenda  I,  372.  »)  Eecueil  I>es 

Maizeaux  II,  11.  *)  Hintoire  de  VAcadcmie  des  ScierKes.  Ann^e  1727  (Histoire 
pag.  168).        •*)  Sie  ist  auch  abgedruckt  in  Opttscula  Ifewtoni  i,  293—2114. 
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einem  gegebeiieß  Gesetze  veränderlicher!  Winkel  sciineide.  Wir  er- 
lauben uns  bei  der  Ueberset/.ung  die  einzige  Veränderung,  dass  wir 
die  KU  schneidenden  Gurren  kurzweg  als  Curven,  die  durch  sie  hin- 
durchgehenden als  TrHJectorien  benennen.  Wir  glauben  dadurch  an 
Kürze  und  Deutlichkeit  zu  gewinnen. 

Die  Natur  der  Curven,  sagt  also  Newton,  gibt  ihre  Tangenten 
in  den  Schnittpunkten.  Die  Winkel  beim  Durchschnitte  geben  die 
Normalen  zu  den  Trajectorien,  Das  Zusammentreffen  zweier  nächsten 
Normalen  gibt  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Trajectorie  in  jedem 
Schnittpunkte.  Man  ziehe  nun  eine  passend  gewählte  Abscissenase 
und  wähle  ihre  Fluxion  als  Einheit.  Die  Lage  der  Normalen  an  die 
Ourve  gibt  die  erste  Fluxion  der  Ordinate  der  Trajectorie.  Deren 
Krümmungshalbmesser  gibt  die  zweite  Fluxion  derselben  Ordinate, 
und  so  wird  die  Aufgabe   immer   auf  eine  Gleichung  zurückgeführt. 

Wenn  zwischen  dieser  Schilderung  des  einzuschlagenden  Ver- 
fahrens und  dem,  was  Jobann  BernouUi  aus  Leibnizens  Brief  abdrucken 
Hess,  verglichen  wird,  so  finden  wir  zwischen  beiden  Verfassern  erstens 
den  Unterschied,  dass  Newton,  ohne  ein  bestimmtes  Beispiel  xn  er- 
örtern, sich  in  allgemeinen  Redensarten  ergeht,  während  Leibniz 
wenigstens  das  eine  Beispiel  der  Ellipsen  angab,  welche  alle  Parabeln 
deren  Scheitel  im  gemeinsamen  Mittelpunkte  der  Ellipsen  liegen,  und 
deren  Axe  mit  der  grossen  Axe  der  Ellipsen  zusammenfällt,  senkrecht 
schneiden,  beigefügt  hat.  Ein  zweiter  Unterschied  besteht  darin,  dass 
Leibniz  die  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  zu  schneidenden 
Curven  in  endlicher  Form  gegeben  ist,  unzweifelhaft  richtige  Behaup- 
tung aussprach,  die  Aufgabe  der  Trajectorie  führe  zu  einer  Diiferential- 
gleichung  erster  Ordnung,  während  Newton  an  eine  Differentialgleichung 
»weiter  Ordnung  gedacht  zu  haben  scheint,  wenn  nicht  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt und  die  zweite  Fluxion  ausschliesslich  zu  dem 
Zwecke  erwähnt  wurden,  um  nicht  gar  zu  wörtlich  mit  Leibniz  zu- 
Siimmenzu  treffen. 

Die  Meinung,  Newton  habe  an  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gedacht,  ist  indessen  nicht  .ganz  von  der  Hand  zu  weisen. 
Fatio  de  Duillier  hat  {S.  291)  auf  Krümmungshalbmesser,  d.  h.  auf 
zweite  Fluxionen,  zurückgeführt,  was  mit  ersten  Fluxionen  zu  bewäl- 
tigen war.  Fatio  war  vielleicht,  wie  wir  im  94  Kapitel  sahen,  damals 
nicht  unbeeinflnsst  durch  Newton.  Sollte  Newton  überhaupt  die 
Neigung  besessen  und  in  ihm  nahe  stehenden  Gelehrten  die  gleiche 
Neigung  angeregt  haben,  zum  Krümmungshalbmesser  seine  Zuflucht 
zu  nehmen,  auch  wo  die  Aufgabe  nicht  von  selbst  darauf  hinwies? 
Sollte  Taylor  unter  diesem  Einflüsse  gestanden  haben,  als  er  (S,  460) 
die  Differentiation   einer  Differentialgleichung  versuchte  und  fast  zu- 
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fällig  die  singulären  Lösungen  entdeekteV  Wir  halten  diese  Fragen 
für  gestattet,  weun  auch  deren  Beantwortung  nicht  in  unserer  Ab- 
sicht liegt,  und  wenn  wir  auch  eine  andere  Erklärung  für  Newtons 
Ausdrucks  weise   nocli  vermuthen,  auf  die  wir  später  zurückkommen. 

Newton  hat  noch  einen  kleinen  Zusatz  bei  seiner  Veröffentlichung, 
dem  zu  Liebe  wir  abermals  zu  dem  Aufsätze  von  Johann  BernouUi 
von  1698  zurückkehren  müssen.  Nachdem  dieser  die  schon  von  uns 
berücksichtigte  allgemeine  Auffassung  Leibnizena  nebst  dessen  Beispiel 
von  den  durch  Ellipsen  geschnittenen  Parabeln  mitgetheilt  hat,  fügt 
er  hinzu,  er  selbst  habe  die  Aufgabe  erweitert  und  sei  zu  deren  all- 
gemeinen Differentialgleichung  gelangt.  Ob  in  dieser  die  Veränder- 
lichen sich  trennen  lassen  oder  nicht,  sei  eine  andere  Aufgabe  und 
nicht  in  dem  Rahmen  dieser,  sondern  einer  anderen  Untersuchung 
zu  besprechen  ^).  Fast  in  wörtlicher  Uebereinstimmung  damit  sagt 
Newton  in  einem  den  Schluss  bildenden  Scholium:  „Die  Umformung 
der  Gleichungen  und  die  Trennung  der  Veränderlichen  womöglich  in 
geschlossener  Gestalt ^_),  wo  nicht  durch  unendliche  Reihen,  bildet 
eine  andere  Untersuchung.  Die  hier  behandelte  Aufgabe  blieb,  da 
sie  kaum  irgend  welchen  Nutzen  besitzt,  mehrere  Jahre  unbeachtet 
und  ungelöst  in  den  A.  E.  Aus  dem  gleichen  Grunde  verfolge  ich 
ihre  Auflösung  nicht  weiter." 

Hier  ist  die  letzte  Gelegenheit,  bei  welcher  wir  die  Namen  der 
beiden  grossen  Nebenbuhler  Leibniz  und  Newton  gemeinschaftlich 
in  Beziehung  auf  eine  und  dieselbe  wissenschaftliche  Leistung  in 
nennen  haben,  und  hier  werden  wir  deshalb  vielleicht  am  zweck- 
massigsten  luiser  Urtheil  Über  beide  einschalten.  Wir  beabsichtigen 
selbstverständlich  keine  Abschätzung  von  massgebender  Giltigkeit. 
Wir  erheben  nicht  den  Anspruch,  unsere  Leser  zu  dem  genau  gleichen 
Urtheil  bestimmen  zu  woUen,  welches  wir  fällen,  wir  wollen  nur 
nicht  den  Anschein  haben,  ein  vergleichendes  Urtheil  vermieden  zu 
haben.  Vielleicht  wäre  zwar  ein  solches  Vermeiden  das  Klügste. 
Newton  und  Leibniz  sind  so  hoch  über  den  gewöhnlichen  Menschen- 
schlag sieh  erhebende  Geister  gewesen,  ,dass  man  sich  die  Freude 
darüber,  dass  sie  beide  lebten,  nicht  durch  ängstliches  Gegeneinander- 
halten dessen,  was  jeder  von  ihnen  leistete,  verkümmern  sollte.  Beide 
haben  so  viel  in  die  Wagschalen  menschlicher  Fortschritte  eingeworfen, 
dass  es  kaum  darauf  ankommt,  welche  Seite  die  schwerer  belastete 
erscheint.  Und  dann  wieder  sind  ihre  Leistungen  so  ungemein  ver- 
schiedenartig gewesen,  dasa  auch  daran  das  Urtheil  zu  scheitern  droht. 

')  Job.  Betnoulli  Opera  I,  269:  wo»  enim  hujm,  seil  alius  est  methodi 
mdetermmatas  separare.        ")  absohtte. 
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Wer  wagt  es  zu  entscieideii ,  ob  Michel  Angclo  oder  Beethoven  der 
titaiiischere  Künstler  gewesen  ist?  Weit  getrennt,  wenn  auch  nicht 
ganz  so  weit  wie  bildende  Kunst  und  Muaik,  liegen  die  Gebiete,  auf 
welchen  Leibniz  und  Newton  ihre  Lorbeeren  pflückten.  Wir  haben 
hier  nicht  von  dem  Physiker,  dem  Ästronomen  Newton  zu  reden, 
nicht  von  dem  Philosophen,  dem  Geschichtsforscher,  dem  Diplomaten, 
dem  alles  menschliche  Wissen  gierig  und  nie  erfolgslos  in  sieh  auf- 
nehmenden Leibniz,  wiewohl  auch  die  Grösse  der  bearbeiteten  Felder  . 
neben  der  Tiefe,  bis  zu  welcher  eingedrungen  wurde,  in  Betracht  ge- 
zogen werden  dai-f,  wir  reden  nur  von  den  mathematischen  Leistungen 
des  Einen  wie  des  Anderen,  und  wir  müssen  suchen,  uns  dabei  von 
einem  Einflüsse  frei  zu  halten,  der  geschichtlich  für  die  Höher- 
schätzung Newtons  unzweifelhaft  gewirkt  hat,  von  dem  Einflüsse  der 
Zeitfolge.  Newtons  bahnbrechende  Arbeiten  erschienen  später  als 
die  Leibnizens.  Sie  wirkten  begeisternd,  als  man  jenen  gegenüber 
schon  zu  vergessen  anfing,  dass  es  eine  Zeit  gab,  wo  man  ohne  sie 
sich  behelfeu  musste,  und  auch  unsere  Leser  haben  sich  vielleicht 
diesem  Eindrucke  nicht  zu  entziehen  vermocht.  Ferner  war  Newton 
mathematisch  vielseitiger  als  Leibniz.  In  der  Reihenlehre  steht  er 
kaum  von  diesem  erreicht,  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  und 
der  Geometrie  überhaupt  unerreicht  über  allen  seinen  Zeitgenossen, 
Leibnizens  Grösse  ist  die  analytische  Form,  beginnend  mit  der  Com- 
binatorik,  gipfelnd  in  der  Erfindung  des  Differential-  und  Integral- 
zeichens, ohne  welche  keine  Difterential-  und  Integi^alrechnung  ent- 
standen wären.  Newton  hat  diese  Bedeutung  der  Form  nie  verstanden. 
Man  möchte  sich  dafür  grade  auf  seine  Versuche,  das  inverse  Tan- 
gentenproblem zu  lösen,  berufen.  Integration  durch  Reihen  war  für 
Newton  der  Stein  der  Weisen,  das  allgemeine  Lösungsmittel,  während 
Leibniz  als  höchstes  Ziel  die  Integration  in  geschlossener  Form  vor 
sich  sah.  Es  ist  ja  wahr,  dass  unsere  Zeit  die  Gewohnheit  annahm, 
sich  mehr  auf  Newtons  Seite  zn  stellen,  aber  die  heutigen  und  die 
damaligen  Forschungswege  sind  so  grundsätzlich  verschieden,  dass 
man  es  einem  damals  betretenen  Pfade  nicht  als  Verdienst  anrechnen 
kann,  dass  er  den  heutigen  Weg  kreuzt.  Die  Integration  in  ge- 
schlossener Form  musste  geschichtlieh  vorausgehen,  und  Leibniz  hat 
den  Zugang  dazu  geebnet.  Newton  hat  Schriften  hinterlassen,  an 
welche  da  und  dort  nach  fünf  Vierteljahrhunderten  wieder  angeknüpft 
werden  konnte.  Leibniz  hat  es  möglich  gemacht,  dass  überhaupt 
Mathematiker  da  waren,  welche  diese  Anknüpfung  versuchten. 

Wir  kehren  zu  den  Trajeetorien  zurück.  Leibniz  hat  (S.  462) 
jene  Aufgabe  für  Newton  nicht  ganz  ohne  befreundeten  Rath  gestellt. 
Ende  December  1714  schrieb  Leibniz  an  Johann  Eemoulli,  er  denke 
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duntii,  mit  etwas  herauszurücken,  wobei  Newtons  Quelle  vevstopfL 
sein  werde*).  Bernoulli  billigte  dieses  Vorhaben  am  6.  Februar  171i> 
und  schlug  vor^),  etwa  solche  Curven  zu  wählen,  bei  welchen  die 
Differentiatio  de  mrva  in  curvam  (S.  231)  in  Betracht  komme;  auch 
die  Complanation  krummer  Oberflächen  liefere  Brauchbares,  und 
hier  ist  die  Stelle,  auf  welche  (S.  419)  hingewiesen  wurde,  um  das 
Vorkommen  der  rechtwinkligen  ßaumcoordinaten  bei  Johann  Bur- 
noulli  mit  einem  Beispiele  zu  belegen.  In  einem  anderen  Briefe  vom 
23.  November  1715  schlug  Bernoulli  die  Trajectorienaufgabe  als  ge- 
eignet vor''),  und  im  December  1715  theilte  Loibniz  dem  Freunde 
endlich  mit,  in  welcher  Form  er  die  Trajectonen aufgäbe  an  Conti 
schicke*).  Kaum  war  der  Brief  in  Johann  Bernoullis  Händen,  so 
beantwortete  er  ihn  am  lö.  Januar  1716  unter  Einsendung  einer  Auf- 
lösung des  besonderen  Beispiels  von  den  Hyperbeln^),  welche  von 
seinem  damals  21jährigen  Sohne  Niclaus  IL  Bernoulli  herrührte. 
Er  machte  zugleich  auf  die  Nothwendigkeit  aufmerksam,  ein  schwie- 
rigeres Einzelbeispiel  auszuwählen  als  das  der  Hyperbeln,  wozu  er 
aladfinn  am  11.  März  Vorschläge  machte^).  Der  Aufsatz  von  Niclaus  IL 
BemoulH  erschien^)  im  Maihefte  1716  der  A.  E.  und  kommt  auf 
Folgendes  hinaus. 

Sei  (Figur  67)  0  der  Mittelpunkt,  A  der  Scheitel  der  Hyperbeln 
AC,  AD,  AG,    welche    durch    die   Trajeetorie    CDG   senkrecht   ge- 
^  schnitten  werden,  d.  h.  das  Trajecto- 

rienelement  GD  steht  senkrecht  auf 
der  Hyperbeltangente  CF,  und  das 
unendlich   kleine  Dreieckchen  CSD 
_     mit     den     Katheten     CS  =  —  dy, 
^  ^''      ^„      _^'  SB^dx  ist   ähnlich  dem  Dreieck 

^'^''^''  FEG   mit    den    Katheten  FE  =  x 

und  EO='y.  Dabei  wurde  GS  ^  —  dy  gesetzt,  weil  die  Ordinate 
der  Trajeetorie  abninimt,  während  ihre  Abscisse  wächst.  Daher  muss 
^'  =  — ^sein    FE^'—v'-^- 


Bei  der  Hyperbel  findet  aber  die  Proportion  statt  OF:  OA^OA:  OJi- 

')  Leibniz  UI,  934:  Dabo  eUam  operam,  ut  quaedain  edam,  in  guifin^ 
Newtono  agiiam  haerere  scio.  ")  Ebenda  ffl,  937—938.  »)  Ebenda  lU,  H^- 
*}  Ebenda  m,  962.  ')  Ebenda  in,  934.  =)  Ebenda  III,  958.  ')  Ei'  '^t 

auch  abgedruckt  in  Job.  Bernoulli  Opera  II,  370—272. 
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Demnach    ist    OF-  0E=  OA^  =  a^    und    die    Differentialgleichung 
der  Trajectorie  ist    -    "T—  -      ^  a^,  beziehungsweise 

ydif  = dx  =  a^ xdx. 

Die  Integration  liefert 
yi  _|..  ^s  _^  2^ä  Iq^  ,j.  —  ^2    p^jgj,  ^^p]^    ^j  ^  yi  ,^  ;^a  ^^  iijg  (3:^"') 

und  mit  w  als  Grundzahl  des  Logarithmensystems  «i^+s^l**  =  x^"^. 
Nach  dem  jungen  Niclaun  11,  Bernoulli  trat  Jakob  Hermann 
im  August  1717  in  den  A.  E.  mit  einem  Aufsätze  über  rechtwink- 
lige Trajectorien  hervor,  und  schickte  1718  und  1719  noch  Nachträge 
nach^).  Er  stellte  eine  Regel  auf,  welche  er  zwar  nicht  ableitete, 
deren  Begründung  aber  sehr  nahe  liegt.  Sei  F{_x,  y,  c)  ^  0  die 
.  Schaar  der  zu  schneidenden  Curven,  welche  durch  die  von  einer  Curve 
Kur  anderen  ihren  Werth  ändernde  Constante  c  sich  kennzeichnen. 
Hennaon  nannte  dieses  c  den  Modulns  der  Ourven,  während  Leihiiiz 
es  einst  (S,  211)  als  Parameter  der  Ourven  benannt  hatte.  Die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Berührungslinie  an 
eine  geschnittene  Curve  mit  der  Abscissenaxe  einscbliesst,  ist  die  ent- 
gegengesetzt genommene  Cotangente  des  Winkels,  den  die  Berühmngs- 
linie  an  die  Trajectorie  im  Schnittpunkte  mit  der  Abscissenaxe  bildet, 

Ist  daher  )/ '  =  —  ^-^  die  ersterwähnte  trigonometrische  Tangente,  so 


hat  der  zweitgenannte  Winkel  5-?,  als    seine  Tangente.     Anders  ans- 

gesprochen  besagt  dieses:  aus  der  Differentialgleichung  der  geschnit- 
tenen Curve  ■^-  dx  -\-  -^  dy  =  0  folge  die  Differentialgleichung 
^  dx^-K—dy  der  Trajectorie,  sofern  die  Gleichung  jF(x,y,c)  =  0 
der  geschnittenen  Curven  noch  Beachtung  findet,  um  c  au  eliminiren. 
Hennann  drückte  nun  diese  Vorschrift  folgendermassen  ans.  Man 
solle  die  Differentialgleichung  der  geschnittenen  Curven 


{£« 


9,,  -i.  -  '■■; 

•bilden:    man  soÜe  in  ihr  dx  durch  dy  und  dy  durch  — dx  ersetzen 
(  g—  dy  —  y-  da:  =  0) ;    man  solle  aus  der  letzteren  Gleichung  r  er- 

')    Hermanne   AufsatBe    sind    abgedruckt   in  Joh.  Bernoulli    Opera  II, 
27&— 27'J;  27U— 281;  299—305. 
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mittein  und  in  die  Curvengleiehung  {F(x,  y,  f^  =  0)  einführen,  alsdann 
habe  man    die  Differeutialgleichnng   erster  Ordnung   der  Trajectorie. 

In  dem  Hyperbelbeispiele  ist  die  Ausführung  folgende:     -j —    „  =  1 

oder  a^y^  =  c^{x^  —  a^);  a^ijdy  =  c^xdx;  -— a^ydx  ^  c^xdy; 

-  (x^  —  a^) 


xdy    ' 


oder  ydy  =^  a^ —  xdx,  beziehungweise  durch  Integration 

^^  ~H  J/^  ib  ^^  ^  2ff^  log  X, 
wie  Niclaus  11.  Bernoulli  gefunden  hatte. 

Die  Regel  drückt  unzweifelhaft  viel  klarer  Leibnizens 
Meinung  aus,  als  dessen  eigene  Worte  (S.  461)  es  thaten,  aber  es 
blieb  und  bleibt  die  Leibnizische  Regel.  Daher  hat  es  geschichtlich 
keine  grosse  Bedeutung,  dass  neben  Hermann,  wahrscheinlich  sogar 
vor  Hermann,  auch  Niclaus  I.  Bernoulli  zu  derselben  Formulirung 
gelangte,  die  er  zwar  nicht  sogleich  veröffentlichte,  aber  doch  seinem 
Oheim  Johann  Bernoulli  mittheilte.  So  erzählt  Niclaus  H.  Ber- 
noulli in  einem  die  Gfeschiehte  der  Trajectorien Untersuchungen  aus- 
führlich erörternden  Aufsatze  im  Junihefte  1718  der  A.  E.^) 

Hermann  rechnete  noch  drei  weitere  Beispiele,  auf  deren  letztes 
er  durch  De  Montmort  hingewiesen  worden  war.  Es  stammte  aber 
nicht  von  diesem  selbst  her,  sondern  hatte,  was  Hermann  nicht  wusste, 
einen  anderen  Ursprung.  Johann  Bernoulli  hatte  (S.  466)  unter 
dem  11.  März  1716  Leibniz  eine  schwierigere  Trajeetorienaufgabe  zur 
^  Verfügung  gestellt,  um  die  Engländer 

sich  daran  ihre  Zähne  ausbeissen  zu 
lassen,  und  diese  Aufgabe  war  in  der 
That  nach  London  abgegangen,  wenn 
wir  auch  nicht  wissen  durch  wessen 
Vermittelung,  war  nicht  minder  Ni- 
claus I.  Bernoulli,  damals  Professor 
in  Padua,  mitgetheilt  worden,  und 
durch  diesen  an  De  Montmort  ge- 
langt. 

Die  Aufgabe  selbst  ist  folgende 
(Figur    68).      üeber    AG    als    Ab- 
I  sind  Curven  ABB  gezeichnet,  welche  alle  durch  Punkt  A 
hindurchgehen  und  die  Eigenschaft  besitzen,   dass  ihre  Krümmungs- 


')  Der  Aufsatz   ist   abgedruckt   ii 
Die  hier  angeführte  Stelle  auf  ]I,  397. 


Jo 


;rnoulli  Opera   Ii,  2SÜ- 
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halbmesser,  -/.  B.  HO,  durch  die  Axe  in  constantem  Verhältnisse  ge- 
schnitten werden,  d.h.  so,  dass  BO  :  BC  =^  1  :  n.  Man  sucht  die 
Trajectorie  EBF  jener  Curven.  Sollte  Newton  auch  diese  Aufgabe 
gekannt  haben,  als  er  1716  seine  kurze  Notin  in  die  P.  T.  gab?  Das 
ist  die  Verföuthuiig,  auf  welche  wir  (S.  4G4)  anspielten,  und  welche 
das  Betonen  von  Kr ümmungshalbm esaern  in  seiner  Notiz  rechtfertigen 
würde,  ohne  freilich  den  Vorwurf  zu  entkräften,  er  sei  über  allge- 
meine Redensarten  nicht  hinausgegangen. 

Wohl  aber  that  dieses  Brook  Taylor,  der  ungefähr  gleichzeitig 
mit  Hermann  sieh  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  und  da  in  seiner 
Veröffentlichung  in  den  P.  T.  von  1717^}  die  Gleichung  der  Curven 
ABD,  deren  Trajectorie  nachher  gesucht  werden  muss,  hei^eleitet 
ist,  während  Hermann  sich  damit  begnügte,  sie  einfach  hinzuschreiben, 
so  folgen  wir  hier  Taylor  mit  dorn  wiederholt  ausgesprochenen  Vor- 
behalte, von  seiner  Bezeichnung  der  Flusionen  keinen  Gebrauch  zu 
machen.  Die  einzelnen  Stücke  der  Figur  heissen  AS=s,  HB  =  x, 
Bogen  AB^=v.  Dann  ist,  sagt  Taylor,  BC^-j—  und  £0=-— -jj— 
unter  der  Voraussetzung  gleichförmiger  Veränderung  von  v,  oder,  wie 
wir  heute  sagen,  wenn  v  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Das 
waren  damals  allbekannte  Formeln,  und  die  für  den  Krümmungshalb- 
messer z.  B.  konnte  Jeder  aus  De  L'Hospitals  in  allen  Händen 
befindlichen  Analyse  des  infiniment  petits  entnehmen*).  Um  unseren 
Lesern  die  Prüfung  zu  erleichtern,  leiten  wir  den  heute  wenig  üblichen 

Werth   in  Kürze    ab.     Die  gewöhnliche   Formel   y  =     ■  ,,    ■     kann 

dy  dy' 

,        ds         ,  d\i'         ds 

::r  V  =  -7-  und  -f-^  j-- 


dy    d'x 


n  ist 

dy- 

dx 
rf.f 

rfs' 

d'i 
~di' 

d'x 

"         dx    d'y       dy    d^x         dx    d'y        dy    d'x 
ds      rfs*       ih     ds'         ds     ds'       ds     ds' 

l''erner  folgt  aus  der  bekannten  Gflelchung  {7-)  +  {-f-)  ='  ^j  tl^^ss 

')  Taylors  Aufsata  ist  abgedruckt  in  Joh.  Bevnoulli  Opera  II,  'J81  bis 
•^S:>.        ^  Analyse  des  infiniment  petits  pag,  78  vorletzte  Zeile. 
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Mitliin  ist  p  =  —  -r^  oder  unter  Anwendung  von  Differentialen  statt 

der  Differentialquotienten    p  = ^y— '     Sehreibt   man  s,  x,  v  an 

Stelle  von  x,  y,  s  und  zieht  einzig  den  absoluten  Werth  des  Krüm- 
mungshalbmesser 3  in  Betracht,  so  erscheint  das  von  Taylor  benutzte 
B0=  ■■  'j'^  ■  •  Die  gegebene  Bedingung  n-50  =  ßf  nimmt  dadurch 
die  Gestalt  an  ndxds  =  xcVs,  und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 
(immer  unter  der  Voraussetzung  von  v  als  der  unabhängigen  Ver- 
änderliehen) x~''ds  =  er-''dv  mit  ar'^dv  als  Integration^eonstante, 
wovon  man  sieh  durch  Differentiation  Überzeugen  kann  Taylor 
wünscht  dv  aus  der  Gleichung  zu  entfernen.  Er  quadrirt  diest  des- 
Laib lind  ersetzt  alsdann  dv^  durch  dx^  -\-  Az^.  So  gelangt  er  zur 
Differentialgleichung  X'-^'^ds^  =  «-^"(dx^  +  äz^  der  geschnittenen 
Curyen,  welche  sich  leicht  umformt  in  de  =  --t=^^  _  -  ■    Der  zweite 

Theil  der  Aufgabe  sucht  die  Trajectorie  zu  den  Curven,  deren  Diffe- 
rentialgleichung im  ersten  TheJle  ermittelt  worden  war.  Aus  der  noch 
nicht  von  dv  befreiten  Gleichung  x-'"ds  =  a~''dv  folgt  die  Proportion 
dv:  ds  ==  a"  :  X" .  Nun  war  BC  ^ -^ ,  BH  =  x,  mithin  ist  auch 
dvAU==BC:BB:  -mA  BG:BH=a'':x''.  Betrachtet  man^ff=«, 
BH=^x  als  Coordinaten  der  Curve  EBF,  deren  Bogen  EB  =  r 
heissen  mag,  und  welche  die  BC  als  Berährungslinie  besitzt,  so  ver- 
hält sieh  dr  :  —  dx  =  BC  i  BS,  und  --="  —  -j:  ist  eine  Differen- 
tialgleichung der  Trajectorie  mit  r  als  unabhängiger  Veränderlichen. 
Oben  war  dz  =^  — '- — ,  und  eine  Iteihenentwickinng  (so  behauptet 

Taylor,  ohne  der  Art  der  Entwicklung  ein  weiteres  Wort  zu  widmen) 

j,  a;"  x" " 

führt  zu  -T-  =Ä—  -|-  S-f^-\-  ■••■    Durch  Integration  entsteht  daraus 

s  =^  -',[    ^  +  ..     I  ,  "Ji;  H ■    Eine  Integratiousconstante  erscheint 
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nicht,  weil  die  Voraussetzung  gemaRlit  wurde,  dass  sänimtüche  CurTen 
durch  A  hindurchgehen,  dass  also  zugleich  mit  3;  =  0  auch  ä  =  0  sein 
muBs.    In  die  durch  Integration  gewonnene  Gleichung  wird  der  vorher 

gefundene  Werth  —  =  ^ y- 


m-f-1  <ir        3n  +  l  dr' 

entsteht.     Ohne   dem  r  seine  Stellung  als  unabhängige  Veränderliche 
7,0  verkümmern,  führt  Taylor  eine  weitere  Veränderliche  s  mittels  der 


—  ein,  wobei  a   eonstant  ist.     Diese  Substitutioi 


bringt  üimüchst  a  =  ---^  -  ^  +  ü "iTi'  ~t7,  "f~  ' ' 
Multiplication   mit  —  die  zweite  Gleichung 


hervor    dann  durch 


^,3n  +  l 


Diese  letztere  differentiirt  Taylor  und  gelangt  zu 

-ÜL — _ ^=  \A  -■  -\-  B  -^-  -{-  ■  ■  -j  d&. 

Die  hier  auftretende  Reihe   sieht   dci-  vorher  benutzten  Entwicklung 

Glied   für  Glied  ähnlich,   rauss   daher  — , —  als  öumme   haben, 

oder  es  muss  sein 

xzäs-^snxdz  —  szdx  s"rfs 

Um  das  mittels  "~  jj    ^^  ~i  eingeführte  s  wieder  wegzuseliaffen,  mnss 

ebendieselbe  Definitionsgleichung  Anwendung  finden.     Sie  liefert  zu- 
nächst 


xeds-\.x: 


beziehungsweise  [xdx  -f-  ii(h)xds  +  {xds  —  sidx)sds  =  0  und 


zdx  —  xdz 
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Eine  fernere  AnweniJyng  der  Gleichung  —  "T'.  "^  "„   bestellt  in  deren 

Differentiation  nach  r.     Man  erhält  dadurch 

iPx  _^  »iä"~^  ds n  s"  du ndxds  ,     ds d'x 

dr-  a"      ^''         *   a"^''~~  ^'''■*  "   ~"«dic' 

So  hat  man  zwei  Werthe  von  —  erhalten,  deren  Gleichsetzung  zu 

nsdzdx^  —  xzdz^x  —  nxdxdz^  ■ —  x^dxd^x  =  0 

führt.  Die  unabhängige  Veränderliche  war  r.  Nach  ihr  darf  man 
daher  dx^ -\- ds^  =^  dr^  diiferentiiren  nnd  erhält  dxd''x -\-dz(Pz  =  (i, 
beziehungsweise  —  x^dxd^x  =  x^dzd^z,  welcher  Werth  in  der  ge- 
fundenen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  an  Stelle  des  letzten 
Gliedes  links  rom  Gleichheitszeichen  eingesetzt  wird.  Dividirt  man 
dann  durch  x'+'-ds,  so  entsteht  als  neue  Form 

~  dx^  —  ',  d^x  —  \  dxds  +  ~^  =  (i  F—  -^,  dx  +  -^-,1  =  0. 

Integrirt  man   und  wählt  unter  fortwährender  Berücksichtigung  dos 
Umstandes,  dass  dr  als  constant  gilt,  -^^  als  Integrationsconstante, 
so  gewinnt  man 
^^  dx  -\ — ^-  =  -~^ ,    beziehungsweise    {xdz  ■ —  zdx)n,"~  '  =x''dr 

als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  Trajectorie,  deren  Inte- 
gration, meint  Taylor,  ohne  bestimmte  Annahmen  für  n  zu  machen 
eine  keineswegs  leichte  Aufgabe  sei^). 

Im  gleichen  Jahre  1717  hat  auch  Stirling  in  dem  Anhange  zu 
seinem  Bändchen  Linme  tertü  ordinis  (S.  430)  die  Hyperbeltrajectorie 
besprochen*).  Er  gelangte  unter  Anwendung  der  Fluxionszeichen, 
welche  wir  wieder  durch  Differentialzeichen   ersetzen,  zur  Gleichung 

iy(7i/ =  ■ —dx,  von   der  er  behauptet,  sie  könne  nicht 

integrirt  werden,  weil  offenbar  der  Ausdruck  rechts  die  Fläche  einer 

Hyperbel  von  der  Gleichung  y  =  — ■■■■■■  -  darstelle.    Er  will 

damit  offenbar  nur  sagen,  eine  Integration  durch  algebraische  Func- 
tionen sei  unmöglich  und  lässt  y^  -\-  {a  —  x'f  -\-  Je  =  2r}  log  («  —  x) 
nicht  als  ein  wirklich  ermitteltes  Integral  gelten. 

')  H/iud  procUve  est  aequationem ,  maiiente  n  in  term'mia  generalihiis,  rero- 
care  ad  aeqvafümem  Vlwntes  tantm»  involventetn.  '}  Stirling,  J.ineue  tfyl'i 

OTdinis.    Äppenclii  pag.  15 — 10. 
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Wir  würden  der  Trajectorienaufgabe  eine  unverhältiiiasmässig 
grosse  Bedeutung  verleihen,  wenn  wir  in  gleicher  Äusführiichlteit  weiter 
berichten  wollten,  wie  Nielaus  I.  Bernoulli  and  Niclaus  II.  Ber- 
noulti  ia  den  A.  E.,  Taylor  in  den  P.  T.  sich  fort^gesetzt  henim- 
stritten.  Siiramtlichen  Abhandlungen  ist  Scharfsinn  nachzurühmen, 
insbesondere  kommen  da  und  dort  geistreiche  Versuche  vor,  eine 
erste  lutegration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zu  voll- 
ziehen, aber  methodisches  Vorgehen  ist  grade  in  letzterer  Beziehung 
am  wenigsten  zu  erwähnen. 

Johann  Bernoulli  hat  sich  ebenfalls  mit  Differentialgleichnngeii 
zweiter  Ordnung  abgequält  und  z.  B,  in  einem  unter  dem  20.  Mai  1716 
ein  Leihniz  gerichteten  Briefe^J  von  dem  Integrale  einer  besonderen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  einer 
Weise  gesprochen,  welche  sicherstellt,  dass  er  es  gekannt  haben  muss, 
aber  wie  er  dazu  gelangt  war,  sagt  er  nicht.  Es  handelt  sich  um 
2^i}^x  =  2xds^.     Die  heutige  Integralrechnung  lehrt  ihr  Integral  als 

j.  = ^  _  kennen,  mit  a  und  b  als  Integrationsconstanten.    Mittels 

I,  =  0  entsteht  ax  =  z%  d.  h.  eine  Parabel;  mittels  a  =  oc  entsteht 
x^  =  --,  d.  h.  eine  Hyperbel;  ist  Ii  von  0  und  a  von  oo  verschieden, 
so  ist  eine  Curve  dritten  Grades  vorhanden.  Dem  entspricht  voll- 
ständig, was  Johann  Bernoulli  behauptet,  wenn  er  sagt,  drei  Gattungen 
von  Ourven  steckten  in  der  Gleichung  s^d^x  =  2xdz^,  Parabeln, 
Hyperbeln  und  gewisse  Curven  dritten  Grades. 

Eine  Abart  der  Trajectorienaufgabe  ist  die  der  reciproken 
Trajectorien^),  d.  h.  solcher  Curven,  die  mit  ihren  Trajectorien  von 
derselben  Art  sind.  Niclaus  II.  Bernoulli  stellte  die  Aufgabe  am 
Schlüsse  einer  langen  Abhandlung  über  Trajectorien,  welche  theils  in 
den  A.  E.  von  1720,  theils  im  VII.  Supplementbande  der  Ä.  E.  er- 
schien'), und  bemerkte  dabei,  sein  Vater,  Johann  Bemoulh,  habe  die 
Aufgabe  bereits  bewältigt.  Eine  lange  Polemik  knüpfte  sich  auch  an 
dieses  Problem,  welche  von  einem  englischen  Anonymus  eröffnet 
wurde,  Johann  Bernoulli  scheint  unter  diesem  seinen  alten  Gegner 
Taylor  vermuthet  zu  haben,  was  ihn  wohl  anregte,  den  Streit  in 
noch  bissigerer  Weise  zu  führen,  als  es  ohnedies  in  seiner  Gewohn- 
heit lag.  Später  erst  erfuhr  er,  dass  Pemberton,  der  Mitarbeiter 
Newtons  an  der  dritten  Ausgabe  der  Principien  (S.  205),  jener  Ano- 
nymus gewesen  war.  Der  abschliessende  Aufsatz  von  Johann  Ber- 
noulli*)  von  1727  erschien  erst  im  IX.  Supplementbande  der  A.  E. 


')  Le 

ibniK  m.  361. 

^  Klügfl  V,  IV.;- 

-13(i. 

■•]   Der  Aufgatz  ist  i 

gedruckt  i 

n  Joh.  IJei'noul 

li  Opera   Ii,  423—47: 

)  EbeiKia  II,  öOO— Oll). 
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und  würde  liier  nicht  mehr  genannt  werden  dürfen,  wenn  wir  nielat 
beabsichtigten,  die  Bemühungen  Johann  Beraoullis  um  die  Trajecto- 
rien  nicht  in  den  folgenden  Abschnitt  mit  hinüber  zu  nehmen.  Als 
einfachste  algebraische  reciproke  Trajeetorie  hat  Johann  Bernoiilli  die 
semicubische  Parabel  iß  ^  ax^  erkannt. 

Ein  italienischer  Mathematiker  forderte  mächtig  die  Lehre  yon 
den  Differentialgleichungen  sowohl  erster  als  zweiter  Ordnung.  Es 
war  Graf  Jaeopo  Riccati"-)  (1676—1754).  In  Venedig  geboren 
wurde  der  mit  zehn  Jahren  vaterlose  Knabe  dem  Jesoitencollegiura 
in  Brescia  anvertraut,  wo  er  überraschende  Fortschritte  machte.  Von 
1693—1696  studirte  er  iu  Padna  und  kehrte  dann  nach  Venedig 
zurück,  von  wo  ihn  weder  eine  Berufung  nach  Padua,  noch  eine 
solche  nach  Wien,  auch  nicht  eine  dritte  an  die  Spitze  der  Peters- 
burger Akademie  einem  glücklichen  und  dem  Studium  geweihten 
Familienleben  entreiasen  konnte.  Ziemlich  spät,  1747,  siedelte  er 
nach  Treviso  über,  wo  er  starb.  Er  führte  mit  zahlreichen  Gelehrten 
aller  Länder  Europas  einen  so  ausgedehnten  Briefwechsel,  dass  er  ihn 
nicht  allein  bewältigen  tonnte,  vielmehr  auf  die  Mithilfe  seiner  beiden 
Söhne,  Vincenzo  ßiccati  (1707 — 1775)  und  Giordano  Uiccati 
(1709—1790)  sich  verlassen  muaste.  Von  1720  bis  1722  befand  sich 
Niclaus  IL  Bernoulli  als  Hansiehrer  in  einer  italienischen  Adels- 
familie in  Venedig^).  Dort  erneuerte  er  die  Bekanntschaft  mit  Uiccati, 
welche  er  schon  bei  einem  früheren  Aufenthalte  1716  gemacht  hatte, 
dort  trat  er  auch  bei  fünftägigem  Zusammensein  in  nähere  Beziehung 
zu  Christian  Goldbaeh,  wovon  nachher  noch  die  Rede  sein  muss. 
Jaeopo  Riccati  hatte  1712  im  XI.  Bande  des  Giomale  de'  Letterati 
d'Italia  sich  mit  der  Aufgabe  beschäftigt,  die  Curve  zu  finden,  deren 
Krümmungshalbmesser  Function  der  Ordinate  sein  soll.  Das  kam 
auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  einer  Gestalt  heraus,  welche 
man  gegenwärtig  durch 

bezeichnen  wurde  Ricct  t  s  'S  erfahren  stimmt  m  de  i  letzten  Gedanken 
mit  der  noch  he  ite  i  blichen  Ersetzung  v  n   /     d  irch    /     .      öbewin, 

^)  No  eUe  B  ograph  (  un  erteile  XLII  131— 13'>  (Pars  1861.  Die  in 
4  Bünden  (Lucca  1701 — 176  er  chienenen  Gesammtwerke  Eiccat  h  waren  uns 
ebensowen  g  zn  Händen  wie  die  tal  en  sehen  Ze  t  cl  nften  n  welchen  die 
Arbeiten  zierst  er  ffentl  ht  wurden  Dagegen  hatte  H.  Loria  die  grosse 
Güte,  uns  Noti7en  daiuber  7ur  Vertag  ng   7      atelleu  Vergl,  den   von 

Daniel  Be  no  11  erfassten  Nekrol  g  on  N  claua  II  Be  n  11  Cwre/qm"- 
dance  mathe  d  qie  t  pl  yi  pe  k  j  Iq  es  c^l  b  e  <  eu  e  I  \  VIII.  Siede 
ediUe  pa»  P  H  Fusa  II  268  269  Petersburg  \^U  W  r  c  t  ren  1  cses  wich- 
tige Qnellenwerk  als  Corresj    nath  (Fuss) 
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welche    die    Differentialgleichung    zweiter   Oriinung   auf    eine    solche 
erster  Ordnung  jiurüekführt. 

In  den  Jahren  1722  und  1723  verfasste  Riccati  einen  langen 
Aufsatz  ^)  über  die  Trennung  der  Veränderlichen  in  Differential- 
gleichnngen  erster  Ordnung  und  über  die  Erniedrigung  von  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  und  höherer  Ordnung.  Dessen  erstem 
Abschnitte  entnehmen  wir  die  von  Riccati  erfundene  hälftige  Tren- 
nung, separasione  dimesUita,.  Man  soll  die  Differentialgleichung  so 
aehreiben,  dass  rechts  vom  Gleichheitszeichen  das  Differential  einer 
bekannten  Function  von  x  oder  von  y  erscheine.  Auf  der  Unten 
Seite  soll  dann  ein  Factor  herausgegriffen  werden,  der  aus  der  Summe 
von  Producten  von  äx  mit  einer  Function  von  x  und  von  dy  mit 
einer  Function  von  y  bestehend  für  sich  integrabel  ist.  Man  soll 
dessen  Integral  durch  einen  neuen  Buchstaben  darstellen  und  mit 
dessen  Hilfe  entweder  x  oder  y  aus  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung wegschaffen.  Die  neu  entstehende  Differentialgleichung 
hat  maUj  wenn  nothwendig,  einem  ähnlichen  Verfahren  zu  unter- 
werfen u.  s.  w.,  bis  schliesslich  die  volle  Trennung  der  Veränderlichen 
erzielt  ist.     Sei  z.  B. 


{,y:'  +  ,f)Yx^+;/-.r 


=  ds 


zur   Integration   vorgelegt.     Riccati    gibt    dem    Ausdrucke    links    die 
Gestalt: 


{x'^y^)-^x^  -YV  —  x 


■  dp,  d.  h.  p  = 


2y^X^    " 


Die  Differentialgleichung  ist  folglich  in 

2py2p  —  1 

umgewandelt,  in  welcher  die  Veränderliehen  getrennt  sirnl.  Die  Me- 
thode hälftiger  Trennung  kam  durch  einen  mit  Leibniz  in  Brief- 
stehenden  Italiener  zu  dessen  Kenntniss,  und  er  zollte  ihr 
rankten  Beifall. 


')  Uperc,  tli  Jtkculi  1,  i'-i-l—M)». 
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Einen  anderen  Aufsatz,  in  welchem  wieder  Differentialgleiclningen 
zweiter  Ordnung  Iteliaudelt  werden,  übergab  Riccnti  in  Venedig  au 
Nietaus  iL  Bernoulli,  dsiniit  dieser  ihn  seinem  Vater  Johiinu 
BernouUi  zur  Begutachtung  einsende.  Von  letzterem  sollte  es  dann 
abhängen,  ob  er  den  Aufsatz  zum  Drucke  geben  wolle.  Die  A.  E. 
brachten  den  Aufsatz  ziemlich  bald"-).  Wie  schon  bemerkt,  nimmt 
Jacopo  Riccati  seinen  Ausgangspunkt  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  zu  deren  Integiation  er  es  für  nothwendig  eiklart 
dasB  ein  erstem  Differential  ih  eonstant  gegeben  sei,  oder  dass  man 
ein  solches  annehme  Er  versteht  damntei  man  müsse  eine  unib 
hängige  Variable  annehmen  wenn  sie  nicht  schon  im  Wurtliute  dtr 
Aufgabe  selbst  enthalten  'ei 

Riccatis  Verfahren  an  der  Gleichung  f'  ifj  ^  cPi/  -\-  dy^  gepruJt 
ist  folgendes,  wobei  wir  uns  nur  gestatten,  zur  grosseien  Deutlichkeit 
Differciitialquotienten  zu  benutzen,  wo  Riccati  sich  nur  dei   Diffeie 
tiale  bedient.     Er  denkt  sich  irgend  ein  p  ala  unabhängige  Veründer- 
liche,  wodurch  die  vorgelegte  Gleichung  die  Gestalt 

«"S -?■;+('!-")" 

annimmt.  Wie  freilich  x  und  y  von  p  abhängen,  ist  unbekannt.  Man 
=  it,  wo  q  nniä  ti  ii^endwie  aus  x,  y  und 
Constanten  bestehen.  Um  unseren  Lesern  Riccatis  Ausdrucks  weise 
einmal  vorzuführen,  bemerken  wir,  dass  die  hiei-  erörterten  Annahmen 
so  ausgesprochen  siud:  Riecati  sagt,  er  wolle  —  als  constant  be- 
trachten, femer  -  =  dp  setzen,  welches  hiemach  auch  constant  sei, 
ausserdem  nehme  er  dy  =  udp  an,  wo  dp  fortwährend  constant  bleibi.'. 
Fortsetzung  der  Differentiation  nach  p  bringt  '7-1  =  ^1  V  "  ^^  ili> 
hervor,  und  die  gegebene  Differentialgleichung  nimmt  die  Gestalt  an 

X'"  -r^  =  -T — |-  M  ■     oetzt  man 
dp        dp    ' 

dq dq     dp        du         du  _  dp 

dp        d^. '  ilx,'      dp        dx  '  dx 

und  vervielfacht  die   dadurch  neuerdings   umgeformte  Gleichung  mit 

-r^^— .    so    entsteht  a™-,-=   ,"  +  — .   eine   DifferentialgleicbiuiL', 
(/«  2  '  dx        dx    ^     <(  '  * 

welche  zwar  erster  Ordnung  ist,  bei  welcher  aber  die  Trennung  der 

')  A.  E,  Supjilfimenta  VIII,  Gö  —  T-i.  Dieser  Supp  lern  entband  ist  von  ITril 
datirt,  aber  Eiccatie  Aufsatz  ist  jedenfalls  früher  in  die  Oeffentliclikeit  gelangti 
da  im  Novemb ei  hefte  1723  der  A.  E,  schon  von  ihm  die  Bede  ist. 


dy  _ 
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Veriiiiderlichen  unter  den  ganz  allgr  meinpii  ^  ^)raus'^etzungen,  welche 
für  q  und  M  gemacM  weiden  mussten,  nicht  gtlmgt  RiCLati  versucht 
es  nun  mit  der  weitaus  engeien  Annahme,  dass  q  nur  von  j:  allein 
abhängo  und  zwar  eine  Potenz  x  sei  Unter  dieser  Vuiau'.setziiiig 
schliesst  er  seinen  Aufsatz  mit  der  Aufgabe  Weithe  von  n  zu  ermitteln, 
welche  die  Trennung  der  Veränderlichen  gelingen  lasse,  während  der 
Werth  des  Exponenten  m  keiner  Beschränkung  unterworfen  sein  soll. 
Unmittelbar  hinter  ßiccatis  Aufsatz  sind  Bemerkungen  des  damals 
etwa  22jährigen  Daniel  Bernoulli  (S.  90)  abgedruckt,  aus  welchen 
hervorgeht,  dass  Niclaus  I.,  Niclaus  IL,  alier  auch  Johann  und 
Daniel  BernoulJi  sich  mit  der  Riecatischen  Gleichung,  welclie 
in   etwas  anderer  Schreibart 

heisst,  beschäftigt  haben,  und  dass  sie  alle  unabhängig  von  einander 
arbeitend  zu  dem  gleichen  Werthe  von  «  gelangten,  welcher  die 
Trennung  der  Veränderhehen  gestattet^).  Daniel  gab  seine  Auflösung 
in  der  damals  so  beliebten  undurchsichtigen  ans^ammati sehen  Form, 
Im  Novemberhefte  1723  der  A.  E.  kam  Riccati  wiederholt  auf 
seinen  Aufsatz  zurück^}.  Er  gab  seiner  Gleichung  jetzt  die  einfacher 
aussehende  Gestalt 

x"'dx  =  du  ~\ — , 

fügte  aber  die  von  ihm  selbst  ermittelten,  die  Treiinnng  der  Ver- 
änderlichen ermöglichenden  Bedingungen  für  «  nicht  bei,  während  er 
sieh  laut  dagegen  vonvahrte,  als  habe  er  eine  Herausforderung  oder 
gar  eine  Verletzung  der  von  ihm  hochgeschätzten  Familie  BemouUi 
beabsichtigt. 

Daniel  Bernoulli  wartete  noch  zwei  Jahre  mit  der  Veröffent- 
lichung seiner  Methode.  Als  aber  kein  anderer  Mathematiker  in  den 
A.  E.  die  Riccatische  Gleichung,  wie  sie  nun  schon  genannt  wurde, 
um  einen  Schritt  weiter  führte,  gab  er  im  Novemberhefte  1725  heraus, 
was  er  der  Hauptsache  nach  seit  1722  besass^)  und  auch  schon  1724 
in  Venedig  in  seinem  Buche  Danielis  Semoidlii  exerciUitiones  quaedam 
fHaihematicne  pag.  77 — 80  veröffentlicht  hatte.  Die  Form  der  frag- 
lichen Gleichung,  von  welcher  er  ausgeht,  ist 

')  A.  E.  Supplemeata  VIII,  74:  Praescribü  fraler  wcus,  se  illud  solinmse; 
f'cd  praetor  ipsum  nlii  qnoqm  existutU  soltUores,  solutionmn  ewim  eruerunl  Pater 
ft  Patruelis  Nicolam  BernoidU  pariter  ac  egmaet;  eorum  vero  analt/ses  nondmii 
mdi,  exeepfa  illa  a  Parente  excogüata,  quae  Satione  operationis  et  in  proeedendi 
modo  a  nie  dn-eisa   est  ')  A.  E.  1723  jiag,  äO'J— nlü.  ^)  Ebenda  1725 

pag.  473—475. 
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I.    ax''dx  -\-  u^dx  =  bdn, 
und  auD  behauptet  er,  wenn  irgend  ein  Werth  n=^m  die  Trenmmg 
der  Veränderlichen  gestatte,  so    sei    diese   noch  möglich  erstens  bei 

w  = ■_^     und  zweitens  bei  n  =  —  m  —  4. 

Setzt  man  erstens  u  ^  -- ,  du  ^  —  ^ .  ao  seht  I.  in 

„ j      ,    dx  bdy 

ax''dx  H V  =  — —  ,- 

über,  oder  in  dx  -\-  ax"y^dx  =  —  Ijdy.     Nnn  sei 

A-  j,~^+^ 

X  =  s"+^,     dx  =  — XT ''■''■ 
Durch  Einführung  des  Werthes  entsteht 

N   "+'  -Ar  =«""+' 

-^r^ds  +  «8"+^)/^'.      f7s  ^  —  ftii?/ 

oder 

IL    ■'— ^  -  (fs  +  yMs  =  —  ^^^■-  <^y , 

eine  Form,  welche   mit  I.  die   grösste  Aehnlichkeit  besitzt.     Ist  also 
I.  in   seinen  Yeräuderlichen   trennbar  bei   n  =^  m,   so    muss   Gleiches 
für  IL  stattl 
kann  man 

!(  =  —  -''  +  ^       «(2  =  -~       ^^'y  .1    y^ 

du  =  -^dx  —  ^dx  -\-     ,dy 
setzen.     Dadurch  geht  I.  über  in 

ax''dx  -\-  A^dx  —  -  fdx-\-  ^,(/a:  =  -^dx  —  '^ -,  dx  -j-  sdy. 


Das  2.  und  3.  Glied  links  streichen  sich  gegen  das  1.  und  2.  Glied 
rechts,  und  wird  die  noch  ans  drei  erhalten  bleibenden  Gliedern  be 
stehende  Gleichung,  mit  x^  verviclfiicht,  so  entsteht 

ax'+'^dx  -\-  ^^d£  =  hdy. 

Eine  abermalige  Veränderung  bringt  x  =  -—,  dx  ^= —  j  hervor. 
Diese  Substitution  liefert  nämlich 

III.     —  as~"'~*ds  —  y'^ds  =  hdy 
mit  wieder  in    die  Äugen   fallender  Aehnlichkeit  mit  I.     Hilft   also 
bei  I.  der  Werth  w  ^  m  die  Trennung   der  Veränderlichen   zu  voll- 
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ziehen,    so    muss     bei    lU.    genügen,    wenn    — n  —  4=)w,    d.    h. 

So  sind  die  beiden  Hilfssätze  bewiesen,  und  es  bedarf  zu  deren 
Anwendung  nur  eines  besonderen  «;.  Aber  äugen scheinlicb  ist  0  ein 
solches  m,  denn  bei  m  =  0  verwandelt  einfache  Division  durch  a  -{-  u^ 


Folge  abwechselnder  Anwendung  erst  des  zweiten,  dann  des  ersten 
Hilfssatzes,  dann  wieder  des  zweiten,  des  ersten  u.  s.  w.  ist  also  die 
Trennung  der  Veränderlichen  ferner  möglich  bei  n^=  —  0  —  4  =^  —  4, 

bei    n=  —  zZilTi  ~ s'!   ^^^  «  =  -y 4  =  ~  -g-  n.  s.  w.,   ail- 

gemein  bei  w  '^  ,  wo  c  irgend  eine  ganze   positive  oder  negii- 

tive  Zahl  bedeutet.  Die  Verallgemeinerung  bewies  Daniel  Bernoulli 
allerdings  nicht.  Er  überliess  es  vielleicht  dem  Leser,  sich  durch  An- 
wendung vollständiger  Induction  zu  überzeugen,  dass  von  n  =  :~A: 
die  Veränderung  des  ersteji  Hilissatzes  zu 

^ 2c  +  1      ^    ~ic 

lührt,  und  von  diesem  n  =  ^r~ZZ'i   ^^^  Veränderung  des  zweiten  Hilfs- 

«.(»es  m  «  -  ,7^°,  -  4  -  j^J^J'l  ■ 

Dagegen  fügte  Daniel  Bernoulli  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Alle  ei-mittelten  Werthe  von  n,  sagt  er,  seien  innerhalb  der  Grenzen 
j(  =  0,  n  =  —  4  gelegen.  Bei  c  =  00  entstehe  h  =  ^  2,  ein  Fall, 
der  besonderer  Betruehtung  werth  sei.  Die  Differentinlgleiehung  I, 
hiesse  nämlich  alsdann  — y  -f-  ti?Ü3;  =  hilu  und  verwandle  sich  mittels 
u  =        in   —  -  -1 i  ^  —  ~*     bei  welcher   die  Trennung  der  Ver- 

änderlichen  möglich  sei,  wie  daraus  hervorgehe*),  dass  die  Veränder- 
lichen in  den  einzelnen  Gliedern  gleiche  Exponcutensumme  besitzen. 
Diese  Bemerkung  lässt  erkennen,  dass  damals  schon  Daniel  Bernoulli 
von  der  Integrabilität  homogener  Differentialgleichungen 
in  einer  Weise  spricht,  als  wenn  ea  sich  um  eine  ganz  allgemein  be- 
kannte Thatsache  handelte.  Manfredis  Aufsatz  von  1714  (8.  4G1) 
wird  ihm  also  vennuthlieh  bekannt  gewesen  sein.  Der  Name  der 
homogenen  Differentialgleichungen  erschien  freilich  erst  1726  in  den 

')  in  gwx  conftat  indeU.)  11  tnatai  sepaiationem  ailmiUoc  e  ßol  in  singuUs 
terminis  tndctenii'nutae  eandein  kaJient  exponcnUwii    «huhu/* 
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VeröfFentliehiingeii  der  Petersburger  Akademie.  Das  ist  grade  das 
Grenzjahr,  welches  von  diesem  Abschnitte  zum  folgenden  führt.  Wir 
beabsichtigen  erst  in  jenem  von  dem  Gegenstande  weiter  zu  reden. 
Die  Riccatische  Gleichung  war  ein  Gegenstand  steigenden  Inter- 
esses geworden  und  wurde  auch  in  dem  Briefwechsel  zwischen 
Niclaus  IL  Bernoulli  und  Christian  Goldbach  viel  besprochen.  Wir 
wissen  (S.  387),  dass  Christian  Goldbach  1720  eine  Reise  nach 
Italien  machte,  und  auf  dieser  wurde  er  (S.  477)  in  Venedig  mit 
Kiclaus  II.  Bernoulli  bekannt.  Die  angeknüpften  Beziehungen 
führten  zu  einem  über  die  Jahre  1721 — 1725  sich  erstreckenden 
Briefwechsel,  der  allerdings  erst  1843  in  die  Oetfentlichkeit  trat, 
vorher  also  ebensowenig  eine  allgemeine  Wirksamkeit  ausüben  konnte, 
als  ein  anderer  gleichfalls  1843  gedruckter  in  den  Jahren  1723  bis 
1730  zwischen  Goldbach  und  Daniel  Bernoulli  geführter  Brief- 
wechsel^). Aus  dem  erstgenannten  Briefwechsel  geht  hervor,  daes 
Jacopo  Biccati  die  Einzelfalle,  welche  die  Trennung  der  Ver- 
änderlichen in  seiner  Differentialgleichung  gestatten,  sehr  gat  kannte, 
Goldbach  suchte  solche  durch  Reihenentwicklung"),  Um  nämüch 
ax"'dx  -j-  hy^x^äx  ^  äy  zu  behandeln,  setzte  er 

y  =  cx'  -\-  fx''+''  +  (/x'+'"  +  hx'+''  H , 

entwickelte  daraus 

y  ==  ax^"  +  ßx'"+^  +  j.a;— fs*  +  ^^..n+3.  _j_  .  . .  ^ 
sowie 

<hj  =^  [cca:'"'  +  f(e  -\-  i)i;"+*-^  +  ■ '  -]'^^ 

und  erhielt  nach  Division  durch  äx  auf  beiden  Seiten  des  Gleich- 
heitszeichens Reihen,  deren  Glieder  er  der  Ordnung  ihres  Auftretens 
nach  mit  einander  verglich.     Er  setzte  also 

ax"'  =  ccx'-\  b(cx/''+J'  =/■(«  +  k)x''+''~'  u.  R.  w. 
Aus  der  ersten  Gleiehsotzung  fand  er  e  =  m  -|-  1,  r  =  Aus  der 

zweiten  ergab  sich  en -{- p  =  c -\- h  ^  1,  sowie  ia  = /'(ß  +  Ä-),  um! 
en  '\-  p  =  c  -{-  k  — 1  liess  sich  auch  mn  +  w  +  ^j  =  w  -|-  1  -f  /.■  —  ' 
schreiben,  woraus  k  =  (m  -\-  1 )  n  -\-  p  —  m  folgte,  nebst  andererseits 
f  =  -^^  iils  Folgerung  aus  ^k  =  f{ü-\-  /.■)  u.  s.  w.    Die  vorher  will- 

')  in  qua  constat  inäeterminaUts  separat'onem  admittere  eo,  quoil  in  singnlis 
tfrmmia  indettrminatae  eandem  habent  expoiientium  suntmam.  *)  Der  Brief- 

wechsel zwisi'hen  Goldbach  und  Niclaus  Tl.  Bernoulli  findet  sich  Cor- 
respond.  math.  (Fuss)  U,  Ü7— 170,  der  zwischen  Goldbach  und  Daniel  Ber- 
noulli ebenda  II,  1T3— 400.  ')  Correfipond.  math.  (l'uss)  II,  106  flgg. 
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kürliC'h  angesetzte  Keiiie  für  ■y  wurde  dmlurch  zu  einer  ganz  be- 
stimmten. Niclaus  II.  B<irnoulli  dagegen  brachte  die  Riccatische 
Gleichung  auf  andere  Formen  zurück'),  welche,  abgesehen  von  der 
Gestalt  gewisser  in  ihr  auftretender  Exponenten,  der  ursprünglichen 
Riccatischen  Gleichung  durchaus  ähnlich  waren,  so  dass,  wenn  nicht 
die  (S.  477)  erwähnte  Äeusserung  Daniel  Beriiouilis  schnurstraeta 
entgegenstände,  man  sich  fragen  müsste,  ob  letzterer  bei  dem  oben 
erörterten  Aufsatze  von  1725  gnnz  unabhängig  verfuhr  und  nicht 
Anregung  von  seinem  Bruder  erhielt,  der  ihn  schon  als  Kind  in  die 
Mathematik  eingeführt  hatte,  und  mit  dem  er,  so  lange  Niclaus  II. 
BernouUi  lebte,  in  engster  Bruderliebe  vereint  blieb,  eine  grade  in 
dieser  Familie  auf's  Angenehmste  berührende  Erscheinung. 

Zum  Schlüsse  des  Kapitels  sparten  wir  uns  die  Erwähnung  einer 
Arbeit  wieder  eines  italienischen  Adligen  auf,  welche  uns  zugleich 
Gelegenheit  gibt  etwas  nachzutragen,  was  im  XVI.  Abschnitte,  wo 
es  eigentlich  hingehört,  aufgespart  wurde.  Wir  können  das  Gebiet, 
über  welches  wir  zu  berichten  haben,  mit  einem  freilich  ganz  der 
Neuzeit  angehörenden  Namen  als  das  der  Additionstheoreme  be- 
zeichnen. Tschirnhaus  hat  im  November  1695  einen  solchen  Satz, 
wenn  auch  unbewiesen  und  unbeweisbar,  ausgesprochen,  indem  er 
(S.  155)  behauptete,  er  sei  im  Besitze  eines  Verfahrens,  welches  ihm 
ermögliche,  bei  jeder  Curve  ein  Bogenstück  zu  ermitteln,  welches  zu 
einem  anderen  auf  ihr  gegebenen  Bogenstttclte  in  gegebenem  Ver- 
hältnisse stehe.  Tschii-nhaus  wollte  vielleicht  damit  übertrumpfen, 
was  die  Brüder  BernouUi  wirklich  schon  geleistet  hatten. 

Jakob  BernouUi  brach  die  neue  Bahn  mit  einem  Aufsatze  im 
Januarhefte  1691  der  A.  E.,  von  welchem  (S.  220)  nur  Weniges  au- 
gedeutet wurde,  eingehendere  Besprechung 
bis  hierher  verschiebend^).  Jakob  BernouUi 
will  (Figur  69),  man  solle  die  Axe  einer 
gewöhnlichen  Parabel  in  Gestalt  eines 
Kreises  BCDM  zusammenbiegen.  Die 
Ordinalen  sollen  senkrecht  zur  Axe  ge- 
richtet sein,  wie  z.  B.  DG  =  y,  während 
BT)  =  X.  Die  Endpunkte  G  der  Ordi- 
naten,  welche  mit  Hilfe  der  Gleichung 
y^  =  Ix  bestimmt  sind,  bilden  die  Curve, 
welche  parabola  Itclicoidis  oder  auch  spiralis 

')  Omrcspoiul.  matli.  (Fuss)  U,"  140— 143,  ')  Ueler  lien  in  Jac.  ilej-- 

nonlÜB  Opera  I,  4.11—442  abgedruckten  AufsatK:  Specimen  cakitU  ilifferentinJiR 
in  dimensione pnr/iltolff  Micoidls  vergl.  G.  D,  E.  Weyer,  (Tober  iliu  parabolische 
Spirale.     Kiel  und  Lei|i7,ig  1894. 
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pnrahoUca  genannt  werden  könne.  Der  Name  der  parabolischen 
Spirale  ist  der  Curve  geblieben.  Schon  hier  kann  Zweierlei  be- 
merkt werdeu.  Erstens  hat  Jakob  Eernoulli  hier  an  einem  beson- 
deren Beispiele  das  benutzt,  was  Leibniz  ein  Jahr  später  (S.  211) 
krummlinige  Coordinaten  nannte,  und  zweitens  sind  hier  wahre 
Polarcoordinaten  vorhanden.  Jede  auf  die  Kreisperipherie  BCBM. 
in  irgend  einem  Punkte  D  senkrecht  gezogene  DG  muss  verlängert 
durch  den  Kreismittelpiinkt  A  hindurchgehen,  kann  mithin  auch  als 
von  dort  ausgehender  Polarleitstrahl  gedacht  werden,  und  der  Kreis- 
bogen ISCD  ist  dem  Drehungswinkel  des  Leitstrahls  aus  seiner 
Anfangslage  proportional.  Würde  man  ÄB=r,  AG  =  q,  DG=r—Q, 
iBÄD  =  9;  arc,  BCD^r&  nennen,  so  würda  als  Gleichnng  der 
parabolischen  Spirale  (r  —  p)*  =  ir*  entstehen,  während  Bemoulli 
allerdings  es  bei  Ix  =  y'  bewenden  lässt.  Die  Bogenlänge  wird  ver- 
möge des  bei  ß  rechtwinkligen  Dreieekchens  FEG  gefunden.  In 
diesem  Dreieckchen  ist  FG'^FE'+EG^.  Aber  FE=dy;  EGiüD 
=  AG:AI),  also  EG  =  ^^  =  ^^p^  und  FG'^di/ 
_j_  ÜJT^L  (7^s  Aber  die  Gleichung  Ix  =  y^  liefert  dx  =  -,-  dy, 
mithin 


FG  =  ^  [/rH'  +  4?f  -  >^ry'  +  4^^." 

Könnte  man,  sagt  Jakob  Bemoulli^),  das  Integral  dieses  Ausdruckes 
finden,  so  hätte  man  die  Länge  der  Curve  BFG.  Hier  tritt  also, 
so  weit  uns  bekannt  ist,  das  erste  Integral  auf,  in  welchem  eine 
Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke  4.  Grades  vorkommt,  mit  anderen 
Worten  ein  elliptisches  Integral.  Das  wäre  schon  von  Wichtig- 
keit, wenn  wir  darin  auch  nur  ein  zufälliges,  durchaus  unbewusstes 
Verdienst  Jakob  BernouUis  erkennen  dürften,  einem  Integrale  begegnet 
zu  sein,  das  dazu  bestimmt  war,  später  eine  Rolle  nu  spielen.  Aber 
Jakob  Bemoulli  ging  weiter  als  das. 

Seit  Van  Heuraet  (Bd.  II,  S.  920—921)  wurde  die  Aufgabe  der 
Rectification  nicht  selten  auf  eine  solche  der  Quadratur  zurückgeführt, 
d.  h.  man  zeichnete,  wenn  j  Xdx  eine  Ciu-venlänge  darstellte,  eine 
Hilfscurve  »/  ==  X,  deren  Fläche  jener  Länge  als  Maas»  diente.     Für 


')  CTJ'in   quantitidin   iiitfjiriiU',   si   dari   possei.   ''shihcrct   hmfiititiUntm  c 
BFG- 
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die  Integration  als  solche  war  damit  natürlich  gar  nichts  gewonnen, 
denn  das  Integral  behielt  seiue  Form,  während  es  die  Bedeutung 
wechselte.  Ein  sehr  grosser  Vortheil  ergab  sich  aber  durch  Zeich- 
nung der  Hilfscun-e  in  dem  besonderen  Falle  der  parabolischen  Spirale. 
Hier  Keigte  nämlich  die  Hilfseurve  einen  vollkommen  symmetrischen 
Verlauf,  wodurch  sich  beim  blossen  Äugenschein  die  Gleichheit  ge- 
wisser Flächenstücke,  beziehungsweise  verschiedener  Curvenlängen, 
welchen  jene  Flächenstücke  als  Maass  dienten,  ergab,  und  Jakob  Ber- 
noulli  durfte  den  Satz  aussprechen'^},  es  offenbare  sich  dadurch  auch 
für  Curven,  deren  Länge  nicht  bestimmt  werden  könne,  eine  Gleich- 
heit von  einander  unähnlichen  Bogen.  In  Zeichen  moderner  Integral- 
rechnung lautet  der  Satz  für  die  parabolische  Spirale 


fV^' 


:!";,;,  =jyr+iö 


Setzt  man  nämüeh  in  dem  links  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen 
Integrale  ^  =  „ -  +  s,  in  dem  rechts  vom  Gleichheitszeichen  befind- 
lichen y  ^  q  —  2,  so  nehmen  beide  die  gleiche  Gestalt 


fy 


1 + 


Johann  BernouUi  damals 
noch  auf  dem  besten  Fu'^se  mit 
seinem  Bruder  stehend  wart  im 
Augustheffc  169  >  dei  A  E  die 
Frage  auf*),  ob  man  nicht  im 
Stande  sei,  Curven  7U  hnden  deren 
Summe  oder  Diffeion/  sich  duich 
einen  Kreisbogen  darstellen  lasse 
und  beantwortete  sie  bejahend 
Sei  (Figur  70)  eine  Curve  ABC 
gegeben  mit  DE  als  Berührungs- 
linie  im  Punkte  A.  Diese  DE 
wird  als  Berührende  in  Bewegung 


+  ■ 


'-,/.  an^). 


')  unde  palet,  quod  in  cvrms  ttiaiii  Ulis,  q»ae  reciificaiionem  rionäum  accept- 
runt,  nonnuniquam  parier  aequales  düsimilores  imsifinari  pusmmt.  *)  Diese  Form 
der  Beweisfflhrung  benutzte  Enneper  in  Note  VII  seines  Werkes:  Elliptische 
FunctJonen,  Theorie  und  Geschichte.  *)  Job.  BernouUi  Opera  I,  142--1U. 
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gesetzt,  so  dass  sie  nach  und  nach  die  Lagen  LJiM,  IBm,  zuletzt 
GGF  (als  Berührende  an  die  ABC  im  Punkte  6')  annimmt.  Die 
Endpunkte  der  DE  beschreiben  bei  dieser  Bewegung  die  Curren 
DLIG  und  EMmF.  Um  I)  als  Mittelpunkt  wird  mit  BE  als 
Halbmesser  ein  Kreisbogen  ENnO  beschrieben,  dessen  Endpunkt  0 
durch  die  tileichheit  der  Winkel  FT>0=  EPF  bestimmt  ist.  Dann 
wird  behauptet,  die  Curvenlängen  DG  und  EF  glichen  Kusamme» 
dem  Kreisbogen  EO.  Zum  Beweis  werden  zwei  zunächst  auf  ein- 
ander folgende  Lagen  der  bewegten  BE,  nämlich  LBM  und  IBm 
ins  Auge  gefasst  und  BN  ||  LM,  Bn  ||  Im  gezogen.  Die  doppelt- 
rechtwinkligen  Dreiecke  LBl,  MBiu,  NBn  sind  der  Construction 
nach  einander  ähnlich.     Folglich  ist 

BM  _  Mm      JIL  +  BM  _  Ll+Mm 


wegen  BL  +  BM  =  LM  auch 
LM  __  /,/+  Mm 


oder,  wegen  LM  ^^  BN,  auch  - y-.'  =  r  ?  i  bj —  Wegen  der  heiTor- 
gehobenen  Dreieck^hnlichkeiten  ist  aber  auch  -yy  ^  -ji—  und  folg- 
lich Nn  =  X^  +  Mm.  Dasselbe  Crleichheitsverhältniss  findet  über 
den  ganzen  Bogen  EO  statt,  d.  h.  es  ist  EO  =  DG  +  EF,  während 
BG  und  EF  zwei  Evolventen  von  ABC  sind.  Voraussetzung  war, 
dass  der  Punkt  A  sich  zwischen  B  und  E  befand.  Liegt  dagegen  E 
zwischen  B  und  A,  so  findet  ein  ganz  ähnlicher  Satz  statt,  bei 
welchen)  nur  statt  der  Summe  zweier  Curven  deren  Differenz  auftritt. 
Im  Octoberhefte  1698  der  A.  E,  kam  Johann  BernouUi  in 
dem  Aufsatze  Tlteorema  universale  rectificaiioni  LAnearum  Ciirvarum 
inservims*^)  auf  den  Gegenstand  zurück  und  fragte  nunmehr,  ob  nicht 
der  Kreisbogen  der  früheren  Untersuchung  durch  eine  Gerade  ersetzt 
werden  könne,  ob  es  also  nicht  Curven  gebe,  deren  Summe  oder 
Differenz  eine  geradlinig  herstellbare  Länge  besitzen  ?  Er  beant- 
wortete die  EVage  dahin,  jede  parabolische  Curve  a'''^  =  b''x'',  wo 
m  -{-  2)  =  n  -\-  q,  sei  entweder  für  sich  oder  mit  einer  anderen  para- 
bolischen Curve  vereinigt  reetificirbar.  Die  erste  c  üb  lache  Parabel 
mit  der  Gleichung  3a*i/  =  x^  habe  die  Eigenschaft,  sich  selbst  in  der 
Art  zugeordnet  zu   sein,   dass   auf  ihr   zwei  CurvenstOcke  angi 

')  Job,  Ucrnoulli   Opera  I,  iJ-i9-a.-,3. 
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werden  können,  deren  Unterschied  rectificirbar  sei^).  Einen  Beweis 
ties  so  Ausgesprocbeuen  gab  Johann  Bernoulli  nicht. 

Kun  trat  eine  ITjährige  Pause  ein,  bis  ein  italienischer  Gelehrter 
sich  an  den  G^enstand  wagte.  Graf  Qiulio  Carlo  de'  Toschi  di 
Fagnano*)  (1682-1766),  gewohnlieh  kürzer  als  Graf  Fagiiano 
bezeichnet,  gehörte  einem  alten  Ad elsge schlechte  in  Sinigaglia  an.  Im 
Collegio  Cleraentino  in  Rom,  wo  er  erzogen  wurde,  zeichnete  er  sich 
in  allen  Fächern  aus  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Mathematik.  Eret 
später  beim  Lesen  der  lieclierche  de  la  verite  von  Malebranche  er- 
kannte er  die  Nothwendigkeit  mathematischer  Bildung  und  warf  sicli 
voll  Eifer  und  ohne  Lehrer  auf  die  früher  vernachlässigten  Studien, 
die  er  bald  beherrschte.  Er  war  Consul  der  Könige  von  Spanien 
und  Sicilien  in  seiner  Vaterstadt  und  pflegte  die  Wissenschaft  nur  ao 
nebenbei.  Hatte  er  seinen  Schreibtisch  verlassen,  so  hörte  er  ohnedies 
mit  jedem  Nachdenken  auf.  Dieser  eigen  thümli che  Geist  hat  nnn 
zahlreiche  mathematische  Arbeiten  hervorgebracht,  welche  meistens 
zuerst  in  dem  Giomale  de'  letterati  d'Italia  erschienen,  dann  in  zwei 
Banden  Prodimoni  rnntemaÜcke  (Pesaro  1750)  gesammelt  wurden. 
Auf  dem  Titelblatte  eines  jeden  der  beiden  Bände  findet  sich  eine 
Lemniscate  mit  der  Ueberschrift  Dco  veritatis  gloria,  und  Figur  wie 
Ueberscbrift  wurden  Fagnanos  ausdrücklicher  Anordnung  gemäss  auf 
seinem  Grabsteine  wiederholt').  Wir  erkennen  daraus,  dass  l'agnano 
das  grösste  Gewicht  auf  seine  Untersuchungen  über  die  Lemniscate 
legte.  Die  Zeitfolge  wie  die  Gedankenfolge ,  welche  uns  zu  Fagnano 
geführt  hat,  verlangen  indessen,  dass  vorher  über  andere  Arbeiten 
berichtet  werde*). 

Im  XIX.  Bande  des  Giomale  de'  letterati  d'ltniin,  welches  abge- 
kürzt G.  L.  I,  heissen  mag,  stellte  Fagnano  1714  unter  ausdrück- 
licher Berufung  auf  Johann  Bernoulli  und  dessen  Aufsatz  in  den 
A  E  von  1698  die  Aufgabe,  man  .solle,  wenn  aof  einer  biquadrati- 
^fhen  Parabel  erster  Art  von  der  Gleichung  «*  =  y  ein  Ourvenstüek 
abgegrenzt  sei,  auf  derselben  Parabel  ein  anderes  Stück  abgi-enzen, 
•>«   diss   bLide    Luivenstutke    e  nen    gradlinig    darzustellenden  Unter- 


')  adtogve  est  Paiabjln  eiihtuilib primaria,  quae  cum  se  ipsti  compariita  reoli- 
t<^Ti  jjotest  seu  in  qua  atstgtiaii  possttnt  iluo  arcus  guorain  differentia  ext  reeli- 
tcaltls  *)  Mevioite  c&neemefiü  ü  Marchese  ßivlio  Carlo  de'  Toschi  di  l''iignaiio 
t'io  al  Me^'B  äi  l-elli  HO  delt  ömbo  1753  mviate  dal  I'adre  Don  Anffelo  Calogcra 
liaie  BcnedfUtno  < amaldolese  al  Conte  Giovanni  Maria  MazzuelteJU  abgedruckt 
in  Bulhüno  Boncompfigm  lU,  37—40.  ^  Bald.  Boncomi.agDi  im  Bulletino 
Boncontpagw  HI  31  *)  F    Siacci,  Sul  teoretnn  <M  Gante  di  Fagnano  im 

BilleH  o  Bow  np  j  f  DI    1—  I      —    Enneper,  Kliiiitisi;!iH  Functionen,  Kote 
\t  und  VII 
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schied  besitzen.  Im  folgenden  Jahre  1715  gtib  Faguano  im  G.  L.  I. 
XXII  die  Auflösung  seiner  Aufgabe  unter  Verallgemeinerung  derselben 
auf  Parabeln  verschiedener  Art,    sofern  dieselben   nur  der  Gleichung 


oder  gebrochen  gewählt  werden  darf.  Wird  s  für  die  T,ünge  des 
Bngens,  t  für  die  Länge  der  Beruh rungslinie  vom  Berührungspunkte 
bis  zur  Abscissenaxe  gesetzt,  und  bedeutet  Bestrieheluug  die  Differen- 
tiation nach  X,  so  ist  ,s  ^^/^/i +17"^  (^x  und  i-=  -[Yl  -\- y'K  Die  ge- 
gebene Parahelgleichung  liefert  /=  '^^^^  und  /  =  ^^'^  y  ]/  ^  +  („) 
nebst 

wie  sich  durch  nachträgliche  Differentiation  leicht  als  wahr  erkennen 
lässt.     Demzufolge  ist 


r    0'      „ 

"-;^'  (.<-<). 

J^'^a 

Die  Einsetzung  der  Ijrenzeu, 

/  um   von   dem   unbestimmten 

v 

/     Integrale  zu  dem  bestimmten 

übei-zugehen,   erfolgt   in  der 

8/ 

Weise,  dass,  wenn  (Figur  71) 

ßf/ 

P,  Pi,   Q,  Qt   Curvenpmikte 

SjsV/ 

bedeuten,  denen  die  Abseisseu 

A.---^^// 

^0.  ^1.  ■^0.  ^1  angehören,  und 

R      H,       ä-      -V 

-^   den  Langen  der  Bei-ühmngs- 

Mg,  71- 

linien  FB,  F^Ji^,   QS,  Q^S, 

sind,  die  beiden  Gleichungen  stattfinden 


""■'fv. 


+(:)"■  ■ 

^  —arcPP, -(P,iä,  ~PB) 
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-S= _  »rc  «ft  -  (ftS,  -  «S). 

+  (1)'" 
Kann  man  die  Diäerentisilgleicliung 


ä    die    aus    ihrer    Infcegralgleichn 
ach  X  das  Integral 

/_  dz  .  /•         dx 


integriren,    so    dass    die    aus    ihrer    Integralgleichung  folgende  Tra' 
for]nation  von  n  nach  x  das  Integral 


übergehen  läast,  so  müasen  auch  die  diesen  beiden  bestimmten  Inte- 
gralen gleichen  Werthe  einander  selbst  gleich  sein,  d,  b.  es  muss  sein 
arc  PPj  ~  arc  QQ^  =  il\R,  —  FE)  —  [Q.S^  —  QS).  Bei  m  =  4 
iiitcgrirt  sich  z.  B. 

mittels       ■       =  1.      Die   Ausgangsgleichung   y  =       ,      — —  heisst 

alsdann  3«^y  =  u:^.  Bei  m  =  t>  heisst  die  Ansgangsgleichung  4a^i/  =  ar', 
stellt  also  den  Fall  der  Aufgabe  von  1714  her,  ebenso  wie  m  =  4 
der  Behauptung  Johann  BernoulUa  von  1698  (S.  484)  entspricht. 
Die  Gleichung 


Vi+m'"  y. 


+ 


wird  alsdann  durch  2  I -..  j  +  1  =  -^  -|-  ä«  '■öl*g^'''^-  Auch  der  Fall 
»(  =  3,  (1.  h.  die  Curve  2.5«^  =  4a-^  wird  von  Faguano  behandelt 
™d  (l  +  ^^  (l  +  -i)  -  3  . 


y^w  y^^ar 


erkannt.  Andere  Einzelfälle  übergehen  wir  und  erörtern  auch  nicht 
genauer,  wie  die  Gleichungen,  welche  wir  Integralgleichungen  genannt 
haben,  dazu  dienen  z  aus  x,  beziehungsweise  .Sj  aus  x^  zu  finden. 

CiHTon.  Geecliiclite  aot  Mntheniatik    111.2,    a.AuK.  .^2 
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Wiedei  ein  Jiihr  ■^pitei,  171(j  im  G,  L.  I,  XXVI,  erschien  das 
Teorema  da  cui  ti  deduce  una  miova  misura  degli  Ardii  JulitUcl,  Iper- 
bolici  e  (hcloidah  Mit  Fagiiaiios  eigener  Bezeichnung,  in  welcher 
h,  l,  f,  g  behebige  Constanten  bedeuten  und 

,. dx\}ix   +~i         ^  _   lU  Yh'z^  +J_ 

^     Mr-'  +  g    '      '~     Vß'  +  g 
ist,  heisst  der  Fagnanosehe  Satz,  dass  unter  der  Voraussetzung 

F)  a»x'«7  +  (juj  +  (fhy  +  (siy  _  o 

und  s^+  1  das  Integral  von  X-\- Z^O  im  ersten  Falle  (s=l)  durch 
— —  .  im  zweiten  Falle  (s  =  —  1)  durch    '"   ,..      dargestellt  werde. 
Bei  s  =  l  ist 

F)    fhx'^'  +  fJx'^tW+gl  =  0 
und  daraus 

fhx'+'fl  '    -^  f}>z'-  +  fl 

Mithin  ist 

hx^  +  l  —l  ,  ''^'  +  i  —l 
7^-;-  -  ■  =  -T~i  uö«  -j-  i  I  -  ^  7^ , 
fx^-\-g        /2*  /s'  +  S         f«-' 

und  daraus 

Diiferentiation   von   P)    gibt    nach   Division   durch   ^fxz}/ —  f'l   die 
Gleichung 


beziehungsweise 

+  t) 

V-fi 


Vf  v«  ^  >!y     y-ci^     ^     '    y^d  ^  -^ 


/-+/ 


.^  = 


hervor. 

Bei  s  =  —  1  ist 

Daraus  erhält  man 

fhs*~-^gk    '  fhx''-\-gh 

Mithin  ist 

Aai'-f-;  — Aa'  ,    ;*;'  +  ;  __fta:5 
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Hier 


V9  -V9^ 

bringt  die  Integration   /  X  -|-  /  ^  =  -^^  —  hervor. 


Der  so  in  seiner  allgemeinen  Form  bewiesene  Lehrsatz  entwickelt 
seine  eigentliche  Wirksamkeit  bei  der  Anwendung  auf  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel. 

Sei  (Figur  72)  die  Ellipse  AIHG  gegeben,  deren  Gleichung 
^  "f  j,s  ^  1  sein  soll.     Ihr   Bogenelement   ist   dx  y--  -    ,\_   a-/—  • 


Fagnano  setzt,  um  die  von  ihm  gewünschte  Form  zu  erhalten, 
a^^iä=- — —  so  dass  das  Bogenelement  dx\/ — ^r — J-;— ,-n;  wird, 
oder  X,  sofern  l  =  2a^,  f=  —  2a,  (/  =  ^a"  gewählt  wird.  Die  Ver- 
mittlungsgleiehung  z^  =  -.  -  ,       ^    zwischen  2^  und  x^  heisst  alsdann 


-  und  gestattet,  wie  im  allgemeinen  Falle,  z  zu  finden, 

=  0    zum   Beispiel   folgt   s  =  a,  und 

=  wird    — ^~i,  was  auch  für  x  angenommen  werden  mag.    Sind 


wenn   x   gegeben    ist.     Aus   x  = 

CD  =  X,  CE  =  z  zwei  zu  einander  gehörende  Äbscissen,  so  stellt 
JX  den  Ellipsenbogen  Ali,  j Z  den  EUipsenbogen  AF  vor,  und  der 
Fagnanosche  Lehrsatz  spricht  aus:  arc  ^7?  +  arc  ^F=  ~- -, [- K, 
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wo  K  eine  Iiitegmfcionseon staute  ist.  Zn  deren  Bestimmung  <liont, 
dass,  wie  wir  hervorgehoben  haben,  3;  =  0  mit  s  =  a  zusammen 
stattfindet.  Zugleich  fällt  aber  bei  x  ^=  0  der  Punkt  B  auf  Ä  um] 
bei  2  =  rt  der  Punkt  F  auf  G,  d.  h.  es  ist  0  +  are  ^G  =  0  +  £:. 
Setzt  man  den  Werth  K^^  arc^lff  in  die  als  Ausdruck  des  Fagnano- 
seheo  Lehrsatzes  angegebene  Gleichung  ein,  so  entsteht 

arc  Ali  -(-  are  AF—  arc  AG  =  —  -— ,, 

oder  endlich  arc  AB  —  arc  GF  =  —  „-  j  • 

Die  Hyperbel  dient  Fagnano  als  Beispiel  des  zweiten  Falles,  in 


welchem  -,.,-  ,- ,  =  -r--,—,  +  -■,»  +  -  >  =0  ist,  und 


/x+/z_st_» 


nach  sich   zieht.     Sei  (Figur  73)  ABF  die  Hyperbel   mit   der   Glei- 
chung     s  — '."3  =  1  ■     Ihr    Bogenelement    ist    rfa:!/ — ~i-,- —t 

Fagnano  setzt  a^-\-  ^^  =  -g"  '"^'^  erhält  dadurch  das 


Bogenelement  in  der  Form  dxy  J'"^ ,_  ^  3,  welche 
mit  X  üb  er  einstimmt,  sofern  l  ^  ^2a^,  f^2a, 
ff  =  —  2«^    gewählt    wird.      Das    Integral    — — — 

__  Vff 

nimmt    also   hier   den  Werth   xzl/ ■■—^  = —^.=  an, 

und  rechnet  man  die  Hyperbelbögen  von  Ä  an,  nimmt 
CD  =  X,  CE  =  Ä,  wo  ic  und  s  mittels 


,-r-l-    d.  h.  miUels   s^ 


fhx'  +  gh 


ifl? 


zusammenhängen,  so  wird  arc  J.B -|- arc  ^4^= — J^ -\- K.  Zur 
Ermittelung  der  Integration Bconstante  K  wählt  Fi^nano  diesmal  zwei 
andere  Abseissen  üd  =  t,  Ce  =  u,  wo  «^  =  - ■,z^—-«t-  und  erhält  so 

eine  zweite  Gleichung  arc  .40  +  arc  .4/*^ -^^-^ -|- X.  Durch  Ab- 
ziehen der  zweiten  Gleichung  von  der  ersten  fällt  K  weg,  und  es 
bleibt  arc  Ff  —  arc  Bh  =  (xz  —  in)  -^  ■    Er  fügt  die  Bemerkung 

hinzu,  der  eine  der  beiden  Hyperbelbögen,  etwa  Ff,  könne  ganz  be- 
liebig angenommen  werden,  worauf  der  andere  bestimmt  sei. 
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In  späteren  Aufsätzen  von  1717  G.  L.  1.  XXIX  und  1720  G.  L.  I. 
XXXIII  hat  Fagnano  noch  weitere  Differentialgleichungen  mit  Quadrat- 
wurzeln  behandelt   und  gezeigt,   dass  ■■-■■  -) — ~— —  =  0  mittels 


x^  -\-  s^  -\~  x^z^  =  1  und     , . I        

integrirt  werde,  dadurch  eine  Bahn  zu  neuen  Entdeckungen  eröffnend. 
Wir  haben  (S.  485)  von  Fagnanos  Untersuchungen  über  die 
Lemnistate  geapiochen  Dieselben  ziehen  sieh  durch  mehrere  Ab- 
handlungen, deren  dltente  aus  dem  Tahio  1718  zu  stammen  scheint^). 
Die  gewöhnliche  Gleichung  der  Lemniscate  (x^  ~\~  y^y  ^  ^(^{a/'—iß) 
kann  durch  das  Gleiihungspaar  —  =  ]/»  -\-  v?,  -^  =  "j/m  —  «^  ersetzt 


werden. 


Dann  ist  dx^  ^ 


4      !*-[''*  4      m- 


■«l\ 


■  2«(1  -  ,0 

Der  Bogen  CS  (Figur  74) 
soll  von  C  an  gerechnet 
werden,  wo  ic  =  0  sowie 
)/  =  ü,  mitliin  auch  it  =  0 
ist.  Im  Punkte  X  ist 
x_«l/2,  !/-0 
mithin  ?(  =  1,  Im  Punkte  iS' 
mag  X  =  aym  -\-  m^,  u  =  m  sein. 


■y'iJ]/«(i-^.0" 


Man  hitt  alsdann 


üC's=  ■ 


y-ijj/uii-«") 


Nun  wird  eine  neue  Veränderliche  v  mittels  is  =  t-y~;  eingeführt. 
Diese  Substitution  macht,  <iass  bei  w  =  0,  v  =  \  und  bei  u  =  m, 
V  =       -      wird.     Ausserdem  wird 


2dv 


du  =  —  j-—. — i  und     ..... 
i^  +  v)  ]/«(: 


')  Poggendorff  I,  7t5.  —  Wir  geben  uaaeren  Auasug  nach  Bnneper, 
Elliptische  Functionen,  Note  VII,  da,  uns  Fagnanos  Werke  und  ebenso  das 
G-  Jj.  I.  nicht  7,ur  Verfügung  standen.  Dass  allerdings  Enneper  sich  nicht 
genau  an  Fagnano  angeschlossen  haben  kann,  geht  aus  der  geführten  Rech- 
nung hervor. 
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Man  erhält  so 

In  den  beiden  rechts  stehenden  Integralaiisdriicken  bann  man  ohne 
Weiteres  den  Integrationsbiichstaben  v  wieder  durch  u  ersetzen.  Sie 
bedeuten  augenscheinlich  wieder  Lemniscatenbögen,  und  zwar  beginnen 
beide  bei  C,  wo  m  ^  0  war.  Der  erste  derselben  endet  bei  L,  wo, 
wie  wir   bemerkten,  m  ^  1   ist,  der   zweite  etwa  in  M,   wenn    dort 

M  =— — — j  beziehungsweise  x  =  -j^ — "/^  —  2m  ist.  Die  gefundene 
Gleichung  heisst  demnach  arc  CS  =  nrc  CL  —  arc  CM  =  arc  ML. 
Zwei  Lemniscatenbögen  von  gleicher  Länge  sind  gefunden,  deren  einer 
in  C,  der  andere  in  L  beginnt,  während  die  anderen  Endpunkte  durch 
M  =  m  und  M  =  :r-^~-  bestimmt  sind.  S  und  M  fallen  beide  in  einen 
Punkt  T  zusammen,  wenn  m  =  —-r — ,  d.  h.  m  =  ]/2  —  1  ist.    Dazu 

gehört  der  Wert  x  =  «K  2  —  y2  und  der  über  diesem  Äbscissenpunkt 
liegende  Lemniscatenpunkt  2'  halbirt  den  Lemniscatenquadranten  CTL. 
Fagnano  wusste  aber  ausser  der  Halbimng  des  Lemniscaten- 
quadranten auch  dessen  Drittheilung  und  Fünftheilung  zu  vollziehen, 
worauf  wir  nicht  näher  eingehen,  und  er  zog  die  Folgerung,  der 
Lemniscatenquadrant  lasse  sieb  algebraisch  «-theilen,  wenn  n  in  einer 
der  Formen  2  ■  2'",  3  ■  2™,  5  ■  2"'  enthalten  sei,  wo  m  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  bezeichnet.  Dieses  ist,  ruft  er  aus,  eine  neue  und  eigen- 
thümliche  Eigenschaft  meiner  Curve^). 

')  Qiiesla  e  una  nuova  e  migolare  proprietä  deUa  mia  ctirra. 
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Oescliichte   der  Mathematik.     Klassikeraosgaben.     Wörterbücher. 

Die  Geachiclite  der  Mathematik  als  Gegenstand  wissen  schaftlicher 
Forschung  nahm  in  dem  Zeitabschnitte,  zu  dessen  Behandlung  wir 
uns  wenden,  einen  gewaltigen  Aufschwung.  Wir  begegnen  Schrift- 
stellern, deren  Absieht  auf  die  Bearbeitung  des  ganzen  Gebietes  ge- 
richtet war,  wie  solchen,  welche  an  Einzeluntersuchungen  sieh  genügen 
liesaen,  und  wir  werden  von  ihnen  in  dieser  Beihenfolge  reden. 

Johann  Christoph  Heilbronner^)  (1706—1747  etwa),  ein 
Schlossers  söhn  aus  Ulm,  widmete  sich  nach  der  Theologie  der  Mathe- 
matik, über  welche  er  in  Leipzig  mehrere  Jahre  lang  Vorlesungen 
hielt.  Er  bezeichnet  sich  auf  dem  Titelblatte  seiner  ersten  Schrift; 
Versuck  dtm-  mathematisdien  Historie.  Erster  Theil.  Darinnen  eine 
AbhmdiMng  von  dem  Nutzen  der  Mathematik  überhaupt,  und  die  HistoHe. 
der  Beehenkmist  entkalten  siml  (Franckfurt  und  Leipzig  verlegts  Samuel 
Wohler,  Buchhändler  in  Ulm  37H9)  als  Thefi).  et  MatJtetn.  ßtudios.. 
während  er  auf  den  Titel  der  1742  bei  Johann  Friedrich  Gleditsch 
in  Leipzig  erschieneneu  Historia  matheseos  universm  n  mundo  condito 
ad  seeulum  p.  C.  n.  XVI  praeeipuorum  mathematicorum  vitai:.  dogmata, 
»Tjpfet  et  manuscripta  complexa.  Aecedit  reeensin  elementorum,  com- 
pendiorum  et  operum  maihetnatieorum  atquc  historia  ariUmtetiees  nil 
mstni  tenipora  nur  Jo.  Christoph.  Heilbronner  schlechtweg  und  ohne 
jeden  Zusatz  heisst.  Heilbronner  ist  bald  Über-,  bald  unterschät/.t 
worden.  Zur  richtigen  Würdigung  ist  eine  Vergleichnng  mit  dem 
etwa  hundert  Jahre  älteren  Vossius  {Bd.  II,  S.  652— H53)  unerlässlich. 
Ihn  hat  Heilbronner  als  hauptsächliche  Quelle  benutzt,  allerdings 
äusserst  kritiklos  benut/i,  so  dass  der  Sinn  des  Ton  Vossius  Behaup- 
teten unter  Umständen  zur  Unkenatliehkeit  entstellt  ist.  Am  deut- 
lichsten zeigt  folgendes  Beispiel,  wie  wir  das  meinen.  Vossius  spricht^) 
von  der  vor  86  Jahren  durch  Vertraniua  Maurus  verfassten  Lebens- 
besehreibung  des    Terentius   Varro.     Deren   Datum    kommt   dadurch 

')  AUgumeiiii'  ik'iitschi:  Biographie  XI,  äV.i.  "j  Vossius  iiiiy,  39, 
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ungefähr  nai'  dua  Jahr  15(iO.  Heiibromier  sagt  detuiiiich  in  dem 
deutschen  Versuch  u.  s.  w.  ganz  richtig^),  das  Zeugnis»  des  Vertranius 
Maurus  sei  noch  nicht  200  Jahre  alt.  In  der  lateinischen  Historia  u,  s.  w. 
dagegen  heisst  es:  Jiaec  cum  ille  anno  86  scri;i>serit^.  Die  86  Jahre 
des  Vosaius  sind  also  ohne  Umrechnung  wiederhergestellt,  und  kein 
Leser  wird  jetzt  dem  Wortlaute  entnehmen  können,  wann  eigentlich 
die  sühriftstellerische  Thätigteit  des  Vertrauius  Maurus  stattfand. 
Wo  Heilbronner  anderen  Gewährsmännern  als  Vossius  folgt,  ist  er 
nicht  selten  unglücklich  in  seiner  Wahl.  Vossius^)  hat  Hypsiklea 
etwas  mehr  als  100  Jahre  vor  Christi  Geburt  angesetzt,  was  der  ge- 
schichtlichen Wahiheit  entspiechen  dürfte  Heilbronnet  *)  setzt  den- 
selben mit  J'^abncms  auf  IW)  nach  Ghiisti  Geburt  Eudemus,  der 
ausdrücklich  als  bihOlei  des  Aristoteles  bezeichnet  ist  )  soll  im 
4  nachchi istlichen  Tahrhunderte  gelebt  haben  Leonardo  von  Pisa  im 
15  Jahrhundert,  wofür  Blancmus  als  Quellp  ■»ngefuhrt  ist")  Und 
dennoch  ist  neben  den  grossen  Mangeln  und  groben  t  ehlei  n  eine 
fülle  von  Gelehrsamkeit  m  dem  deutschen  wie  in  dem  latelnl'^^hen 
Bande  Heilbionners  aufgestapelt  Es  ist  auch  an  emzehien  StfUen 
wenigstens  versucht  den  mathematischen  Inhalt  dei  genannten  Schriften 
zu  schildern  so  z  B  wenn  der  Beweis  des  Pjthagoiaischen  Lehr- 
satzes aus  dei  Äehnlichkeit  der  Dreiecke  hergeleitet  wird,  welche  bei 
Ziehung  der  Senkrechten  von  der  Spitze  des  rechten  Winkels  auf 
die  Hypotenuse  entstehen'),  wenn  die  Artthmetica  infinitoritm  von 
John  Wallis  als  die  Darstellung  einer  neuen  Methode  die  Quadratur 
von  Curven  und  schwierigere  Aufgaben  der  Mathematik  zu  unter- 
suchen bezeichnet  wird,  wenn  hinzugesetzt  ist,  sie  laufe  darauf  hinaus, 
dass  die  Summe  der  natürlicheu  Zahlenreihe,  dann  die  Summe  der 
Quadratzahlen,  der  Kubikzahien  u.  s.  w.  erforscht  werde*).  Heibronner 
hat  ferner  das  Verdienst,  auf  mathematische  Handschriften  aufmerksam 
gemacht  zu  haben.  Bernhard  von  Montfaucon  gab  1739  seine 
mblioHieca  bihlioßteca/rum  heraus,  ein  grossartig  angelegtes  Hand- 
schriften verzeichniss.  Heilbronner  hat  es  durchgearbeitet  und,  was 
mathematischen  Inhaltes  schien,  seinem  lateinischen  Gesehichts werke 
einverleibt.  Die  Angaben  sind  nichts  weniger  als  stets  zutreffend  oder 
gar  vollständig,  wie  man  heute  weiss,  aber  brauchbar  sind  sie  immer 
noch,  wie  Heilbrunners  ganze  Hist-oria  matheseos  es  ist,  wenn  man 
nur   bei    der  Benutzung   die  nöthige  Vorsicht  walten   lässt  und  ins- 

')    HeilbrOBner,    Versuch    S,   115    am    Schlüsse    der   Änmerliuiig    iin. 
»)  Heilbronner,  Ristoria   pag,  291,  Anmerkung  m,  =)  Vossius  pag.  S28, 

§  7.        ')  Heilbronner,  Historia  pag.  342.  ')  Ebenda  pag,  370^  JüiHlemin 

Khadius,  ArisfoteKs  discijiv,lus.  '^)  Ebenda  pag.  497,  ')  Bbeudii  pag',  lo^, 

Auinerkung  kk,  ')  Ebenda  pag,  liU9,  §  Ul,  Nr,  5, 
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besondere  stets  auf  die  ersten  Quellen  zurückgeht,  eine  Vorschrift, 
welche  man  eigentlich  bei  geschichtlichen  Untersuchungen  nicht  nöthig 
haben  sollte  besonders  einzuschärfen. 

Johann  Friedrich  Weidler^)  (1691  o^er  1692—1755)  gehörte 
mit  seiner  Thütigkeit  der  Universität  Wittenberg  an.  Wir  finden  ihn 
dort  1712  als  Assessor  der  philosophischen  Facultät,  1719  als  ordent- 
lichen Professor  der  höheren  Mathematik,  beziehungsweise  der  Stern- 
kande,  1733  (nachdem  er  1727  zu  Basel  die  juristische  Doetorwürde 
erworben  hatte)  als  ausserordentliches  Mitglied  der  juristischen 
Facultät,  1746  als  ordentlichen  Professor  der  Rechte,  ohne  dass  jedoch 
anscheinend  die  Verpflichtung  juristische  Vorlesungen  zu  halten  von 
ihm  gefordert  oder  erfüllt  worden  wäre.  Sein  geschichtliches  Haupt- 
werk ist  die  Hisixiria  astronomiae  sive  de  ortu  et  progressu  astronomiae 
von  1741,  welcher  er  1755  noch  eine  BiUio^apMa  astronomica  etc. 
Accedunt  hisloriae  astronomiae  suppfemenia  nachfolgen  liess.  So  wenig 
wir  die  Astronomie  in  den  Kreis  unserer  Berichterstattung  eingezogen 
haben,  so  wenig  gehört  deren  Geschichte  in  das  Bereich  dieses  Werkes, 
und  wir  nannten  Weidlers  Buch  nur  gelegentlich,  weil  wir  nachher 
eine  Sonderuntersuchung  des  gleichen  Verfassers  zu  erwähnen  haben, 
der  uns  alsdann  keine  unbekannte  Persönlichkeit  mehr  ist. 

Wir  haben  (S.  271)  für  Christian  Ton  Wolfs  Elemmia  matlie- 
aeos  univtrsae  auf  den  XVIII.  Abschnitt  verwiesen.  Wenn  wir  in 
diesem  Kapitel  die  gegebene  Zusage  noch  nicht  vollständig  erfüllen, 
berichten  wir  doch  über  den  fünften,  letzten  Band  des  grossen  Hand- 
buchs. SiT  ist  1741  in  erster,  1752  in  zweiter  Auflage  erschienen^ 
imd  bezeichnet  seinen  Inhalt  auf  dem  Titelblatte  als  Tomus  quintus, 
qiii  commentationem  de  praecipuis  scriptis  tnaßtematids,  commentationem 
(h  studio  nmihematico  recte  instituendo  . .  .  continenf.  Dessen  zweiter, 
grösserer  Abschnitt ')  ist  eine  Gesammtübersicht  aller  Theile  der 
reinen  Mathematik,  wie  sie  nacheinander  erlernt  werden  sollen.  Wolf 
greift  dabei  vielfach  auf  Dinge  der  formalen  Logik  über  und  beruft 
sich  nicht  selten  auf  sein  Wörterbuch,  von  dem  weiter  oben  (S.  271) 
die  Rede  war.  Der  erste  Abschnitt*)  ist  eine  Zusammenstellung  der 
Literatur  der  reinen  wie  der  angewandten  Mathematik  und  besitzt 
insofern  auch  hente  noch  eine  gewisse  geschichtliche  Bedeutung,  als 
man  entnehmen  kann,  welche  Werke  Wolf  empfehlenswerth  erschienen. 
Ausser  dieser  allgemeinen  Bemerkung  möchten  wir  noch  auf  zwei 
Stellen  besonders  hinweisen. 


')  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XLI,  453 — 466.  Artikel  von  S.  Günther. 
^  Uns  liegt  diese  zweite  Auflage  vor,  und  auf  eie  heziehen  sich  unsere  An- 
führungen. ')  Wolf,  Jikmmta  math.  V,  la»— 4ÜS.  ')  Ebenda  V,  1—128. 
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Das  mehi^enitnnte  Woifache  Wörterbuch  krt  vergrifl'en.  Der 
Verleger  bat  Wolf*),  eine  neue  Auflage  nach  seinem,  des  Verlegers, 
Sinne,  ad  mentem  ipstus,  zu  bearbeiten  oder  zu  gestatten,  dass  der 
Titel  wenigstens  unverändert  Wolfs  Namen  zeige,  während  die  Um- 
arbeitung durch  einen  Anderen  vollzogen  würde.  Wolf  nennt  die 
Zumuthung  abgeschmackt,  insulsum  petituin,  und  konnte  und  wollte 
sich  nicht  darauf  einlassen,  weil  seine  Peder  nicht  käuflich  sei.  Der 
Verleger  veranstaltete  nichtsdestoweniger  17152  eine  neue  Auftage*), 
mit  welcher  in  Verbindung  gebracht  zu  werden  Wolf  sieb  öffentlich 
verwahrt. 

Wir  wissen  aus  dem  95.  Kapitel,  dass  Wolf  in  dem  Prioritäts- 
streite zwischen  Newton  und  Leibniz  auf  des  Letzteren  Seite  stand 
und  ihm  manche  Dienste  leistete.  In  dem  geschichtlichen  Abschnitte, 
von  dem  wir  reden,  erzählt  Wolf  jenen  Streit^).  Er  begnügt  sich 
damit,  die  nackten  Thatsachen  zu  erwähnen,  d.  h.  zu  sagen  in  dem 
tmd  dem  Jahre  habe  in  der  und  der  Zeitschrift  der  und  der  Aufsatz 
gestanden  oder  sei  der  und  der  Brief  geschrieben  worden.  Er  theilt 
mit,  dass  er  dem  damals  in  Wien  befindlichen  Leibniz  das  Erscheinen 
des  Vommeri;ium  cpistolintm  angezeigt  und  ihn  gefragt  habe,  ob  er 
eine  Besprechung  in  den  A.  E.  wünsche.  Zuletzt  sagt  Wolf:  „Dieser 
Streit,  wer  Erfinder  der  Difiterentialrechuung  sei,  ist  nachher  mit 
grosser  En^egung  der  Gemüther,  insbesondere  zwischen  Keill  und 
Johann  Bernoulli  geführt  worden,  worüber  in  erster  Linie  die  Leip- 
ziger A.  E.  nachzulesen  sind.  Unsere  Aufgabe  ist  es  nicht,  den  Streit 
zum  Abschlüsse  zn  bringen,  da  hier  nicht  Kaum  für  eine  Erörterung 
ist,  ohne  welche  ein  Abschluss  nicht  möglich,  und  wir  uns  eine  solche 
auch  nicht  vorgenommen  haben.  Zudem  ist  es  unnöthig,  aus  der 
erwähnten  Zeitschrift  abzuschreiben,  was  dort  gelesen  werden  kann. 
Wir  selbst  verehien  die  Verdienste  Newtons,  wir  verehren  die  Ver- 
dienste Leibnizens  BernouUis  und  Anderer.  Wir  halten  es  für  billig, 
dass  Jedem    dii  Seme    zugewiesen   werde,    und   dass   grosse  Talente 

')  Wolf  Eleiienlu  Math  \  10,  §  21.  *)  Die  Heitlelbergcr  Univexeit;\t=- 
bibliothek  beiitat  ein  Exemplar  der  11.  Auflage  des  WörterbucbB  in  altem  Ein- 
bände, mf  dessen  Klicken  der  Titel  Johann  Hühner  Lexieon  matliematicvni  ge- 
druckt iht  Wir  haben  mcM  emiitteln  können,  ob  der  dem  Verleger  willKbrige 
neue  Herausgebet  ■wirklich  lohann  Hübner  hiess.  Sein  Name  kommt  weder  aut 
dem  Titelbldtte  noch  m  emer  Torrede  vor.  Wolfs  Name  ebenBOwenig.  G.  E»e- 
Ktröm  Bibhotheea  matin'mntua  1898  S.  .54)  macht  darauf  aufmerksam,  derHerauE- 
geber  der  II  Anllage  des  Wolfschen  Wörterbuchs  werde  .bei  Johann  Wolfgang 
Müller  (Auserlesene  mathemathiscbe  Bibliothek,  Nürnberg  1820,  S.  307)  Bichter 
genannt,  vermuthlich  sei  Georg  Friedrich  Richter  (1691—1742  vgl.  Poggen- 
iiorff  II,  634—636)  gemeint,  der  1732  ausserordentlicher  Professor  der  Mathe- 
matik in  Leipzig  war.        ')  Wolf,  Elemmta  uuiOi.  V,  51—53,  g§  K4,  36,  36. 
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durch  den  Btüini,  der  die  Kraft  zu  glänzenden  Leistungen  verleitet, 
angespornt  werden.  Wir  sind  bereit,  die  Verdienste  Anderer  zu  er- 
heben, aber  wjr  erachten  ea  als  einen  Verstoss  gegen  die  Grund- 
gesetze der  Moral  über  da'.  Lob  in  Streit  zu  gerathen,  und  kein 
Beispiel  wild  uns  veninlassen,  einen  Stein  zu  solchem  Streite  bei- 
zutragen " 

Em  hierher  gehoiendeg  Werk  aus  dem  Jahre  1750  ist  die 
Histmica  et  dogmaUca  ad  Malhes'm  mtroditctio  qua  sucdncta  maßieseos 
h-itona  cum  reix^'i  ejusdem  praecognitis,  nee  non  systematis  mathematici 
dchiieako  tontineiiiur  von  Fiobesius"^).  Ihr  Verfasser,  mit  deutschem 
Namen  Johan  Nikolaus  Probes  (1701--17Ö6),  studii-te  in  Helm- 
städfc,  dann  als  enger  Schüler  Wolfs  in  Halle  und  Marburg.  Seit 
1726  las  er  in  Helmstädt  über  Wolfeche  Philosophie  zuerst  als 
Priyatdocent,  später  als  Professor.  Im  Jahre  1741  wurde  er  über- 
dies zum  Professor  der  Physik  und  Mathematik  ernannt,  und  nun 
lehrte  er  alle  diese  Päeher  durch  10  Jahre,  bis  er  1751  die  philo- 
sophischen Vorlesungen  abgab.  Das  erwähnte  historisch  -  mathe- 
matische Werk  verleugnet  die  Abhängigkeit  seines  Urhebers  von 
Wolf  keineswegs.  Auch  Frob^ius  hat  zwei  grosse  Abschnitte  unter- 
schieden, deren  zweiter  die  Umrisse  der  gesammten  Mathematik  zeichnet, 
während  der  erste  nach  einer  Schilderung  der  Natur  und  des  Wesens 
der  Mathematik,  also  nach  einer  philosophischen  Einleitung,  sich  in 
den  §§  X— XX  auf  pag.  62 — 136  der  Geschichte  zuwendet^).  Nach 
einer  Auseinandersetzung  des  Nutzens  der  Geschichte  folgt  §  XI  eine 
Literatur  der  Biographien  der  Mathematiker,  §  XII  Literatur  der 
mathematischen  Bibliographien,  §  XIII  Literatur  der  Geschichte  der 
Mathematik,  alle  drei  recht  brauchbar,  wenn  auch  nicht  ganz  voll- 
ständig. Von  §  XIV  an  folgt  die  Geschichte  selbst,  welche  Fro- 
besius  in  fünf  Perioden  theiltt  1)  barbarica  sive  orientalia  (Inder, 
Chinesen,  Chaldäer,  Phönizier,  Aegypter).  2)  graecanica  vel  graeca, 
von  Thaies  bis  zur  Stiftung  der  Alexandrinischen  Schule.  3)  Alesan- 
drino-romana  bis  zum  siebenten  christhcben  Jahrhundert.  4)  arabica. 
o)  occidentalis.  Eigene  Forschungen  sucht  man  auch  hier  vergebens, 
indess  gibt  der  Verfasser  genau  seine  Quellen  und  Gewähi'smänner 
an.  Die  Geschichte  selbst  ist  eine  ziemlich  compendiarische  Auf- 
zähluug  der  einzelneu  Mathematiker  und  ihrer  Erfindungen.  Die 
Bearbeitung  der  4.  Periode  ist  ein  blosses  numerirtes  Namens verzeich- 
iiiss,  die  S.  Periode  fehlt  ganz. 


')  ÄUgememe  Deutsche   Biogr.iphio  VIII,  1Ü9 — lifU.  ')   Wir   berichten 

von  hier  an  wörtlich  nach  Nesselmann,  Die  Algchra  der  Griechen  g  17,  da 
wir  EHlbst  das  Werk  von  Frobeflius  nie  gesehen  haben. 
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Johmiii  Friedricli  Stockliauseii^)  (17IS— 177(i)  wir  Piedigtr 
in  Kirdorf  in  Oberhessen  und  verfasste  ver'.chiedene  tlipologi&ehe 
Schriften.  Mit  naathemati  sehen  Studien  hat  er  sich  d  ineben  au^ 
Liebhaberei  beschäftigt  und  Geschichtliches  übei  die^e  Wissenschaft 
geaammelt  und  1752  in  Berlin  bei  den  bekannten  Verlegern  Haude 
und  Spener  herausgegeben.  Der  Titel  lautet  Mi4o7>schp  Anfangs- 
gründe lUr  Mathematik,  tvorinnen  der  Ursprung,  W  achsßium,  mamikerley 
Veränderung  und  heutiger  Zustand  sowohl  ilet  MaUiematik  uherha/upt, 
als  auch  aller  wnd  jeder  TheUe  derselben  insonderheit  fmt  Be^fug%m') 
eines  Megisters  der  vornehmsten  Sachen  und  Sciibenten  qeziKjei  ztitd 
Das  Büchelehen  hat  dadurch  ein  gewisses  Inteiesse,  dass  in  ihm  von 
Berühmtheiten  des  17,  und  18.  Jahrhunderts  die  Rede  ist,  die  heute 
kein  Mensch  mehr  kennt,  während  wirklieh  hervorragende  Mathe- 
matiker nur  ganz  obenhin  genannt  sind.  Eine  gelungene  Verwechs- 
lung^) ist  die  des  John  Newton,  des  Verfassers  der  1658  gedruckton 
Trigonometria  Britannica  (Bd.  II,  S.  747)  mit  Isaac  Newton.  Da  des 
Letzteren  Geburtsjahr  1642  ausdrücklich  angegeben  ist,  so  meinte 
Stockhausen  offenbar,  Newton  habe  jene  Trigonometrie  mit  16  Jahren 
veröÖentiicht. 

Jean  Etienne  Montuela^)  (1720—1799)  wurde  als  Sohu  eines 
Kaufmanns  in  Lyon  geboren.  In  dem  dortigen  JeauitencoUegium 
erhielt  er  eiileo  ausgezeichneten  Unterricht  und  erwarb  sich  ebenso- 
wohl reiche  Sprachkenntnisse  rIs  er  tief  in  die  Mathematik  eindriing, 
beides  gleich  unentbehrlich  für  das,  was  später  seine  Lebensaufgabe 
sein  sollte.  Zunächst  studirte  er  zwar  in  Toulouse  Rechtsgelehrsam- 
keit,  dann  aber  ging  er  nach  Paris,  um  seine  allgemeinen  Bildungs- 
bedürfnisse zu  befriedigen.  Das  Haus  des  Buchhändlers  Jombert 
bildete  dort  einen  Verein  igungspunkt  für  zahlreiche  Schriftstellei', 
namentlich  für  Mathematiker,  deren  Schriften  einen  Verlagsartike! 
ihres  Wirthes  bildeten.  Dort  verkehrte  auch  Montucla,  dort  lernte 
er  D'Alembert,  dort  De  Gua  de  Malves,  den  Architekten  Jacques 
Franvois  Blondel*)  a7Ü5— 1774),  den  Astronomen  Joseph  Je- 
rome  le  Fran^ois  de  Lalande'^)  (1732—1807),  welcher  gleichfalls 
ein  Zöghng  des  Lyoner  JesuitencoUegiums  gewesen  war,  Guillaume 
Le  Blond^)  (1704—1781),  den  Mathematiklehrer  der  königlichen 
Pagen,  später  der  königlichen  Prinzen  kennen,  und  er  befreundete 
sich   mehr    und  mehr   mit   dem   Gedanken,   das  Werden   der  so   ver- 

')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XXXVi,  2n~'i9S.  >)  Stookiiauseii 
1.  t.  S.  14«.  ')  Montucla  lY,  66-2—672  (Sai-  la  vie  et  lei  ouvrages  de  Mmi- 

tucla,  extrait  de  In  NoHce  hidoriqiie  lue  par  Atigmle  Sacinien  Le  Blond  ä  In  Su- 
eiete  de  Versailles  le  15  .lancier  löOO  aeec  den  ndditions  j.ar  Jeriime  De  Lahiiide). 
*)  Poggendorfl*  I,  213.      »)  Elienda  I,  1349-1351.       *■)  Ebenda  I,  1398—1399. 
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schieden  artigen  wissenschaftlichen  Richtungen,  die  er  bei  den  Münnein 
seines  täglichen  Verkehres  vorfand,  zu  ergründen  und  es  darzustellen. 
Eine  Sondenintersuchung,  auf  welche  wir  zurßcfekcmmen  werden, 
bahnte  1754  den  Weg  und  lenkte  die  Aufmerksamkeit  auf  deren 
Verfasser.  Dann  erschien  1758  die  Histoire  des  Matitematiques  in 
2  Bänden  und  brachte  ihm  neuen  Buhm  und  Beförderung.  Montucla 
begleitete  1764  Turgot  als  königlicher  Astronom  nach  Cayenne,  wurde 
1706  Oberaufseher  der  königlichen  Gebäude  in  Pdiis  zog  sieh  17*^2 
nach  Versailles  zurtick.  Jetzt  drang  De  L'ilande  in  ihn,  eme  neue 
Auflage  des  grossen  Geschichts Werkes  zu  veranstalten  und  es  bis  auf 
die  Gegenwart  fortzuführen.  Der  schon  67]ahiige  Montucla  lle^s  sich 
bewegen.  Am  7.  August  1799  erschienen  die  beiden  ersten  Bande 
der  neuen  Auflage,  aber  am  18.  December  des  gleichen  Jahrea  starb 
Montucla,  ohne  die  Fortsetaung  druckfertig  haben  machen  zu  können 
Dieser  Aufgabe  unterzog  sieb  De  Lalande,  und  dci  Abstand  dts 
3.  und  4.  Bandes  von  dem  1.  und  2.  ist  cm  Zeugni'ss  für  die  Vor 
trefflichkeit  von  Montuelas  eigener  Arbeit  Sein  Nekiolog,  welchem 
wir  die  lebensgeschichtliehen  Angaben  entnehmen,  luhrt  von  Auguste 
Savinien  Le  Blond  ^)  (1700 — 1811)  her,  einem  Grossneffen  von 
GuiUaume  Le  Blond.  Wir  entnehmen  ihm  auch,  daas  Montucla  Mit- 
glied der  Akademien  von  Paris  und  Berlin  war.  Wir  haben  den 
hohen  Werth  der  Geschichte  der  Mathematik  aus  Montuelas  Feder 
nicht  bloss  hier  durch  den  Vergleich  mit  De  Lalandes  Fortsetzung, 
sondern  an  den  verscbiedensten  Stellen  unseres  eigenen  Werkes,  wo 
immer  wir  Montucla  benutzen  konnten,  theils  ausdrücklich,  theils  da- 
durch anerkannt,  dass  wir  ihm  folgten.  Allerdings  stand  uns  Überall 
nur  die  zweite  Auflage  zu  Gebot,  welche  gegen  die  erste  wesentlich 
verbessert  und  fast  um  die  Hälfte  vermehrt  sein  soll,  die  zweite 
Auflage,  welche  durch  das  Jahr  ihres  Erscheinens  erheblich  jenseits 
der  Grenze  dieses  Abschnittes  liegt.  Aber  wenn  uns  die  erste  Auf- 
lage auch  nicht  bekount  ist,  die  Möglichkeit,  dass  sie  sich  zu  der 
mit  Recht  weit  und  breit  berühmten  zweiten  Auflage  auswachseu 
konnte,  schliesst  ibr  Lob  in  sich.  Zweifellos  ist  Montucla  in  zahl- 
reichen Einzelfällen  heute  überholt,  allein  man  darf  nicht  vergessen, 
dass  es  dazu  eines  vollen  Jahrhunderts  und  dei-  Anstrengung  zahl- 
reicher Forseber  bedurfte,  welche  Neues  entdeckten,  Neues  heraus- 
gaben und  dadurch  Folgerungen  ermöglichten,  welche  Montucla  nie- 
mals hätte  ziehen  können,  weil  ihm  die  Vordersätze  fehlten.  Was 
Montucla  geleistet  hat,  sein  Eindringen  in  den  Geist  der  zahllosen 
von   ihm    gelesenen   Schriftsteller,    sein  Zusammenfassen    der   Haupt- 

')  roggonUorff  I,  139'J. 
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gedanken  der  Werke,  über  welche  er  berichtet,  sein  besonnenes  Ur- 
theil  über  zahlreiche  Streitfragen,  an  welchen  er  niemals  sehen 
vorüberschleicht,  erheben  ihn  so  hoch  über  alle  seine  Vor^nger, 
dass  seine  Nachfolger  sich  glücklich  sehätzen  können,  wenn  nur  ein 
halb  90  grosser  Fortachritt  von  Montucla  zu  ihnen  zugestanden  wird, 
als  er  etwa  von  Vossius  zu  Montucla  vorhanden  war.  Man  darf  dabei 
nicht  ans  den  Augen  verlieren,  dass  Montncla  aich  seine  Aufgabe 
zum  Schaden  seines  Werkes  dadurch  ungeheuer  erschwert  hat,  dass 
er  die  ganze  angewandte  Mathematik  in  den  Kreis  seiner  Betiachtungen 
mit  hineinzog.  Es  war,  wie  mit  vollem  Hechte  gesagt  worden  ist'), 
in  der  That  zu  viel  für  einen  Mann,  eine  ganz  neue  Bahn  betretend, 
eine  aus  den  unmittelbaren  Quellen  geschöpfte  Geschichte  der  Geometrie, 
Arithmetik,  Algebra,  Mechanik,  Astronomie,  Optik,  SehifFahrtskunde, 
Geographie,  Chronologie,  Gnomonik,  Diiferential-  und  Integralrechnung 
zu  achreiben.  Dieses  Streben  nach  extensiver  Vollendung  musste  die 
innere  ersticken. 

Nächst  den  Schriftstellern,  welche  der  Geschichte  der  Mathematik 
im  Allgemeinen  sich  hefleisa igten,  nennen  wir  solche,  welche  Einzel- 
unter Buchungen  veröffentlichten,  die  selbst  wieder  nach  zwei  liichtungen 
auseinandergehen,  indem  entweder  die  Mathematik  an  besonderen 
Orten  oder  einzelne  Gebiete  der  Mathematik  in  Frage  kommen. 

Johann  Gabriel  Doppelmayr^}  (1671—1750)  war  der  Sohn 
eines  Nürnberger  Kaufmanns,  der  sich  aua  Liebhaberei  mit  Physik 
beachäftigte  und  in  Nürnberg  die  erate  aufrecht  stehende  Luftpumpe 
in  Gestalt  einer  Blumenvase  angefertigt  haben  soU.  Der  Sohn  erbte 
die  Neigungen  seines  Vaters,  zu  denen  sieh  Freude  an  der  Mathematik 
gesellte,  und  das  Studium  zu  Altdorf  als  Schüler  von  Johann 
Christoph  Sturm  (S.  11)  befestigte  ihn  in  seinem  Vorhaben,  sich 
von  der  Rechtsgelehrsamkeit,  welcher  er  eigentlich  eich  widmen  sollte, 
abzuwenden.  Er  kehrte  ihr  1700  voUstiindig  den  Rücken,  machte 
zwei  Jahre  lang  Reisen  durch  Deutschland,  Holland,  England  und 
erhielt  nach  weiteren  zwei  Jahren  1704  die  Professur  der  Mathematik 
am  Egidi sehen  Gymnasium  zu  Nürnberg.  Diese  Stellung  behielt 
Doppelmayr  bis  zn  seinem  Tode,  den  ihm  vielleicht  ein  physikalisches 
Experiment  brachte.  Nach  Versuchen  mit  einer  Leydner  Flasche, 
vermuthlich  infolge  derselben,  befiel  Doppelmayr  eine  rechtsseitige 
Lähmung,  welche  mit  seinem  Tode  endigte.  Von  seinen  zahlreichen 
Schriften  hat  die  HisUmsche  Nachricht  von  den  nümhergischm  Mathe- 
maticis  und  Künstlern,  Nürnberg  1 730,  bleibenden  Werth.    Die  Sprache, 


')  Nesselinann,    Die    Algebra    der   Grieohea    S.   19.  ')  Allgemeine 
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ein  Gemenge  von  Deutach  und  Latein,  ist  zwar  im  höehsten  Grade 
imerquicklich,  auch  die  üebermenge  von  Berufungen  erleichtert  das 
Lesen  des  Werkes  keineswegs;  dafür  ist  es  aber  im  höehsten  Grade 
zuverlässig  und  geeignet,  sowohl  auf  anderweitige  Quellenschriften 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  hinzuweisen,  als  auch  dieselben  zu 


Wolfgang  Ludwig  Graefenhahn')  (1718—1767)  veröffent- 
lichte als  Suhrector  des  Gymnasiums  zu  Bayreuth  1744  und  1745 
Schulschriften  aber  die  hervorragende  Bedeutung  deutscher  Gelehi-ten 
in  der  Mathematik  und  der  Optik,  und  Frobesius  (S.  499)  wid- 
mete 17Ö1 — 1755  mehrere  Abhandlungen  den  Helmstädter  Mathe- 
matikern. Hierher  gehört  auch  die  Erwähnung  des  Grafen  Maruli 
Giovanni  Maria  Mazzuchelli^)  (1707—1765)  aus  Brescia,  der 
1737  Geschichtliches  und  Kritisches  über  Archimed  veröffentlichte, 
später  eine  allgemeine  italienische  Schrift«tellerbiographie  herauszu- 
geben beabsichtigte,  aber  mit  sechs  in  den  Jahren  1753— 176B  ge- 
druckten Bünden  nicht  über  den  Buchstaben  B  hinauskam. 

Gabriel  Gramer"^  (1704 — 175?)  gehöi-te  einer  ursprünglich 
holsteinischen  Familie  an,  welche  nach  Strassburg  übergesiedelt  war, 
von  wo  aus  in  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  ein  weiterer  Umzug 
nach  Genf  erfolgte.  Zwei  Gramer,  Vater  und  Sohn,  waren  beliebte 
Genfer  Aerzte,  iind  auch  der  zweite  Sohn  des  Letzteren,  Gabriel, 
wurde  einer  Gelehrtenlaufbahu  zugeführt.  Er  studirte  au  der  grade 
damals  an  vorzüglichen  Lehrkräften  reichen  Univereität  Genf.  Der 
Inhalt  seiner  Studien  kann  aus  dem  Titel  der  1722  von  ihm  ver- 
theidigten  Abhandlung  über  den  Schall  entnommen  werden.  Schon 
1724  wurde  Gramer  mit  einer  abwechselnd  durch  ihn  und  einen 
Studienfreund  zu  versehenden  Professur  der  Mathematik  betraut.  Im 
Mai  1727  erhielt  er  einen  zweijiihdgen  Urlaiib,  den  er  zu  Reisen 
benutzte.  Er  verweilte  zunächst  fünf  Monate  in  Basel  in  nahem 
Verkehre  mit  Johann  Beruoulli,  Von  da  aus  begab  er  sieh  nach 
England,  nach  Holland,  im  December  1728  nach  Paris,  wo  er  bis 
zu  seiner  Heimkehr  verblieb.  Sein  Hauptwerk  über  Curveu  von  1750 
wird  uns  im  lOfi.  wie  im  llO.  Kapitel  ausführlich  beschäftigen.  Es 
ist  bei  rasch  sinkender  Gesundheit  vollendet  worden.  Ein  schwerer 
Fall  mit  einem  Wagen  trug  dazu  bei,  den  Zustand  zu  verschlimmern. 
Ende  1751  suchte  Gramer  Besserung  auf  einer  Reise  ins  südliche 
Frankreich,  aber  schon  am  4.  Januar  1752  endete  sein  Leben  in 
Bagnola,  einem  kleinen  Orte  bei  Nismes.    Dass  wir  ihn  hier  als  einen 


')  Poggen.lorff  I,  934.  »)  Ebendii  11,  97-9a.  ')  Rud.  Wotf,  Rio- 
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Vertreter  geschiclitlicliei-  ForacliviiJg  über  localisirte  Mathematik  zu 
nennen  haben,  beruht  auf  einer  Veröffentlichung  Cramers  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1748,  Es  ist  eine  Unter- 
suchung^) über  Hippokrates  von  Chios,  in  welcher  der  Nachweis 
geführt  wird,  dass  wirklich  Hippokrates  und  nicht,  wie  gelehrte  Philo- 
logen damals  meinten,  Oinopides  die  Quadratur  der  Mondchen  erfand, 
womit  alsdann  eine  mathematische  Erörterung  der  Frage  sich  ver- 
band, über  welcherlei  Kreissehnen  quadrierbare  Mondehen  herzu- 
stellen seien. 

Zu  geschichtlichen  Untersuchungen  über  einzelne  mathematische 
Gegenstände  uns  wendend  haben  wir  zuerst  einer  (S.  497)  ankündigungs- 
weise erwähnten  Abhandlung  Weidlers  von  1727  zu  gedenken.  Sie 
führt  den  Titel:  De  characteribus  numerorum  vuJgaribus  et  eorum 
actatibus  veterwm  monimentorwm  fide  ilhisiraUs  Dissertaüo  mathematica 
et'  criUca.  Wallis  hatte  bereits  im  4.  Kapitel  seiner  Algebra  erwähnt, 
es  gebe  alte  Ausgaben  von  Boethius,  von  Beda  und  Anderen,  in 
welchen  Zahlzeichen  vorkommen,  welche  mit  den  sogenannten  ara- 
bischen Zahlzeichen  übereinstimmen,  aber  es  sei  nicht  glaublich,  dass 
dieselben  älteren  Handschriften  entstammen.  Weidler  wurde  in  Alt- 
dorf mit  der  Handschrift  der  Geometrie  des  Boethius  bekannt,  welche 
später  nach  Erlangen  kam,  und  welche  in  den  neuesten  Ausgaben  der 
mathematischen  Schriften  des  Boethius  als  die  Handschrift  e  be- 
zeichnet wird.  Man  nimmt  gegenwärtig  allgemein  an,  sie  stamme 
aus  dem  11.  oder  12.  Jahrhunderte.  Weidler  hielt  sie  für  wesentlich 
älter^),  und  auf  diese  Ansicht  sieb  stützend  sprach  er  zuerst  und 
bestimmt  die  seitdem  oftmals  wiederholte,  oftmals  bekämpfte  Be- 
hauptung aus,  die  sogenannten  Apices  des  Mittelalters  seien  nicht 
von  Gerbert  und  seinen  Schülern  eingeführt  worden,  sondern  sie  seien 
bereits  im  6.  Jahrhunderte  etwa  den  Römern  bekannt  gewesen. 
Gegen  die  Meinung  von  altem  jenseits  des  Jahres  1200  hinaufreichen- 
dem Gebrauche  von  Zahlzeichen  mit  Stellnugswerth  sind  verschiedene 
Abhandlungen  von  John  Ward  in  den  P.  T,  von  1735  bis  174H 
gerichtet').  Mit  dem  von  Weidler  und  Ward  behandelten  Gegen- 
stande wird  sich  wohl  auch  Gabriel  Cramers  Abhandlung:  Ä  qui 
est  due  l'invention  des  chiffres  arahes  beschäftigt  haben,  welche  1739 
in  Genf  erschien,  uns  aber  nur  durch  eine  Erwähnung*)  bekannt  ist, 


')  Sistoire  de  VAeademie  de  BetJtti      Annfe  1748.    pag,  482—498, 
'1  Weidler,   De  ckaraiifribws  numerotum  pag   2U     Oecurrunt  in  aidice  jitrve- 
tuslo,  cujus  literantm  figurae   monstrant,  quod  siculo  minimum  oclavo  vel  tiono 
scriptus  Sit.  ^  P,  T,  1735  paR    130  und  136,  1744  pag.  79;  1746  pag.  283j 

1748  pag,  «03.  •)  Poggendorff  1,  493. 
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und  ähnlich  dürfte  der  Inhalt  von  F.  Giovanni,  De  numeralimn 
notarum  minuscolarum  origine  (enthalten  im  48.  Bande  von  Calogera, 
Raccolta  d'opuscoli)  von  1753  gewesen  sein^). 

Nicht  besser  kennen  wir  eine  andere  Schrift  aus  dem  gleichen 
Jahre  1739:  Entwurf  einer  Historie  der  Beeiicnleunst^  von  Johann 
Gottfried  Büchner»)  (1695—1749),  Archivrath  in  Greiz  und  Schrift- 
steller auf  verschiedenen  naturwissenschaftliehen  Gehieten. 

Im  Vorübergehen  nennen  wir  die  1741  von  De  Gua  de  Malves 
veröffentlichten  im  Grossen  und  Ganzen  recht  zuverlässigen  Unter- 
suchungen zur  Geschichte  der  Algebra.  Sie  bilden  die  Einleitungen 
zu  eigenen  Arbeiten  über  die  Gleichungslehre,  über  welche  wir  im 
105.  Kapitel  berichten  werden. 

Georg  Wolfgaug  Krafft*)  (1701—1754)  aus  Tuttlingen,  wurde, 
nachdem  er  durch  verschiedene  Kloster  schulen  seiner  Heimath  hin- 
durchgegangen und  in  Tübingen  Magister  geworden  war,  durch  Ver- 
mittlung des  gleichfalls  aus  Württemberg  stammenden  und  von  1725 
bis  1731  als  Akademiker  in  Petersburg  ansässigen  Georg  Bernhard 
Bilfinger^)  (1693 — 1750)  gleichfalls  in  die  russische  Eaiaerstadt 
gezogen.  Er  folgte  dem  Rufe  an  das  dortige  Gymnasium,  wurde 
1730  Mitglied  der  Akademie,  ging  aber  1744  als  Professor  der  Physik 
und  der  Mathematik  nach  Tübingen  zurück.  Dort  verfasste  er 
InsUtuHfmes  geometviae  sublimioris,  deren  erster  und  einziger  Band 
1753  knrz  vor  Kraffta  Tode  erschien.  Kraft't  hatte  ja  offenbar  mehr 
die  Curvenlebre  selbst  als  ihre  Geschichte  sich  zum  Gegenstande  er- 
wählt, aber,  ihm  vielleicht  unbewusst,  verschob  sich  das  Hauptgewicht 
in  seiner  Behandlung  und,  mag  das  Buch  für  heutige  Leser  sonst 
wenig  Erfreuliches  bieten,  die  zahlreichen  geschichtlichen  Angaben 
bis  auf  die  Zeit  unmittelbar  vor  Krafl't  sind  dankenswerth. 

Alexandre  Saverien^)  (1720 — 1805),  Ingenieur  bei  der  Marine, 
später  Literat  zu  Paris,  veröffentlichte  1753  eine  Histoire  crilique  des 
infmimerds  petits.  Wir  haben  das  Euch  nie  gesehen,  noch  irgend  eine 
Beurtheilung  desselben  kennen  gelernt.  Der  geringe  Werth  von  jen- 
seits der  Zeitgrenze  unseres  Bandes  erschienenen  Schriften  Saveriens 
machen  uns  indessen  im  höchsten  Grade  misstrauisch. 

Einen  durchaus  befriedigenden  Eindruck  macht  die  letzte  Einzel- 

')  Favaro,  Studl  italiam  siüJa  stm-ia  della  matematicn  in  der  Bihliothfm 
imthtntatica  1»1I2   8.  67—84.  ')  NeBBclmann,  Die  Algebra  der  Griechen 

f*  16.  Nach  Stockhausen,  Historische  Anfangsgründe  u.  s.  w.  S,  114—115 
wäre  daa  Buch  schon  17iy  erschienen  ^  Poggendorl'f  1,  333.  ')  AU- 

gemeinp    deutsche    Biographie    XTII,    y— 10.     Artikel    von    S.  Günther. 
")  Ebenda   II,  Ü31  — 635-      Artikel    von    J,   Hartmann.  ")  Po^vfryndorff, 
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Untersuchung,  bei  welcher  wir  zu  verweilen  haben,  ein  schon  (S.  öOl) 
erwähnter  Vorläufer  von  Moßtuclas  grossem  Geschichta werke  Wir 
meinen  seine  Histoire  des  recherches  sur  la  quadrature  du  eerde  von 
1754.  Allerdings  kennen  wir  auch  von  diesem  Buche  ausschliesslich 
die  2.  Auflage,  welche  Sjlvestre  Fran^ois  Lacroix  (1765-— 1843) 
im  Jahre  1831  veranstaltete,  aber  auch  in  diesem  Falle,  und  vielleicht 
mit  grösserem  Rechte  als  bei  der  Histoire  des  math'imatiques ,  können 
wir  aus  der  zweiten  Ausgabe  einen  Rüekschluss  auf  die  erste  ziehen, 
da  Lacroix  in  einer  Vorrede  erklärt,  er  habe  sich  damit  begnügt, 
ziemlich  zahlreiche  Druckfehler  zu  verbessern,  welche  namentlich  den 
Anfang  des  Buches  verunstalteten,  und  eine  Reihe  kurzer  Fussnoten 
beizugeben;  einige  wenige  grössere  Ergänzungen  seien  am  Schlüsse 
als  Zusätze  vereinigt.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Erklärung  des  späteren 
Herau^ebers  können  wir  die  Geschichte  der  Versuche  zur  Kreis- 
quadratur zu  gelangen  von  Montucla  auch  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  als  ein  Meisterwerk  bezeichnen,  welches  heute  noch  Niemand 
ohne  Nutzen  zu  Käthe  ziehen  wird,  geschweige  denn  zur  Zeit,  als  es 
in  die  Welt  hinausging.  Das  damals  erregte  Aufsehen  war  in  vollstem 
Maasse  gerechtfertigt 

Von  anderen  geschiehtliLhcL  Abhandlungen  nordischer  "\€tfas>iei^i 
schweigen  wu    da  wii   doi-h  imi   die  Titel  nennen  konnten 

AbeimaK  früherer  Gewohnheit  folgend  wollen  wir  nach  den 
eigentlich  geschichtlichen  Äiiinten  die  Au<!gaben  l>edeutender  mathe 
matischei  Werke  ei  wähnen,  duich  welche  die  Literatur  bereicheit 
woiden  ist  Man  kann  bdligerweise  nicht  verlangen,  dass  wii  hieizu 
Voltaires  ItlemenU  de  la  pfidosophie  de  Nmton  mts  n  la  pottf''  de 
tout  le  monde  von  1T3H  und  %eine  Repotibe  aua  ohiedmns  inmapnles 
gut  ont  iU  /flifcs  corttre  la  philosfypfue  de  Neutou  von  1739  lechnen, 
welche  den  Nachweis  liefern,  mit  welcher  Unbefangenheit  der  geist 
sprühende  Verfasser  über  Dinge  schlich,  die  ei  nicht  verstand 

Dei  ei-ste  einsthaft  7u  nennende  Gelehrte,  der  sich  wiederholt 
der  oft  mehr  arbeitvollen  als  dankbaien  Muhe  untei-zog  iiemde 
Schriften  herauszugeben,  war  Gabriel  Gramer.  Seine  erste  derartige 
Thätigkeit  widmete  er  den  5  Bänden  von  Christian  von  Wolfs 
Elemettta  mafheseos  univei-sae.  Es  wird  behauptet*).  Gramer  habe 
schon  die  Ausgabe  von  1732 — 1741  besorgt.  Davon  ist  indessen  in 
deren  Vorrede  nicht  die  leiseste  Andeutung  zu  finden.  Die  Vorrede 
der  Ausgabe   von    1743 — 1752    dagegen   nennt   zwar   auch    Cramers 


')  U.  Eneström  in  der  Bihliothem  math^ialicii  1898  S,  ö4. 
Wolf,  Biographien  zur  Kultui^eschiohte  der  Schweiz  111,  airi  Note  ; 
rui'ung  auf  Senebier,  Hhtmre  litteniire  de  Geiieve. 
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Namen  nicht,  allein  Wolf  erklärt  dort  wenigstens,  er  habe  den  in 
Genf  wohnenden  Verleger  ermahnt,  die  Correctur  durch  eine  in  der 
Mathematik  erfahrene  Persönlichkeit  lesen  zu  lassen^},  und  damit 
dürfte  Cramers  Mitwirkung  bestätigt  sein.  Ganz  sichergestellt  ist, 
dass  Gramer  1742  die  4  Bände  der  Werke  Ton  Johann  BernouUi 
mit  dessen  Einwilligung  herausgab,  und  dass  Johann  Bernoulli  aus- 
drücklieh erklärte,  keine  andere  etwaige  Ausgabe  anzuerkennen. 
Cramer  hat  alle  Abhandlungen  anderer  SchriftsteHer,  auf  welche  die 
vielfach  als  Streitschriften  zu  bezeichnenden  Arbeiten  Johann  ßer- 
nouUis  sich  beziehen,  mit  abdrucken  lassen,  sodass  wir  in  unserem 
Geschichts werke  sehr  häufig  von  der  Vereinigung  der  auf  den  gleichen 
Gegenstand  sich  beziehenden  Untersuchungen,  die  Cramers  Verdienst 
ist,  Gebrauch  machen  konnten.  Auf  die  Werke  von  Johann  Bernoulii 
folgten  1744  in  2  Bänden,  deren  Seitenzahlen  aber  ohne  Unter- 
brechung durchgezählt  sind,  die  Werke  des  seit  1705  verstorbenen 
Jacob  Bernoulli.  Crnmer  schickte  ihnen  eine  Widmung  an  Nic- 
laus  I  Bernoulli  voraus,  in  welcher  er  sich  G.  C.  G.  (Gabriel  Cramer 
aus  Genf)  nannte,  und  noch  deutlicher  gab  ihn  die  Vorrede  an  den 
Leser  zu  erkennen,  in  welcher  er  die  Herausgabe  der  Gesammtwerke 
von  Johann  Bernoulli  für  sich  in  Anspruch  nahm.  Die  Ars  Conjectandi 
ist  nicht  aufgenommen.  Im  Uebrigen  hat  Cramer  bei  Jacob  Ber- 
noullis  Werken  die  gleichen  Grundsätze  verfolgt  wie  bei  denen 
Johanns.  Schriften  anderer  Mathematiker,  welche  zum  Verständnisse 
unentbehrlich  sind,  sind  mit  abgedruckt,  so  dass  man  verschiedenen 
Abhandlungen  der  beiden  gegnerischen  Brüder  sowohl  in  den  Werken 
von  Johann  Bernoulli  als  in  denen  von  Jacob  Bernoulli,  zweimal 
innerhalb  zweier  Jahre,  begegnet.  Jacob  Bernoulli  hatte  auch  Hand- 
schriftliches hinterlassen,  theüa  von  seiner  eigenen  Hand,  theile  von 
der  Jacob  Hermanns,  dem  er  in  die  Feder  dictirt  hatte.  Jacol> 
Bernoulli  hatte  als  gemeinsame  Ueberschrift:  Posthuma  varvi  darüber 
gesetzt  und  dadurch  zu  erkennen  gegeben,  er  wünsche  eine  nach- 
trägliche A'^eröffentlichung.  Cramer  erfüllte  diesen  Wunsch  und  gab 
noch  20  weitere  Nummern  bei,  die  sich  auf  losen  Blättern  aufge- 
funden hatten,  und  zu  welchen  Niclaus  I  Bernoulli  Anmerkungen  ver- 
fesste.  Andere  Anmerkungen  rühren  offenbar  von  Cramer  her.  JÜndlich 
wird  versichert^),  Cramer  habe  1745  den  Briefwechsel  zwischen 
Leibuiz  und  JoJiann  Bernoulli  in  2  Bänden  herausgegeben. 
Dass  der  Verleger  Bousquet,  bei  welchem  auch  Johann  Bemoulhs 
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Werke  erschienen  wareu,  sich  Cramers  au  bedienen  wünschen  rnnsste, 
dass  Johann  Bernoulli  selbst  mit  dieser  Wahl  sicherlich  einverstanden 
war,  liegt  auf  der  Hand,  und  so  fehlt  es  jener  Behauptung  nicht  an 
Wahrscheinlichkeit.  Anderes  spricht  dagegen,  so  z.  B.  dass  sich  in 
der  Vorrede  keinerlei  Bestätigung  nachweisen  lässt.  Dieselbe  ist  ohne 
Namensunterschiift  Lausanne  am  31.  Januar  1745  gezeichnet.  Gramer 
aber  lebte  in  tienf.  Lausanne  war  in  der  angegebenen  Zeit  dei- 
Wohnort  einea  anderen  Gelehrten,  zu  welchem  wir  uns  wenden. 

Giovanni  Francesco  Mauro  Melchior  Salvemini^)  (17U8 
bis  1791)  aus  Castiglione  im  oberen  Aruothale,  woher  er  den  Bei- 
namen Castillioneus  annahm,  der  dann  in  der  Form  De  Caetillon 
der  Familie  verblieb,  gehörte  einer  alten  Patriciertamilie  an.  Er  war 
in  Pisa  Student  und  erhielt  dort  17^9  die  juristische  Doctorwürde, 
nach  seiner  eigenen  Aeusseruug  ohne  das  Geringste  von  der  Rechts- 
wissenschaft zu  verstehen,  während  er  von  Mathematik  wenigstens 
Etwas  gewusst  habe.  Letztere  Wissenschaft  und  Sprachkenntnisse, 
welche  ihm  zum  Uebersetzen  nützlich  waren,  wurden  seine  Erwerbs- 
quelle, als  er  wegen  gottesleugnender  Aeusseruugen  landesflüchtig 
werden  musste.  Er  fand  1737  eine  Lehrersteilung  in  Vevey,  von  wo 
er  zu  Anfang  1745  nach  Lausanne  übersiedelte.  Dort  bemühte  er 
sieh  1748  um  eine  theologische  Professur,  eine  Bewerbung,  welche 
zeigt,  wie  sehr  seine  religiöse  Gesinnung  sich  geändert  hatte.  Ende 
1751  wurde  er  Lector,  1755  Professor  der  Philosophie  und  der 
Mathematik  in  Utrecht.  Im  Jahre  1703,  unmittelbar  nach  Beendigung 
des  siebenjährigen  Krieges,  folgte  De  Castillon  einem  Bufe  nach  Berlin 
als  Mathematiklehrer  des  ArtiUeriecorps.  Im  nächstfolgenden  Jahre 
1764  wurde  er  Mitglied  der  Berliner  Akademie,  1787  Director  ihrer 
mathematischen  Klasse.  Sein  Nachruf  stammt  aus  der  Feder  des 
einzigen  Sohnes,  der  ihn  von  drei  Kindern  überlebte,  und  dessen 
Angaben  wohl  Vertrauen  verdienen.  Er  erzählt,  dass  sein  Vater  in 
Vevey  den  Plan  fasste,  bei  welchem  Gabriel  Gramer  ihn  brieflich 
unterstützte,  die  kleineren  Schriften  Newtons  zu  sammeln.  So  ent- 
standen die  Opusaila  matheihoti^xi  Newtoni  in  3  Bänden,  1744  bei 
Bousquet  gedruckt,  die  Ausgabe,  von  der  wir  in  unserem  Werke  fort- 
während Gebrauch  gemacht  haben,  die  thatsächlich  wenigstens  auf 
dem  Festlande  Europas  die  einzelnen  Originalausgaben  verdrängt  hat. 
Wir  erinnern  daran,  dass  1745  in  dem  gleichen  -Verlage  Leibniiii  ei 
Johannis  BemoulUi  commercium  phüosophiaim  et  mafkcinatkum  in 
2  Bänden  erschien  (S.  507).     De  Castillons  Sohn  nennt  seinen  Vater 

')  Hntoire  de  VAcndemic  de  Berlin.  Annees  1792  et  17'Jü  {liistfirc  \i.  '■'•^ 
bis  BO).    —    Allgemeine  deutsche  JJiographie  IV,  ÜT—  &J. 
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ausdrücklieli  als  den  Herausgeber^)  und  setzt  hinzu,  Cramer  habe 
ihm  das  Manuscript  verschafft.  In  der,  wie  wir  wiederholen,  aus 
Lausanne  datirten  Vorrede  des  Herausgebers  erwähnt  dieser,  mancherlei 
für  die  Wissenschaft  gleicfagiltige,  persönliche  Verhältnisse  betreffende 
Stellen  seien  weggelassen  worden;  Leibnizens  Geist  werde  darüber 
nicht  unwillig  sein,  und  BernouUi  werde,  darauf  rechne  er  und  darum 
bitte  er  inständig,  es  für  angemessen  und  gut  halten^).  De  Caatillon 
übernahm  damit  öffentlich  die  Verantwortung  für  die  stattgehabten 
Kürzungen.  Ob  sie  ihm  nicht  trotzdem  von  Bernoulli  vorgesehrieben 
waren,  mag  dahingestellt  sein.  Noch  bei  einem  weiteren  Werke 
vertrat  De  Castillon  den  vom  Druckorte  weit  entfernten  Verfasser 
als  Herausgeber.  Es  war  bei  Eulers  Introdudio  in  anabfsin  infini- 
lorum  von  1748.  Euler  selbst  ging,  wie  wir  wieder  aus  dem  mehr- 
erwähnten Nachrufe  wissen,  von  Berlin  aus  De  Castillon  an,  den 
Druck  zu  überwachen. 

Robert  Simson^)  (1687^1768)  führt  uns  nach  England  hinüber. 
Er  war  Schotte  imd  seit  1711  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Glasgow.  Er  legte  schon  1723  eine  erste  Probe  seiner 
Beschäftigung  mit  griechischer  Geometrie  ab,  indem  er  in  den  P.  T.*) 
eine  Abhandlung  über  die  Porismen  Euklids  veröffentlichte.  Im 
Jahre  1748  folgte  eine  Wiederherstellung  der  Ebenen  Oerter  des 
Apollonius,  1756  eine  englische  Uebersetzung  von  Euklids  Ele- 
menten. In  fast  zahllosen  Abdrücken  und  immer  neuen  Auflagen 
beherrscht  dieses  Buch  den  englischen  Elementarunterricht  in  der 
Geometrie,  wenn  auch  Augustus  De  Morgan  1849  einen  Sturm- 
lauf gegen  den  ausschliesslichen  und  uneingeschränkten  Gebrauch  der 
euklidischen  Elemente  begann,  an  dem  sich  mehr  und  mehr  Gelehrte 
betheiligten,  so  dass  allmählich  der  Vorschlag  ein  anderes  Schulbuch 
einzuführen  gewagt  werden  konnte^).  Nach  Simsons  Tode  wurden 
177t)  aus  seinem  Nachlasse  noch  eine  Wiederherstellung  von  dem 
Bestimmten  Schnitte  des  Apollonius  und  eine  ausführlichere 
Arbeit  über  Porismen  zum  Drucke  gegeben.  Von  beiden  darf  der 
Zeitfolge  nach  hier  keine  Hede  sein. 

hl  dem  den  XVII.  Abschnitt  eröffnenden  93.  Kapitel  war  (S.  271) 
von  mathematischen  Wörterbüchern,  daninter  von  Christian  von 
Wolfs  Mathematischem    Wöi-terbuche    von   1716    die  Rede,   und   in 


')  Histoire  de  VAcadeniie  de  Berlin,  Ännees  1792  et  179S  {Histoire  pt^.  42). 
*)  Knc  non  aegre  Uituros  heatos  Leibnitii  Ma«es,  et  aequi  bonigm  ductmuw  Op- 
tiiiiuiH,  BernovMvam  cim/ido,  atque  ut  id  faciat  oro  ohtentor^ue.  ^)  Poggt'n- 
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unserem  gegenwärtigen  Kapitel  (S.  49H)  von  der  neuen  Bearbeitung 
dieses  Werkes  von  1732.  Auch  das  engäisehe  Werk  von  Stone  ist 
dort  genannt  worden.  Ihm  folgte  Ephraim  Chambers')  mit  seiner 
1728  in  2  Foliobäuden  gedruckten  Cyetopaedia,  einer  Art  von  alpha- 
betisch geordnetem  Universallexikon,  in  welchem,  natürlich  neben- 
sächhch  genug,  auch  die  Mathematik  bedacht  war.  Wir  würden 
das  Werk  kaum  zu  nennen  verpflichtet  sein,  wenn  es  nicht  den 
Anstoaa  zu  einem  grossartigen  französischen  Unternehmen  gegeben 
hätte.  Französische  Buchhändler  beabsichtigten  nämlich  eine  Ueber- 
setzung  der  Cyelopaedia  und  übertrugen  De  Gua  de  Malves  die 
Leitung  des  Unternehmens^).  De  Gua  (so  nennt  man  ihn  gewöhn- 
lich) trat  zu  diesem  Zwecke  mit  zahlreichen  französischen  Gelehrten, 
unter  Anderen  auch  mit  D'Alemberfc  in  Verbindung,  aber  das 
Werk  sollte  nach  seinem  Plane  eine  wesentliche  Veränderung  er- 
fahren. Statt  einer  üebersetzung  dachte  De  Gua  eine  viel  umfang- 
reichere ganz  neue  Bearbeitung  zu  liefern,  und  darüber  kam  es  zum 
Streit  mit  den  Verlegern,  De  Gua  trat  von  dem  Unternehmen  zurück. 
D'Alembert  und  Diderot  übernahmen  die  Führung  ganz  in  De 
Guas  Sinne,  und  so  entstanden  1751-^1780  die  32  Bände  der  grossen 
französischen  Encydopedie,  deren  mathematische  und  philosophische 
Artikel  grossentheils  von  D'Alembert  herrühren.  Wir  benutzen  diese 
Gelegenheit  zu  lebensgeschichtlichen  Angaben'').  Jean  le  Rond 
D'Alembert  (1717—1783)  führt  den  Kamen  Jean  le  Kond  wahr- 
scheinlich von  der  Kirche  Saint-Jean-le-Rond,  auf  deren  Treppen  er 
ausgesetzt  gefunden  worden  sein  soll,  den  Namen  D'Alembert  von 
einem  Glaser  Alembert,  dessen  Frau  das  Findelkind  anvertraut  worden 
sei,  wenn  auch  von  anderer  Seite  die  ganze  Aussetzungsgesehicbte 
angezweifelt  wird.  Sicher  ist,  daas  D'Alembert  die  Frau,  welche  ihn 
auferzog,  für  seine  wirkliche  Mutter  hielt,  dass  er  dagegen  seine 
thatsächliehe  Mutter,  eine  Frau  von  Tencin,  niemals  kennen  lernte. 
Sein  Vater  Bestouches,  ein  Artillerieeommissär,  setzte  ihn  in  Besitz 
eines  lebenslänglichen  Einkommens  von  1200  Francs,  für  deren  Aus- 
zahlung durch  Frau  Destouches  im  Jahre  1781  der  actenmässige 
Beleg  vorhanden  ist.  Von  der  Encyclopedie  werden  wir  in  verschie- 
denen Kapiteln  zu  reden  haben.  Ein  kurz  nach  dem  Beginne  der 
Encyclopedie  erschienenes  zweibändiges  Didionnaire  univemd  (k 
mathemaUgues  et  de  physigues  von  Saverien  aus  dem  Jahre  1752 
kennen  wir  nur  dem  Titel  nach. 


')  National   Biography   X,     16  —  17     (London    1887,     editud    bj     Leslie 
Stepben).  •)  Histoire  de  t'Acadeiitie  des  soiences  de  Paris.     Ann^e  1786. 
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Rechenkunst,  besonders  in  Deutschland. 

Das  Zahlenrechr.en  kann  als  die  unterste  Stufe  der  Mathematik 
betrachtet  werden  und  die  Geschichte  der  Mathömatik  muss  deshalb 
wenigstens  berühren,  wie  es  geübt  und  wie  es  gelehrt  wurde. 
Wir  können  wns  für  den  Rechenunterricht  in  Deutschland  auf  vor- 
zügliche "Vorarbeiten^)  stützen  und  haben  es  auch  früher  gethan,  wir 
konnten  uns  überdies  mit  manchen  Originalschriften  persönlich  be- 
kannt machen.  Pur  den  Kechenunter rieht  in  den  übrigen  Landern 
Europas  fehlt  uns  leider  nach  beiden  Kichtungen  die  nothwendige 
Grundlage.  Wir  kennen  weder  eine  brauchbare  Zusammenstellung, 
noch  eine  genügende  Menge  von  Schulbüchern  Ober  Eechenkunst, 
um  selbst  aus  ihnen  zu  entnehmen,  wie  es  mit  dem  Zahlenrechnen 
in  England,  in  Holland,  in  Frankreich,  in  Italien  und  anderwärts 
bestellt  war.  Wir  bitten  deshalb,  es  nicht  als  TJeberhebung  eines 
deutsehen  Schriftstellers  betrachten  zu  wollen,  wenn  wir  wesentlich 
über  Deutsches  hier  berichten,  wie  es  auch  an  früheren  Stellen  des 
IL  Bandes  und  in  diesem  EL  Bande  S.  ;iH— 40  geschehen  ist.  Wir 
geben  uns  vielmehr  der  Hoffnung  hin,  auswärtigen  Fachgenossen 
damit  einen  Anatoss  ku  geben,  dass  jeder  derselben  uns  für  seine 
Heimath  ergänze. 

Die  Art,  wie  der  Rechen  Unterricht  sich  in  Deutschland  im  zweiten 
Viertel  des  18.  Jahrhunderts  gestaltete,  hängt  aufs  Engste  mit  der 
Entwicklung  des  Schulwesens  in  jener  Zeit  zusammen.  Die  Förderer 
des  öffentlichen  Unterrichtes  waren  besonders  die  Pietisten,  ein 
Name,  unter  welchem  ÄTäimer  von  tiefster  werkthätiger  Frömmigkeit 
zu  verstehen  sind,  Sie  fassten  das  Erziehungswerk  im  Geiste  der 
christlichen  Liebe  auf.  Sie  wussten,  dass  in  der  Jugend  der  Samen 
gelegt  werden  muss,  der  später  aufgehen  soll,  und  sie  gründeten,  um 
Kinder  aller  Stände  ihrem  Unterrichte  zu  gewinn^.  Schulen,  welche 
ungleich  den  Lateinschulen  und  besser  geleitet  als  die  seitherigen 
Kechenschulen,  mit  denen  sie  Manches  gemein  hatten,  ihren  Schwer- 
punkt in  den  Realien  besassen  und  deshalb  Realschulen  genannt 
wiirden. 

Christoph  Semler^)  (1669—1740)  veröffentlichte  schon  17U5: 
NüMwIte  Vorschläge  von  Aufriditang  einer  mathcmatisclicn  Handwerker- 
liehule  hey  der  Stadt  Halle.     Er  bezeichnete  als  der  iSrhulen  Jindsweck, 

')  CJnger,  Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Ent- 
wicklung. (Leipzig  188H,)  ')  Allgemein!'  deutsehe  Hiographie  XXXIII, 
«9*-698,     Artikel  von  V.  Joniis. 
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dass  die  Kinder  in  dcnsdben  eum  gemeinen  Leben  pracpariret  werden, 
und  da  die  wenigsten  SchtdMnder  zum  Studieren,  die  meisten  aber  m 
anderen  Professionen  und  su  Handw^kem  gelangten,  so  müssten  schon 
während  der  Schulzeit  ihnen  so  viel  als  möglich  Anschauimgen  ge- 
geben werden.  Materialien  und  Instrumente  seien  ihnen  in  natura 
oder  im  Modell  vorzuzeigen,  denn  oculare  Demonstrationen  ^ben  am 
besten  deutliche  Vorstellungen. 

Ein  Gutachten  der  Berliner  Akademie  pflichtete  Semlera  An- 
sichten bei,  und  die  erste  Realschule  wurde  1708  in  Halle  eröifnet. 
Sie  hielt  sich  nur  drei  Jahre  lang.  Semler  Hess  nicht  von  seinem 
Vorhaben  und  brachte  es  dahin,  dass  1739  abermals  ein  Versuch 
gemacht  wurde,  der  wahrscheinlich  in  Folge  von  Semlers  baldigem 
Tode  nicht  mehr  Glück  hatte  als  der  frühere. 

Semlers  geistiger  Nachfolger  war  Johann  Julius  Hecker') 
(1707 — 1768),  der,  als  Sohn  und  Enkel  von  Sehuimännern  und  nach- 
dem er  als  Student  an  der  Universität  Halle  den  Einfluss  von 
August  Herrmann  Francke,  dem  berühmten  Gründer  der  Waisen- 
anstalt, der  mit  Philip  Jacob  Spener  an  der  Spitze  der  Pietisten 
stand,  auf  sich  hatte  wirken  lassen,  in  doppelter  Beziehung  geeignet 
war.  Semlers  Werk  fortzusetzen.  Nachdem  Hecker  1735  als  Prediger 
und  Schulin spector  an  das  Militäi^waiseuhaus  in  Potsdam,  dann  173H 
als  Prediger  an  die  Dreifaltigkeitskirche  in  Berlin  berufen  worden 
war  und  in  seiner  Pfarrei  aufs  Thatkräftigste  für  Vermehrung  und 
Verbesserung  des  niederen  Schulunterrichtes  eingetreten  war,  gab  er 
1747  eine  Schrift  heraus,  welche  ihrem  Zwecke  nach  eine  Wieder- 
holung von  Semlers  Vorschlägen  von  1705  genannt  werden  darf. 
Sie  führte  den  Titel:  Nadiricht  von  einer  öc<momisck-mathemaiisc}ien 
Bealschde,  wdche  bei  den  Schulanstalten  der  BreifaMgkeHskirehe  am 
Anfange  des  Maimonates  dieses  Jahres  eröffnet  werden  soU.  Sie  ent- 
hielt das  Programm  der  aus  einer  ganzen  Keihe  von  Classen,  unter 
weichen  wir  eine  mathematische,  eine  geometrische,  eine  physikalische 
hervorheben,  geplanten  Schale.  Zu  mehreren  Classen  sollte  das 
Zeichnen  hinzukommen.  Die  Methode  sollte  durchweg  eine  praktische, 
auf  vielfache  Anschauung  und  fortwährende  Anwendung  gerichtete 
sein.  Der  Unterricht  in  den  alten  Sprachen  fiel  nicht  weg,  wurde 
aber  in  neuer  vereinfachender  Weise  ertheilt  und  Hess  die  Bealien 
zu  weit  ausgedehnterem  Kechte  kommen,  als  es  in  den  Gelehrten- 
schulen der  Fall  gewesen  war. 

Schwierigkeiten  aller  Art,  sowohl  mit  Rücksicht  auf  Beschaffung 
der  nöthigen  Geldmittel  als  auch  auf  Auffindung  tüchtiger  Lehrkräfte, 
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stellten  sich  der  Heckerschen  Realschule  nicht  weniger  als  dem 
Semlerscheii  Unternehmen  entgegen,  aber  glücklicher  als  jenes  fand 
diese  die  nothwendige  Unterstützung  bei  der  Bevölkerung  and  bei 
den  Königen  von  Prensaen  und  konnte  sich  erhalten  und  ausbreiten. 
Ein  Umschwung  in  der  öfPentlichen  Meinung  gegenüber  den  leitenden 
Grundsätzen  der  Jugenderziehung,  welcher  sich  erst  in  einer  Zeit 
vollzog,  die  jenseits  der  Grenzen  liegt,  die  wir  uns  gesteckt  haben, 
sei  nur  mit  wenigen  Worten  angedeutet. 

Den  Pietisten  traten  die  Philantropen  entgegen,  an  ihrer  Spitze 
Johann  Bernhard  Basedow^)  (1723—1790).  Aber  wenn  ihr  aus- 
gesprochenes Bestreben  auf  die  Aufklärung  des  Menschengeschlechtes 
gerichtet  war,  mit  welcher  nicht  früh  genug  begonnen  werden  könne, 
so  mussten  sie  die  realen  Lehrgegenstände  nicht  minder  bevorzugen, 
als  es  die  Pietisten  schon  vorher  gethan  hatten.  Ihr  Ringen  war  ein 
Kampf  um  die  Leitung  der  Schule,  nicht  um  das,  was  in  der  Schule 
gelehrt  werden  sollte,  wenigstens  so  weit  es  sich  um  mathematische 
Dinge  handelte.  Sehr  weit  gingen  ja  die  Anforderungen  nicht,  welche 
man  an  den  Inhalt  des  mathematischen  Schulunterrichtes  stellte,  aber 
die  Lehrart  hob  sich  zusehends. 

In  ihr  machte  sich  ganz  besonders  der  EinfluBs  von  Christian 
von  Wolf  geltend,  der  schon  in  seinem  deutschen  Aus^ui/  aus  dm 
Anfangsgründen  aller  matJmnatischm  Wmensckaftm  sich  dahin  aus- 
sprach^: Es  ist  nicht  genug,  dass  der  Lehrer  die  Wahrheit  sagt, 
sondern  die  Schüler  müssen  auch  begreifen,  dass  es  Wahrheit  sei. 
Es  ist  aber  ohne  Erinnern  klar,  dass  man  den  Nutzen  von  der 
Mathematik  nicht  zu  erwarten  hat,  wenn  nicht  die  von  den  alten 
Geometris  gebrauchte  Lehrart  in  allem  auf  das  sorgfältigste  in  acht 
genommen  wird.  Denn  nicht  die  mathematische  Wahrheit,  sondern 
die  Ordnung,  in  welcher  sie  gründlich  erkannt  wird,  ist  das  Mittel, 
wodurch  der  Verstand  des  Menschen  geändert  wird.  Daher  fällt  der 
Nutzen  der  Mathematik  weg,  wenn  man  ihre  Lehren  auf  gemeine 
Art  vorträgt,  nach  welcher  sie  mehr  in  das  Gedächtniss  als  in  den 
Verstand  gefasst  werden.  Man  muss  nicht  allein  in  der  Erklärung 
der  Rechenkunst  die  Regeln  zeigen,  nach  welchen  man  die  verlangten 
Zahlen  finden  kann,  sondern  man  muss  auch  deutlich  begreifen, 
warum  durch  selbige  Regeln  die  verlangten  Zahlen  können  gefunden 
werden.  Die  Schüler  müssen  allezeit  gefragt  werden,  warum  sie 
dieses  so  und  nicht  anders  machen,  damit  sie  nicht  allein  den  Grund 
der  Rechnung  einsehen  und  sie  daher  besser   behalten,   sondern  auch 

')  Aügemeine  deutsche  Biographie  II,  113— 1S4.  Artikel  von  Mas  Müller 
')  Wir  citiren  nach  ünger  S.  147. 
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gewöhnt  wurden,  Nichts  ohne  Gruud  von  Jemand  anzunehmen, 
ingfeichen  in  Allem,  was  sie  sehen  nnd  hören,  um  seinen  Gfrimd  sich 
zu  bekümmern. 

Diesen  Grundsätzen  gemäss  ist  auch  die  Arithmetik  in  Wolfs 
Elementa  niafheseos  imiversae  von  1741  behandelt,  doch  vorher  er 
schienen  schon  andere  Werke,  deren  wir  gedenken  müssen. 

Christian  Pescheck^)  (1676^1747),  Lehrer  der  mathematischen 
Wissenschaften  am  Gymnasium  seiner  Vaterstadt  Zittau,  reicht  mit 
seinen  zahlreichen  Schulbüchern,  deren  erstes,  Vorhof  nur  Bechenhunst, 
schon  1708  erschien,  in  den  vorigen  Abschnitt  zurück,  zugleich  aber 
auch  über  die  Grenzen  dieses  Abschnittes  hinaus,  da  eine  neue  Aui- 
lage  seiner  Italiä/nischen  Medimstunden  noch  1702,  eine  ebensolche 
seiner  Allgemeinen  dmtschen  Secliensiiunden  gar  noch  17ilO  gedruckt 
wurde.  In  der  1736  veröffentlichten  9.  Autl^e  des  schon  genannten 
Vorhofes  konnte  Pescheck  sich  rühmen,  dass  44  namhaft  gemachte 
Schulmänner  in  allen  TheÜen  Deutschlands  sieh  seiner  Schriften  be- 
dienten, und  hat  man  —  sagt  der  zuverlässige  Berichterstatter,  dem 
wir  folgen  —  einige  davon  gelesen,  so  wundert  man  sich  über  den 
Ungeheuern  un-^eidienten  Beifall,  den  sie  fanden.  Pescheck  besass 
mit  das  besondere  Geschick,  dieselbe  Sache  ein  wenig  abgeändert 
unter  neuem  Titel  immer  wieder  an  den  Mann  zu  bringen.  Aber  er 
hat  die  sehr  bescheidenen  Bedürfnisse  der  Schüler,  des  gemeinen 
Volkes  und  dei  ungesibakten  Lehrer  zugleich  zu  befriedigen  gewusst 
und  namenthcb  den  letzteren  durch  eingestreute  praktische  Winke 
■-ich  last  unentbehrlich  gemacht. 

Ganz  anderen  Werth  besitzt  die  Demonstraiioc  Mecitenbunst  von 
Ohristlieb  von  Clausberg^)  (1089 — 1751).  Er  war  von  jüdischen 
Eltern  geboren  und  ist  in  wahrscheinlich  schon  männlichem  Alter  in 
Clausthal  getauft  worden.  Er  ertheilte  in  verschiedenen  Handels- 
städten, in  Danzig  (vielleicht  seinem  Geburtsortj,  Hamburg,  Lübeck, 
Leipzig,  Unterricht  im  Hebräischen  und  im  Rechnen  nnd  war  173ii 
bis  1740  in  königlich  dänischem  Finanzdienste,  zugleich  auch  Lehrer 
des  dortigen  Kronprinzen.  Das  von  uns  schon  genannte  Werk  gehört 
dem  Aufenthalte  in  Leipzig  an,  wo  es  1732,  kurz  vor  Clausbergs 
Berufung  nach  Kopenhagen,  erschien.  Eine  zweite  Auflage^)  ist  von 
174H.  Nach  dem  Titel  der  Demonstrativen  Sechenkunst  liess  Claus- 
bei'g  den  Zusatz  folgen:  Wissenschaft  gründlich  und  hurz  zu  rechnen, 
und  er  hat  erfüllt,  was  beide  üeberschriften  in  Aussicht  stellen.  Er 
bat  R echnungs vor th eile,  welche  ein  zuverlässiges  und  rasches  Rechnen 

')  Poggeudorff  n,  410.  Ungei-  S.  löO-U«.  ')  Allgemeine  deiiteolie 
Biographic  IV,  -^85.  —    Cnger   S.   149— KSO,  '■)  Wir  bedienten  uns  diesw 

2-  Auflage. 
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sichern,  zu  sammeln  und  anzugeben  gewuast,  er  hat  nirgend  dem  Leser 
zugemuthet,  die  Vorschriften  auf  Treu  und  Glauben  für  richtig  zu 
halten,  sondern  Beweise  seiner  Sätze  und  seines  Verfahrens  angegeben, 
welche  im  Allgemeinen  befriedigen  können.  Nur  sehr  ausnahmsweise 
finden  sich  ungenügende  Beweise,  wie  z.  B.  für  die  Vertausch  bar  keit 
der  Faetoren  bei  der  Mnitiplication,  welche  daraus  gefolgert  wird^), 
dass  2  mal  3  mal  4  uud  2  mal  4  mal  3  beidemal  das  Produet  24 
liefern. 

Von  einzelnen  Vorachriften  erwähnen  wir,  dasa  Clausberg  beim 
Subtrahiren  die  dem  Minuenden  zu  borgende  Einheit  nächsthöherer 
Ordnung  dem  Subtrahenden  nach  links  vorrückend  wieder  zulegt^), 
daas  er  das  Abziehen  einer  mit  einer  einzelnen  Ziffer  zu  verviel- 
fachenden Zahl  von  einer  andern  Zahl  in  einem  einheitlichen  Denkacte 
vollziehen  läast,  und  dass  von  diesem  das  Anschreiben  der  Rechnung 
wesentlich  vereinfachendem  Verfahren  bei  der  Division  (Gebrauch  ge- 
macht wird').  Von  vielem  Schreiben  ist  Clausbei^  überhaupt  kein 
Freund.  So  verpönt  er  als  eine  üble  Gewohnheit*)  die  Unsitte  neben- 
bei schriftlich  zu  bemerken,  was  hei  Addition  einer  langen  Zahlen- 
reihe oder  bei  Multiplicationen  zu  der  nächst  höheren  Ordnung 
hinüber  zu  ziehen  ist,  wenn  er  auch  andrerseits  Gedachtnissanstrengung 
durch  Erlernen  eines  über  9  mal  '.)  hinauagreif enden  grossen  Einmal 
eins  für  überflüssig  erkMrt^).  Clausbei^  lehrt  nach  altem  Muster 
complementare  Mnitiplication^)  und  Division').  Er  wendet  zwar 
nicht  die  alte  Neunerprobe  an,  empfiehlt  aber  dafür  um  ao  dringender 
die  ELferprohe**),  während  er  eine  besondere  Abhandlung  über  die 
verschiedenen  Proben  in  Aussieht  stellt^. 

Die  Regeldetri  ist  die  Grundlage  aller  praktischen  Auflösungen, 
sei  es  dass  sie  einfach  geübt  wird,  sei  es  in  mehrfacher  Wiederholung 
oder  in  Zusammenfassung,  wobei  die  Beffel  Quinque'-"),  beziehungs- 
weise, wenn  noch  mehr  Proportionen  vereinigt  werden,  die  Rcgd 
Mtdtiphx  oder  Conjointe")  erscheinen,  also  diejenigen  Regeln,  die  mit 
deutschem  Namen  der  Kettensatz  heissen.  Alles  was  in  der  Welt 
anzutreffen,  hat  seine  Schranken,  sagt  Clausberg^^)  und  zeigt,  dass 
nicht  überall  die  Regeldetri  angebracht  sei,  d.  h.  dasa  nicht  immer 
unter  den    in   einer  Aufgabe  vorkommenden  Grössen   eine  Proportion 

')  Claueberg     Demonstratävo  JU'i'henitunst   S,  85  *)  Ebenda  S.  öö. 

)  Lbpnda   S    100  und  141  '1  Ebenda   S.  60  und  104:   Ich  sehe  nicht  vor 

^at  an  die  Jugend  in  ihrer  Bluthe  zum  Kriechen  und  Faullenzen  anzugewöhnen, 
da  man  vielmehr  ihre  Sinnen  so  viel  als  möglich,  aufmuntern  soll,  ^  Ebenda 
S    461  "1  Ebenda  S    461.  ')  Ebenda  S.  585,  ")  Ebenda  S,  678, 

'j   Ebenda   &    b78  und  704  J    Ebenda    S.  722.  ")   Ebenik    S.   769. 

'*)  Ebenda  S    lös 
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stattfinde.  Wenn  ein  B  Puss  tiefer  Brunnen  in  4  Stunden  gegraben 
werde,  so  könne  die  Frage,  in  welcher  Zeit  der  Brunnen  bis  zu 
100  Fuss  vertieft  werde,  nicht  nach  der  Regeldetri  beantwortet  werden, 
denn  je  tiefer  man  komme,  um  so  langsamer  gehe  die  Arbeit  von 
statten,  weil  die  Erde  immer  hoher  aus  der  Tiefe  heran fgeschafft 
werden  müsse.  Ebensowenig  genüge  die  Regeldetri  zur  Beantwortung 
der  Frage,  in  welcher  Zeit  ein  Gegenstand  a\is  einer  72000  Fuss 
hohen  Wolke  zur  Erde  falle,  wenn  in  der  Nähe  des  Erdbodens  in 
einer  Secunde  ein  Itaum  von  20  Fuss  durchfallen  werde,  denn  es 
zeigt  die  unleugbare  Erfahrung,  dass,  wenn  ein  schwerer  Körper 
herunterfallt,  seine  Bewegung  oder  Geschwindigkeit  im  Fallen  immer 
fort  je  mehr  und  mehr  zunehme.  Äehnliche  Bedenken  äussert  Claus- 
berg  wiederholt,  so  wenn  er  das  Gewiclit  des  Brodes  aus  dem  Roggen- 
preiae  durch  indirecte  Regeldetri  abgeleitet  hat  und  dann  fortfährt^): 
Jedoch  ist  dieses  Facit  in  der  Praxi  keineswegs  als  eine  ausgemachte 
Sache  anzunehmen,  indem  die  Erfahrung  mich  belehret,  als  ich  in 
einer  berühmten  Stadt  auf  Ansuchen  der  Becker  bei  einem  Hoch- 
edlen Eath  daselbst  ein  Tarif  über  die  Gewichte  der  Kaufbrode  nach 
allerhand  Preisen  des  Getraydes  vertiget,  dass  mir  verschiedene  andere 
Umstände  bey  dieser  Sache  berichtet  worden,  welche  das  vorige 
Facit  allerdings  verändern.  Es  ist  mein  Vorhaben  anitzo  nicht,  die 
Ausfertigung  einer  solchen  Tarif  zu  beschreiben.  Jedoch  nur  von 
einem  Umstände  zu  erwehnen,  so  hat  man  zu  consideriren,  wenn  der 
Roggen  theurer,  dass  der  Becker  auch  die  Kleyen  theurer  anbringet, 
welcher  Nutzen  hinwiederum  der  Schwere  des  Brods  einigermassen 
zufliesset,  und  solches  demnach  am  Gewichte  schwerer  macht. 

Grössten  Fleiss  hat  Clausberg  auf  die  Zinsrechnung  verwandt, 
und  bei  ihm  dürfte  zuerst  die  Vereinfachung  der  Rechnung  vor- 
kommen, dasa  wenn  Kapitalien  K^,  Kg, . . .  K„  während  i^,  i^,  -  ■  ■  t« 
Tagen  sämmtlich  zum  gleichen  Procentsatze  p  zinstragend  angelegt 
sind,  die  Summe  Kit^  -j-  K^i^  +  ■  ■  ■  +  -Ä^«^«  gebildet  werden  soll, 
bevor  man  den  Zinsfuss  berücksichtigt^).  Das  sind  diejenigen  Zahlen, 
welche  man,  nachdem  sie  durch  100  getheilt  sind,  in  späterer  Zeit 
die  Zinszahlen  genannt  hat,  und  Clausbergs  Rechnung  weicht  der 
Hauptsache  nach  nur  darin  von  der  späteren  ab,  dass  das  Jahr  zo 
1165  Tagen,  nicht  zu  360  Tagen  gerechnet  wird,  dass  also  der  grosse 
Vortheil  eines  bequemen  Factors  -n£j.,. ,  ™it;  welchem  jene  Summe 
Kj^  +  K^t^  ^  .  . .  _|_  K„tn  schliesslich  zu  vervielfachen  ist,  mangelt. 

Zu    den     mathematisch    interessanten    Fragen    gehört    die    der 

'j  Clausburg,  Demunstrative  Reclieiikunst  S.  717.  'J  Ebenda  S  1139. 
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Snmmining    der     unendlichen     Reihe    -    -|-  ^- — |-  . ,    +13 f-  ■  ■  •  - 

Clausberg')  zerlegte  dieselbe  in  folgende  Unterreihen : 

+  W.  +  -- 
+  ■■■■ 

Die  Summen  der  in  den  einzelnen  Zeilen  vorhandenen  geometri seilen 
Keihen  sind  jj-^^j,  -^,j,  ^J,^^„,  jj^z^,,,,».  •  ■  ■,  '""i  '•' 
bilden  selbst  wieder  die  geometrische  Reihe 

Von  letzterer  Summenformel  ausgehend  findet  dann  Clausberg^)  durch 
weitere  Zerlegung  die  Summen  der  unendlichen  Reihen  von  Brüchen, 
deren  Nenner  in  geometrischer  Progression  ansteigen,  während  die 
Zähler  die  von  1  anfangenden  Dreieckszahlen,  sowie  die  gleichfalls 
mit  1  beginnenden  Quadratzahlen  sind. 

Gleichungen  als  solche  kommen  bei  Clauaberg,  der  überhaupt 
nur  sehr  ausnahmsweise  sieh  allgemeiner  Buchstabenausdrücke  be- 
dient, nicht  vor,  wohl  aber  die  Regel  Coed  für  unbestimmte  Auf- 
gaben^) und  die  Iteffd  falsi  simplids  sowie  duplicis  positionis^).  Setzen 
wir  hinzu,  dass  Clausberg  eine  durch  ihn  selbst  auf  32  Decimal- 
stellen  berechnete  Tabelle  der  Bri^sehen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  100  zum  Abdruck  bringen  liess^),  so  sind  schon  zahlreiche 
Vorzüge  der  DemonsiraUven  Mcchenktmst  erwähnt,  und  dennoch  haben 
wir  zwei  Gegenstände  bisher  vernachlässigt,  deren  erster  die  grosse 
Verbreitung  des  Werkes  wesentlich  veranlasste,  deren  zweiter  uns 
zur  Erwähnung  anderer  Schriftsteller  hinüberführt. 

Wir  meinen  in  erster  Linie  die  sehr  ausführliehe  Behandlung  der 
Wechselrechnung,  welche  Clausbergs  dickes  Buch  für  den  Kauf- 
mann geradezu  unentbehrlich  machte.  Gab  es  doch  damals  eine  Fülle 
von  verschiedenen  Maassen,  Gewichten,  Münzen,  zum  Theil  sogar 
R«chnungsmünzen,    die   gar   nie    geprägt    eine    darum    nicht    minder 

')  Clausberg,  Demonstrative  Retlieiikuiist  S,  1410,  ')  Ebeniäa  S,  1122 

bie  U26.  s)  Ebenda  S.  1331  flg.  ')  Ebenda  S-  1350  flg.  ')  Ebentta 

S.  1431—1434. 
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wichtige  kaufmännisclie  Bedeutung  beaassen,  das«  unsere  Gegenwart 
kaum  mehr  im  Stande  ist,  sich  hineinzudenken.  Das  gegenseitige 
Verhältniss  aller  dieser  verschiedenen  Einheiten^  welches  bald  ein 
bleibendes,  bald  ein  mit  dem  Curs  wechselndes  war,  kam  in  Betracht, 
so  oft  in  Folge  von  Handelsgeschäften  Zahlungen  von  einem  Orte 
nach  dem  anderen  vorgenommen  werden  sollten.  Gerade  die  Ver- 
schiedenheit der  Münzsorten  vermehrte  die  Anzahl  der  Möglichkeiten, 
die  in  Betracht  gezogen  werden  muasteu.  Ein  Leipziger  konnte  bei- 
spielsweise seine  Schuld  in  Hamburg  durch  unmittelbaren  Wechael- 
verkehr  ausgleichen,  aber  auch  so,  daas  ein  Umweg  über  Augsburg, 
über  Amsterdam,  über  London  gewählt  wurde,  und  nun  galt  es,  sich 
darüber  Rechenschaft  zu  geben,  welcher  Zahlujigsweg  der  vortheil- 
haftere  sei.  Wechselarbitrage  ^)  wurde  eine  solche  Aufgabe  ge- 
nannt, und  der  Name  hat  eich  wie  der  Sinn  desselben  erhalten, 
wenn  auch  die  Gattung  der  Werthpapiere,  auf  welche  die  Arbitrage 
sich  bezieht,  sich  im  Laufe  der  Zeit  vielfach  verschoben  hat. 

Der  zweite  Gegenstand,  von  welchem  wir  noch  ku  reden  haben, 
ist  die  Berechnung  des  Interusurium.  Wir  haben  (S.  53—54) 
erörtert,  wie  Carpzow  sich  mit  der  Aufgabe  abfand,  wie  Leibniz 
in  den  A.  E.  von  1682  als  Baarwerth  der  nach  «  Jahren  zu  zahlen- 
den Schuld  1,  unter  der  Voraussetzung,  daas  sie  mit  —  im  Jahre 
sieh  verzinsen  solle,  den  Ausdruck  \~r~:)  ermittelte,  beziehungs- 
weise i^\  ,  sofern  ein  Zinsfusa  von  5  Proi^ent  angenommen  wurde. 
So  klar  und  jeden  Zweifel  ausschUessend  Leibnizens  Daratellung  ge- 
wesen war,  blieb  sie  dennoch  den  Rechtsgelehrteu  unv e rat änd lieh. 
Zwei  derselben,  Barth  und  Caspar  Heinrich  Hörn,  suchten  das 
Abzuziehende,  das  eigentliche  Interusurium,  anstatt  des  Baarwerthea 
der  später  fälligen  Forderung,  und  sie  faaaten,  da  Leibniz  bei  5  Pro- 
cent die  Ermässigung  der  nach  1  Jahre  fälligen  Forderung  um  ^^ 
verlangte,  seine  Meinung  so  auf,  als  solle  das  Interusurium  weiter  im 
Verhältnisse  der  Zeit  wachsen,  also  für  2  Jahre  ,  für  3  Jahre  ^ 
der  Forderung  betragen. 

Ein  Rechtslicentiat  Gottfried  August  Hoffmann*)  (1700  bis 
177ü}'gab  sich,  wie  es  seheint,  gar  nicht  die  Mühe,  Leibnizens  Auf- 
satz zu  lesen,  sondern  fand  die  Berichte  von  Barth  und  Hom  ge- 
nügend, um  1781  in  einer  Schrift  Khtgkeit  hausmhalten  oder  i'ru- 
dentia  occonomica  ncOsf  einem  Anhange  vom  Interusuno  gegen  Leibni» 

']  Clauslierg,  Demonstrative  Eecbenkunst  S.  968  flg.  ')  l'oggendorff 
I,  1127.     Die  Schreibart  Hoftnann  scheint  irrig  zu  sein. 
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und  zugleich  auch  gegen  OarpzoW  aufzutreten.  Caipzow  rechne  den 
Baarwerth  der  nach  n  Jahren  fälligen  Foi-deruug  K  hei  5  Procent 
als  K  ^ -^  ,  Leibniz  habe  statt  dessen  K—  ■-  empfohlen,  das 
richtige  von  ihm  (Hoffmann")  entdeckte  Ergebuiss  sei  • 

Gegen  diesen  Schriftsteller  wandte  sich  Clausberg^)  mit  aller 
Entschiedenheit.  Er  hatte  schon  vorher^)  Leibnizens  Rechnung, 
welche  bei  einem  Jahre  die  Rabattirung  auf  hundert,  d.  h. 
fordert,  genau  erörtert,  hatte  erörtert,  dass  bei  der  Rabattirung  in 
hundert,  d.  h.  nach  Carpzows  Vorschrift,  der  20jährige  5procentige 
Rabatt  die  Forderung  vernichten  würde,  hatte  gefragt:  „wie  würde 
es  alsdann  erst  aussehen,  wenn  es  eine  Schuld  wäre,  die  länger  als 
20  Jahre  noch  zu  laufen  hätte;  da  man  nach  solcher  Rechnung  tou 
jedem  1(X*  mehr  als  100  abziehen  sollte?"  Er  hatte  hinzugefügt, 
dass  trotz  der  theoretischen  Unrichtigkeit  der  Rabattirung  in  100 
dieselbe  in  Leipzig  und  in  Italien  kaufmännische  Uebung  sei,  die 
keine  Uebervortheilung  in  sich  schliesse,  weil  es  „eine  recipirte  Sache 
ist,  womach  jeder  Verkäufer  beim  Accord  des  Preises  sich  reguliret". 
Er  war  dann  zum  Interesse  auf  Interesse  übergegaugen  und  hatte 
Zinseszins  bei  Rabattirung  über  Zeiträume  von  mehreren  Jahren  in 
Änweiidiing  gebracht.  So  war  er  bei  HoÜmanns  Angi-iffen  auf  Leibniz 
angelangt,  und  ülausberg  unterliess  es  nicht  zu  zeigen,  dass  Hoffmann 
den  Aufsatz  von  16Hä  gar  nicht  verstand,  ihm  vielmehr  einen  ihm 
ganz  fremden  Inhalt  unterschob.  Wir  kommen  auf  den  Sti'eit  zwischen 
Ülausberg  und  Hoffmann  noch  zurück.  Vorher  wollen  wir  von  einigen 
anderen  Rechenbüchern  reden. 

Unter  den  Sehnften,  von  welchen  man  vielleicht  sagen  kann,  t-ie 
seien  durch  den  Wunsch  des  Wettbewerbs  mit  der  rasch  ungemein 
beliebt  gewordenen  Demonstrativen  Rechenkunst  hervorgerufen  worden, 
nennen  wir  die  AUf/emeine  Hegel  der  Bechenkunst  von  Caspar  Franz 
de  Rees^)  (geboren  ItiiW).  Das  Buch  kam  in  holländischer  Sprache 
heraus,  wurde  aber  1737  ins  Französische,  1730  aus  dem  Französi- 
schen ins  Deutsche  übersetzt  und  in  dieser  letzteren  Gestalt  mehrfach 
neu  aufgelegt.  Was  ihm  solchen  Beifall  erwarb,  war  die  Rees'sche 
Regel  zur  Auflösung  von  Aufgaben,  bei  denen  Clausberg  sich  des 
Kettensatzes  bediente,  das  Unterscheidende  beider  Regeln  bestand 
iß  der  Anordnung.  Im  Kettensatze  war  die  kettenartjgc  Verbindung 
der   Glieder   vorgeschrieben.     Die   Benennung  jedes    Gliedes    in    der 

')    Clausberg,    Demunstrative    Keohenltuiist    S.  1237  flg.  •)    Ebenda 

S,  1164  Üg.         ')  Klfige!  V,  749— 75U  (s.  v.  Verhaltniss).  —  Unger  ü.  17U-i;i. 
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Golumne  rechts  mi^aste  der  des  nächsten  Gliedes  in  der  Columne  links 
gleich  sein,  die  Benennung  des  letzten  Gliedes  rechts  mit  der  des 
Fragegliedes,  welches  die  Columne  links  eröffnete,  übereinstimmen. 
Dadurch  übte  der  Aufbau  der  Glieder  eine  Selbstkritik,  welche  für 
Sicherheit  der  Rechnung  wer th voll  war,  wenn  sie  auch  gewisse 
Schwierigkeiten  in  sich  schloss,  sofern  die  Zeit  bei  Zinsrechnungen 
in  den  Kettensatz  eintreten  sollte,  wovon  uns  allerdings  bei  Claus- 
bergs Kettensätzen  kein  Beispiel  begegnet  ist.  Bei  der  Rees'schen 
Regel  ist  dagegen  der  Aufbau  der  Glieder  so,  dass  je  zwei  auf  gleicher 
Zeile  stehende  Zahlen  gleiche  Benennung  führen  musaten  und  es  in 
dem  Belieben  des  Rechners  lag,  wie  er  die  Zahlen  aufeinander  folgen 
lassen  wollte.  Denken  wir  uns  beispielsweise  die  Aufgabe:  Wieviel 
Mark  Zins  geben  800  Mark  in  %  Jahren,  wenn  2800  Mark  in  2  .Tahren 
280  Mark  Zins  gaben?  Der  Kettensatz  ist 
?  800 

1  % 

2  1 
2800         280 

und  wird  folgen  der  m  aasen  gelesen:  Wie  viele  Mark  Zins  geben 
800  Mark  Kapital,  1  Mark  Kapital  steht  y^  Jahre,  2  Jahre  stand 
1  Mark  Kapital,  damit  2800  Mark  Kapital  280  Mark  Zins  ergaben. 
Die  Rechnung  liefert  — — 2~~a'RÖo"~  ^^  ^^'  ^^^  Rees'sche  Regel  dar 
gegen  zeigt  die  Gestalt: 

?  280  Zins 

2800         800  Kapital 

2  %  Jahre 

Johann  Christian  Nelkenbrecher^),  gestorben  17fiO,  gab  im 
Jahre  1752  in  Leipzig  und  zwar  im  Selbstverlage  Logaritkmiscke 
Taheüen  mr  Beredmimg  derer  Wecliselarhitragen  heraus.  Ungleich 
bekannter  wurde  das  nach  des  Verfassers  Tode  erstmalig  1762  und 
in  20.  Auflage  1877  gedruckte  Taschmhuch  eines  Bankiers  und  Kauf- 
mannes, ein  Nachschlagebuch  allerersten  Ranges  insbesondere  für 
Münz-  uod  Maassvergleichungeo. 

In  diesem  Zusammenhange  nennen  wir  auch  den  1753  gedruckten 
Traite  des  ehanges  et  des  arbUrages  von  Pierre  Senebier^)  (1715 
bis  1778),  Rechenmeister  in  Genf. 

Martin  Knutzen^)  (1713—1751),  Professor  in  Königsberg, 
scheint  in  seiner  Arithmetka  ntechanica  oder  Beschreibung  eines  com- 


3  deutsche  Biographie  XXIII,  417—418,  =)  Pog| 

II,  903.         ')  Ebenda  I,  1385—1386. 
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pmdiosm  lieckmkästckms  von  1744  eine  Erleichterung  des  Iteclinens 
durch  äussere  Hilfsmitte!  beabsichtigt  zu  haben. 

An  der  Spitze  der  lateinischen  Schulen  in  Deutschland  stand  die 
Fiirstenschule  zu  Pforta,  und  an  ihr  wirkte  Johann  Georg  Gott- 
hold  Hübsch^),  dessen  Arithmetica  portensts  von  1748  den  Plan 
und  zugleich  das  Muster  dessen  darstellt,  was  in  seiner  Anstalt  ge- 
lehrt wurde  und  wie  es  gelehrt  wurde.  Drei  Äbtheilungen  von 
Schülern  waren  unterschieden.  In  der  unteren  wurden  die  ganzen 
Zahlen  und  die  Brüche  nach  dem  langen  Wege  gelehrt,  in  der 
mittleren  die  Praktik  in  Ganzen  und  Brüchen  nebst  der  RegeldetrJ, 
in  der  oberen  die  Decimairecbnung  und  ßegeldetri.  Offenbar  ver- 
steht Hübsch  unter  den  „Brüchen  nach  dem  langen  Wege",  man 
solle  mit  den  Brüchen  als  solchen  reebnen,  ohne  sie  in  eine  Summe 
von  Stammbrüchen  zu  zerlegen,  während  die  „Praktik"  diese  Zer- 
legung vorschrieb.  Nach  dem  langen  Wege  war  beispielsweise 
\  ■  3824  =  — -J^^-  =  ^  =  3346,  nach  der  Praktik  war 
'4  ■  3824  =  (y  +  -^-  +  i-\  -  3824  =  1912  -f  956  +  478  =  3346. 
Der  Ausdruck  langer  Weg,  der  uns  bei  Hübsch  begegnet,  der  aber 
auch  bei  anderen  Schriftstellern  der  gleichen  Zeit  vorkommt,  erinnert 
täuschend  an  das  ad  majorem  gaisam  des  Leonardo  von  Pisa 
(Bd.  n,  S.  14),  und  da  dieser  Schriftsteller  die  Zerlegung  in  Stamm- 
briiche  trefflich  zu  handhaben  wusste,  so  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  sie  es  war,  welche  er  minoris  guise  nannte,  die  spätere  wälsche 
Praktik  der  deutschen  Rechenmeister.  Eigenthümlich  genug,  dass 
ein  Schriftsteller  des  18.  Jahrhunderts  uns  einen  bisher  unverstan- 
denen Ausdruck  des  13.  Jahrhunderts  deutlicher  machen  musste,  ein 
neuer  Beleg  für  die  erhaltende  Kraft  der  Gewohnheit, 

Die  Uechenkunst  war  für  Hübsch  wie  ein  Schleif'  oder  Wetzstein, 
und  man  lert^  disUnct,  ordentlich  und  vorsichUg  denken.  Diesem  Zwecke 
gemäss  ist  weit  mehr  Gewicht  auf  den  Sinn  der  Methoden  als  auf 
ihre  Einübung  gelegt,  das  Uebungsmaterial  iss  beschränkt,  die  Er- 
klärungen werden  auf  ihre  Richtigkeit,  die  Reehnungsvortheile  auf 
ihre  Anwendbarkeit,  die  Ilechnungsproben  auf  ihre  Zuverlässigkeit 
untersucht. 

Hübsch  empfiehlt  das  Kopfrechnen,  welches  allerdings  nach 
und  nach  von  selbst  entstehe,  wenn  man  viel  mit  der  Feder  gerechnet 
habe  und  fest  darin  sei.  Man  hat  diesem  Ausspruche  entnommen, 
dass  Hübsch  das  Kopfrechnen  der  Zeit  nach  erst  später  und  nicht 
gleich    zu  Anfang    des  Unterrichtes   eingeübt  wünschte.     Aber  seine 

')   IJnger  «.  140,  UM,  102,  IliM. 
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Houh Schätzung  desselben  aprieht  sich  tleutlicli  in  der  Verwuntlerung 
aus,  daas  seines  Wissens  in  keiner  Practie  ex  professo  davon  gehandelt 
sei,  ungeachtet  es  bei  deu  meisten  concurrire;  es  sei  das  aller- 
geschwindeste  und  bequemste  Rechnen,  da  es  ohne  aUen  Apparat, 
allerwegen  und  zu  allen  Zeiten,  sogar  im  Finstern  geschehen  könne. 
Die  hierin  enthaltene  Anklage  gegen  andere  Werke  ist  allerdings 
Clausberg  gegenüber,  wie  wir  uns  erinnern  (S.  515),  nicht  gerechte 
fertigt. 

Hübsch  war  der  Erste,  der  beim  schriftlichen  Rechnen  auf 
Sorgfalt  in  der  äusseren  Darstellung  sah,  der  auf  Reinlichkeit,  Deut- 
lichkeit und  Ordnung  Gewicht  legte,  welche  letztere  besonders  bei 
dem  Untereinanderschreiben  von  Zahlen  die  genaueste  Beachtung  zu 
finden  habe. 

Wir  kehren  jetzt  endlich  zu  Christian  von  Wolf  und  seinen 
Elementa  maßieseon  universae  von  1714  zurück  (S.  514).  Die  in  dem 
I.  Bande  enthaltenen  Elementa  arithmeticae  stellen  eich  als  ein  wissen- 
schaftliches Buch  dar,  aus  welchem  wohl  Niemand  das  Rechnen  ge- 
lernt haben  wird,  der  es  nicht  schon  konnte,  welches  aber  die  Be- 
gründung und  den  Beweis  der  Vorschriften  sich  angelegen  sein  liess. 

Wir  heben  nur  ganz  Weniges  henor.  Wolf  steht  in  der  Divi 
sion  zwischen  der  alten  und  der  neuen  Zeit,  indem  er  sowohl  die 
Division  über  sich  als  die  unter  sieh  lehrt').  Er  beweist  die  Ver- 
tausehbarkeit  der  Factoren  bei  der  Multiphcation  und  zwar  folgender- 
massen^).  Zwischen  der  Einheit  und  dem  Multiplicator  findet  das 
gleiche  Verhältniss  statt  wie  zwischen  dem  Multiplicandus  und  dem 
Producte,  d.  h.  es  ist  1  :  ^  =  B :  AB  und  liB  =  A:  BA.  Ferner 
bleibt  ein  Verhältniss,  etwa  das  von  1  zu  A,  ungeändert,  wenn  jedes 
seiner  Glieder  mit  dem  Gleichen,  etwa  mit  B  multiplicirt  wird,  folg- 
lich ist  \  :  A=^  B :  BA.  Die  erste  und  dritte  der  hier  angeschrie- 
benen Proportionen  stimmen  in  den  drei  ersten  Gliedern  überein,  also 
müssen  auch  die  vierten  Glieder  übereinstimmen,  d.  h.  AB  =  BA 
sein.  Auch  die  Regel  der  Multiplication  von  Brüchen  versieht  Wolf 
mit  einem  Beweise^).  Es  sei  j^=  A:  B  ^=  F  und  -^  =  C :  D  =  (r, 
dann  ist  auch  B:  A=  l:  F  und  i) :  6'  =^  1  :  &.  Proportionen 
dürfen  Glied  für  Glied  mit  einander  vervielfacht  werden,  somit  wird 
BD  :  AC  =  1  :  FG,  beziehungsweise  ^7,  =  =  -^'G  und  damit 
das  gesuchte  Product  gefunden  sein.  Wir  wollen  diese  Beweisführungen 
»  als  tadelfrei  bezeichnen,  aber  es  waren  immerhin  Beweise 


')  Wolf,  Elementa  miailieseoi'  I,  37— :-iH,  g  117.  'j  Ebenda  1,  5.^— 

g  a07.  ')  Ebenda  I,  62,  §  23Ü. 
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und  so  dei-  höhere  Standpunkt  der  Rechenkunst  gewonnen,  auf  welchen 
wir  oben  hingewiesen  haben. 

Am  Anfange  der  Arithmetik  ist  eine  mindestens  auffallende 
Erklärung  der  Aehnlichkeit  gegeben*):  Dinge  seien  ähnlieh,  bei 
welchen  das  dasselbe  ist,  wodurch  sie  sich  unterscheiden  sollen.  Wolf 
will  seine  Erklärung  Leibniz  nachgebildet  haben.  Dieser  sage  näm- 
lich^): ähnlich  sei,  was  nicht  zu  unterscheiden  sei,  wenn  es  nicht 
gleichzeitig  vorhanden  sei.  Wir  haben  (S.  35)  ungefähr  diesen 
Wortlaut  kennen  gelernt. 

In  einem  anderen  Abschnitte  des  I.  Bandes  der  Elemente,  in  den 
Elementa  AnaJjyseos  mathematicae  spricht  sich  Wolf  über  negative 
Zahlen  ans^}.  Sie  sind,  sagt  er,  das  Nichtvorhandensein  der  wahren 
Grössen,  durch  welche  sie  verstanden  werden,  sind  also  selbst  keine 
wahren  Grössen. 

Es  ist  von  Interesse,  dieser  Äeusserung  die  Meinung  D'Alemberts 
gegenüber  zu  halten.  Wir  haben  (S.  510)  von  seiner  Mitwirkung  an 
der  Encyclopedie  gesprochen.  Unter  dem  Worte  negatif  sagt  er, 
es  sei  nicht  leicht  den  Begriff  der  negativen  Grössen  festzustellen, 
und  einige  geschickte  Leute  hätten  sogar  dazu  beigetragen  ihn  durch 
die  darüber  gegebenen  ungenauen  Mittheüungen  vollends  zu  verwirren. 
You  der  negativen  Grösse  sagen,  sie  sei  weniger  als  Nichts,  heisse 
etwas  Unbegreifliches  aussprechen.  Weiter  unten  fährt  er  fort,  es 
sei  ziemlieh  natürlich  zu  folgern,  dass  die  negativen  Grössen,  denen 
man  hei  Keehnungs verfahren  begegne,  thatsächlich  reelle  Grössen 
seien,  mit  denen  man  einen  anderen  Begriff  zu  verknüpfen  habe,  als 
der  war,  den  man  vorausgesetzt  hatte.  In  den  Opusciiles  wa^maÜgues, 
welche  D'Alembert  8  Bände  stark  von  1761 — 1768  herausgab,  über 
welche  wir  aber  nicht  mehr  berichten  dürfen,  hat  er  sich  dann  uoch 
viel  bestimmter  ausgesprochen. 

Vielleicht  hing  es  mit  dem  wissenschaftlich  gesteigerten  Ansehen 
der  Rechenkunst  und  der  Mathematik  im  Allgemeinen  zusammen, 
vielleicht  mit  ihrer  nachgerade  dem  Wider  willigsten  sich  aufdrängenden 
Unentbehrlichkeit,  dass  in  Deutschland  Bücher  über  die  mathema- 
tischen Aufgaben  anderer  Wissenschaften,  der  Theologie  und  der 
Jurisprudenz,  enstaudeu. 

Johann  Bernhard  Wiedehnrg*)  (1687  —  1766),  seit  1718 
ordentlicher  Professor    der  Mathematik    an  der  Universität  Jena,   an 

')  Wolf,  Elemfnta  maäieset^  I,  18,  §  24:  Similia  sunt,  in  quibus  ea  eaäan 
swrf,  per  quav  a  se  inriceni  äiseerni  debehawt.  ■}  Ebenda  I,  10,  §  27:  Similia 
a***"«  ntm  possunt  disttngui  nist  p^r  contpraesimiiaiii.  '}  Ebenda  I,  237,  §  17. 

')  Poggendorff  II,  1316—1317  Allgemeine  dputsche  Biographie  XLU,  379 
bis  380.     Artikel  von  S   Güiithei 
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welcher  er  seit  17S9  auch  theologische  Vorlesuageu  hielt,  gab  17i)0 
eine  Mathesw  biblica  septem  spedminibus  compreiumsa  heraas,  Johann 
Jacob  Schmidt,  Prediger  zn  Peest  luid  Balow,  1736  einen  Bibliscfmi 
MaUtemaikus  oder  Erläuterung  der  Heiligen  Schrift  aus  dm  Mathe- 
maUscken  Wissenschaften,  nachdem  allerdings  Samuel  Reyher') 
(1635—1714),  Professor  der  Mathematik  in  Kiel,  den  wir  im  XVI.  Ab- 
schnitte hätten  erwähnen  können,  1679  mit  einer  Mathesis  mosaxca 
sive  Loca  Fentateuchi  maifiemaUca  nmätematiee  expUcata,  cum  appen- 
dice  (diorrnn  S.  Sm-pt  Locormn  Matkematicomm  vorausgegangen  war. 
Wiedeburg  fo^  in  der  Anordnung  der  erk^rungsbedürftigen  Bibel- 
stellen der  Reihenfolge  der  biblischen  Schriften,  Schmidt  dem  mathe- 
matischen Inhalte,  so  dass  er  zuerst  von  der  biblischen  Arithmetik, 
dann  von  der  biblischen  Geometrie,  von  der  biblischen  Statik,  Archi- 
tektur, Astronomie,  Horographie,  Optik  handelt.  Einen  anderen 
Unterschied  konnten  wir  zwischen  beiden  Werken,  welche  wir  von 
Augenschein  kemien,  nicht  entdecken,  auch  nichts  Erwähnenswerthes 
in  ihnen  finden,  ea  sei  denn,  dass  wir  bei  Spitzfindigkeiten  verweilen 
wollten,  welche  vielleicht  dem  Theologen,  aber  keinesfalls  dem  Mathe- 
matiker von  Interesse  sein  können. 

Johann  Friedrich  Polack^)  (1700—1772),  Professor  an  der 
Universität  zu  Frankfurt  an  der  Oder,  wo  er  abwechselnd  Jurisprudenz, 
Mathematik,  dann  wieder  Jurisprudenz,  zuletzt  Oekonomie,  Polizei 
und  Cameral Wissenschaften  lehrte,  gab  1734  eine  Mathesis  forensis 
heraus,  von  welcher  1739, 1756,  1770  neue  Auflagen  nöthig  wurden'). 
Auch  Johann  Friedrich  Unger  gab  1743  und  1744  Beiträge  zur 
Mathesis  forensis  heraus,  wodurch  sich  gleichfalls  bestätigt,  dass  die 
Juristen  das  Bedürfniss  nach  derartigen  Schriften  besassen,  was  andrer 
aeits  wieder  ihre  Anspruchslosigkeit  beweist.  Polack  hatte  aber  seine 
mathematischen  Kenntnisse  in  den  Vorlesungen  Jacob  Hermanns 
in  Frankfurt  erworben,  und  man  gewinnt  einen  traurigen  Einblick 
in  das,  was  damals  der  Mathematiker  an  einer  deutschen  Hochschule 
lehrte  und  lehren  durfte,  wenn  man  erfährt,  dass  Hermann  durch 
abstracte  Darstellung  der  Hegeln  seine  Zuhörer  entmuthigte,  die  sich 
bis  auf  zwei,  unter  welchen  Polack  war,  in  den  ersten  sechs  Wochen 
verliefen,  ehe  Hermann  noch  die  Hälfte  der  Geometrie  abgehandelt 
hatte.   Die  Mathesia  forensis  ^sst  vollends  nicht  erkennen,  dass  Polack 

•)  Allgemeine  deutsche  Biographie  XSVII!,  354—368.  Artikel  lon  K. 
*)  Kbenda  XXVI,  381,  wo  in  Folge  eines  Druckfehlers  dae  Erscheinungsjahr  der 
Mathesis  f</rensis  1743  statt  1734   heisst.  =)  Wir  bedienten  uns  der  3.  Auf- 

lage von  1756,  deren  Vorrede  wir  entnahmen,  wae  im  Test  über  Unger  gesagt 
ist.  In  der  Vorrede  zur  2,  Anflage  von  1739  steht  das,  was  wir  über  Jacob 
Hermanns  Vorlesungen  mittbeilen. 
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aus  seiner  Aasdauer  grossen  Nutzen  gezogen  hätte.  Mathematiact 
interessant  ist  nur  der  Abschnitt  von  der  Berechnung  des  Intenisuriums, 
in  welchem  sich  Polack  in  der  ersten  Auflage  von  1T34  vollständig 
auf  die  Seite  von  Gottfried  August  Hoffmann  gegen  Carpzow 
sowohl  als  gegen  Leibniz  stellte  (S,  518 — 519).  Es  bedurfte  des 
Eingriffes  einer  einflussreichen  Persönlichkeit,  um  Polack  wenigstens 
einigemaasseu  anders  zu  stimmen.  Georg  Bernhard  Bilfinger 
war,  wie  wir  wissen  (S.  505),  1725—1731  in  Petersburg,  yon  wo 
er  als  Professor  der  Theologie  nach  Tübingen  zurückkehrte.  Seit 
1735  war  er  in  Regierungsgeschäften  in  Stuttgart  thätig,  Bilfinger 
also  schickte  Polack  eine  Abhandlung  zu,  in  welcher  er  Leibnizens 
Rechnung  vertheidigte  und  aufdeckte,  wie  sehr  man  sie  miss- 
yerstanden  hatte.  Polack  nahm  die  Abhandlung  wörtlich  in  seine 
2,  Auflage  auf  und  gestand  zu,  mathematisch  sei  gegen  Leibniz 
nichts  einzuwenden,  als  Jurist  dagegen  müsse  man  sich  für  HofF- 
mann  entscheiden.  Dieser  hatte  nämlich  auch  eine  Abhandlung 
eingesandt,  welche  gleichfalls  zum  Abdrucke  kam:  Gottfried  August 
Hoffmawns  *)  J.  V.  L.  Demonstrationen  von  richtiger  Berechnung  des 
Intervsurii,  worinn^t  mgl^h  das,  was  von  dieser  Materie  in  dem 
Anhange  ernieldten  AtUoris  sHner  Prudentiae  Oeconomieae  hefindlirh 
ist,  tcider  die  von  Herrn  C.  von  Clausberg  in  dessen  demonstrativer 
Rechenkunst  gemachte  Einwürfe  vertkeidigf  wird.  Hoffmann  setzt  sich 
auf  das  hohe  Pferd,  indem  er  erklärt,  es  sei  ihm  ziemlieh  gleich- 
giltig,  ob  Leibniz  wirklich  empfohlen  habe  oder  nicht,  -  -  als 
Interusurium  von  einem  in  n  Jahren  fälligen  zu  5  Procent  verzins- 
lichen Kapitale  K  in  Abzug  zu  bringen.  Bei  den  Juristen  heisse 
dieses  Verfahren  nun  einmal  Leibnizische  Rechnung,  und  somit  sei 
er  berechtigt  gewesen,  es  unter  diesem  Namen  anzugreifen.  Aber 
auch  Leibnizens  wirkliches  Verfahren,  die  herabgeminderte  Forderung 
in   der   Hohe  von  K-  {--)     anzusetzen  sei    falsch,  weil  ungi 


Er  verlange  Zins  von  den  Zinsen,  und  dieses  sei  verboten,  man  möge 
sich  winden,  wie  man  wolle.  Die  3.  Auflage  der  Mathebi'«  foiensis 
unterscheidet  sich   in   diesem  Abschnitte  in  nichts  von   der  ih(    voi- 
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Wenden  wir  uns  den  elementargeo metrischen  Leistungen  zu,  so 
wollen  wir  den  Stoff  in  der  Reihenfolge  anordnen,  dnss  wir  zuerst 
einige  Werke  besprechen,  welche  den  ganzen  Umfang  der  niederen 
Geometrie  betreffen,  sodann  solche  Werke,  welche  nur  einzelnen 
Theilen  der  Geometrie  gewidmet  sind,  endlich  Abhandlungen  ganz 
besonderen  Inhaltes. 

Pierre  Varignon  war  1722  gestorben  (S.  222).  In  seinem 
Nachlasse  fanden  sich  Elemens  de  ma^wmatique  vor,  welche  1731  im 
Druck  herausgegeben  wurden.  Sie  beginnen  mit  KUmem  d'algefire  et 
d'arifhmetigm  auf  66  Seiten,  die  wir  keine  Veranlassung  gehabt  haben 
im  vorigen  Kapitel  zu  erwähnen.  Sie  enthalten  nichts  von  besonders 
bemerken swertber  Natur.  Dann  aber  folgen  Eletnens  de  yiiome'tHr 
auf  156  Seiten  in  neuer  Seiten  Zahlung,  eine  Geometrie  von  überall 
durchblickender  Eigenart,  die  philosophische  Geistesrichtung  ihres 
Verfassers  dadurch  zu  erkennen  gebend,  dass  sie  den  Definitionen  und 
Axiomen  ein  grosses  Gewicht  beilegt  und  gerade  in  dieser  Beziehung 
sich  manche  Neuerung  gestattet.  Ein  Axiom  ist  es  z.  B.  für  Varignon, 
dass  es  zwischen  den  Umrandungen  zweier  Gebilde  nur  eine  kürzeste 
Entfernung  gebe'),  und  an  dieses  Axiom  sehliesst  sich  im  I.  Buche 
von  den  Linien  die  Definition  der  Geraden  als  kürzeste  Entfernung 
zweier  Punkte.  Die  Ebene  wird  alsdann  als  diejenige  Fläche  be- 
zeichnet, welche  eine  Gerade  mit  allen  ihren  Punkten  berühren  kann^). 
Varignon  kommt  dann  bald  zum  Begriffe  des  rechten  Winkels  und 
der  Senkrechten').  Den  wichtigen  Satz,  dass  jeder  Punkt  der  Mittel- 
senkrechten  einer  Strecke  gleichweit  von  deren  Bndpunkten  entfernt 
sei,  beweist  er  durch  Umklappen  der  Figur  um  jene  Senkrechte*). 
Parallel  heissen  zwei  derselben  Ebene  angehörende  Gerade,  welche 
gegen  eine  dritte  Gerade  gleich  geneigt  sind*}.  Bekanntlich  ist  diese 
bei  Varignon  erstmalig  auftretende  Erklärung  später  häufig  ange- 
wandt worden.  -, 

Auf  die  Definition  der  Ebene  kommt  das  IL  Buch  von  den 
Oberflächen  zurück  und  spricht  dabei  als  Zusatz  aus*),  wie  die  gerade 

')  Varignon,  Elemens  dt  geometrie  pag.  4:  Entre  les  extremües  de  ikux 
grandeurs  il  n'y  a  gu'une  mesmre  gui  aoü  la  plits  courte.  ^  Ebenda  pag.  5: 

0»  appelle  plan  ime  sttrface  gue  toics  les  pomts  d'ttne  ligne  droüe  peuvent  foudier. 
")  EhenAe.  pag.  6.  ')  Ebenda  pi^,  10.  *)  Eteüda  pag.  17:    Beux  lipws 

droites  AC  et  BD  dans  U  inhiie  plan  egalement  inclmees  sur  la  tigme  EH    .  . 
sont  appeüies  paralUles.         ")  Ebenda  pag,  38. 
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Linie  die  kürzeste  von  allen  sei,  die  man  zwischen  zwei  Punkten 
ziehen  könne,  so  sei  die  Ebene  die  kleinste  aller  Oberflächen  von 
übereinstimmender  Begrenzung.  Schon  im  I.  Buche  war  bewiesen 
worden^),  dass  der  Peripheriewinkel  durch  die  Hälfte  des  zwischen 
seinen  Schenkeln  enthaltenen  Kreisbogens  gemessen  werde.  Im  II.  Buche 
dient  dieser  Satz  zur  Bestimmung  der  Winkeisnmme  des  Dreiecks^). 
Beschreibt  man  um  das  Dreieck  einen  Kreis,  wovon  die  Möglichkeit 
auch  bereits  im  I.  Buche  nachgewiesen  worden  war^),  so  haben  die 
drei  Dreiecks winkel  als  Peripheriewinkel  auf  Bögen,  welche  sich  an- 
einander ansehUessen,  zusammen  den  halben  Umkreis  oder  zwei 
Rechte  als  Maass.  Aus  der  nunmehr  bekannten  Winkelsumme  des 
Dreiecks  folgt  der  Satz  vom  Äussenwinkel  des  Dreiecks*).  Ferner 
folgt  aus  der  Betrachtung  des  umschriebenen  Kreises  die  Gleichheit 
von  Winkeln  im  gleichschenkligen  Dreiecke  als  Peripheriewinkel  auf 
Bögen  mit  gleichen  Sehnen^).  Die  Betrachtung  von  Parallelogrammen 
führt  zu  dem  Satze  von  der  Gleichheit  paralleler  Strecken  zwischen 
Parallelen  und  als  Sonderfall  zu  der  Gleichheit  der  Senkrechten 
zwischen  zwei  Parallelen.  Aus  ihr  aber  folgt  der  Zusatz,  dass  zwei 
Parallele  ins  Unendliche  verlängert  ein- 
ander niemals  treffen''). 

Das  III.  Buch  enthält  eine  Pro- 
portionenlehre, das  IV.  Buch  Anwen- 
dungen auf  Verhältnisse  von  Strecken  und 
durch  sie  gebildete  Figuren.  Hier  er- 
scheint erst  der  pythagoräischeLehraatz'') 
als  eine  der  drei  Möglichkeiten  in  den 
eziehungen  von  Drei- 
BC^^AB^-i-  ÄC\  Mit 
dem  V.  Buche  von  den  Körpern  sehliesst 
die  speadative  Geometrie  ab. 

Eine  prakUscke  Geomeirif,  bildet  mit 
drei  Kapiteln  von  der  Grösse  und  Lage 
gerader  Linien,  von  Flächenmessungen, 
von  Körpermessungen  eine  besondere 
Abtheilung  des  Werkes.  Wir  erwähnen  i 
Bewegung  gestützte  Dreitheilung  des  Winkels**),  Man  sucht  {Fig.  75) 
den  dritten  Theil  des  Winkels  AZD.  An  einen  Zirkel.  GEH  wird 
ein    zweiter  FZli   derart   befestigt,    dass  EBZF  ein  in   allen  Eck- 


.  1.  Kapitel  ( 


!  auf 


')    V 


,    Elemens   de  ytwi.tcii 
pag,  22.  ^j  Ebenda  pag.  43. 

')  Ebenda  pag.  65.  "  "' 


pag.   ;(6 

£.  I».         °)  Ebe^ 

<)  Ebenda  pag.  101. 


ifj.  ■'".  ^)   EbeiKbi    pag,   43. 

^)  Ebenda  pag  41,         °j  Ebenda 
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punkten  bewegliches  gleichseitiges  Viereck  ist.  Auf  den  Schenkeln 
ZI),  ZA  des  sra  theilenden  Winkels  werden  die  Stücke  ZX,  ZU 
von  der  Länge  EJi  abgeschnitten,  und  dann  wird  der  Doppelzirkel 
so  an  den  Punkt  Z  angelegt,  dass  EBH  durch  X,  EFG  durch  B 
geht.  Nun  ist  sowohl  AEJ3Z  als  ABZX  gleichschenklig.  Als 
Aussenwinkel  von  AEBZ  ist  L  ZliX  =  ZXJi  ^  2ZEX,  und  als 
Äusaenwinkel  von  A  EZX  ist  L  XZS  =  ZEX  +  ZXE  =  ^ZEX. 
Genau  ebenso  erkennt  man  iRZS='dZEE,  mithin  iAZB^^SGEH 
oder  L  GEH=  -^ÄZD.  Bei  Vermessungsarbeiten  auf  dem  Felde 
soU  man  sich  einer  Vorrichtung  bedienen,  welche  kurzweg  das  In- 
strument genannt  ist^).  Es  besteht  aus  einem  massiven  in  Grade 
eingetheilten  Halbkreise  mit  einem  festen  Durchmesser  und  einem 
um  dessen  Mittelpunkt  drehbaren  Diopterlineale,  welches  die  Winkel 
zu  messen  gestattet. 

Mittels  dieses  Instrumentes  werden  im  2.  Kapitel  die  verschie- 
densten topographischen  Aufnahmen  voi^enommen  ^) ;  dann  kehrt 
Varignon  zu  theoretisch  Interessanterem  zurück,  zu  Theihingen  von 
geradlinig  begrenzten  Figuren  mittels  gerader  Linien^). 

Ans  dem  3.  Eapitel  erwähnen  wir  nur  die  letzte  Aufgabe  der 
Ausmessung  beliebig  umgrenzter  ganz  unregelmässiger  Körper*). 
Man  bringt  den  Körper  in  ein  parallelepipedisches  Gefäss  und  schüttet 
Wasser  dazu,  bis  der  Körper  vollständig  überdeckt  ist,  worauf  man 
sich  die  Höhe  des  Wassers  durch  einen  Strich  bemerkt.  Bei  der 
alsdann  vorgenommenen  Entfernung  des  Körpers  sinkt  das  Wasser 
im  Gefässe  bis  zu  einer  neuerdings  dui^ch  einen  Strich  zu  bemerkenden 
Höhe.  Das  Parallelepidedon  zwischen  den  beiden  am  Gefässe  ange- 
brachten Strichen  ist  genau  das  Maass  des  Körpers. 

Diese  letztere  Vorschrift  dürfte  eine  althergebrachte  Methode  von 
Praktikern  sein.  Jedenfalls  findet  sie  sich  genau  ebenso  in  einem 
fast  gleichzeitig  mit  Varignons  nachgelassenem  Bande  erschieneneu 
recht  unbedeutenden  deutschen  Buche,  in  der  Eraxls  Geometrim  von 
Jobann  Friedrich  Penther*)  (1Ö93— 1T49).  Der  Verfasser  war 
seit  1720  in  gräflich  Stollbergiscbem  Bergdienste  und  wurde  ITSIJ, 
vielleicht  in  Folge  der  beifälligen  Aufnahme  des  genannten  Buches 
von  1732,  Professor  der  Mathematik  und  der  Oekonomie  an  der 
Universität  Göttingeu.  Die  sehr  genügsamen  Praktiker  waren  eben 
durch  den  mehr  als  dürftigen  Inhalt,  der  sich  auf  die  theils  zeich- 
nende theils  rechnende  Auflösung  der  leichtesten  geometrischen  Aui'- 


')  Varignon,  Elemens  de  giometrie  pa.g.  121.        ')  Eltenda  pa^.  133— l.'iä- 
")  Ebemla   pag.  139  —  148,  ^)  Ebenda  pag.   155.  ")   Poggundort'f  II, 

3y9— 400. 
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gaben  und  auf  Anweisungen  zum  Feldmessen  beschränkt,  so  hocli 
befriedigt,  dass  das  Buch  es  bis  zu  einer  8,  Auflage  brachte,  welche 
1776  in  Augsburg  erschien. 

Etwas  länger  müssen  wir  bei  dem  geometrischen  Theile  der 
EUmenta  matheseos  von  Christian  von  Wolf  verweilen.  Ziehen 
doch  seine  Definitionen  durch  den  Vergleich  mit  denen  Varignona 
unwillkürlich  unsere  Aufmerksamkeit  auf  sich.  Wir  nennen  einige 
derselben.  Diejenige  Linie  ist  gerade,  bei  welcher  jeder  Theil  dem 
Ganzen  ähnlieh  ist^).  Wir  dürfen  in  Erinnerung  bringen,  dass  Wolf 
den  Begriff  der  Aehnlichkeit  schon  in  der  Arithmetik  (S.  523)  er- 
örtert hatte.  Eine  Oberfläche  ist  eine  Ebene,  wenn  von  jedem  Punkte 
des  L'mfauges  nach  jedem  anderen  Punkte  ebendesselben  eine  Gerade 
ganz  in  der  Oberfläche  gezogen  werden  kann^).  Linien  sind  parallel, 
wenn  sie  überall  die  gleiche  Entfernung  von  einander  bewahren,  und 
demgemäss  können  auch  ins  Unendliche  verlängerte  Parallele  nicht 
zusammentreffen'').  Eine  Figur  ist  regelmässig,  wenn  ihre  Seiten  und 
ihre  Winkel  alle  unter  einander  gleich  sind*). 

Der  angedeutete  Vergleich  zeigt  einen  wesentlichen  Gegensatz: 
Varignon  bemüht  sich  erst  zu  zeigen,  dass  gewisse  geometrische 
Eigenschaften  an  sich  möglich  sind,  und  erst  dann  gibt  er  mit  jenen 
Eigenschaften  behafteten  Gebilden  diesen  oder  jenen  Namen.  Wolf 
kümmert  sich  nicht  um  die  Möglichkeit  dessen,  was  er  in  .seinen 
Definitionen  von  dem  erklärten  Raumgebilde  verlangt. 

Alle  erwähnten  Definitionen  gehören  noch  dem  1.  Kapitel  der 
Principieu  der  Geometrie  an.  Das  IL  Kapitel  ist  einigen  grundlegenden 
Sätzen  gewidmet.  Wolf  versteht  darunter  Vorschriften  über  das 
Zeichnen  von  Figuren  auf  dem  Papiere,  über  das  Abmessen  von 
öeraden  und  von  Winkeln  auf  dem  Papiere  und  auf  dem  Felde,  über 
das  Uebertrageu  einer  Figur  von  dem  Felde  auf  das  Papier.  Dabei 
wird  erwähnt,  welcher  Messsehnüre  und  Messketfeen,  welcher  Lineale, 
welcherlei  Federn  beim  Zeichnen,  welcher  Winkelmesswerkzeuge  man 
sich  bedienen  solle.  Ein  kleinerer  Halbkreis  zum  Auftragen  von 
Winkeln   auf  dem  Papiere  heisst   allgemein  Instrumentum  traitsporta- 

Im  IIL  Kapitel  von  den   Eigenschaften   der  geraden  Linien   und 

')  Wolt,  hhiHfnt't  HiaiApseos  I,  üS  §  17  Z/ineo  rfcfn  <■''  ciiius  pars  quae 
eiimipie  est  toU  stinüis  ■)  Ebenda  I,  100  %  J6  Planum  ist,  si  e  gwoijs  puncto 
periatetri  nd  quotllibel  ejusdem  rectant  ik  eadem  ducete  Itcet  ')  Ebenda  I,  103, 
§  81 — 82:  Ltnen  pftriükla  est  alten,  tt  tAiqtte  eandem  ah  ea  distantiam  sereat 
Lineue  ergo  paralMae  m  inftniium   conl^nuatae   nun  comm-rwnt  'j  Ebenda 

I,  104,  §  106    Ftqwa  legulaus  tst /igura  ae'jmlatera  et  aeqiaangula         "j  Ebenda 
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der  Dreiecke  beginnen  die  eigentliclieii  Sätze  der  Geometrie.  Einige 
im  eugsteii  Zusammenhange  stehende  sind  folgende.  Im  rechtwink- 
ligen Dreieete  ist  die  Hypotenuse  grösser  als  jede  Kathete^),  folg- 
lich ist  die  Senkrechte  die  kürzeste  Gerade,  welche  von  einem  Punkte 
nach  einer  Geraden  gezogen  werden  kann^),  und  die  Entfernung  eines 
Punktes  von  einer  Geraden  wird  durch  die  Senkrechte  gemessen^). 
Da  Parallele  überall  gleiche  Entfernungen  haben,  müssen  demnächst 
alle  Senkrechten  aus  Punkten  einer  Geraden  auf  die  parallele  Gerade 
von  gleicher  Länge  sein*).  Hieraus  folgert  aber  Wolf  den  Satz, 
dass  die  Senkrechte  auf  eine  Gerade  auch  auf  der  parallelen  Geradon 
senkrecht  stehen  mnss*).  Sei  (Fig.  76}  HI\\  KL  und  ABl.  KL,  so 
muss  auch  A.  B  X  HI  sein. 
Man  mache  BD  =  BE  und 
errichte  in  D  und  E  die 
beiden  Senkrechten  ÜC, 
EG  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  HI,  so  mnss 
HC  ^=  EG  sein.  Ueberdies  ist  /.  J>  =  £,  also  sind  die  Dreiecke 
BCD,  BGE  congruent  und  BC^BG  sowie  /.«  =  */.  Weil 
x-\-u  =  o-\-y=  einem  Rechten,  muss  x  ^  o  sein.  Aber  AB  ist 
sich  selbst  gleich,  also  sind  die  Dreiecke  BAU,  BAG  congruent  und 
L  BAC^BAG  =  einem  Kechten. 

Wir  übergehen   die  noch  folgenden  planimetrischen  Kapitel.     In 

der  ytereometrischen  Abtheilung  machen  wir  auf  den  in  Gestalt  eines 

Scholium    auftretenden   Ansspruch    aufmerksam,    eine   Ebene    heisse 

einer  anderen  parallel,  wenn  beide 

überall   gleiche    Entfernung   von 

einander  haben  ^. 

Nach  der  Geometrie  folgt 
eine  Trigonornttrie,  aus  welcher 
uns  namentlich  em  Sitz')  hervor- 
hebenswerth  ei -scheint,  weil  er  in 
die  Klasse  dei jenigen  Betrach- 
tungen fällt  welthe  uns  erst  ein- 
mal bei  Cotes  (S.  414)  vorge- 
kommen sind,  und  welche  sich 
auf  beim  Messen  unterlaufene  Irrthümer  beziehen.  Seien  (t'ig-  ^'') 
die    beiden  Strecken  AB,   A()    genau    gemessen,    die   Messung    des 


'}  Wolf,  Elemerda  iimthes&is  1,  I2b,   §  230.  ')  Ebenda  I,  1'23, 

»)  Ebenda  I,  124,  g  225.  *)  Ebenda  I,  124,  §  226.         *)  Ebenda  I,  124, 

")  Ebenda  I,  184,  g  498.  ')  VMnAi.  I,  228,  §  GS-ßU, 


y  Google 


Lehrbücher  der  Elementargeometrie.     Parallelenlehre,     Succheri,         53  [ 

Winkels  bei  Ä  aber  mit  einem  Fehler  behaftet,  so  dass  statt  der  rich- 
tigen Lage  ÄC  die  AD  in  die  Zeichnung  eingetragen  wurde,  wodurch 
auch  BC  in  die  unrichtige  Lage  BD  mit  dem  Fehler  in  der  Längen- 
auBmessung  BD  —  JBO^^ED  gelangte,  indem  CD  ein  Kreisbogen  ist, 
welcher  um  A  mit  dem  Halbmesser  AC,  CE  ein  eben  solcher,  welcher 
um  J?  mit  dem  Halbmesser  J5C  beschrieben  ist.  Bei  der  Kleinheit  beider 
Bogen  können  sie  als  gerade  Linien  betrachtet  werden,  welche  die  rechten 
Winkel  ACD,  BCE,  CED  hervorbringen.  Zieht  man  von  /.  BCE 
=  ACD  den  L  ACE  ab,  so  bleibt  ;.  BCÄ  =  DCE.  Nun  ist  der 
sin  DCE  ^aia  BOA  =  yrfi'  Dabei  ist  CD  das  Maass  des  Fehlers 
von  i  A,  und  bleibt  dieses  unverändert,  ao  wachsen  gleichzeitig  DE 
(der  Fehler  von  BC)  und  sin  BCA,  sowie  l_  BCÄ  selbst.  Jener 
Fehler  DE  wird  daher  um  so  geringer,  je  kleiner  L  BCÄ  ist.  Daraus 
folgt,  dass  man  den  Standpunkt  A  so  wählen  soll,  dasa  er  erheblich 
näher  bei  einem  der  Punkte  B,  C,  deren  unzugängliche  Entfernung 
durch  Rechnung  ermittelt  weeden  soll,  als  bei  dem  anderen  liege, 
damit  L  BAC  stumpf  und  L  BCÄ  recht  spitz  ausfalle. 

Ein  in  Frankreich  sehr  beliebtes  Lehrbuch  der  Geometrie  jener 
Zeit  waren  die  InsUtatiom  de  geometrie  von  1746  des  Abbe  De  la 
Chapelle^)  (etwa  1710 — 1792),  welcher  königlicher  Censor  in  Paris 
und  Mitglied  gelehrter  Gesellschaften  in  Lyon  und  Ronen  war.  W^ir 
selbst  kennen  das  Werk  nicht,  aber  wenn  wir  nach  des  gleichen 
Verfassers  Traife  des  seclions  conigues  et  autres  courbes  anciennes  von 
1750  urtheilen  dürfen,  welches  nicht  geringerer  Beliebtheit  sieh  er- 
freute und  noch  1791  in  deutscher  TJeberaetzung  durch  den  bekannten 
Technologen  Böckmann  herausgegeben  wurde,  so  muss  es  sich  ebenso 
durch  Vollständigkeit  -vn&  durch  Fasslichkeit  empfohlen  haben  und 
mehr  durch  zahlreiche  geschichtliche  Bemerkungen  als  durch  irgend 
neue  Beweisführungen  oder  Auffassungen  sich  auszeichnen.  Einem 
Schriftsteller,  welcher  die  Institutiom  de  geometrie  wiederholt  anführt^), 
entnehmen  wir,  dass  De  la  Chapelle  unter  den  Neueren  sich  am  Aus- 
führlichsten mit  den  Bienenzellen  beschäftigt  habe^,  denen  bereits 
Pappus  in  der  Einleitung  zum  V.  Buche  seiner  Sammlung  nach- 
rühmte, dass  sie  in  ihrer  sechseckigen  Gestalt  keinerlei  Raum  ver- 
loren gehen  lassen,  und  dass  er  geometrische  Grundsätze  bewies*) 
wie  z.  B.  den,   dass   zwei  Grössen,  welche  die  Grenze  einer  und  der- 


')  Pogffendorff  I,  1S38.  ')  Van  Swinjen,  Elemente  der  üeometrie 

(deutsch  von  C.  F.  A.  Jaeohi  Jena  l»U)  S,  XI,  i:«,  30S,  206,  ■•Q^.  ")  De  La 
Chapeile,  Imfituttons  de  geometrie  II,  317  —  233  (der  4.  Ausgabe  tdiv  1765). 
')  Ebenda  II,  §  433  sqq. 
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selben  dritten  sind,  einander  gleich  sein  müssen,  und  den,  dasa  die 
Grenze  eines  zusammengesetzten  Verhältnisses  aus  den  Grenzen  der 
einzelnen  Verhältnisse  zusammengesetzt  sei. 

In  England  war,  wie  wir  wissen  (S.  509),  die  ausschliessliche 
Benutzung  der  Euklidischen  Elemente  die  Regel.  Um  so  lauter 
spricht  es  für  die  Bedeutung  eines  Schriftstellers,  wenn  er  es  wagte, 
dort  als  Neuerer  aufzutreten.  Thomas  Simpson^)  (1710—1761) 
begann  als  Seidenweber,  wozu  sein  Vater  ihn  bestimmte.  Ein  Astrolog 
benutzte  ihn  als  Rechner,  und  bald  überflügelte  er  seinen  Lehrer  und 
Meister.  Von  der  Astrologie  kam  Simpson  zur  Astronomie  und 
Mathematik.  Er  sieiJelte  1732  nach  London  über,  wo  er  seine  theils 
durch  eigene,  theils  durch  angeheirathete  Kinder  schon  zahlreiche 
Familie  wieder  durch  Seidenweberei  ernälirte.  Nebenbei  arbeitete  er 
an  A  new  treatise  of  fiuxions,  welches  Werk  1737  erschien  und  durch 
Klarheit  und  Fasslichkeit  grossen  Anklang  fand.  Jetzt  drängten  sich 
Schüler  in  Menge  zu  Simpson.  Die  Royal  Society  nahm  ihn  unter 
Erlassung  des  Eintiittsgeldes  als  Mitglied  auf.  Schon  vorher  wurde 
er  17415  bald  nach  Erseheinen  von  The  doctrine  of  amutities  and  re- 
versions  (1742)  und  von  Mathematical  disaaiations  (1743)  Professor 
an  der  Kriegsschule  in  Woolwieh.  Seinem  dortigen  Aufenthalte  ent- 
stamjnen  Elements  of  j^ane  Geometry  (1747),  Trigonometry  plane  and 
spheHcal  (174S),  Doctrine  a/nd  applications  of  fluxUms  (1750  in 
2  Bänden).  Simpson  verwahrte  sich  ausdrücklich  dagegen,  dass  man 
die  reife  Arbeit  von  1700  als  2.  Auflage  seines  13  Jahre  älteren 
Jugend  Versuches  betrachte.  Dann  kamen  noch  Select  exerdses  in 
maikematica  (1752).  Im  Januar  1761  zog  sich  Simpson  gemüths- 
krank  nach  seinem  (jebnrtsort  Market- Bosworth  in  Leicestershire 
zurück,  im  Mai  17til  starb  er.  Seine  Geometrie,  welche  uns  die 
Veranlassung  bot,  Simpsons  Lebensgeschichte  hier  einzuschalten,  ist 
ausdrücklich  für  den  Gebrauch  durch  Ani^nger  gesehrieben.  Es 
komme  ihm,  sagt  Simpson  in  der  Vorrede,  nicht  in  den  Sinn,  ein 
Werk  wie  das  Euklidische  tadeln  zu  wollen,  aber  doch  kfinne  neben 
jenem  auch  ein  anderes  bestehen,  und  der  Leser  werde  bei  ihm 
manches  Eigenthümliche  finden. 

Wir  erwähnen,  dass  Simpson  den  Congruenzeatz  für  zwei  stück- 
weise gleiche  Seiten  und  gleichem  von  ihnen  gebildetem  Winkel  als 
Axiom  ausspricht,  welches  allenfalls  durch  Aufeinanderlegen  der  beiden 
Dreiecke  gestützt  .werden  konne^).  Seine  ersten  Lehrsätze^)  zeigen, 
dass  unter  Annahme   des  Euklidischen  Parallelenaxioms   eine  Gerade, 


')  Connaissance  des  temps  pour  1767   von   De  Ja  Lande  pag,  197—204. 
")  Simpson,  Elements  of  plane  gwmetri/  pag.  8.  *)  Kbendii  pag.  10— U' 
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welche  auf  einer  anderen  senkrecht  steht,  anch  auf  deren  Parallelen 
senkrecht  stehe,  dass  zwei  derselben  dritten  Geraden  parallele  Linien 
unter  einander  parallel  seien,  dass  von  einem  Punkte  ans  nur  eine 
Senkrechte  zu  einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden  könne.  Der 
26.  Satz^)  spricht  aus,  dass  wenn  (Fig.  TS)  auf  den  Seiten  eines 
Quadrates  ABCD  von  den  Eckpunkten  ans  gleiche  Stucke  ÄE  ^=  DF 
=  CG  ==  SH  abgeschnitten  werden,  das  Viereck  EFGH  ein  Quadrat 
sei,  und  der  1.  Satz  des  II.  Buches*)  beweist 
darauf  gestützt  den  pythagoräischen  Lehrsatz. 
Das  III.  Buch  beschiiftigt  sich  mit  dem  Kreise. 
Dort  ist  der  Satz  Ober  die  Producte  der  Ab- 
schnitte einander  achneidender  Sehnen  ganz  wie 
bei  Euklid  bewiesen,  aber  daran  knüpft  Simpson 
Sätze  über  winkelgleiche  Dreiecke'),  welche  „  „ 
{Fig.  79)  so  aneinander  gelegt  werden,  dass  die  fir  is 

Schenkel   einander  gleicher  Winkel  einander  als 

Fortsetzung  dienen.  Simpson  beweist,  dass  die  durch  B,  C,  F  ge- 
legte Kreisperipherie  auch  durch  E  gehen  müsse,  als  leichte  Folgerung 
aus  den  Sätzen  über  Peripheriewinkel,  und  nun  sind  JiF,  CE  einander 
schneidende  Sehnen,  mithin  AB  :  AE 
'^AE-.AF.  Mit  dem  ptolemäischeu 
Lehrsätze*)  schliesst  das  III.  Buch. 
Das  IV.  Buch  handelt  von  den  Pro- 
portionen, das  V.  und  VI.  ist  Auf- 
gaben gewidmet,  und  zwar  das  V.  sol- 
i'ben  über  Zeichnung  und  Theilung 
Ton  Seiten  und  Vi^inkeln,  das  VI. 
solchen  über  Verwandlung  von  Figuren 
bei  gleichbleibendem  Flächeninhalte. 
Ein  besonderer  Abschnitt^)  lehrt  Auf-  fi^,  ja. 

gabeji  über  grösste  und  kleinste  Werthe 

elementargeometrisch  lösen.  Simpson  zeigt  1)  dass  das  Quadrat  das 
dem  Inhalte  nach  grösste  Rechteck  von  gleichem  Umfange  sei, 
2)  dass  das  grösste  einem  beliebigen  Dreiecke  unter  Benutzung  von 
dessen  Grundlinie  als  Seite  einbeschriebene  Rechteck  dasjenige  sei, 
welches  die  halbe  Dreieckshöhe  als  Höhe  besitze.  Ais  17.  Satz  er- 
scheint endlich,  dass  das  regelmässige  Vieleck  das  flächengrösste  aller 
isoperimetrischen  Vielecke  von  gleicher  Seitenzahl  sei.  Die  noch 
folgenden    Abschnitte    begnügen    wir    uns  einfach   zu    nennen :    Von 


'')  Kben.la  i 


,  Ehmentx  of  plane,  gconwti-y  pag.  '27.  ')  Ebenda  pag.  36. 


')  Ebenda  p&g.  b\>. 


*)  Ebenda  pag.  106— 
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regelmässigen  K(jrpem^),  Ausmessnng  vou  Fläch eninhalten  ^),  Körper- 
inhalte'), Vermischte  Aufgahen*). 

Die  Trigonometrie  Simpaoiis  von  1748  ist  uDgemein  kurz  ge- 
halten, Änf  nur  77  Seiten  lehrt  sie  die  ebene  Trigonometrie,  die 
Herstellung  einer  Tafel  von  Sinnssen,  Tangenten  und  Secanten,  die 
sphärische  Trigonometrie,  die  Herstellung  von  Logarithmentafeln, 
deren  Anwendung,  Eigenschaften  der  Sinusse,  Tangenten  u.  s.  w. 
Eigenschaften  ebener  und  sphärischer  Dreiecke.  Aber  auch  bei  dieser 
Kürze  fand  Simpson  Gelegenheit,  Eigenes  von  Wichtigkeit  mitzu- 
theilen.  Der  5,  Satz^)  ist  der  vom  Verhältnisse  der  Summe  und  der 
Differenz  zweier  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks,  Simpson  beweist  ihn 
wie  folgt.  Seien  (Fig.  80)  im  Dreiecke  ABC  die  Seiten  AB,  AC 
gegeben,  deren  kleinere  AB  ist.  Mit 
ihr  als  Halbmesser  wird  um  den 
Mittelpunkt  A  ein  Kreis  beschrieben, 
welcher  die  verlängerte  AC  in  1) 
und  in  F  schneidet.  Man  verbindet 
B  mit  D  und  F  und  zieht  DE\,BF- 
ausserdem  zieht  man  Ah  _L  CF  und 
verbindet  b  mit  C  und  F.  Wegen 
AB  =  AD  =  AF  ist  die  Summe 
AC  -\-  AB  '^^  CF,  die  Differenz 
Pig  feo  AC  ^  AB  =^  CD.     Anwendung  der 

Sätze    vom    Centriwinkel    und    Peri- 
pheriewinkel auf  gleichem  Bogen   und  vom  Anssenwinkel  eines  Drei- 


ecks   führt    ferner    dazu    L  FDB  = 
= --    (ABC — B(JÄ)    erkennen    zu 
bat  man 


;  {ABC  -\-  BCA),    L  DBB 
;aen.     Weil   A  CFB  -^  CDS 


FS 


DE 
:  {J  C  -AB) 


BT)  ■  51  =  ^^'"i^  ^-"^  '■  ^^"^  ^^^ 


ABC+SCA  _ 


ABC- BGA 


CD 
oder 

(äC-\-AB) 

An  diesem  Beweise  eines  schon  bekannten  Satzes  lasst  es  aber  Simpson 
nicht  genügen.  Er  entwickelt  vom  I\  AbC  ausgehend  die  den  vor- 
heimgehenden  ganz  ähnlich  gebaute  Proportion 


')   SimpBOn,  Elementfi   üf  plane    geometry  j 
pag.  131  —  142.  ')  Ebenda  pag,  143  —  145, 

")  Simpson  Trigoitomel/ry  pag.  6 — 7. 


')  Ebenda  pag.  14ö  — 
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und  weil  Ab  =  AB,  die  Vorderglieder  beider  Proportionen  also  die 
gleichen  sind,  verbinden  sich  beide  zu  einer  einzigen,  in  welcher  nur 
trigonometrische  Tangenten  von  Winkeln  vorkommen.  Simpson  be- 
zeichnet die  Tangente  durch  Tang  und  schreibt  demnach 

AhC+bCA   ^        AhC-hOA       ^        ABC-lrACB    „        ABC-ACJi 
Tang- — ^-    ;Tang ^ ^  =  Taiig—   -J :  Tang ^■^■ 

Aber  ÄbC-\-ACb  =  90<',  AbC  —  AVb  ^  AbC  —  {AbC  +  ÄCb) 
=  2 Ab  0  —  90"  und  folgUch 


Man  bat,  sagt  Simpson,  hier  zwei  Proportionen  statt  einer,  aber  man 
findet  doch  mitunter  in  der  Äatrononaie  einen  Vortheil  in  deren  An- 
wendung wegen  ihrer  bequemen  logarithmisehen  Anwendung.  Be- 
dienen wir  uns,  um  Simpsons  Meinung  besser  zu  verstehen,  einfacher 
Buchstaben.  Sei  BÜ -=  a,  AB  =^  Ab  ^  <:,  AC  =  b,  LBAÜ=A, 
i  ABC  =B,  L  AGB  =C,  L  Abu  =  tp.  Zunächst  ist  tang  <p=''- 
und  (p  dadurch  gegeben.  Dann  aber  ist  weiter  1  :  taug  itp  —  45") 
=  cotang  -z  :  tang  — ^ —  ind  dadurch  auch  B  —  C  gefunden.  Simpson 
hat  sich  also  hier  eines  Hilfswinkels  bedient  und  den  gleichen 
Kunstgriff  im  weiteren  Verlaufe  der  Trigonometrie^)  wiederholt  an- 
gewandt. Ganz  neu  war  derselbe  ja  nicht,  Ibn  Jünus  scheint  ihn 
im  Oriente  gekannt  zn  haben  ^),  aber  dessen  Tafeln  waren  1748  in 
Europa  noch  unbekannt,  so  dass  Simpsons  Unabhängigkeit  gegen 
jeden  Zweifel  gesichert  ist.  Das'«  Simpson  von  der  Anwendung  des 
gleichen  Gedankens  durch  Biirgi  hatte  Kenntniss  haben  sollen,  scheint 
nämlich  ebenfalls  ausgeschlossen  (Bd.  II,  S.  643). 

Welcherlei  Lehrbücher  der  elementaren  Geometrie  damals  in 
Italien  beniitzt  wurden,  wissen  wir  persönlich  nicht  genau  anzugeben 
und  wären  für  eine  Ergänzung  von  kundiger  Seite  dankbar.  Wir 
vermuthen  jedoch,  dass  namentlich  in  den  von  Geistliehen  geleiteten 
Anstalten  die  Euklidausgabe  des  Clavius,  der  Euclides  resUMm  des 
Bor  eil  i,  der  italienisch  geschriebene  EucUde  restituto  des  Gior- 
dani,  von  welchem  wir  (S.  14)  gesprochen  haben,  den  Unterricht 
beherrschten. 

Unter  den  Schriften  weniger  allgemeinen  Inhaltes,  zu  denen  wir 
uns  wenden,  ist  gerade  die  älteste  und  hervorragendste  in  Italien 
erschienen.     Girolamo    Saccheri^)   (1667 — 1733)   war   Jesuit   und 

')  Simpaon,  Trigonomüry  pag.  64  —  68.  *)  Delambre.  Hiatoire  de 

l'aslronomie  a»  moyen  age  pag.  165.  ')  Stäckel  und  Engel,  Die  Theorie 

der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss  (Leipzig  1895)  S.  31—135. 
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lehrte  zuerst  Grammatik  an  dem  von  seinem  Orden  geleiteten  CoUe- 
gium  der  Brera  in  Mailand,  Gleichzeitig  mit  ihm  wirkte  Toraraaso 
Ceva  (1648 — 1737),  der  Bruder  des  ungleich  bekannteren  Giovanni 
Ceva  (S.  20—21)  als  Lehrer  der  Mathematik  an  jener  Anstalt,  und 
Sacofaeri  trat  mit  beiden  Ceva  in  wissenschaftliehen  Verkehr.  In 
der  Brera  in  Mailand  pflegte  Saccheri  seine  Herbstferien  zuzubringen, 
auch  nachdem  er  von  Mailand  nach  Turin,  von  Turin  nach  Pavia 
geschickt  worden  war,  in  der  Brera  starb  er.  In  Pavia  war  er  ausser 
in  dem  Jesuitencollegium  auch  an  der  Universität  thätig  und  hielt 
dort  Vorlesungen  über  Arithmetik,  Algebra,  Geometrie  u.  s.  w. 
Bereits  1701  (nach  Anderen  sogar  schon  16tl2)  gab  Saccheri  in 
Turin  eine  Loffiea  demonstrativa  heraus.  An  mathematischen  Schriften 
sind  drei  bekannt.  Quaesila  geomefrica  von  1693  und  1694  und 
Neoslatica  von  1708  sind  unter  dem  deutlichen  Einfluss  von  Giovanni 
Ceva  verfasst,  dessen  Methoden  Anwendung  finden.  Durchaus  selb- 
ständig ist  dagegen  das  Hauptwerk  von  1733,  welchem  Saccheri  seine 
allerdings  erst  anderthalb  Jahrhundert  später  durchgedrungene  Be- 
rühmtheit verdankt,  der  Sudides  ah  omni  naeso  vindicatus,  gedruckt 
während  der  langandauernden  letzten  Krankheit  seines  Verfassers.  Es 
ist  zweifelhaft,  ob  er  noch  ein  fertig  gestelltes  Exemplar  zu  Gesicht 
bekommen  hat. 

Henry  Savile  (Bd.  II,  S.  664),  wenn  wir  von  älteren  Schrift- 
stellern absehen  wollen,  hatte  1621  von  zwei  hässlichen  Flecken  am 
schönen  Körper  der  Geometrie  gesprochen.  Er  meinte  damit  die 
Lehre  von  den  Parallellinien  und  die  von  den  Proportionen.  In 
letzterer  war  durch  falsche  Uebersetzung  der  fünften  Definition  des 
V.  Buches  von  Euklids  Elementen  Verkehrtes  geschaffen,  welches 
schon  Campanus  (Bd.  II,  S.  105)  aufgefallen  war,  und  welches 
beseitigt  werden  konnte  und  muaste,  sobald  der  richtige  Text  her- 
gestellt war^).  Saccheri  hat  das  2.  Buch  seines  Buches  von  1733 
der  Proportionslehre  in  diesem  Sinne  gewidmet.  Die  Lehre  von 
den  Parallellinien  zu  bereinigen,  bedurfte  es  mehr  als  einer 
sprachlichen  Verbesserung,  und  wir  haben  an  verschiedenen  Stellen 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  in  den  verschiedensten  Zeiträumen 
Versuche  einer  Sicherstellung  auch  dieser  Lehre  unternommen  worden 
waren.  So  sahen  wir  (Bd.  II,  S,  556),  dass  Clavius  die  Parallelen- 
theorie auf  folgende  beide  Sätze  zu  stützen  suchte:  1)  Eine  Linie, 
deren  einzelne  Punkte  gleichweit  von  einer,  derselben  Ebene  mit  ihr 


')  Ausfflhrlich  ist  der  Gegenatand  behandelt  bei  Job.  Wüh,  C:tmci-ei-, 
Eutlidis  Elementorum   libri  sex  priores  graece  et  laiine  (Uerlin  1824—25)  II,  3E(I 
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angehörenden  Geraden  abstehen,  ist  gerade.  2)  Wenn  eine  Gerade 
yon  nnTeränderlicher  Länge  längs  einer  zweiten  Geraden  so  hin- 
geschoben wird,  dass  beide  fortwährend  einen  rechten  Winkel  mit 
einander  bilden,  so  beschreibt  der  freie  Endpunkt  der  verschobenen 
Strecke  eine  Gerade.  Wir  erwähnten  (Bd.  II,  S.  661),  daas  Borelli 
den  zweiten  Satz  des  Clavins  als  Grundlage  der  Paralleienlehre  wählte. 
Wir  haben  in  diesem  Bande  (S.  14  und  27)  die  Versuche  von  Gior- 
dani,  von  Malezieu,  von  Wallis  besprochen. 

Das  Buch  von  Malezieu  kann  Saecberi,  zu  welchem  wir  zurück- 
kehren, kaum  gekannt  haben,  anders  aber  mag  es  sich  mit  dem 
Euclide  restituto  des  Giordano  verhalten.  Es  war  italienisch  ge- 
schrieben, was  seiner  Verbreitung  nur  förderlich  sein  konnte,  und  die 
Anstellung  des  Verfassers  an  der  Sapienza  musste  ihn  dem  Jesuiten 
ohnehin  empfehlen.  Siehergestellt  ist  indessen  die  Bekanntschaft 
Saccheris  mit  dem  Euclide  restituto  nicht,  während  er  in  den  An- 
merkungen zum  21.  Lehrsätze  des  I.  Buches  des  Etidides  ab  omni 
vaet'O  vm^icafus  ausdrücklich  auf  Clävius,  Borelli,  Wallis  als  seine 
Vorgänger,   mit   deren  Ansichten  er  sieh  auseinandersetzt,  hinweist. 

Wir  beabsichtigen  keineswegs  Saccheris  Untersuchungen  voll- 
ständig zu  erörtern,  aber  das  wesentlich  Unterscheidende  zwischen 
ihm  und  seinen  Vorgängern  müssen  wir  hervortreten  lassen  und 
schicken  eine  Bemerkung  voraus  In  EuUbds  Elementen  kommen 
Parallellinien  erstmalig  im  27.  Satze  des  I  Buches  m  Anwendung. 
Alles,  was  vor  diesem  Satze  liegt,  war  niemals  angezweifelt  worden 
und  durfte  von  Saccheri  unbedenklich  benutzt  werden  Dazu  gehört 
auch  der  Satz  I,  16,  dass  der  Aussenwmkel  eines  Dreiecks  grösser 
sei  als  jeder  der  beiden  inneren  gegenüberliegenden  Winkel,  nnd 
wenn  in  unseren  Tagen  dieser  Satz  bemängelt  worden  ist'),  weil  sein 
Beweis  stillschweigend  voraussetze,  dass  jede 
Gerade  von  unendlicher  Verlänger  barkeit  sei, 
so  war  für  Saccheri  dieser  Einwurf  noch 
nicht  vorhanden,  und  man  wird  nicht  zu  hart 
mit  ihm  ins  Gericht  gehen  dürfen,  dass  seine 
Kritik  sich  nicht  auch  darauf  bezog.  j^,j^  „i^ 

Sei   (Fig.  81)  AB,   so    beginnt  Saccheri 
seine  Untersuchung^),  eine  Gerade,  auf  welcher  zwei  gleiche  Strecken 
A.C,  BD  unter  gleichen  Winkeln  A,  B  aufstehen;   verbindet  man  C 
mit  T)  geradlinig,  so  müssen  auch  die  Winkel  C,  D  einander  gleich 
sein.     Die  Diagonalen  AJ),  JBC  werden  gezogen,  dann  sind  die  Drei- 

')  Stäekel  und  Kagel  I,  c,  S,  U  Note  *,  S.  52  Note  *'  und  liiluSspr. 
';  Ebenda  S.  50. 


y  Google 


538 


103    Kapitel. 


ecke  GAB,  DJiA  wegen  gleicher  von  gleichen  Schenkeln  gebildeter 
Winkel  A  und  JB  congruent  und  CB^DA.  Da  überdies  T>B=  CA, 
CT)  =  HC,  so  müssen  auch  die  Dreiecke  BBC,  ACD  congruent 
und  i  D  ^=  Ü  sein.  Wird  sodann  (Fig,  82)  in  einem  derartigen  Vier- 
„  ecke  J.BDC,  welches  ^C=BZ>,  Z.^  =  B, 
i  C  =  D  enthält,  die  Verbindungsgerade  MB 
der  Mitten  der  beiiien  Seiten  AB,  CD  ge- 
zogen, so  sind  die  vier  von  MH  mit  AB 
und  CD  gebildeten  Winkel  sämmtlieh  rechte 
"  ^7g  Bi  Winkel').      Zielrt    man    nämlich    AJI,    BD, 

CM,  DM,  so  ist  eheiisowohlAACM^BDM 
als  A  ACH^  BDH  vregen  gleicher  von  gleichen  Sehenkeln  ge- 
bildeter Winkel.  Dann  folgt  aber  CM=  DM  und  AH  =  BH. 
Weiter  ist  jetzt  wegen  stück  weiser  Gleichheit  der  drei  Seiten 
A  CHM  ^-  DRM  und  A  AHM  -  BHM,  folglich  L  CRM=  DHM 
und  L  AMH  =^  BMH;  einander  gleiche  Nebenwinkel  heissen  rechte 
Winkel,  mithin  ist  die  Behauptung  bewiesen.  Sind  die  im  ersten 
Satze  als  gleich  angenommenen  Winkel  A  iind  B  überdies  rechte 
Winkel,  so  unterscheidet  Sacoheri  im  3.  Satze  die  von  vornherein 
vorhandenen  drei  Möglichkeiten  für  die  als  gleich  bewiesenen  Winkel 
C  und  D.  Sie  können  beide  rechte  oder  stumpfe  oder  spitze  Winkel 
sein,  und  diese  drei  Annahmen  heissen  nun  bald^)  die  Hypothese 
des  rechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels.  Der  3.  Satz^) 
selbst  behauptet,  die  Verbindungsgerade  CD  der  Endpunkte  von  ä(' 
und  BD  sei  unter  den  drei  nach  einander  genannten  Annahmen 
gleich  AB  oder  kleiner  oder  grösser.  Wäre  (Fig.  83)  im  ersten 
Falle  D  C  nicht  =  BA,  also  eine  der  beiden 
Strecken  grösser  als  die  andere,  so  schneide 
man  von  der  grösseren,  welche  etwa  DC 
sein  möge,  DK  =  BA  ab,  wo  K  von  D 
aus  gesehen  diesseits  C  liegen  muss.  Jeden- 
falls ist  nach  der  Annahme  LB  =  D  als 
Fig  8«,  rechte  Winkel  und  BA  =  DK,  also  nach 

dem  ersten  Satze  LBAK^DKA.  Diis 
ist  aber  unmöglich,  denn  nach  der  Annahme  ist  l_BAC  =  DCA 
ein  rechter  Winkel  und  nach  dem  Satze  vom  Aussenwinkel  des  Drei- 
ecks L  DKA  >  DCA,  während  gleichzeitig  L  BAK  <  BAC.  In  der 
Hypothese  des  stumpfen  Winkels  halbirt  man  AB  in  M,  CD  in  ff 
und  zieht  die  MH,  welche  nach   dem  2.  Satze  auf  BA  wie  auf  J>(' 


•}  Stätkel  und  Engel 
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senkrecht  steht.  Man  kann  statt  dessen  aucli  sagen  MA  und  HC 
stehen  auf  MH  senkrecht,  bilden  aber  mit  der  AC  bei  ^  einen 
rechten,  bei  C  einen  stumpfen  Winkel,  dann  kann  nicht  (JW  =  AM 
sein,  weil  sonst  die  Winkel  bei  V  und  A  einander  gleich  sein  müssten. 
Ebensowenig  kann  ÜH^  AM  sein.  In  diesem  Falle  wäre  es  aus- 
führbar HK  (mit  K  zwischen  H  und  C)  =  MA  abzuschneiden, 
und  man  hätte  L  HKA^  MAK,  während  L  MAK  <  MAC, 
iMAC  <,ACK,  L  ^CK<,SKA  dieser  Voraussetzung  widerspricht. 
So  bleibt  nur  CH <.  AM  übrig,  und  die  gleiche  Beziehung  gilt  für 
die  doppelten  Strecken,  d,  h.  CD  <  AB.  Nun  ist  noch  die  Hypo- 
these des  spitzen  Winkels  zu  erledigen.  Man  zieht  wieder  HM 
durch  die  Mitten  tou  CD  und  AB  und  senkrecht  zu  beiden.  Wie 
in  der  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  kann  wegen  der  Ungleichheit 
der  Winkel  bei  C  und  A  keine  Gleichheit  der  Strecken  HC  und 
MA  stattfinden.  Wäre  HC  <  MA ,  so  miisste  es  einen  Punkt  L 
jenseits  (./  geben,  so  dass  HL  =  MA.  Dann  wäre  aber  l_  HLA 
=  MAL,  während  nach  den  Voraussetzungen  /.  HLA  <  HCA  < 
MAC  <  MAL  sein  muss.  Also  bleibt  nur  HC>  MA  imd 
2HC>2MA  oder  I)C>  BA.  Nachdem  aus  den  drei  Hypothesen 
Folgerungen  gezogen  worden  waren,  welche  zu  weiteren  Unter- 
suchungen auftorderten ,  zeigte  Saecheri^),  daas  ein  Nebeneinander- 
bestehen der  diei  Hypothesen  ausgeschlossen  ist.  Findet  die  Hypo- 
these des  lechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels  nur  in  einem 
einzigen  Falle  statt,   so   ist  sie  die  in  allen  Fällen  allein  zutreffende. 

Emei  spateren  Zeit  war  es  überlassen,  von  diesem  Punkte  aus 
eme  dabei ung  der  Geometrie  eintreten  zu  lassen  und  neben  der 
euklidischen  Geometrie,  welche  die  Hypothese  des  rechten 
Winkeis  verwirklicht,  eine  nichteuklidische  Geometrie  durch- 
zuführen, welche  jene  Hypothese  leugnet.  Saecheri  glaubte  fest  an 
die  ausschliessliche  Möglichkeit  der  euklidischen  Geometrie,  und  sein 
Bestreben  konnte  mithin  nur  dahin  gerichtet  sein,  weil  ein  directer 
Beweis  der  Hypothese  des  rechten  Winkels  für  ihn  nicht  auffindbBr 
war,  diesen  Beweis  indirect  zu  führen,  d.  h.  zu  zeigen,  dass  die 
beiden  anderen  Hypothesen,  die  des  stumpfen  wie  die  des  spitzen 
Winkels,  zu  Widersprächen  fuhren. 

Für  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  gelingt  dieses  vei- 
hältnissmässig  leicht.  Im  13.  Lehrsätze^)  beweist  Saecheri,  dass 
'-wei  Gerade,  welche  von  einer  Transversalen  so  geschnitten  werden, 
dass  sie  mit  ihr  auf  derselben  Seite  innere  Winkel  bilden,  welche 
zusammen   kleiner  als  zwei  Rechte  sind,   in  einem  in  endlicher  Ent- 

'j  Stäckel  und  Engel  i.  <:.  H,  64— üH,         ^  Ebenda,  S.  6ä— 64. 
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feraung  befiniilieheii  Paukte  auf  der  Seite  jener  Winkel  zusammen- 
treffen, wenn  nur  eine  der  beiden  Hypothesen  des  rechten  oder  des 
stumpfen  Winkels  stattfindet.  Nun  weist  aber  Euclid  nach,  dass 
jenes  Zusammentreffen,  als  Äsiom  betrachtet,  die  Hypothese  des 
rechten  Winkels  zur  Folge  hat,  also  ist  allen  Geometern  klar,  dass 
allein  die  Hypothese  des  rechten  Winkels  richtig  ist,  und  dass  für 
die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  kein  Platz  übrig  bleibt '^). 
Wenn  nur  wenig  später  der  15.  Lehrsatz^)  nachweist,  dass  die  drei 
Hypothesen  des  rechten,  des  stumpfen,  des  spitzen  Winkels  nur  eine 
andere  Ausspruchs  weise  dafür  bieten,  ob  in  irgend  einem  Dreiecke 
die  Winkelsumme  gleich  zwei  Kechten,  oder  grösser,  oder  kleiner  ist, 
wenn  im  16.  Lehrsätze^)  noch  eine  andere  Umformung  erscheint, 
indem  von  der  Winkelsumme  des  Vierecks  ausgesagt  ist,  sie  sei 
gleich  vier  Rechten,  oder  grösser,  oder  kleiner,  so  fällt  die  mittlere 
Möglichkeit  hier  schon  weg,  und  nur  die  beiden  äusseren  Fälle  sind 
näher  zu  betrachten. 

Wir  würden  aUzuweitläufig  werden  müssen,  wenn  wir  sämmt- 
Jiche  Folgerungen  hier  mittfaeilen  wollten,  welche  Saccheri  zieht,  bis 
er  zu  seinem  33.  Lehrsatze*)  gelangt,  der  klipp  und  klar  behauptet, 
dass  die  Hypothese  des  spitzen  Winkels  durch  und  durch  falsch  sei. 
weil  sie  der  Natur  der  geraden  Linie  widerspreche.  Freilich  ist 
Saccheri  mit  der  blossen  Äeusserung  des  Satzes  nicht  zufrieden,  und 
auf  die  im  Vorhergegangenen  bewiesenen  Thatsachen  allein  kann  er 
den  Beweis  auch  nicht  stützen.  Er  bedarf  dazu  noch  einer  ganzen 
Anzahl  von  Hilfssätzen  ^),  und  nachdem  ihm  der  Beweis  seiner  Meinung 
nach  geglückt  ist,  las  st  er  noch  einen  zweiten  Theil  des  ersten 
Buches  folgen'''),  in  welchem  er  der  Hypothese  des  spitzen  Winkels 
abermals  mit  neuen  Gründen  zu  Leibe  geht.  Ich  will  —  sagt  er 
mit  einer  Art  von  Selbstentschuldignug ,  die  einer  Selbstanklage 
täuschend  ähnlich  sieht  —  Nichts  unversucht  lassen,  um  die  wider- 
B  Hypothese  des  spitzen  Winkels,  die  ich  schon  mit  der  Wurzel 
I  habe,  als  sich  selbst  widersprechend  nachzuweisen. 

Die  zweite  Betrachtungsreihe  beschäftigt  sich  der  Haupteache 
nach  mit  dem  geometrischen  Orte  der  Endpunkte  gleichlanger  Senk- 
rechten auf  eine  gegebene  Gerade,  welcher  unter  der  Hypothese  des 
spitzen  Winkels  eine  Curve  'sein  müsste,  deren  Hohlseite  der  ge- 
gebenen Geraden  gegenüberläge,  und  zu  deren  Unmöglichkeit  Saccheri 
gelangt.     Er   nennt   bei    dieser  Gelegenheit    die  häufig   benutzte  Er- 

')  Stäckel  unti   Kugel  1.  c.  S.  G7.  *)  Kbeiula  S.  «7-eS.  ^  Ebendii 
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klärung  der  Parallelen  als  überall  gleichweit  von  einajider  abstellender 
Geraden  einen  groben  Verstoss  gegen  die  strenge  Logik,  denn  was 
heisst  zwei  gl  eich  weit  entfernte  gerade  Linien  als  gegeben  annehmen 
anders,  als  entweder  verlangen,  dass  jede  Linie,  die  in  derselben 
Ebene  von  einer  angenommenen  Geraden  gleich  weit  entfernt  ist, 
wieder  eine  gerade  Linie  sei,  oder  wenigstens  annehmen,  dass  eine 
gewisse  gleichweit  entfernte  Linie  eine  gerade  Linie  sein  kann,  so 
dass  man  also  eine  solche  entweder  auf  Grund  einer  Hypothese  oder 
auf  (Jrund  einer  Forderung  in  der  betreffenden  Entfernung  von  der 
anderen  annehmen  darf'). 

So  die  hervorragende  Schrift  von  1733,  welche  allzusehr  von 
den  bis  dabin  Üblichen  Untersuch ungs weisen  abwich,  als  dass  sie 
sofort  auf  Anerkennung  hätte  stossen  können.  Sie  mag  wohl  von 
einem  oder  dem  anderen  Gelehrten  gelesen  worden  sein,  aber  eine 
Nachwirkung  ist  Jahrzehnte  lang  nicht  nachzuweisen. 


104.  Kapitel. 

Elemeiitargeometrische  Einzelnntersnclmngen. 

Eine  geometrische  Schrift  von  grossem  Wertbe,  welche  1746  in 
Edinburgh  erschien,  führt  den  Titel  Some  ijeneral  theorems  of  con- 
siäerahle  use  in  ihe  higher  parts  of  matfiemaHcs.  Ihr  Verfasser 
iMatthew  Stewart^)  (1717 — 1785),  seinem  Fache  nach  Theologe, 
beschäftigte  sich  an  den  Universitäten  zu  Glasgow  und  Edinburgh, 
wo  er  studirte,  auch  mit  Mathematik.  An  der  ersten  Anstalt  hatte 
er  Robert  Simson,  an  der  zweiten  Colin  Maclaurin  zum  Lehrer, 
Auch  nach  Vollendung  seiner  Studien  blieb  er  als  Geistlicher  zu 
Roseneath  im  westlichen  Schottland  seinen  geometrischen  Bestrebungen 
getreu,  wie  das  von  uns  genannte  Werk  bezeugt.  Es  kam  in 
Maelaurins  Todesjahr  heraus  und  lenkte  die  Aufmerksamkeit  alsbald 
auf  Stewart,  so  dass  er  zu  Maelaurins  Nachfolger  in  der  Edinburgher 
mathematischen  Professur  ernannt  wurde,  in  welcher  Stellung  er  ver- 
blieb, his  er  sich  1775  nach  Ayrshire  zurückzog.  Die  Gcmml 
Theorems  füllen  163  Seiten  und  werden  durch  24  auf  einer  Tafel 
gedruckte  Figuren  verdeutlicht.  Die  38  ersten  Seiten  enthalten  Lehr- 
sätze mit  ihren  Beweisen,  dann  folgen  120  Seiten  unbewiesener  Lehr- 
sätze, endlich  sind  auf  den  5  letzten  Seiten  Sätze  über  den  Kreis 
abermals   unbewiesen    ausgesprochen.     In  einer   kurzen  Vorrede  ent- 

')  atäckel  und  Engel  1,  c.  S.  l.M.  *)  Chasles,  Apercu  hist.  1V3  Us 
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schuldigt  Stewart  diese  Art  der  Veröffentlichung  mit  dem  in  seinen 
Verhältnissen  unerschwinglichen  Aufwand  an  Zeit  und  Arbeit,  den  es 
verursacht  hahen  würde,  wenn  er  überall  den  Sätzen  ihre  Beweise 
hätte  beigeben  wollen.  Er  hoffe,  die  Sätze,  welche  mit  Ausnahme 
von  höchstens  zweien  durchaus  neu  seien,  würden  auch  so  Beifall 
finden.  Wer  sie  zu  beweisen  den  Versuch  mache,  werde  gewiss  ge- 
nügende Entschädigung  für  die  anzuwendende  Mühe  in  der  Entdeckung 
neuer  und  merkwürdiger  Eigenschaften  finden,  welche  sonst  der  Auf- 
merksamkeit leicht  entgangen  sein  möchten. 

Die  zwei  von  Stewart  als  nicht  neu  zugestandenen  Sätze  sind 
neuerdings')  als  Bestandtheile  der  von  Robert  Simson  ausgeführten 
Wiederherstellung  der  ebenen  Oerter  des  ApoUonius  (S.  509)  erkannt 
worden. 

Unsere  Leser  erwarten  vielleicht,  dass  wir  bei  dieser  Gelegenheit 
auch  eines  anderen  Satzes  von  Robert  Simson  gedenken,  von  welchem 
oft  Anwendung  gemacht  wird.  Werden  (Fig.  84)  von  irgend  einem 
Punkte  M  der  Peripherie  des  einem  Drei- 
ecke ABC  umschriebeneu  "Kreises  die 
drei  Senkrechten  MÄ^^,  MB^,  M(\  auf 
die  wenn  nöthig  verlängerten  Seiten 
SC,  CA,  AB  gefällt,  so  liegen  liie 
Fusspunkte  Aj^,  By,  C\  dieser  Senkrech- 
ten auf  einer  Geraden  B,S,  welche  den 
Namen  der  Simsonschen  Geraden  er- 
halten hat.  Wir  können  allerdings  nicht 
umhin,  den  Satz  zu  erwähnen,  aber  nur 
um  den  ihm  beigelegten  Namen  als  un- 
richtig zurückzuweisen.  Simson  hat  nir- 
gend von  der  betreffenden  Geraden  gesprochen.  Sie  kommt  zuerst 
in  einem  Aufsätze  von  William  Wallace  (1768—1843)  vor  nu<l 
mag  den  Jahren  1T99  oder  1800  angehören^).  Die  Entstehung  des 
falschen  Namens  war  aber  folgende.  F.  J.  Servois  erwähnte  den 
Satz  und  fügte  bei^),  er  glaube,  derselbe  rühre  von  Simson  her. 
Poncelet  bemerkte  dann*),  Servois  habe  den  Ursprung  des  Satzes 
auf  Simson  zurückgeführt,  und  nun  schrieb  ein  Geometer  den  anderen 
ruhig  ab,  bis  Herr  Mackay  der  Legende  ein  Ende  bereitete. 

Der  wirklich  auf  Simson  zurückführende   Satz   ist  dieser.     Im 

')  John  S.  Mackaj,  Matthew  Stewarts  Theorems  in  den  Proceedings  of 
the   Edinburgh   Maihematicdl   Societyy.    Vol.  X   {1891  —  1892).  *)  John  S. 

Maekaj,  The  Wallace  Une  and  Wallace  point  in  den  Proceedings  of  the  Edin- 
burgh Ma-Üiffmatiad  Society.  Vol  IX  (1890—1891).  ')  Gergonne,  AnnaJe-i 
de  MaStematiqaes  TV,  260.          ')  Poncelet,  Pri^ietis  projectivea  g  468  (1822). 
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IL  Buche  der  Ebenen  Oerter  behauptete  Simson  p(^.  156  als 
X.  Lemma,  dasB  (Fig.  85)  in  jedem  Dreiecke  ABC  bei  Annahme 
eines  beliebigen  Punktes  D  der  Grundlinie  BC  die  Gleichung  stattfinde: 

ÄB^  ■  (W  -\-A(fBI)^  BD"  ■  CD  +  CI)^  ■  BD  +  AI)"  BC. 
Er  setzte  hinzu,  dass  im  besonderen  Falle  BD  =  DC  der  Satz  schon 
von  Pappus  in  dessen  VIL  Buch  als  Satz  122  bemerkt  worden  sei. 
In  der  That  gebt,  wenn 
BD  =  CD  =  :^,  Simsons 
Gleichung  durch  leichte  Um- 
wandlung in  AB^  +  ^C^  = 
2(AJ)^  +  C'D^)  über,  und  so 
lautet  der  angeführte  Satz  des 
Pappus^).  In  dem  Anhange 
zu  den  Ebenen  Oertem  pag.  221 
kam  Simson  auf  seinen  Satz  zurück,  indem  er  ihm  auch  für  den  Fall 
bewies,  dass  A  nach  A'  falle,  d.  h.  dass  es  sieh  um  Beziehungen 
zwischen  den  Entfernungen  von  vier  derselben  Geraden  angehörenden 
Punkten  von  einander  handelte.  Hier  sagt  dann  Simson  weiter,  er 
habe  diesen  besonderen  Fall  früher  als  das  X.  Lemma  entdeckt  und 
habe  seine  Schüler  James  Moor  und  Matthew  Stewart  veranlasst 
Beweise  dazu  zu  suchen,  was  diessen  auch  gelungen  sei;  Stewart 
habe  überdies  einen  anderen  Beweis  des  X.  Lemmas  in  den  zwei 
ersten  Sätzen  seiner  (ieiv^nl  Theorems  veröffentlicht.  So  Simson 
in  seinen  Ebenen  Oertem  von  1748,  deren  Herausgabe  aber  bereits 
1741  beschlossen  gewesen  zu  sein 
seheint.  An  der  Richtigkeit  von  Sim- 
sons Angabe  ist  nicht  zu  zweifeln, 
da  sie  mit  dem  Eingeständnisse  Ste- 
warts in  dessen  Vorrede  von  1746, 
etwa  zwei  seiner  Sätze  seien  nicht 
neu,  sich  deckt,  und  da  sie  Überdies 
niemals  von  Stewart  in  Abrede  gestellt 
worden  ist,  wiewohl  dieser  auch  noch 
1763  ein  weiteres  rein  geometrisches 
Werk  herausgab,  von  dem  ausführ- 
licher zu  reden  die  gesteckte  Zeit-  '''ig  «!■ 
grenze   uns   freilich    nicht    gestattet. 

Sehen    wir  nun  zu,   wie  Stewart   in   den   ersten   Sätzen  seiner 
Gewiral  Theorems  das  Simsonsche  Lemma  beweist.     Sei  (Fig.  86)  um 

'j  Pappus  (ed.  Hultacii)  III,  856. 
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das  Dreieck  ABC  ein  Kreis  beschrieben  und  durch  irgend  einen 
Punkt  1)  der  Seite  BC  die  AD  gebogen  und  bia  zum  Dorcbschnitte 
Gr  mit  dem  Kreise  rerlängert.  Sei  G  mit  B  und  C  verbunden, 
DE\AC,  nF\AB  gezogen,  AB  nacb  £"  verlängert,  endlich  von 
E  aus  die  EH  so  gezogen,  dasa  iAEH=  AGB,  beziehungsweise 
L  AHE  =  ABG.  Alsdann  ist  /\AEM'^  AGB  und  folglich 
BA  ■  AE  =  GA  ■  AH  eine  Gleichung,  welche  Stewart  in  die 
Worte  kleidet,  die  Rechtecke  BAE,  GAH  seien  einander  gleich"-). 
Ferner  ist  -JR  ^  EHl)  -\-  EHA  =  EHJ)  +  ABG  sowie  2k 
=  GCA  +  ABG,  also  LEHB  =  GCA.  Da  überdies  iEDH 
=  GAC  als  Wechselwinkel  an  den  Parallelen  DE,  AC,  so  ist 
AEDHr^  GAC  und  AC  ■  DE(=  AG ■  AF)  =  AG  T)H.  Die 
beiden  Productengleichungen  addirt  geben  BA  •  AE  -(-  AG  ■  AF 
=  AG- AH -\- AG-  DH^  AG  ■  AD  ^  AD^  -^AD-  DG  =  AD' 
+  BD  -  DC.     In  dem  Wortlaute 

BA-AE+CA-AF  =  AD^  -j- BD  -  DC 
des  1.  Lehrsatzes  kommen  also  nur  noch  der  beliebige  Punkt  D  der 
Grundlinie  des  beliebigen  Dreiecks  ABC  und  die  Punkte  E,  F  der 
Seiten  AB,  AC  vor,  in  welche 
DE\\AG  und  DF\\AB  eintreffen. 
Im  2.  Satze  sind  die  drei  be- 
liebig in  gerader  Linie  liegenden 
Punkte  A,  B,  C  mit  dem  ausserhalb 
dej-  Geraden  liegenden  Punkte  D 
(Fig.  87)  verbunden.  Die  Geraden 
AE  II  CD  bis  zum  Durchschnitte  mit 
der  verlängerten  BD  und  DF  \\  AB  vollenden  die  Figur.  Leicht 
ersiehtlich  ist 

BD^ :  BD  ■  DE  =  BD  :  DE  ^  BC :  CA, 

AF\=  CJ)')  ■.EAAF=AF:EA^BD:BE=BC:  BA. 
Aus   Satz   1    folgt    aber   AD^ -j- BD  -  PE  ^  BA  ■  AC -{- EA  ■  AF. 
beiden     erhaltenen    Proportio 


den 
;  und  EA    AF  = 


BD  -  DE 


CD^-dttj  multiplieirt  dann  mit  BC, 


Setzt    man 

so   entsteht 

AD"  ■  BC  +  BD^  ■  AC  =  AB  -  AC  ■  BC  -\-  CD'  -  AB. 
Um  die  Vei^leichung  mit  Sinisons  Ergebnis»  vornehmen  zu  können, 
ist  zu  erwägen,  dass  Stewarts  Punkte  A,  B,  G,  D  bei  Simson  B,  (', 
D,  A  heissen.    Stewarts  Gleichung  übersetzt  sich  daher  in  BA'-  CD 


')  Stewart,  General  iheorents  pag,  1 
equal  to  the  rectangl«  GAH. 


-2:    TherefoTe  the  rectwngh  BAJi  i' 
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-j-  CA'' ■  BD  =  BC  ■  BD  CD  -\~  DA^ ■  BC,  und  da  im  ersten  Gliede 
reehfcs  vom  (iteiehheitszeichen  BC=  SD  -j-  CD  benutzt  werden 
kann,  so  geht  BC  BD  ■  CD  in  BD^  ■  CD  +  CD^  ■  BD  über,  wie 
Simson  geachrieben  hatte. 

Endlieh    wendet    sich    Stewart    zu    dem  r 

Falle,  dass  A,  S,  C,  D  derselben  Geraden  an- 
gehören (Fig.  88).  Er  errichtet  in  C,  D,  B 
senkrecht  zu  AB  die  CE,  DG,  BF,  macht 
CE=CA  nnd  zieht  die  Gerade  AEGF,  so 
dass  auch  DG  =  DA,  BF  =  BA  wird. 
So  ist  CG,  BE  und  durch  letztere  CH  be- 
stimmt. Im  Folgenden  möge  nun  ADG  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  ADG  bezeichnen, 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  alle  Vereini- 
gungen Yon  drei  Buchstaben,  bei  welchen  nie 
denken  ist.     Offenbar  ist 

1.    AD'' ^^ ADG. 
Femer  ist  BD"^  -.BD    DH=BD:  DH^  BC :  GE  ^BC-.AC  und 
BD   DH^2BDH,  also 

2.    4^  .  BD^  =  2BDH. 


an   einen  Winkel  zu 


Weiter  ist  ABE  = -^  AB ■  CE  =^  )- AB ■  AC  und 

:i    AB   AG=-2ABE. 
Endlich  ist  EG:EF^GD:CB,  aber  auch  EG  :  EF  =  GH :  FB 
=  GH:  AB,  also  CD:CB=^  GS:  AB,  beziehungsweise  CD  :  GH 
=  CB  :  AB  =  CD' :  CD  ■  GH  =  CD'  :  2CGH  =  CD"  :  2EGH, 
woraus  *  d 

4.    ^■GD^  =  2EGH. 

Addition  von  1.  und  2.  einerseits,  von  3.  und  4  andererseits  liefert: 

5.  AD''  +  ^BD'  =  2{ADG  +  BDB)  =  2AGHB, 

6.  AB-AC+^^-  CD^  =  2{ABE  +  EGH)  =  2AGHB. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  5.,  6.  müssen    wie    ihre   rechten 
Seiten  identisch  sein,  und  vervielfacht  man  sie  mit  BC,  so  erscheint 


AD''  ■  BC  +  BD^   AC^AB-  AC  ■  BC  +  CD'  ■  AB, 
welche  stattfand,  als  D  ausserhalb  der  Geraden  AGB  lag. 

Eine    gleich   ausführliche   Berichterstattimg   auch   nur    über   die 
mit   Beweisen    versehenen   Sätze    würde    unverhältniss- 
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massiges  Verweilen  bei  dem  Buche  bedingen,  welches,  wenn  auch  von 
der  Erfindungsgabe  seines  Verfassers  zeugend,  doch  zunächst,  wie 
nachher  erörtert  werden  wird,  einen  nur  sehr  geringfügigen  Einfluss 
auf  die  Entwicklung  der  Geometrie  geübt  hat.  Wir  müssen  uns 
damit  begnügen,  in  Anlehnung  an  denjenigen  neueren  Schriftsteller '^), 
der  Stewart  so  zu  sagen  entdeckt  hat,  vier  Satze  anzuführen,  in 
welchen  die  übrigen  mehr  oder  weniger  enthalten  sind,  den  40.,  42., 
44.  und  49.  beziehungsweise  53.  Satz  nach  Stewarts  Zählung.  Sie 
lauten : 

I.  Man  denke  sich  ein  regelmässiges  einem  Kreise  vom  Halb- 
messer r  umschriebenes  »«-eck,  und  es  sei  n  irgend  eine  Zahl  kleiner 
als  m.  Wenn  man  nun  von  irgend  einem  Punkte,  der  innerhalb  des 
Vielecks  liegt,  wenn  «  ungerade  ist,  und  beliebig  angenommen  werden 
darf,  wenn  n  gerade  ist,  Senkrechte  auf  die  w-ecks- Seiten  fällt,  so 
ist  die  Summe  der  w*™  Potenzen  dieser  Senkrechten  ^m(r'-]-Äv^r''~^ 
-|-  Bv*r"~*  -\-  Gv^v"~^  +  ■■■)?  ^'^  '^'  ^'^  Entfernung  des  gewählten 
Punktes  vom  Mittelpunkte   des  Kreises   bedeutet  und  A   den  2'""  Bi- 

nomialeoefficienten    der    w*™  Potenz    multipUcirt   mit    ^  ,  -B  den  4"" 

multiplicirt   mit   ^ — ,,  C   den   6**°  multiplicirt   mit    -     --       u.  s.  w., 

so  dass^ 

»(M^ll  „_«(M-l)(«-a)(«-3)  n{n-l){n~2)(n-3)(n-4,)i«^b) 
jl  —  — iTs"    ,  -0-—      äi—At  j    "'  — ai-,i-ai ■ 


II.  Ist  ein  regelmässiges  dem  Kreise  vom  Halbmesser  r  einge- 
schriebenes i«-eck  gegeben,  ist  n<_m,  v  die  Entfernung  eines  be- 
liebigen Punkte.^  vom  Kreismittelpunkte,  und  bedeuten  a,  h,  c  ■  ■  • 
den  1.,  2.,  3.  ■  -  ■  BinomialcoefEeienten  der  M*™  Potenz,  so  wird  die 
Summe  der  2«**"  Potenzen  der  Entfernungen  des  gewählten  Punktes 
von  den  Eckpunkten  des  m-eeks^)  =  m(r^"  -\~  a^v^f^''~-'^  -|-  0^i,-*r^"—'' 
+  f^Vr"-'  +  ...).  ^ 

III.  Wenn  m  beliebige  Punkte  gegeben  sind  und  ebensoviele 
Zahlengrössen  a,  b,  t:  ■  ■  •  und  hat  man  n<m,  so  kann  man  «  +  1 
andere  Punkte  finden,  so  dass  die  Summe  der  2w'™  Potenzen  der 
Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes  von  den  m  gegebenen  Punkten 
jeweils  mit  --,  —,  -  ■  ■  ■  vervielfacht  zu  der  Summe  der  2»**"  Po- 
tenzen der  Entfernungen  der  n  -}-  1  gefundenen  Punkte  von  eben- 
demselben beliebigen  Punkte  in  dem  Verhältnisse  von  (a-^b-\-r  -\ ) 

zu  (n  -\-  l)a  stehe*), 

')  Chaales,  A^cr^ii  hiet.  177—178  (deutsi^i  173— I7.ö).  ')  Stewart, 

General  theorems  pag.  106—106.      *)  Ebenda  pag.  110—111.      *)  Ebenda  pag.  HS- 
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IV.  Wenn  m  beliebige  Gerade  gegeben  sind  und  ebensoyiele 
Zahlengrossen  a,h,  c  ■  ■  ■  und  man  hat  n  <  m,  so  kann  man  n  -\-  1 
andere  Gerade  floden,  so  dasa  die  Summe  der  w*™  Potenzen  der  Ent- 
fernungen eines  beliebigen  Punktes  von  den  m  gegebenen  Geraden 
jeweils  mit  ^ ,  — ,  —  ■  •  ■  vervielfacht  zu  der  Summe  der  n*™  Po- 
tenzen der  Entfernungen  ebendesselben  Punktes  von  den  n  -{-  \  ge- 
fundenen Geraden  in  dem  Verhältnisse  von  («  +  ^  +  c  +  ■  -  ■)  i^u 
(n  -|-  l)a  stehe  ^). 

Mau  begreift,  dass  diese  ohne  Beweis  ausgesprochenen  Sätze,  als 
sie  in  unserem  Jahrhunderte  die  Aufmerksamkeit  eines  Geometers 
auf  sich  zogen,  welcher  dem  kurz  zuvor  neu  eingeführten  Begriffe 
geometrischer  Dualität  einen  Theil  seiner  Erfolge  verdankte,  und 
als  er  in  ihnen  denselben  Gedanken  wiedererkannte,  dass  es  kaum 
eine  Eigenschaft  von  Punkten  gebe,  der  man  nicht  eine  solche  von 
Geraden  an  die  Seite  stellen  könnte,  einen  au sserge wohnlichen,  fast 
verblüffenden  Eindruck  macheu  mussten.  Man  begreift  aber  auch, 
und  das  ist  oben  von  uns  angedeutet  worden,  dass  das  18.  Jahr- 
hundert jenen  mit  keinem  Worte  hervorgehobenen  DualitStsgedanken 
nicht  sofort  zu  würdigen  oder  nur  zu  erkennen  verstand. 

Nur  die  bewiesenen  Anfangssätze  Stewarts  gewannen  Beachtung, 
und  wie  Robert  Simson  den  einen  derselben  ausgesprochen  hatte,  so 
dass  man  ihm  statt  des  Namens  des  Stewartschön  Satzes  rich- 
tiger dem  des  Simson-Stewartsehen  Satzes  beilegen  sollte,  so 
hat  noch  ein  zweiter  Engländer  zu  eben  diesem  Satze  AD^  ■  BC 
-f  BD^  ■AC  =  ABACBC-\-  CB^  ■  AB  (S.  545)  einen  neuen  Be- 
weis gesucht  und  gefunden.  Thomas  Simpson  (S.  532)  war  dieser 
und  er  hat  seinen  Beweis  in  seinen  Select  exerdses  in 
tgetheilt^). 

Die  von  uns  (S.  526)  angekündigte  Reihenfolge  führt  uns  zu 
einzelnen  Abhandlungen,  unter  welchen  wir  abermals  zu  trennen  be- 
absichtigen, so  dass  wir  zuerst  die  eigentlich  geometrischen  Aufsätze, 
dann  wenige  trigonometrische  nennen. 

Zuerst  nennen  wir  eine  französische  Abhandlung.  Charles 
Fran^ois  de  Ciaterney  Dufaj')  (1698—1739),  gewöhnlich  kurz- 
treg  Dufay  genannt,  verliess  die  Armee,  welcher  er  mit  dem  Grade 
ejnes  Hauptmanns  angehörte,  um  als  Chemiker  in  die  Akademie  der 
Wissenschaften  einzutreten.     Später  war  er  auch  Intendant  des  bota- 

')  Stewart,  General  theorems  pag.  128—129  und  pag.  139—140. 
T   OhaBles,  Ape/ri-u,  hist.  175   (deutsch  172)  ')   Histoire  de   VAcademie   des 

Sciences  de  Paris.    Annee  1739  {Histoire  pag.  73  —  83).  —  Heller,  Geschiciite 
•iet  Physik  II,  472. 
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nischen  Gartens  in  Paria.  Die  Geschichte  der  Elektricitätslehre  rühmt 
Dufay  als  denjenigen,  der  zuerst  zwischen  Glaselektricität  und  Harz- 
elektricität  unterschied,  und  dieser  sowie  ähnlicher  hervorragender 
Leistungen  wegen  hat  man  aucli  einer  vereinzelten  geometrischen 
Abhandlung  Dufays  Beachtung  geschenkt,  welche  sieh  mit  regel- 
mässigen Sehnen-  und  Tangentenvielecken  beschäftigte  und  neue 
Eigenschaften  derselben  enthüllte,  die  gann  hübsch,  wenn  auch  von 
geringer  Tragweite  sind.  Der  erste  Satz  sagt  aus,  dass  wenn  (Fig.  89) 
zu  einem  und  demselben  Kreise  ein  regelmässiges  Sehnenvieleck  und 
ein  ebensolches  Tangenten vieleek  von  der  gleichen  Seitenzahl  con- 
struiri  werden,  der  Flächenunterschied  beider  Vielecke  einem  dritten 
regelmässigen  Vielecke  von  abermals  gleicher  Seitenzahl  gleich  ist, 
dessen  umschriebener  (beziehungsweise  eingeschriebener)  Kreis  die 
Seite  des  zuerst  gegebenen  Tangentenvielecks  (Sehnen vieleek s)  zum 
Durchmesser  hat.  Man  braucht  die  Figur  nur  etwas  genauer  anzu- 
sehen,  um    sich  von   der  Wahrheit  des  Satzes  zu   überzeugen.     Der 


zweite  nicht  ganz  so  auf  den  ersten  Anblick  einleuchtende,  aber 
auch  nicht  grade  schwer  zu  beweisende  Satz  lässt  (Fig.  90)  aus 
einem  regelmässigen  Sehnenvieleck  von  n  Seiten  ein  spiralförmiges 
Vieleck*)  von  2m  -(-  1  Seiten  dadurch  entstehen,  dass  alle  Ecken  und 
Seitenmitten  des  Sehnenvielecks  mit  dem  Mittelpunkte  gradlinig  ver- 
bunden werden,  dass  man  von  einer  Seitenmitte  eine  Senkrechte  auf 
die  nächste  nach  dem  Mittelpunkte  führende  Hilfslinie  fällt  und  stets 
von  dem  so  gewonnenen  Du rchechnittsp unkte  aus  das  gleiche  Ver- 
fahren fortsetzt.  Dufay  drückt  alsdann  den  Inhalt  des  spiralförmigen 
Vielecks  durch  eine  allgemeine  Formel  aus. 


')  Hisfoire  de  t'Academie  de«  Seiendes  'k  Paris.    Abi 
')  ]ioiygone  Spiral. 


1727  pag.  297— 34U. 
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Philipp  Naude'^)  {1684—1747)  ist  gleich  seinem  Vater  Philipp 
Naude  dem  Aelteren  (1654^ — 1729)  in  Metz  geboren.  Als  im  Oc- 
tober  1685  die  protestantische  Kirche  in  Metz  geschlossen  wurde, 
wanderte  die  Familie  aus.  Sie  zog  erat  nach  Saarbrücken,  dann  nach 
Hanau,  zuletzt  nach  Berlin.  Vater  und  Sohn  waren  nach  einander 
Lehrer  der  Mathematik  am  Joachimsthaler  Gymnasium  in  Berlin, 
Vater  und  Sohn  gehörten  der  Berliner  Akademie  an.  Der  Sohn  ver- 
öffentlichte in  den  Denkschriften  dieser  Akademie  von  1737  und  von 
1743  zwei  unter  einander  zusammenhängende  Abhandlungen  über 
Trigonoscopie^').  Er  verstand  darunter  die  Herstellung  eines  Dreiecks 
auf  geometrischem  Wege  aus  drei  Bestimmun^stücken ,  wenn  zu 
solchen  Anderes  gewählt  wurde  als  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks. 
Wir  fähren  als  Muster  einen  der  einfachsten  Sätze  an.  Seien  (Fig.  91) 
in  dem  Dreiecke  DEF  die  Hohen  I>C,  EB,  FA  gezogen  und  A,  B,  C 
gi-adlinig  mit  einander  verbunden. 
Wegen  der  bei  A,  B,  C  gebildeten 
rechten  Winkel  liegen  A  und  C  auf 
dem  Halbkreise  über  dem  Durch- 
messer DF,  A  und  B  auf  dem  Halb- 
kreise über  dem  Durchmesser  EF. 
Mithin  sind  ACFB  und  AUFE 
SehnenTierecke,  d.  h.  /.  I)FC-\-  DAG  *'ie  »i. 

=  180«   und  BFE  -f  BAE'^  IKO", 

beziehungsweise  il)AC  =  BAE  und  auch  i  DAB  ^^  EAC.  Da 
ferner  iDAF=EÄF,  so  ist  LBAF'=ÜAF,  d.h.  AF  halbirt 
den  Winkel  BAC.  Gfenau  ebenso  folgt,  dass  BE{CD)  Winkel- 
halbirende  von  i  ÄBC{ACB)  sind.  Sind  also  die  Fusspunkte  A, 
B,  C  der  drei  Höhen  eines  zu  zeichnenden  Dreiecks  gegeben,  so 
zeichnet  man  zunächst  das  Dreieck  ABC  und  in  demselben  die  drei 
Winkelhalbirenden  AO,  BO,  CO.  Senkrecht  zu  diesen  m  A,  B,  C 
erhält  man  die  Seiten  des  gesuchten  Dreiecks, 

Der  nächste  Schriftsteller,  von  welchem  wir  zu  reden  haben,  ist 
ein  Mathematiker  allerersten  Ranges.  Schon  ab  und  zu  (z.  B.  S.  360, 
371)  hatten  wir  seinen  Namen  zu  nennen;  im  ganzen  gegenwärtigen 
Abschnitte  wird  er  die  hervorragendste  Rolle  spielen,  und  das  ver- 
anlasst uns,  etwas  auaftthrlicher  bei  seinen  persönlichen  Verhältnissen 
zu  verweilen.  Leonhard  Euler*)  (1707—1783)  war  der  Sohn  eines 
Geistlichen,   Paul  Euler,  der  selbst  solche  Neigung  zu  den  mathe- 


')  Hiatoire  di;  l'Acadeink  de  Berlin.    Aniiee  1746  pa,];.  4i55  — ifiS. 
*)  Miseellanea  Berolinensia  V,  10—32  und  Vil,  213  —  370.  ')   Aligen 

deutsche  Biographie^VI,  423—130, 
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matischen  Wissenschaften  besass,  dass  er  dem  Unterrichte  des  grossen 
Jakob  Bernoulli  zu  folgen  vermochte.  Von  dem  Vater  vorge- 
bildet bezog  Leonhard  Euler  in  so  jungen  Jahren  die  Universität, 
dasa  er  im  Stande  war,  schon  1723  die  Magisterwürde  zu  erwerben. 
Sein  Lehrer  war  Johann  Bernoulli,  seine  Studiengenoasen  waren 
dessen  beiden  Söhne  Niolaus  IL  und  Daniel,  von  denen  jener  12, 
dieser  7  Jahre  älter  als  Euler  war,  ein  Altersunterschied,  der  Eulers 
Frühreife,  mit  solchen  Gefährten  annähernd  gleichen  Sehritt  halten 
zu  können,  in  das  glänzendste  Licht  setzt.  Die  Petersburger  Aka- 
demie entstand  1724  nach  einem  Entwürfe  Peter  des  Grossen  durch 
Kaiserin  Katharina  i.  ins  Leben  gerufen.  Niclaus  II  und  Daniel  Ber- 
noulli gehörten  zu  den  dorthin  berufenen  Gelehrten,  und  sie  folgten 
dem  Rufe  1725,  In  Petersburg  trafen  sie  den  schon  etwas  früher 
berufenen  Jaliob  Hermann.  Niclaus  II  BeruoulU  unterlag  bald  den 
ungewohnten  Witterniigsverhältnissen.  Nur  um  so  mehr  bemühten 
sich  Daniel  BernouUi  und  Hermann,  in  Euler  einen  weiteren  hervor- 
ragenden Basler  heranzuziehen.  Dessen  Berufung  als  Adjunct  für  das 
mathematische  Fach  erfolgte.  Aber  Katharina  I.  starb  an  demselben 
Tage  des  17.  Mai  1727,  an  welchem  Euler  den  russischen  Boden  be- 
trat. Peter  II.  war  wisaenschafthehen  Bestrebungen  ungünstig.  Euler 
musste  froh  sein,  als  Sebiffaheutenant  in  der  russischen  Flotte  Ver- 
wendung zu  finden,  bis  ein  abermaliger  Regierungswechsel  173(* 
Kaiserin  Anna  auf  den  Thron  brachte.  Jetzt  wurde  der  Wissenschaft 
neue  Sorgfalt  zugewandt,  und  während  Hermann,  Bilfinger,  Daniel 
Bernoulli  der  Reihe  nach  Petersburg  verlassen  hatten,  wwde  Euier 
als  Mitglied  der  Akademie  erhalten.  Eine  Reihe  erfolgreicher  Ärbeits- 
jahre  wurde  1740  durch  den  Tod  Anna  I.  unterbrochen,  denn  nun 
begannen  in  Petersburg  wieder  Palastrevolutionen,  welchen  erst  nach 
Jahresfrist  im  December  1741  die  Thronbesteigung  von  Kaiserin 
Elisabeth  ein  Ende  machte,  und  inzwischen  war  Euler  der  Aufenthalt 
verleidet,  hatte  er  im  Juni  1741  einen  Ruf  an  die  Berliner  Akademie 
angenommen,  deren  Erneuerung  und  Erhebung  zu  immer  grösserer 
Höhe  ein  Lieblingsgedanke  Friedrich  des  Grossen  war.  Euler  wurde 
1744  Director  der  neugestalteten  mathematischen  Classe  der  Berliner 
Akademie  und  blieb  dort  bis  über  jene  Zeit  hinaus,  mit  welcher  wii" 
unseren  Band  abschliesaen.  Wir  vollenden  deshalb  in  aller  Kürze 
Eulers  Lebensgeschiehte.  Euler  hatte  Petersburg  im  Unmuthe  ver- 
lassen, aber  nie  vergessen.  Als  Katharina  II.  im  Juni  1762  den 
russischen  Kaiserthron  bestieg  und  eine  neue  Blüthezeit  der  Wissen- 
schaften eintrat,  regte  sich  wohl  zuerst  in  Euler  die  Sehnsucht  nach 
einer  Rückkehr,  und  im  October  1763  sprach  er  sich  brieflich  gegen 
Goldbach    darüber   aus.     Die   Unterhandlungen    zogen    sich   in   die 
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Länge,  da  König  Friedrich  11.  der  Entlassung  Eiilers  immer  neue 
Schwierigkeiten  in  den  Weg  legte.  Endlich  erfolgte  Eulers  Abreise 
von  Berlin  im  Juni  1766,  Kaum  in  Petersburg  iingekommon,  hatte 
Euler  im  Herbste  1766  das  Unglück  zu  erblinden.  Um  das  rechte 
Auge  war  er  schon  1735  bei  seinem  ersten  Petersburger  Aufenthalte 
in  Folge  von  Ueberanstrengung  gekommen.  Jetzt  Terlor  er  auch 
das  linke  Auge,  Trotzdem  hörte  die  wissenschaftliche  Thätigkeit 
Eulers  erst  mit  seinem  Tode  auf.  Ein  unübertreffliches  Gedächtniss 
und  aufopfernde  Schüler  und  Freunde,  besonders  Nicolaus  Fuss 
(1755—1826)  aus  Basel,  der  1773  eigens  zu  dem  Zwecke,  um  Euler 
als  Hilfsarbeiter  zu  dienen,  nach  Petersburg  berufen  worden  war, 
ersetzten  ihm  das  Augenlicht,  soweit  es  einen  Ersatz  dafür  geben 
konnte.  Man  wird  kaum  ein  Gebiet  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  nennen  können,  in  welchem  Euler  nicht  thätig  war,  und 
Thätigkeit  hiess  bei  ihm  bahnbrechender  Erfolg,  Seine  Schriften 
bestehen  aus  32  Quartbänden  und  13  Octav bänden  selbständiger 
Werke  nebst  mehr  als  700  zum  Theil  sehr  umfangreichen  Abhand- 
lungen, deren  letzterschienenen  erst  1862  in  Petersburg  zum  Drucke 
gelangten^).  Eine  Gesammtansgabe,  in  Quart  alles  dessen,  was  Euler 
geschrieben,  würde  mindestens  2000  Druckbogen  stark  werden,  und 
dieser  Umstand  erklärt,  ohne  das  Versäumniss  zu  entschuldigen, 
warum  bisher  die  beiden  Akademien  von  Petersburg  und  Berlin  die 
Ehrenpflicht  noch  nicht  erfüllten,  eine  solche  Gesammtausgabe  zn 
veranstalten,  welche  man  von  ihnen  gemeinschaftlieh,  wenn  nicht 
von  einer  derselben,  zu  verlangen  berechtigt  ist.  Der  Gesammt- 
charakter  der  Eulersehen  Schreibweise,  um  auch  diesen  gleich  hier 
zu  schildern,  besitzt  als  wesentliches  Merkmal  die  Neigung,  auch 
noch  nicht  vollständig  geglückte  Versuche  der  Oeffentliehkeit  nicht 
vorzuenthalten.  Redseligkeit  wird  der  Eine  sie  schelten,  während 
der  Andere  von  der  liebenswürdigen  Offenheit  entzückt  sein  wird, 
welche  den  Einblick  in  die  geistige  Werkstätte  ohne  jede  Heimlich- 
thuerei  gestattete  Wii  peisÖnlich  geböien  zu  diesen  Letzteren,  und 
wir  lieben  Eulei  wegen  seiner  neidlosen,  fiemdes  Eingreifen  heraus- 
fordernden Enthüllungen  fast  eben  so  sehi  als  wir  seine  allseitige 
Erfindungsgabe  odei  seine  unubertroöen  klaie  Darstellungsw eise  be- 
wundern 

Eulerb  erster  elementaigeometiischer  Autsat/  erschien  1741  im 
Drucke*)      Er  führt  den  Titel  Soluho  piohlemnüf,  ad  geometnam  siius 

')  Unter  den  \Pischiedenen  Verzeichnissen  von  Eulers  Schriften,  welche 
veröffenthr  ht  sind  ist  da-  letzte  und  volistdndigste  Index  opeitim  Leonardi 
Eiilert  confectub  a  Jök   0  Hagen     Berlin  l^ih  *)  Commtntarii  Aeademiae 

Petiupohtanue  ad  annum  I73b     T  \I1I  128— Uü 
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pertinmtis.  Seit  Leibniz  den  Gedanken  einer  Geometrie  der  Lage 
(S.  36)  geäussert  hatte,  war  seine  Anregung  unfruchtbar  geblieben, 
und  Euler  war  der  erste,  welcher  eine  Aufgabe  dieser  Art  stellte  und 
löste.  Königsberg  ist  von  dem  Pregel  in  mehreren  Armen  durch- 
flössen, und  zwei  solche  Arme  schliesaen  eine  grössere  Insel,  den 
Kneiphof,  ein,  so  dass  mit  Einschluss  des  Kneiphofs  vier  Stadttheile 
unterschieden  werden  können.  TJeber  den  Pregel  führten  zu  Bulers 
Zeiten  sieben  Brücken,  welche  den  Verkehr  zwischen  jenen  vier 
Stadttheilen  vermittelten.  Kann  man  die  sieben  Brücken  nach  ein- 
ander überschreiten,  ohne  eine  derselben  wiederholt  zu  benutzen? 
Diese  Frage  war  in  Königsberg  als  Scherzfrage  entstanden  und  hatte 
Anlass  zu  zahlreichen  erfahriingsmässigen  LÖsungs versuchen  gegeben. 
Euler  erkannte  die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  Scherzfr^e.  Auf 
seine  Beantwortung  derselben  können  wir  erst  im  108.  Kapitel  ein- 
gehen, wenn  wir  von  der  Conibinationslehre  reden. 

Ebendahin  verweisen  wir  vorläufig  unsere  Leser  für  eine  andere 
elem entarge ometri sehe  Aufgabe,  über  welche  Euler  sieh  in  einem  an 
Goldbach  gerichteten  Briefe  aus  Berlin  vom  4.  September  1751  fol- 
gendermüssen äusserte^):  Ich  bin  neulich  auf  eine  Betrachtung  ge- 
fallen, welche  mir  nicht  wenig  merkwürdig  vorkam.  Dieselbe  betrifft 
auf  wie  vielerlei  Arten  ein  gegebenes  polygonum  durch  Diagonal- 
linien in  triangula  zerschnitten  werden  könne. 

In  England  gab  es  ausser  den  P.  T.,  als  den  Veröffentlichungen 
der  Royal  Society,  noch  Zeitschriften  sehr  gemischten  Inhaltes,  in 
welchen  zwischen  Reimfragen,  Räthseln,  Bilderräthseln  auch  Wissen- 
schaftliches vorkam^).  Da  war  Ladies'  Diary,  welches  von  1704  bis 
1840,  GenÜetnan's  IHary,  welches  von  1741  — 1840  erschien;  da 
waren  MtsceUanea  üuriosa  Ma9ie>naUca  seit  1745,  Mafhemaikian 
1745—1754,  Palladium  1748—1779,  Mafhematical  Exercises  1750 
bis  1753  u.  s.  w.  In  ihnen  mögen  manche  elementargeometrische 
Wahrheiten  erstmalig  ausgesprochen  sein,  welche  dem  Erfinder  ver- 
loren gingen,  weil  es  dem  Organe,  dessen  er  sich  bediente,  an  Ver- 
breitung fehlte.  Weniges  ist  nachträglich  wiedererkannt  worden.  In 
den  Miscellunea  Ottriosa  Maihemaika  erschien  (vermuthlich  im  Jahre 
1746)  ein  Aufsatz  von  William  Chapple,  An  essay  on  üie  pro- 
perties  of  iriangles  inscribed  in  tmä  circimserihed  t^jout  two  givm 
drcles^),    muthmaashch    der   erste  Versuch   die   Eigenschaften    eines 

')  Oon-esp.  rmth.  (Fusb)  I,  551—552.  *)  John  S.  Mackaj,  Notice  sar 

le  jeyM'naligme  malhematiqne  en  Angleterre  in  den  Berichten  der  Association 
frartQaise  pour  l'avancement  des  seiences.  Congris  de  Besangon.  1893,  ^)  John 
S.  Mackay,  Histiyrioal  notes  on.  a  geometrical  fheoreta  and  its  developments  in 
den  Proceedings  of  tAe  EdinMrgh  MatheinaUcal  Society,  Vol.  V  (1886—1887). 
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Dreiecks  zu  entdecken,  welches  zugleich  Sehnendreieck  eiües  und 
Tangentendreieck  eines  anderen  Kreises  ist.  Ist  (Fig.  92)  R  der 
Halbmesser  des  dem  A  ABC  umschriebenen,  r  der  des  ihm  ein- 
geschriebenen Kreises,  sind  a,  6,  e  die 
Seiten  der  Dreiecks,  und  ist  A  dessen 
Inhalt,  so  ist  A  =  "-i--^- 
A  =  ^-,  folglich  2rB 
Chapple  bewies  femer, 
beiden  Mittelpunkte  0^  (di 
benen)  und  0,  (de 
Kreises)  zusammenfallen,  nothwendig 
It  =  2r  sein  müsse.  Bei  excentri- 
sehen  Kreisen  muss  li  >  2r  sein. 
Die    Entfernung    0^  Og    fand    Chappie 

'=yB{R^2r),  was  wieder  mit  der  Bedingung  Ji  =  2r  für  die 
Coneentricität  der  beiden  Kreise  übereinstimmt.  Der  Satz  wird  zu- 
Yerlässig  nicht  über  die  Grenzen  Englands  hinaus  bekannt  geworden 
sein,  wenn  er  innerhalb  jener  Grenzen  auch  einige  Beachtung  fand, 
und  so  ward  Euler  unabhängiger 
Nacherfinder  in  einem  Aufsätze'-), 
den  wir  hier  kaum  nennen  dürfen, 
weil  er  die  Jahreszahl  1765  trägt. 
Schon  vorher,  am  23.  Februar 
I748j  hatte  Euler*)  einen  an- 
deren elementargeometrischen  Satz 
Goldbach  mitgetheilt.  Man  ver- 
einige (Fig.  93)  in  einem  Vierecke 
ABCI>  die  Mitten  M  und  N  dei 
geradlinig,  so  wird  sein: 

AB'  +  BC^  +  CD'  +  DA^  ^  AC -\-  BD'  +  4MN\ 
Er  bewies  den  Satz  alsdann  in  einem  mehrfach  bemerkenswerthen 
Aufsätze:  Yartae  detmnstrationes  geometricae^).  Euler  beginnt  mit 
dem  geometrisch  geführten  Beweise  eines  einst  von  Permat  ausge- 
sprochenen Satzea.  Analytisch  könne  derselbe  ohne  jede  Schwierig- 
keit als  wahr  erkannt  werden,  aber  er  habe  gerade  den  analytischen 
Beisehmack  vermeiden   wollen.     Der   Satz   selbst   ist   folgender.     Sei 

')  Noni   Commentarii  Academiae   FetropoUtanae   ad   wnnum   1705.    T.  XI, 
103^123.     Vergl.  dazu   Proeeedings  Hdinh.  Mag.  Vol.  IV.  *)  Corresp.  math. 

(Fiiss)  I,  446.         ')  Novi  Commentarii  Academiae  Petro^ioUtanae  an  amtwm  1747 


beiden  Diagonalen  BD   und  AC 
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(Fig.  94)  über  AB  als  Durchmesser  ein  Halbkreis  und  nach  der 
anderen  Seite  über  demselben  AB  ein  Rechteck  ABFE  gezeichnet, 
dessen  Seite  AE=^^-  Sei  ein  beliebiger  Punkt  M  des  Halb- 
kreises mit  E  und  F  durch  Gerade  Terbunden,  welche  die  AB  in 
R  und  8  sehneiden,  so  ist  AS^  -f  BB"^  =  AB^.  Euler  zieht  von  M 
aus  durch  A  und  B  auch  noch  MP  und  MQ.  Die  Aehnlichkeit 
der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  BEA,  AMP,  BFQ  lasst  erkennen, 
dasa  PE  ■  FQ  =  EA  ■  BF  =  y  EF\  Äehnliche  Beziehungen  müssen 
zwischen  den  entsprechenden  Abschnitten  von  AB  stattfinden,  d.  h. 
es  muss  sein:  2 AB  ■  BS  =  RS\  Nun  ist  A8 -\- BE  =  AB -\-  ES 
und  durch  Quadrirung  AS^  ^  BR^ -]- 2AS  ■  BB  =  AB^ -]- BS' 
+  2  AB  ■  RS  =  AB'  -f  2AR  -BS +  2  AB-  RS.     Durch  Zerlegung 


lengesetzter  Stücke  in  ihre  Theile  iat  aber  leicht  ersichtlich, 
dass  AB  ■  RS  +  AR- BS  =  AS-  BR,  wo  auch  R  und  5"  auf  der 
AB  liegen.  Mithin  kann  oben  2  AS  ■  BR  gegen  2 AB  •  BS 
+  2AB  -  RS  gestrichen  werden,  und  es  bleibt  AS^  +  BR'  =  AB'. 
Auf  diesen  Satz,  dessen  Beweis  wir  wegen  seiner  ungemeinen  Ein- 
fachheit wiedergegeben  haben,  lässt  Euler  einige  andere  folgen:  den 
elementargeometrischen  Beweis  der  Heronischen  Dreiecksformel,  einen 
eben  solchen  der  Brahmaguptaschen  Formel  für  den  Flächeninhalt 
des  Sehnen  Vierecks,  endlich  den  seines  eigenen  Viereckssatzes.  Wir 
haben  kaum  notbwendig  besonders  zu  betonen,  dass  Eulers  Beweis 
der  Heronischen  Formel  keine  weitere  Verwandtschaft  mit  dem  von 
Heron  selbst  herrührenden  zeigt,  als  dass  bei  beiden  der  dem  aut 
seinen  Fhicbeninhalt  zu  bestimmenden  Dreiecke  einbe sehr i ebene  Kreis 
vorkommt,  dessen  Halbmesser  Euler  sodann  ermittelt,  was  Heron 
unterliess. 
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In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  neuen  AbhandluDgen 
ist  ein  trigonometrischer  Beweis  des  Eulerschen  Vierecks satz es  Ton 
Georg  Wolfgang  Krafft  enthalten*).  Erinnern  wir  uns,  dass 
Krafft  seit  mehreren  Jahren  in  Tübingen,  wie  Euler  in  Berlin  war, 
so  sehen  wir,  dass  die  Mitglieder  der  Petersburger  Aiiademie  ihr  in 
der  Ferne  treu  blieben  und  Manuscripte  zum  Druck  einschickten. 
Kraffts  Beweis,  von  dem  wir  hier  reden,  besteht  in  wiederholter  An- 
wendung des  Satzes,  dass  das  Quadrat  einer  Dreiecksseite  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten  weniger  dem  doppelten 
Prodncte  jener  Seiten  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten 
Winkels  ist.  Im  Anschluss  an  den  Eulerschen  Vierecksatz  bewies 
Krafft  auch  den  Lehrsatz  von  Gotes  (S.  410 — 411)  für  die  Sonder- 
fälle 2^  =  4,  2A  ^  6,  2A  =  8,  eigentlich  ein  recht  überflüssiges 
Bemühen,  nachdem  (wie  Krafft  selbst  erklärt)  Johann  Bernoulli  in 
dem  vierten  Bande  ^)  seiner  Werke  einen  Beweis  des  allgemeinen 
Satzes  gegeben  hatte,  der  sich  allerdings  auf  Reihenentwicklungen 
stützte. 

Im  Jahre  1754  kam  im  11,  Bande  der  Memoires  pre'sente's  par 
des  Savants  etrangers  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  eine 
Abhandlung  von  Esteve  aus  Montpellier  heraus,  in  welcher  die  Auf- 
gabe behandelt  und  für  einen  besonderen  Fall  auch  gelöst  war,  eine 
dreieckige  Pyramide  aus  ihrer  Grundfläche  und  den  drei  ebenen 
Winkeln,  die  an  der  Spitze  zusammentreffen,  zu  bestimmen.  Ist 
ABC  die  Grundfläche,  D  die  Spitze,  sind  also  ABB,  BDC,  CDA 
die  gegebenen  Winkel,  so  wählte  Esteve  die  Winkel  DAB,  DAC, 
BBC  als  Unbekannte  und  brachte  eine  Gleichung  zwischen  ihnen 
zu  Stande,  welche  für  den  Fall,  dass  i  DAC  =  BBC  ist,  zu  einer 
Gleichung  vierten  Grades  nach  sinBAC  wird^). 

Das  Jahr  1 757  förderte  einige  Untersuchungen  über  Theilung 
von  Figuren  zu  Tage*).  Es  scheint,  als  ob  Johann  Tobias  Mayer^) 
(1723 — 1762)  den  Anstoss  dazu  gegeben  hätte.  Aus  einem  gewöhn- 
lichen Handwerker  entwickelte  sich  Mayer  ohne  fremde  Unterweisung 
durch  Selbstthätigkeit  und  eine  seine  Heimath  bestätigende  echt 
wUrttem bergische  Zähigkeit  zu  einem  hervorragenden  Astronomen 
und  Physiker  und  tüchtigen  Mathematiker.  Er  wurde  1751  als 
ordentlicher  Professor  der  Mathematik  und  Oeconomie  nach  Göttingen 
berufen,  und  seine  Vorlesungen  über  practische  Geometrie  waren 
berühmt.    War  doch  Mayei  der  Erfinder  des  Multiplicationsverfahrens 

')  Novi  Vommentarü  Atadtmtae  Pefropolitanae  ad  aimwm  t747  et  1748, 
T.  I,  131  —  136.  «)   Job.  Bernoulli   Opera  IV,  67  —  76.  =)   Muthesis, 

Serie  2,  VI,  18.  ')  Klügel  II,  231— 2;i3.  ')  Allgemeine   deutsche  Bio- 

graphie XXI,  109  —  116,     Artikel  von   S.  Günther. 
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bei  Winkelmessuugeii^),  welches  in  der  practisclien  Geumetrie  nicht 
minder  hervorragende  Dienste  als  in  der  Astronomie  leistet,  und  hat 
er  sich  doch  anch  mit  der  Frage  nach  der  Benutzung  üherheatimmter 
Gleichungssysteme  beschäftigt.  Aus  dem  Inhalte  der  Vorlesungen 
flher  practische  Geometrie  ging  ein  Aufsatz  De  transmutatione  figu- 
r<M-um  recÜlinearum  in  tnangula  hervor,  welcher  seit  dem  1,  März 
1755  Kur  Veröffentlichung  durch  die  Göttinger  Akademie  bestimmt 
war*),  aber  aus  nicht  bekannten  Gründen  ungedruckt  blieb  Maver 
lehrte  darin  eine  geradlinige  Figur  von  beliebiger  Seitenzxhl  ihne 
Anwendung  eines  Zirkels,  sondern  unter  alleiniger  Benitzung  eines 
ParallelUneals  in  ein  Dreieck  zu  verwanleln  und  sip  durt-h  gei  1 
Linien,  welche  sämmtlich  auf  der  Grundlinie  aut&tehen  m  gegebenem 
Verhältnisse  zu  theilen.  Nun  erschien  17n7  von  Chiistian  Hemii^h 
Wilke*)  (1722—1776),  damals  Docent  der  practischen  Geometrie  in 
Halle,  später  in  Leipzig  privatisirend,  wo  er  auch  Secretär  der  öco- 
nomischen  Gesellschaft  war,  ein  Buch  unter  dem  Titel:  Neue  und 
erleichterte  Meffiode,  den  Inkalt  geradliniger  Flächen  zu  finden  und 
dieselben  ohne  Bechnung  etnguüieüen.  Die  Göttinger  Gelehrten  Nach- 
richten*) brachten  eine  sehr  anerkennende  Besprechung,  aber  noch 
La  demselben  Bande  verwahrte  sich  Tobias  Mayer^)  gegen  jenes 
Lob,  welches  an  die  unrichtige  Adresse  gehe,  da  Alles,  was  in 
Wilkes  Euch  gut  sei,  von  ihm  entnommen  sei,  ohne  dass  Wiike 
der  Verpflichtung  nachgekommen  wäre,  seine  Quelle  in  ehrlicher 
Weise  zu  nennen.  Wilke  vertheidigte  sich  dann  wieder,  so  gut  er 
konnte,  in  einem  1758  gedruckten  Anhange  zu  einer  anderen  Schrift: 
Nme  Grundsätze  der  poetischen  Geometrie. 

Im  Jahre  1758  wurden  ferner  zwei  Aufsätze  Eulers  gedruckt, 
welche  sechs  Jahre  früher^)  der  Petersbui^er  Akademie  vorgelegt 
worden  waren:  ElemenUt  doctnnae  solidorum'')  und  Demonstratio  non- 
nullarum  insignium  proprietatum,  quibus  solida  hederis  planis  inclusa 
sunt  praedita*).  Der  erste  dieser  beiden  Aufsätze  enthält  neben  zahl- 
reichen anderen  meistens  leicht  zu  beweisenden  Sätzen  über  die  An- 
zahl der  Elemente  von  einer  gewissen  räumlichen  Natur  bei  Viel- 
flächnern  hauptsächlich  den  Satz,  welcher  den  Namen  des  Eulerschen 


')  Saec  Vera  methodw-  t«  mulbphcatiOM  anguh  eonsisht,  sagt  Mayer  in 
einer  Abhandlung,  welche  1752  im  II  Bande  der  Veiöffentliehungen  der  Güt- 
tinger  Akademie   gedruckt  ist  *)    Göttinger   Gelehrte   Nai-hnchten    1755, 

S.  266.  ")  Poggendorft  U,  1328  'j  Göttmger  Gelehrte  Nachrichten 

1767,   S.  1253  flg.  ')   bbenda   1767,   S    1Ü29  flg  »)    Brieflieh    äusserte 

Enler  ihren  Inhalt  schon  1750  an  Goldbach.  Cotresp.  maih.  (Fuss)  1,  5.SG -S39. 
')  N(mi  OommentaTÜ  AcadevAie  I'etropolüanae  ad  mmuin  1752  et  1753.  T.  IV, 
109—140.        ")  Ebenda  T,  IV,  140— leo. 
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Polyedersatzes  sich  bewahrt  hat.  Bekanntlich  hat  Descartes 
bereits  den  Satz  entdeckt,  und  hat  Leibniz  eine  Abschrift  von 
Descartes  bezüglichen  Aufzeichnungen  nehmen  können  (Bd.  11,  S.  683 
bis  684).  Aber  dass  Euler  davon  irgend  Kenntniss  erhalten  haben 
sollte,  ist  an  sieh  kaum  anzunehmen  und  bei  der  über  jeden  Zweifel 
erhabenen  Wahrheitsliebe  Eulers  durch  seine  Erklärung,  es  handle 
sich  lim  einen  durchaus  neuen  Satz,  vollständig  ausgeschlossen.  Euler 
spricht   den  Satz  in   der  Form 

aus*).  Dabei  ist  S  =  numerus  angulonim  solidorwm  (die  Zahl  der 
Ecken),  Ä  =  numerifs  aderum  (die  Zahl  der  Kanten),  H^  numerus 
liedra/rum  (die  Zahl  der  Flächen).  Einen  zuver^aigen  Beweis  des 
Satzes,  gesteht  Euler  zu,  besitze  er  nicht;  er  könne  nur  dessen  Wahr- 
heit für  alle  Gattungen  von  Vielflächnern,  an  welchen  er  ihn  der 
Prüfung  unterziehen  werde,  erkennen  lassen,  so  dass  diese  Inductiou 
an  Stelle  eines  Beweises  dienen  möge.  Im  zweiten  Aufsatze  holte 
Euler  nach,  was  er  im  ersten  vermissen  lassen  musste.  Die  Winkel- 
summe eines  ebenen  Vielecks,  sagt  er,  wird  gefunden,  indem  man 
durch  Ziehung  einer  Hilfslinie  ein  Dreieck  abschneidet,  beziehungs- 
weise ein.  neues  Vieleck  sich  verschafft,  dessen  Winkelzahl  um  die 
Einheit,  dessen  Winkelsumme  um  zwei  rechte  Winkel  abgenommen 
hat.  Heisst  im  m-eck  die  Anzahl  der  Winkel  A,  ihre  Summe  in 
rechten  Winkeln  ausgedrückt  R,  so  sind  im  (k — l)-eck  die  ent- 
sprechenden Zahlen  A- —  1  und  iJ  - —  1-2;  im  (w  —  2)-eck  sind  sie 
A  — -2  und  R  —  2-2;  im  Dreieck  sind  sie  A  —  {n  —  3)  und 
R  —-  {ii  —  3)  ■  2,  zugleich  aber  auch  3  und  2.  Folglich  ist 
^— (k  — 3)  =  3und  E  — (n  — 3)-2^2  d.h.  ^  =  M,  E  =  2n  — 4 
Nun  wird  Aehnliches  im  Baume  versucht.  Durch  Einlegung  einer 
Hilfsebene  wird  eine  Ecke  des  Vielflächners  abgespaltet  und  zu  er- 
mitteln gesucht,  wie  sich  dabei  die  Zahlen  ändern,  welche  im  ersten 
Aufsatze  S,  II,  Ä  hiessen.  Sie  gehen  in  yS  —  1,  H —  2  —  [i  -\-  v, 
A  —  d  -—  n  -\-  V  über,  und  nennt  man  diese  Zahlen  S^,  M^,  ^i,  so 
ist  Sj^  -\-  H^  —  ^j  =  Ä  -|-  II —  Ä,  d.  h.  die  algebraische  Summe 
iS'-i"  H — A  muss  trotz  aller  Abspaltung  von  Ecken  constant  bleiben. 
Beim  Tetraeder  mit  S=  4  Ecken,  JS=  A  Flächen,  ^  =  6  Kanten 
ist  aber  4  +  4  —  6  =  2,  also  allgemein  S  -\-  H —  J.  =  2. 

An  diese  Entwicklung  schliesst  sich  die  Lösung  einer  Aufgabe^) 
an,  weiche  eigenthch  ganz  anderer  Natur  ist  und  nur  dadurch  in 
einem  sehr  lockeren  Zusammenhange  mit  dem  Vorhergehenden  steht, 

')  Nm>i  Commentarii  Äeademiae  PetropoUtanae  ad  armum  1752  et  1753. 
T.  IV,  119.        s)  Ebenda  T.  IV,  löfi— IGO. 

Cadicb.  Geacbiihte  det  Mathematik.   IIL  3    i.Anfl.  üj 
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dass  es  sich  um  ein  Tetraeder  handelt.  Euler  fragt  nämlich  nach 
dem  Körperinhalte  des  Tetraeders  dargestellt  durch  dessen 
sechs  Kanten.  Stossen  a,  h,  d  iu  der  Ecke  A,  a,  c,  e  in  der 
Ecke  B,  h,  c,  f  in  der  Ecke  C  zusammenj  so  dass  die  drei  Kanten 
a,  h,  c  das  Dreieck  ABC  bilden,  so  findet  Euler  für  das  144-fach6 
Qnadrat  jenes  Körperinhaltes  die  Formel 

aYib-  +  c*  -i-  rfs  -J-  fS)  —  «YH«^  +  n  ~  «'*^<^^ 
+  &V(a^  +  c^  +  rfä  _,_  ys-j  „.  (jügsj^js  _|_  gä-,  _  (j2^gi  _  g*g8^ 
+  c'd'(a'  -(-  js  ^  gs  +  /ä)  ~  c'd\c^  +  rf^  —  lH'f% 

welche  er  aber  unter  Beiaiehung  von  Winkelfunctionen  in  eine  viel 
geschmeidigere  Gestalt  zu  bringen  weiss.  Sind  die  drei  in  der  Ecke 
A  zusammenstossenden  ebenen  Winkel  BAC  =  p,  BAI)  ^=  q, 
CAD  ^=  r,  so  ist  der  Korperinhalt  des  Tetraeders  = 


|«6rf")/si 


M  +  o  +  r      .     ü-t-a  —  r      ■    p-'r  r  —  q      .     H  +  r 
3         ■  ^w  —-; sm  ^^ — ^  ■  sm  ^-X.- 


Diese-  letztere  Formel  ebenso  wie  das  oben  über  Aufsätze  von  Krafft 
und  von  Esteve  Bemerkte  greift  allerdings  in  das  trigonometrische 
Gebiet  über,  dem  vollends  zwei  Abhandlungeu  angehören,  welche  wir 
noch  nennen.  Die  erste  deraelbeu,  schon  1727  der  Petersburger 
Akademie  vorgelegt^),  führt  die  Ueberschrift  Trigonometrica  und  rührt 
von  F.  C.  Maier  her.  Er  erklärt  in  den  einleitenden  Worten, 
wolle  eine  Zusammenstellung  von  Sätzen  geben,  welche  er  zu 
scbiedenen  Zeiten  in  der  Petersburger  Akademie,  der  er  angehörte, 
mitgetheilt  habe.  Allerdings  flösst  gleich  der  erste  Satz  der  Zu- 
sammenstellung nicht  allzugrosses  Vertrauen  ein,  denn  derselbe  be- 
hauptet, bei  spitzen  Winkeln  seien  Sinus  und  Cosinus,  Tangente  uod 
Cotangente  positiv,  beim  stumpfen  Winkel  blieben  Tangente  und 
Sinus  positiv,  Cotangente  und  Cosinus  dagegen  würden  negativ!^) 
Auf  die  Ergebnisse  der  ganzen  Abhandlung  übt  dieser  grobe  l'^ehler, 
den  man  als  kennzeichnend  dafür  beachten  möge,  wie  wenig  bekannt 
der  eigentliche  Verlauf  von  Winkelfunctionen  damals  noch  war,  keinerlei 
schädigenden  Einfluss.  IVIaier  handhabt  wesentlich  spitze  Winkel  und 
Summen  oder  Differenzen  von  spitzen  Winkeln.  Er  bedient  sich  der 
Formeln  für  die  Functionen  solcher  Winkelsummen,  indem  er  regel- 
mässig die  Functionen  der  einzelnen  Winkel  durch  besondere  Buch- 
staben bezeichnet.     Heisst  8  der  Sinus,  V  der  Cosinus  i 


')  Cotnmentarii  Academiae  PetropoUtanae  ad  annum  1727.  T.  11,  12  —  30, 
■)  obtwi  anguli  tangem  et  sinus  posiüvi  quidew  mamnt,  sed  cotangms  ipsitis  et 
Cosinus  pHvativi  fluni. 
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Spitzen  Winkels,  s  und  c  dasselbe  für  den  kleineren  spitzen  Winkel, 
so  behauptet  Maier,  der  Sinns  der  Summe  beider  Winkel  sei  ■■  ■  "*  — 
der  Sinus  ihrer  Differenz ,  wo  r  den  Kj  eifhalbmesser  be- 
zeichnet. In  ähnlicher  Abkürzung  'und  T  und  t,  M  und  m  die 
Tangenten  und  Secanten  der  beiden  spitzen  \\  inkel  Maier  legte 
Werth  auf  die  logarithmische  Beuutzbarkeit  <ler  iormeln  und  be- 
diente sieb  deshalb,  wenn  zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  einge- 
schlossene Winkel  gegeben  waren,  gern  dei  Gleichung,  welche  heu- 
,  A  +  h 
a  4-  l  *^"^  """2  " 
tigen  Tages  -—'j  = A  —  Tt    S^^'^^^'^^^'^"°-   2U  werden  pflegt,   bei 

Maier  aber  ^  ^  -—  heisst,  und  von  deren  Benutzung  durch  Tho- 
mas Simpson  etwa  20  Jahre  später  (1748)  wir  uns  (S.  535)  über- 
zeugt haben. 

Uebersichtlichkeit  mögen  die  gewonnenen  Formeln  immerhin  be- 
sessen haben,  so  lange  sie  in  Uebung  waren;  man  gewöhnt  sich 
verhältnissmässig  leicht  an  Bezeichnungen,  so  dass  sie  unersetzlich 
scheinen;  aber  Durchsichtigkeit  fehlte  den  Formeln  insofern,  als  der 
Zusammenhang  der  Winkel,  deren  Functionen  in  Rechnung  traten, 
ihre  Addition,  ihre  Suhtraction  nicht  aus  der  Bezeichnung  selbst  so- 
fort zu  entnehmen  war.  Zudem  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  Maiers 
Bezeichnungen  keineswegs  einen  Portschritt,  sondern  vielmehr  einen 
nicht  unbedeutenden  Itüeksehritt  gegen  seit  einem  Jahrhunderte  be- 
kannte Sehreibweisen  bildeten.  Wir  wissen,  dass  Albert  Girard 
(Bd.  II,  S.  709)  schon  1626  die  Silben  tan  und  sec  benutzte,  um 
Tangente  und  Secante  eines  Winkels  anzugeben,  der  selbst  durch 
einen  einfachen  Buchstaben  bezeichnet  jenen  Silben  nachgesetzt  wurde, 
dass  er  aber  freilich  folgewidrig  genug  den  Sinus  nicht  durch  sin 
andeutete,  sondern  durch  den  gleichen  Buchstaben,  der  vorher  für 
den  Winkel  selbst  gebraucht  worden  war,  so  dass  man  unter  A 
oder  a  bald  einen  Winkel,  bald  dessen  Sinus  zu  verstehen  hatte. 
William  Oughtred  ging  in  letzterer  Beziehung  über  Girard  hinaus^). 
In  seiner  Trigonometry  von  1657  bediente  er  sich,  wie  es  scheint, 
regelmässig  der  Abkürzungen  s,  sco,  t,  tco,  sc,  seco  für  sinus,  sinus 
complementi,  tangens,  tangens  complementi,  secans,  secans  comple- 
menti.  Aber  weder  Girard  noch  Oughtred  fanden  die  Nachahmung, 
deren  sie  würdig  waren.     Wohl  hat  bald  dieser,  bald  jener  Schrift- 


')  Briefliche  Mittheilung  von  Herrn  John  8,  Mackaj,  der  sich  dabei  auf 
Morgan,  Budget  of  Paradoxe.':  pag.  451  beBicfil. 
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steller  einmal  von  sin  A,  von  tan  B  und  dergleichen  gesprochen,  aber 
immer  mir  beiläufig. 

Erst  in  Simpsons  Trkjonometry  von  1748  ist  fast  durchweg 
mit  den  Wörtern  Sine,  Co-slne,  mit  den  Silben  Tang,  Co-tang  ge- 
rechnet. Das  Einzige,  allerdings  ziemlich  Unbedeutende,  was  man 
bei  ihm  vermissen  kann,  ist  eine  ausdrückliche  Erklärung,  er  werde 
fortan  diese  Bezeichnungen  anwenden. 

Enler  hat  in  verschiedenen  Aufsätzen  das  Seine  zur  Einführung 
der  kurzen  Bezeichnung  gethan.  In  den  Petersburger  Äkademie- 
schriften  von  1737  findet  sich  zunächst  ein  Aufsatz^)  von  ihm  über 
eine  geometrische  Aufgabe,  die  nicht  ohne  Interesse  ist,  aber  doch 
nicht  von  solcher  Wichtigkeit,  dass  wir  bei  ihr  selbst  zu  verweilen 
haben.  Dort  ist  gelegentlich  ^)  von  A  sin  —  die  Rede  mit  dem 
Zusätze,  er  verstehe  darunter  den  Arcus  im  Einheits kreise,  dessen 
sinus  —  sei.  In  einer  Abhandlung  des  Jahrgangs  1744  der  Nova 
Acta  Eruditorum'),  der  Fortsetzung  der  früheren  A.  E.,  spricht  Euler 
bei  Gelegenheit  der  Integration  einer  Differentialgleichung  von  dem 
a/rcus,  cujus  tangens  =  t,  seu  Ä  tag  t,*)  und  zwei  Seiten  später  heisst 
es:  Ponatur  Atagt  =  90"  —  g),  vi  exprimat  <p  avguliim  AI)M,  erit 
t  =  a)ta>^=^       '*' d  1  -4-  t^= ^)  und  damit  wai   auch  dei  Arcus 

tangens  wie  früher  der  Arcussmus  erklait  \on  duichschligendem 
Erfolge  war  jedoch  eist  eine  Abhandlung  Euleis  von  1753,  welche 
wir  deshalb  als  die  zweite  in  diesem  Kapitel  zu  nennende  tngono 
metrische  Abhandlung  bezeichnen,  die  Timcxftt,  dr  la  tiigoncm'tne 
spheiiqui   hrtt,  de  la  mtthodt  (/es  jrfus  grands  et  da  plus  pdik,^\ 

Eulers  Grundgedanke  ist  folgender  Auf  dei  Eugeloberflache 
smd  die  Bogen  grusbter  Kreise  die  kürzesten  Linien,  welche  von 
einem  Punkte  naLh  einem  anderen  gezogen  werden  können,  oder  ein 
von  einem  Punkte  der  Ku gel obei  flache  nach  einem  anderen  gespannter 
Faden  nimmt  die  Gestalt  eines  Bogens  eines  grossten  Krei'^es  in 
Em  sphärisches  Dreieck  he'^teht  abei  ans  Bogen  giosster  Xieise  und 
es  kann  daher  als  die  Figui  mit  drei  Eckpunkten  auf  dei  Kugei 
Oberfläche  definirt  weiden,  welche  aus  den  kürzesten  auf  dei  gleichen 

';  ComtiKfitaiii  iiüikmiae  F  iiiipiihfana''  ad  annuin  1737      f  IX   20"— -21 

•)  Ebenda  1    IX    2  19      i  sm        demfat   aniitn    myiis  smui,   est  —    in  circulo 

raihi    1  ")    Nftia  A    E    1744  pag    315—336  ')  Ebenda    pag  325 

^)    Ebeniia    pag    Ja7  ")    Ht&toire   de    lAcademie    de   Serhn      innae   ITi^ 

pag  J2j — 257  Eine  deatsche  UeberBetzting  von  E  H  immer  prtchien  iK  Heft 
Nr  73  lon  (tatwildB  Klassikern  der  esacten  WiBsenschaften 
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Oberflächß  möglichen  Verbindungslinien  jener  Eckpunkte  besteht. 
Gewinnt  man  aus  dieser  Definition,  welcbe  zur  Anwendung  der  Me- 
thode grösster  und  kleinster  Werthe  herausfordert,  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks,  so  wird  man  damit 
die  allgemeinste  Trigonometrie  schaffen,  welche  man  überhaupt  denken 
kann.  Sie  wird  zur  ebenen  Trigonometrie,  wenn  die  Kügeloberflä«he 
mit  einem  unendlich  grossen  Halbmesser  beschrieben  zur  Ebene 
entartet,  zur  sphäroidischen  Trigonometrie,  wenn  statt  der  Kugel- 
oherfläche  die  Oberfläche  eines  Sphäroids  gewählt  wird,  und  in  der 
That  hat  Euler  dem  Aufsatze,  von  welchem  hier  die  Rede  ist,  un- 
mittelbar einen  zweiten:  El^mts  de  la  irigonoimtrie  spluroidigue^) 
nachfolgen  lassen.  Euler  setzt  also  die  Lehre  von  den  kürzesten 
Linien  voraus,  um  trigonometrische  Ergebnisse  abzuleiten,  eine  zum 
mindesten  eigenai'tige  Reihenfolge  der  Entwicklungen,  welche  uns 
nöthigen  wird,  im  117.  Kapitel  des  Aufsatzes  von  1753  abermals  zu 
gedenken. 

Jetzt  dürfen  wir  nur  auf  eine  Zwischenbemerkung  des  Aufsatzes 
eingehen.  Euler  sagt  nämlich  ^),  er  wolle  die  Winkel  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  durch  Ä,  B,  G,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
durch  a,  h,  c  bezeichnen.  Das  war  eine  an  und  für  sich  unbedeu- 
tende Neuerung,  die  jeder,  auch  der  unbedeutendste  Mathematiker 
hiltte  einführen  können,  aber  thatsächlich  ist  es  nicht  geschehen. 
Deshalb  erseheint  es  berechtigt.  Eulers  Aufsatz  von  1753  als  den 
Ursprung  der  Form  der  späteren  Trigonometrie  anzuerkennen,  um  so 
mehr,  als  in  ihm  fortwährend  von  den  Abkürzungssilben  sin,  cos 
(oder  CS),  tang  (oder  tag  oder  tg  oder  tvg)  Gebrauch  gemacht  ist. 


105.  Kapitel. 

Algebra  bis  1745. 

Wir  haben  (S.  406)  angekündigt,  dass  die  von  Newton  zuerst 
aufgeworfene  Frage  nach  der  Anzahl  der  complexen  Gleiehungs- 
wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  von  anderen  englischen  Sehrift- 
''tellem  weiter  gefördert  worden  sei.  Wir  haben  unter  ihnen  in 
fistei  Linie  Colin  Maclaurin  zu  nennen.  Dieser  hat  seine  Unter- 
suchungen in  zwei  Briefen  an  Martin  Folkes^)  (1690—1754),  einen 
^ennogend6n  Privatmann,  der  lange  Zeit  Vorsitzender  der  Royal  Society 
11  London  war,  niedergelegt.     Der  erste  Briefe)  geht  von  folgendem 

')  Histoire  de  VAcademie  de  Berlin.  Annee  1753  pag.  258—293.  *)  Ebenda 
pag.  231.        »)  Poggendorff  I,  7G6,        *)  P.  T,  XXXIV,  104-112. 
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Lemma  aus.  Sind  in  positive  Zahlen  a,  b,  r,  il  ■  ■  ■  gegeben,  so 
lassen  sich  aus  ihnen  — "■-— — ^  Paare  bilden,  deren  jedea  sich  zu 
einem  Producte,  sowie  zu  einer  Differenz  verbinden  lässt.  Die  Summe 
alier  zweifaetorigen  Producte  heisse  J3  =^  ah  -\-  ac  -\-  ■  ■■  -\-hc  -\-  ■■-. 
Die    Summe    der   Quadrate    der   m  Zahlen   heisse  A  ^^  a'  -\-  h^  -{-  c^ 

-\-  tf  -\-  •  ■  ■ .     Die  Summe  der  Quadrate  der Differenzen  ist 

positiv  oder  (a  ~  J>y -\- (a  ~  cf  ^ ^  (ö  —  f)^  +  - .  -  >  0.  Ent- 
wickelt nimmt  sie  die  Gestalt  (m^l)A  —  2B  an,  folglieh  ist 
— ^^^-~  A'>  B.  Sind  einzelne  der  vorgelegten  Zahlen  negativ,  so  findet 
das  Lemma  in  gleicher  Weise  statt,  da  A  unverändert  bleibt,  während 
B  abnimmt,  wenn  einzelne  der  zu  addirenden  Producte  negativ  aus- 
fallen. Sind  alle  a,  h,  c,  d  ■  ■  •  einander  gleich,  so  werden  sämmt- 
licbe  gebildeten  Differenzen,  also  auch  die  Summe  ihrer  Quadrate,  zu 
Null,  d,  h.  es  ist  alsdann  im  —  1)A.  —  2-B  =  0,  und  will  man  diese 
Möglichkeit  raitberöcksichtigen,  so  lautet  das   nun   ganz    allgemeine 

nur  an  das  ßeellsein  von  a,b,c,  d  ■  ■  ■  geknöpfte  Lemma  — --  A  >  R 
Man  kann  ihm  umgekehrte  Giltigkeit  beilegen,  d.  h.  ü>— ^— -j1 
kann  nur  stattfinden,  wenn  nicht  alle  Zahlen  a,  b,  c,  d  ■  •  ■  reell, 
sondern  einzelne  derselben  complex  sind,  Ea  bedarf  kaum  der  Be- 
merkung, dass  wir  nur  neuerem  Sprachgebrauebe  zu  Liebe  complex 
aagen,  die  Schriftsteller  dieses  Kapitels  gebrauchten  ausschliesslich 
das  Wort  imaginär.  Das  Complexsein  von  a  oder  b  u.  s.  w.  können 
wir  auch  so  aussprechen,  dass  die  Gleichung 

auch  complexe  Wurzeln  besitzen  muss,  damit  .B  > — - — A  stattfinden 
kann,  wobei  man  weiter  zu  beachten  hat,  dass  solche  complexe 
Wurzeln  stets  paarweise  auftreten,  sofern  die  Gleicbungscoefficientei) 
reell  sind,     Maclaurin  führte  das  nun  im  Einzelnen  aus. 

Damit    x^  —  (a  -{-  h)x  -{-  ah  =  0    zwei    complexe   Wurzeln    be- 
sitze, muss  ah  >  "-^ —  oder  alix^  >  -  -  {{a  +  b)xy  sein.     Die  New- 

tonsche    Bruehreihe   (S.  404)   ist   -,  ,    „  ■     Ihr   Quotient    ,;  =  -^ 

ist  über  —  (« +  ^)''''  ^"  setzen.  Man  hat  also  zu  vergleichen 
7  {—  {a  -j-  b)xy  mit  ah  ■  x^.  Letztere  Zahl  ist  voran ssetzungsmäss ig 
die  grössere,  und  das  fordert  ein  Minuszeichen.    Das  erste  und  letzte 
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Glied  haben  immer  -|-,  folglich  erscheint  ^ j-  mit  zwei  Zeichen- 
wechseln den  zwei  complexeu  Wurzeln  entsprechend. 

In  der  cubischen  Gleichung  x^  —  (<*  +  ''"!-  '^)^^  4*  (<*^  "H  <^*^ 
-\-  hc)x  —  abc  =  0  besteht  das  Kennzeichen  compleser  Wurzeln  in 
ah-[-ac-\-hc>a^-{-h^'\-c^  oder  in  3(n6  + mc  +  ^c)  >  (a  +  6  +  c)*. 
Die  Newtonsche  Bruehreihe  --,  -^,  y  liefert  die  Quotienten 
a  }_ 

—  =  "5"  "^  "^" '  ^^''^t'^  u^^i'  —  C*^  +  ''  +  c)x^  und  über  {ah  -\-  ac 
T  Y 

-|-6c)  zu  setzen  sind.  Nun  ist  zu  vergleichen  -^-(^  («  -|-  ^  ~l~  c)x^y 
mit  x^  ■  (ab -{- ac -\- bc)x  und  -^{{ab -\- ac -{- bc)xy  mit  — a6c  ■ 
{«-(-&-]-  c)x^.  Der  erste  Vergleich  zeigt,  dass  die  zweite  Zahl 
grösser   ist   als   die    erste,  also   —   erfordert,   den  zweiten  Vergleich 

schenken  wir  uns  und  schreiben  -| '''  -|-  ■     Mag  nun  das  ?  durch 

-|-  oder  durch  —  ersetzt  werden,  jedenfalls  erscheinen  zwei  Zeichen- 
wechsel und  zwei  complexe  Wurzeln. 

In  der  bi quadratischen  Gleichung  X*  —  (a -\-  b  -\-  c  -\-  d)x^  -f- 
(ab  -\-  ac  -{-  aä  -\-  bc  -}-  id  -\-  cä)x^  —  (abc  -\-  abd  -\-  acd  -\-  bcd)x 
-j-  ahcd  ^  0  ist  als  Kriterium  compleser  Wurzeln  erkannt  (ab  -\-  ac 
-lad-\-hc  +  bd^cd)>  \(a^  +  ¥  +  c^  +  d^)  oder  {ab  +  ac 
-\-  ad  -\-bc~\-bd-\-  cd)  >  -ä  ifi  -\-  b  -\-  c  -\-  d"f,  welches,  wenn  die 
Gleichung  kürzer  x*  —  j)x^  -\-  qx^  —  ra;  -j-  s  ^  0  geschrieben  wird, 
die  Form  q  >  ~-p'^  annimmt.  Man  kann  aber  auch  q,  r,  s  zu  dem 
Kriterium  verwenden.  Sind  nämlich  nicht  alle  Grössen  a,  b,  c,  ä 
reell,  so  gilt  das  Gleiche  für  die  vier  Grössen  abc,  abd,  acd,  bcd, 
auf  welche  man  alsdann  das  Lemma  B  >  —z —  A  anwenden  kaum, 
d.  h.  man  hat  abc  ■  abd  -J-  ahc  •  acd  +  abc  ■  hcd  -\-  abd  ■  acd  -\- 
ahd  .  bcd  +  acd  ■bcd>^ (a^b^e^  +  a^b^d^  -f-  a^c^d^  +  b^c^d^).  Die 
sechs  Glieder  links  sind  nichts  anderes  als  abcd(ab  -{•  ac  -\-  bc  -\- 
ad -\-hd -^  cd)  =  sq,  und  die  Klammergrösse  rechts  ist  (abc -\- 
abd  -j-  acd  -\-  bcdf  —  2(abc  ■  abd  +  «&c  ■  acd  +  abc  ■  bcd  + 
abd  ■  acd  -\-  abd-  bcd  +  (^cd ■  bcd)  =  r'  —  2sg.  Die  Ungleichung 
wird  demnach  zu  s^  >  -^-(^^  —  Ssj)    oder    sq  >  -ö-j-^. 

Ein  letzter  Satz,  dessen  Beweis  genau  nach  dem  Muster  der 
mehrfach  gezogenen  Folgerungen  geführt  wird,  heisst  endlich:  Wenn 
x"''-~Ax'"-'--^  Bx"'-^' +Cx^^Dx+E  =  0  eine  Gleichung 
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mit  au sschlies Blich  reellen  Wurzeln  ist,  so  iiinsa  (m  —  1)/!'^  >  2*Wjf} 
und  (m  —  1)1)^  >  2mCE  aein.  Wir  bemerken  zum  üeberflusse, 
dass  die  in  der  ersteii  Üngleicliung  vorkommenden  Gleicliungs- 
coefficienten  A,  B  nicht  mit  den  Wurzelfunctionen  A,  li  des  anfäng- 
lichen Lemma  verwechselt  werden  dürfen. 

Nun  erschien  nach  einiger  Frist  im  Jahre  1738  ein  inhaltlich 
verwandter  Äufaatz^).  Der  Verfasser  hiess  George  Campbell,  aber 
über  seine  Persönlichkeit  Näheres  festzustellen  ist  nicht  gelungen, 
wenn  er  auch  im  114.  Kapitel  uns  abermals  begegnen  wird.  Die 
englische  National  Biot/raphy  z.  B.  kennt  zwar  einen  Theologen 
George  Campbell,  aber  derselbe  lebte  1719 — 1796,  kann  also  unmög- 
lich 1728  einen  mathematischen  Aufsatz  von  Bedeutung  veröffentlicht 
haben.  Campbell  schickt  einige  Lemmata  voiaus.  Damit  die  Wurzeln 
von  ax^  —  J}x  -{•  Ä  =  0  reell  feeieu,  müsse  —  >  «Ä  sein.  Aus  der 
Gleichung  x"  —  llx"'^  +  ■  ■  ■  +  ia;  +  ^  =  0  folge  mittels  x  =  - 
die  neue  Gleichung  Aij"  —  hij"-^  +  ■  ■  ■  i  ^y  +1  =  0,  und  jeder 
Wurzel  X  =^  a  der  ersten  entspreche  eine  Wurzel  «/  =  —  der  zweiten 
Gleichung^).  Die  beiden  Grössen  a  und  —  seien  gleichzeitig  reell 
und  gleichzeitig  comples,  demnach  haben  beide  genannte  Gleichungen 
genau   gleich   viele  complexe  Wuraelu,     Bilde   man  aus  x"  —  Bx"^^ 

-|-  Cx''~'^ ■  ■  ■  ■  dl  '^^^  +  (»a;  +  j1  =  0,  wofür  wir  abweichend  von 

Campbell  kürzer  <t>{a;)  =  0  schreiben  wollen,  eine  neue  Gleichung, 
deren  Entstehung  auf  die  Differentiation  von  (^(x)  hinausBuft,  die 
also  <!>'(«)  =  0  wird  geschrieben  werden  dürfen,  und  habe  '^(x)  =  0 
lauter  reelle  Wurzeln,  so  sei  das  Gleiche  für  ^'{x)  =  0  der  Fall, 
wenn  auch  nicht  umgekehrt,  vielmehr  könne  0'(a:)  =  O  ausschliess- 
lich reelle  Wurzeln  besitzen,  wahrend  ^(x)  =  d  complese  Wurzeln 
habe.  Dagegen  lasse  der  Satz  die  Erweiterung  zu,  dass  0(a;)  =  (' 
mindestens  ebensoviele  complexe  Wurzeln  besitze  als  0'(a;)  =  O, 
AUe  diese  Lemmata,  sagt  Campbell,  seien  bekannt  und  aus  der  Lehre 
von  den  grösstcn  und  kleinsten  Werthen  leicht  herzuleiten,  ßeyueau 
z.  B.  habe  sie  in  seiner  Artalyse  demontr^e  bewiesen. 

Wir  müssen  hier  einige  Worte  über  diesen  letzteren  Schriftsteller 
einschalten.     Charles  Reyneau^)  (1656 — 1728)  war  in  Brissac  un- 

')  P.  T.  XXXV,  615—531,  ^  Campbell   nimmt  an   der  Eweimaligen 

Verwendung  von  a  als  ÖleichuiigBcoefflcieiit  und  als  Gleichungswurzel  köinerlei 
AüBtoss.  Ferner  schreibt  er  auch  in  der  zweiten  Gleichung  nicht  y,  sondern  x 
fflr  die  Unbekannte.  ^)  Hisloire  de  VAcademie  des  Sciences  de  Paris.  AnniSe  17^8 
{Hütoire  pag,  1J2— 116). 
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weit  Angers  geboren.  Er  trat  1676  dem  Orden  des  Oratoriums  in 
Paris  bei,  iind  vielleiclt  schon  aus  jener  Zeit  stammte  eine  enge 
Freundschaft  mit  Mallebranehe.  Reyneaii  fajid  als  Professor  der 
Philosophie  nach  einander  in  Toulon  und  in  Pezenas,  dann  1683  als 
Professor  der  Mathematik  in  Angera  Verwendung.  Seit  1716  war  er 
Associe  lihre  der  Pariser  Akademie.  Seiner  A^mhjse  demoniree  Ton 
1708  wird  nachgerühmt,  sie  habe  die  wesentlichen  Entdeckungen  der 
Descartes,  Leibniz,  Newton  und  Anderer  in  ein  Werk  vereinigt. 
Zu  den  Anderen  dürfte  auch  Rolle  gezählt  werden  müssen,  an  dessen 
bahnbrechende  algebraische  Arbeiten  (S.  120 — 124)  die  Abhandlung 
Campbells  ebenso  erinnert,  wie  unser  Bericht  über  Newtons  Arith- 
metica  tmwersnlis  (S.  407)  ihrer  gedenken  mnsste.  Es  ist  vielleicht 
nicht  ganz  überflüssig,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daas  die 
Arithmetiea  universalis  von  1707  der  Analyse  demontree  von  1708 
vorausging.  Newton  wird  also  Rolle s  Arbeiten  im  Originalwerke 
kennen  gelernt  haben,  während  Campbell  eingestandenermassen  aus 
R«yneaus  aweiter  Quelle  schöpfte. 

Wir  kehren  zu  Campbell  zurück.  Er  geht,  wie  von  ii>(x)  zu  <t>'(;t), 
auch  zu  den  höheren  Ableitungen  über,  indem  er  deren  Gestalt  erörtert, 
und  kommt  schliesslich  zur  quadratischen  Gleichung  <p<^^-^i{x)  == 
n(n—r){n—2)-3x^—(n—l)(n^2)-S-2Bx-\-(n~2)-S-2-ia=0 

oder  zu  — ^— s — -  x^-^(n —  l)Bx  -f-  C  =  0,  von  welcher  aus  behauptet 
wird,  (i>(x')  =  0  habe  mindestens  ebensoviele  complexe  Wurzeln  als  sie. 
Das  Kennzeichen  des  Reellseins  der  Wurzeln  von  -^——x^ — (« — 1)^3; 
-|-  C  =  0  ist  aber  -- —  Iß  >  6',  und  diese  Ungleichung  muss  statt- 
finden, wenn  tl>(x)  =  0  lauter  reelle  Wurzeln  besitzt.  In  diesem  Falle 
sind  ferner  nach  CampbeUs  zweitem  Lemma  auch  die  Wurzeln  von 
Äx"  —  hx''~^  -\-  <;.i-"~-  —  ■  ■  ■  =  0,  bezi eh un^ weise  von  a:"  —  "j"^"~^ 
+  -  x"--  —  ■  -  ■  ^  0  und  von  — ■  „— ^^  —  *____/_ 3:  -|-  -^  =  (J 
reell,  und  es  muss  sein  "  .,  ~  Ts  >  j"  «der  ——V^'^eÄ.  Campbell 
zieht  aus  letzterer  Ungleichung  die  Folgerung  — —  i^>C-4,  die  an 
sich  ganz  richtig  ist,  die  er  aber  nicht  weiter  verwerthet.  Das  Reell- 
sein der  Wurzeln  der  Gleichung  n""'  Grades  0(a;)  =  a:"  —  Bx"-'^ 
+  ■  ■  ■  +  {cx^  —  hx  -\-  Ä)  ^  <i  mit  den  drei  letzten  Coefficienten  +  ''i 
+  ^1,4-^.  zieht  also,  da  (+  hf  =  V  und  (+  c)  ■  {+ A)  =^-  cA  ist, 
nothwendig  die  Folge  nach  sich,  dass  — ^  —  mal  dem  ins  Quadrat 
erhobenen  Coefficienten  von  x  grosser  sein  muss,  als  das  Product  des 
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Coefficienten  von  x^  in  die  absolute  Zahl'),  d.  h,  in  die  Gleichungs- 
eon  staute. 

Wie  durch  aufeinanderfolgende  Atleitungen  aus  0(a;)  .^  0  eine 
quadratische  Gleichung  hervorgebracht  werden  tann,  kann  die  ßeihe 
der  Ableitungen  auch  früher  unterbrochen  werden,  so  dass  etwa  N 
die  Grleichungsconstante  derjenigen  Gleichung  wird,  bei  welcher  man 
stehen  blieb,  während  die  Coefficienten  von  x  und  von  x^  aus  M  und 
aus  L  hervorgehen.  Campbell  nimmt  m  als  Exponenten  des  Coeffi- 
cienten M  an,  d.  h.  er  lässt  in  ^{x)  den  Coefficienten  M  als  Bestand- 
theil  des  Gliedes  +  Mx'"  ""*  erscheinen.  Die  benachbarten  Glieder 
daselbst  sind  '-^  Lx^~'"~^'^  und  4^  Nx''~'^~''-.  Nach  m  —  m  —  1  maliger 
Differentiation    entsteht    (J)!"— "»— 1)(3;)    vom   Grade    n  —  («  —  m  —  1) 

=  m  -|-  1    und    die    Schlusaglieder    sind    4^  y- — -  Lx^ 

—  (n  ~  m)  Mx  -\-  Nj.  Sie  lassen  die  Ungleichung -^'T"-—-  -  (w — myM^ 


-^LN  oder  —7--  ■  — -—  M^  >  LN   stattfinden, 


^(n-m  +  l){n-„, 

n  +  l'n-m+1'- 
sofern     tt»  (x)  =  0     lauter     reelle    Wurzeln    besitzt.      Dabei     ist 

— "jj— j- ■  —  ■— ^7— j  = X'i'    ^'  ^'  '^^^   Quotient,   welcher    entsteht, 


1  in   der  Bruchreihe 


«+i 


(m  +  1)*''  Bruch  durch  den  m"*"  dividirt  wird,  und  das  ist  ja  das 
Bild ungsge setz  der  von  Newton  aufgestellten  Zahlenfactoren.  So  oft 
die  als  nothwendig  erkannte  Ungleichung  nicht  stattfindet,  kann  man 
auf  das  Vorhandensein  eines  Paares  complescr  Wurzeln  schlieasen, 
und  daraus,  behauptet  Campbell,  könne  man  unmittelbar  Newtons 
Regel  für  die  Auffindung  der  Anzahl  compleser  Wurzeln  herleiten^). 
Campbell  berechnet  niinmehr  die  bei  Gleichungen  mit  ausschliesslich 
reellen  Wurzeln   positive  Differenz  — nrr  '  ^ — IT^-^^  —  ^-^  "^*^ 

findet  sie  =  T-^r^if-^ — x"f>  —  -j  —  y ! ■  ■  ■  unter  Annahme 

folgender  Abkürzungen.  Als  Coefficient  von  -j- x"-""'  in  ^(x)  ist  M 
die  Summe  der  als  Producte  aufgefaasten  Combinationen  zu  je  m 
aus  den  n  Gleichungs wurzeln  a,  1),  c,  ä  ■  ■  ■;  bildet  man  aus  diesen 
"^''^--— y'''    -*"^-  Gliedern    von    M    alle   Differenzen    von   je    2, 


')   «Mmems  absolufus.  ')   Ex  dictis  imwediate  dedudtm  demonstratio 

Regulas  guom  dedit  ühistrissimm  Ne/uitoniis,  qua  determmatwr  Nitmems  Kadicum 
impombSium  w  guavü  data  Aequatione. 
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gibt,  und  nimmt  die  Summe  ihrer  Quadrate,  so  soll  dieselbe  Z 
heissen.  Unter  den  gebildeten  Differenzen  kann  man  solche  unter- 
scheiden, deren  Glieder  bis  auf  einen  Factor  erster  Dimension  über- 
einstimmen, solche,  bei  denen  die  Glieder  der  Uebereinstimmung  in 
Bezug  auf  Faetoren  2"'',  3'"  Dimension  entbehren  u.  s.  w.  Die 
Summen  der  Quadrate  der  so  in  Gruppen  geordneten  Differenzen  heissen 

a,p,y  --•.   Das  Wegativsem  von     ■_,  ^r-p^ — -^-7^  —  -„-  —  o  —  v 

bildet  alsdann  eine  andere  Form  der  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein com  plexer  Gleiehunga  wurzeln. 

"Wollten  wir  rein  chronologisch  in  unserer  Erzählung  von  der 
Entwicklung  der  Algebra  fortschreiten,  so  wäre  an  dieser  Stelle  über 
eine  Abhandlung  Daniel  Bernoullis  von  1728  zu  berichten. 
Wir  freuen  uns  diesen  Bericht  aus  bestimmten  Gründen  bis  zum 
109.  Kapitel  hinausschieben  zu  können  und  dadurch  in  der  Lage  zu 
sein,  ohne  von  dem  begonnenen  Gegenstande  abzulenken,  weiter  fort- 
zufahren. 

Maclaurins  zweiter  Brief  an  Folkes  fordert  nämlich  unsere 
Aufmerksamkeit,  den  er  1729  dem  ersten  Briefe  folgen  Hess'),  offenbar 
in  einiger  Verstimmung  darüber,  dass  Campbell  ihm  Manches  von 
seinen  seit  Veröffentlichung  des  ersten  Briefes  neu  gejs-onnenen  Er- 
gebnissen vorweg  genommen  hatte.  So  ist  wohl  Maclaurins  Ein- 
leitungssatz zu  verstehen,  er  habe  die  Absicht  gehegt  eine  Algebra 
herauszugeben  und  habe  dieser  seine  weiteren  Forschungen  einver- 
leiben wollen,  er  ziehe  jedoch  aus  gewissen  Gründen  vor.  nun  doch 
eine  neue  Abhandlung  zu  veröffentlichen.  Die  Gleichung,  von  deren 
Wurzeln  der  Brief  handelt,  und  die  wir  wieder  mitunter  durch 
<t>(3;)  =  0  bezeichnen  werden,  hat  die  Gestalt 

Die  Wurzeln  sollen  a,  h,  c,  d,  f,  f,  g,  h,  i,  k,  l  ■  ■  ■  sein,  so  dass 
^  =  «  4"  ''  +  '•  +  ''  +  ''  +  ■■■  •  Maelaurin  nennt  m,  b,  c  •  ■  ■  Theile 
oder  Glieder  des  Coefficienten  A,  ebenso  ab,  ac,  ad  ■  ■  •  Theile  oder 
Glieder  des  Coefficienten  B  u.  s.  w.  Dimension  eines  Gliedes 
oder  eines  Coefficienten  nennt  er  die  Anzahl  der  in  jedem  Gliede  als 
Faetoren  enthaltenen  Wurzeln,  Mithin  ist  ..4  ein  Coefficient  von  der 
Dimension   1,    B,   C   sind   solche   von    der  Dimension  2,   3    u.  s.  w. 

')  P.  T.  XXXV[,  5y— IIB. 
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Theile  verschiedener  Coefficieüten  sind  unter  einander  ähnlich,  wenn 
alle  Factoren  des  Theiles  des  Coefficienten  niedriger  Dimension  in 
dem  Theile  dessen  von  höherer  Dimension  vorkommen.  Ist  umge- 
kehrt kein  Factor  des  Theiles  des  niedrigeren  Coefficienten  in  dem 
Theile  des  höheren  vorhanden,  so  heissen  die  Theile  imähnlich.  So 
sind  ahc  und  abcde  ähnhehe  Theile  von  C  und  E,  ah  und  cdefgh 
unähnliche  Theile  von  B  und  F.  Mit  Hilfe  dieser  Benennungen  er- 
läutert Maelaurin  alsdann  auch  eine  Bezeichnung:  er  schreibt  CD' 
für  die  Summe  der  Producte,  welche  entstehen,  wenn  alle  Theile  von 
C  mit  den  ihnen  ähnliehen  Th eilen  von  D  vervielfacht  werden. 
C'C  ist  folglieh  die  Summe  der  Quadrate  aller  Theile  von  C  Da- 
gegen bedeutet  ihm  C'C  die  Summe  der  Producte  von  je  zwei  un- 
gleichen Theilen  von  (7  miteinander.  Demnach  ist  CC=  C6''+26"C. 
Bei  Vervielfachung  ähnlicher  Theile  von  unter  einander  verschiedenen 
Coefficienten  macht  Maelaurin  darauf  aufmerksam,  dass  deren  Pro- 
ductentheile  bei  der  Vervielfachung  ganzer  Coefficienten  bald  nur 
einmal,  bald  wiederholt  auftreten.  Wenn  z.  B.  in  CG'  das  Glied 
a^h^c^defg  vorkommt,  so  ist  in  CG  ebendasselbe  Glied  einmal  ent- 
halten. Anders  verhält  es  sich,  wenn  das  Product  DF  gebildet 
wird.  Da  nämlich  a^b^c^defg  =  ahcd  ■  ahcefg  =  abce  ■  aicdfg 
=  abcf-  ahcdeg  =  aheg  ■  ahcdef,  ao  wird  dieses  Glied  4mal  in  DF 
vorkommen,  d.  h.  ebenso  oft  als  die  Differenz  der  Dimensionazahlen 
von  C  und  G,  7  —  3  =  4,  vorschreibt.  Wird  ferner  I?  gebildet,  so 
erscheint  a^b^c^defg=  ahcde  ■  ahcfg  =  ahcdf  •  alceg  =  ahcdg  ■  ahcef 
oder  3  mal,  d.  h.  halb  so  oft  als  7  —  3  =  4  Elemente  zu  je  zwei 
zusammengefasst  werden  können.  Mit  Hilfe  dieser  Betrachtung,  be- 
ziehungsweise Bezeichnung,  und  gestützt  auf  die  Ergebnisse  des  ersten 
Briefes  stellt  Maelaurin  folgende  Sätze  auf.  Sei  in  der  oben  kurz 
mit  0(3:)  =  0  bezeichneten  Gleichung  m  der  Unterschied  der  Dimen- 
sionen von  C  und  G,  so  ist  CG  =  C G'  -\-  {m  +  2)  B' E' 
,     )»  4-  3     m  +  i    ,,  -,,    ,     -DiA-i     m+  b     m  +  C     ,        „        ,     , 

+  -^ -r-^  ^  +  -f Y "3    •  1  •  -^^  ^•^-  ■«'«g™ 

,M  =  7~3  =  4  ist  CG  =  C'G'+ ÖB'^'-f  28^'J'-f  120ä:. 
Aehnlicher  Weise  ist  auch  D7^=D'f -|-4C"G'+ löB'S'-f  56^'i' 
+  210^  und  E^  =  E'E'  +  2D'F'  +  6C"G'+  20£'.H'  +  70^7' 
+  256Z'.  Ist  femer  Z  =  ^  .  -  —  .  ~-  -  .  .  . ^  wo  die  Anzahl  der 
mit  einander  vervielfachten  Brüche  der  Dimension  von  E  gleich- 
kommt, wodurch  l  die  Bedeutung  der  Anzahl  der  den  Coefficienten  E 
bildenden  Glieder  erhält,  so  ist  unter  Annahme  lauter  reeller 
Gleichungswurzeln  ^-^F?>I)F—  CG  +  BH—AI  +  K.  Hat 
<J>(«)  =  0  nicht  bloss  lauter  reelle  Wurzeln,  sondern   diese  auch  alle 
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gleichen  Vorzeichens,  ist  ferner  C  von  der  Dimension  r,  B  von  der 
Dimension  r  —  l,G  und  Jfvon  den  Dimensionen  r-|-s  und  r +  s-|-  li 
ao  ist  {n  —  r~s)rC'G'>{s^-\){s-\-2)B'H'.  Wird  s  =  0,  d.  h. 
geht  sowohl  G  als  G  in  E  über,  ao  nimmt  der  Satz  die  Gestalt  an 
(n  —  t^rE'E'  >2D'F'  oder  mE'E'  >  2D'F',  wenn  von  jetzt  an 
m  eine  Abkürzung  für  (« —  r)r  ist,  während  s  dem  früheren  m 
entaprieht.  Dieselbe  Abkürzung  gestattet  (n  —  r  —  i)  (r  ^  q) 
=  m  —  g«  +  2*  zu  schreiben  und  mit  Anwendung  dieser  Zeichen 
heiest  (q  —  r  —  l)  (r  ~  1)D'F' >  d  ■  4C' a'  auch  {m  —  n -\- 1) D' F' 
>12C'G'.  Ebenso  ist  (j»—2«+4)C'(;'>30B'ir,(3»—3«+9)B'H' 
>  bGAT,  (m  —  in  +  16)  J.'/'  >  90X.  Die  unter  der  erwähnten 
Voraussetzung,  dass  alle  Gleichungs wurzeln  reell  und  gleichen  Vor- 
zeichens sind,  stets  positiven  Differenzen  zwischen  je  zwei  mit  einander 
verglichenen  Grössen  hat  nun  Maclau rin  durch  be strichelte  kleine 
lateinische  Buchstaben  bezeichnet,  d.  h,  er  setzt: 

mE'E'—    2I)'F'=a' 
(m—    «  +  l)I)'F'  —  VJC'G'  =  7/ 
{m~2n  +  i)C'a'  — 30£'£'=c' 
(m  —  3w  +  9)B'fl'  —  56^'!'  =  d' 
(m  — 4«+  1G)^'I'— 90Ji:       =  e' 
und  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Zahlen  2,  12,  30,  56,  90  in 
stets  um  8   zuuehmenden  Differenzen  anwachsen.     Maclaurin  verviel- 
facht nunmehr  die  oben  angeführten  Werthe  von  E^  und  DF  mit  tn, 
beziehungsweise  mit  )»  +  w  -f-  1,  so  dass  er  erhält: 

mE'  =  mE'E'-\-2mD'F'-\-  &mC'G'  +  20mB'H' 
^107nA'J'-\-25QtnK, 
{m-\-n^  1)Z>F=  (m  +  K  +  l)i)T'+  4(m  +  n  -\-  1)C'G' 

+  15(m  +  «  +  l)]i'H-  +  56(iM  +  «  +  1},4'7' 
+  210{ra  +  n  +  l)iC 

und  zieht  beide  Werthe  von  einander  ab.     Er  erhält: 

mE^^im  +  H  +  1)7)J'=  mE'E' -{-  (tu  —  n  ~.l)I)'F'-\- 
(2j»— 4w— 4)G'G'+{5»i— IJn  — 15)ü'£'+(14m— 56jj^56)^'/' 
+  (46m— 210»— 210)_ff=«'+0«— M+l)i)'J"+(2M— 4«-~4)C'ff' 
+  (5m-15»-15)B'i/'+(14m-56»-56)^7'+(46m-210«-210)£:. 
Man  sieht,  wie  weitere  Einführungen  kleiner  bestrichener  Buchstaben 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  erfolgen.  Man  setzt  (m  —  n-^l)D'F' 
=='>'+  126"  G',  dann  (am  — 4k  + 8)C'G'=  2c'+ eOB'lT  u.  s.w. 
Man  erhält  endlich:  mE*  —  (m  +  ii  + l)i)J'=  n'-f  &'+ 2c'+ öd' 
-[-  14e'  und  die  Zahlen  1,  1,  2,  5,  14,  welche  dabei  auftreten,  sind 
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nichts  anderes  als  1  —  0,  2  —  1,  6  —  4,  20-15,  70  —  56,  d.  h.  die 
Differenzen  der  Zahlen,  welche  vorher  bei  der  Entwicklung  von  I'? 
und  DF  nach  Summen  von  Producten  grosser  bestrichelter  Buch- 
staben auftraten.  Die  gefundene  Gleichung  gestattet  aber  auch  die  ■ 
Umformung  in  ^— ^-— g  ^  _DJ--j-  g'+  '''  +  ^+^J'-+iÜ'.  Nun 
war  m  =^  (n  —  r)r  positiv,  ebenso  muss  »i  -\-  n  -\-  1  =^  nr  —  r^ 
-\-  n  -\-  1  =  (^n  —  »■  -|-  1)  (/■  -j-  1)   positiv  sein.     Ferner  ist  — 4^j_-f 

^"^  ( ""  _" -"LLTu  ^ÜTi '^  ^ir~  4^1 '     ■'^^^   genannte    Gleichung   hat   also 


auch   eine   Ungleichung  — ::"ni"T  -^^  ^  ^^   ^^^    Folge,    sobald    alle 

Wurzeln  von  <i>(x)  =  0  reell  sind;  die  Bedingung  gleichen  Vor- 
zeichens für  die  Wurzeln  lasst  Maclaurin  hier  plötzlich  fallen,  ohne 
eine   Begründung   dafür    zu   geben.     Dagegen   macht   er    darauf   auf- 

dass  — - — j—    der   Quotient   zweier    Brüche    sei,   welcheu 


Newton  dem  Coeffleienten  E  zuordnete.  Maclaurin  fügt  dann  noch 
einige  andere  Ungleichungen  zwischen  Producten  von  Coeffleienten 
hinzu,  welche  theils  stattfinden,  wenn  alle  Wurzeln  von  <t>{x)  =  0 
reell,  theils  wenn  sie  reell  und  gleichen  Vorzeichens  sind.  Das  Nieht- 
stattfinden  der  betreffenden  Ungleichungen  zieht  die  Folgerung  auf 
das  Vorhandensein  eomplexer  Wurzeln  nach  sich,  und  der  Verfassei' 
fügt  hinzu,  er  sei  auch  im  Stande  die  Anzahl  der  complexeii 
Wurzeln  zu  bestimmen,  nur  sei  der  Beweis  sehr  umständlich.  Ei- 
verzichtet  darauf  und  gibt  ein  anderes,  von  ganz  anderen  Gesichts- 
punkten aus  gefundenes  Merkmal  dafür,  daes  <t>(x)  =  0  lauter  reelle 
Wurzein  gleichen  Vorzeichens  besitze. 

Wird,  sagt  er,  eine  Summe  in  beliebig  viele  Theile  zerlegt,  so 
ist  das  Product  dieser  Theile  am  grössten,  wenn  alle  Theile  gleich 
sind,  und  unter  derselben  Abnahme  gleicher  Theile  wird  auch  die 
Summe  von  Producten  solcher  Theile  unter  einander  am  grössten, 
die  Summe  gleicher  Potenzen  der  einzelnen  Theile  dagegen  am 
kleinsten.  In  Zeichen  geschrieben  wird,  sofern  Xi -\- x^  -\-  ■  •  ■  ■]-  x„  =  0: 
ist,  ^«t,a^A,  ■  ■■  a:*;,  bei  /*i  <  Äj  <  ■- ■  <  A*  ein  Maximum  und  ^.x^ 
ein  Minimum  bei  a'.  =  x«  =  ■  ■  -  x„  = 
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Da  wir  Eeyneaiis  Analyse  ddmontrce  nie  zu  Gesicht  bekommen 
haben,  so  wissen  wir  nicht,  ob  nicht  dort  Äehnliches  sich  findet, 
was  uns  nach  Campbeils  Benutzung  dieses  Werkes  (S.  Ö64)  nicht 
ausgesehlosaen  erscheint.  Tänschen  wir  uns  darin,  so  erkennen  wir 
hier  bei  Maelaurin  das  erste  Beispiel  eines  Maximum  und  eines 
Minimum  einer  Function  von  beliebig  vielen  unabhängigen 
Veränderlichen. 

Die  Aufgabe  würde  einen  ungemeinen  theoretischen  Fortschritt 
darstellen,  wenn  Maelaurin  sie  in  dieser  Bedeutung  aufgefasst  und  ihr 
mittels    der   Infinitesimalrechnung 

zu  Leibe  gegangen   wäre.     Daran      J  T,  T  Te  d 

dachte  er  freilich  nicht.    Er  nahm  j-i^  ^^ 

als  bekannt  an,  dass  das  Quadrat 

das  grösste  Rechteck  gleichen  Umfanges  eei  und  schloss  von  da 
aus  weiter.  Man  zerlege  (Fig.  95)  die  AB  in  beliebig  viele  Stücke 
AC,  CD,  DE,  ES  und  bilde  ein  Produet  Ad  ■  CD  DE  •  EB, 
welches  ein  Maximum  sein  soll.  Jedenfalls  wird  E  in  der  Mitte 
zwischen  D  und  B  liegen  müssen,  weil  dann  DE  ■  EB'>  De  ■  eB, 
wo  auch  e  ausserhalb  dieser  Mitte  zwischen  D  und  B  liegen  mag. 
Aehnlicherweise  muss  D  in  der  Mitte  von  CE,  Ü  in  der  Mitte  von 
AD  angenommen  werden,  d.h.  es  muas  AC=CD  =  DE=^EB  sein. 

Der  von  den  so  begründeten  Sätzen  gemachte  Gebrauch  ist 
folgender.  Sei  wieder  '^(x)  ^  a:"  —  Ax"~^  -j-  ]ix"~^  —  Cx''~^ 
-j-  Dx''~^  —  . . .  =  0  und  D  der  Coefficient  von  der  Dimension  r,  sei 

überdies  -r-  — 5—  ■  ■  ■ 7  ~  =  l.     Gesetzt   ß>{x)  =  0   hätte   lauter 

gleiche  Wurzeln,  so  müsste,  weil  A  die  Summe  der  n  Gleichungs- 
wurzeln ist,  jede  derselbe  -  sein,  und  die  Gleichung  hiesso  alsdann 
(x— -~)''=0  oder^c"  — ^^"-i  +  ."  .''l::^\^^x"-''^ 1-'4*""'' 

4-  -  •  ■  =  0.  Die  Coefficieuten  von  x"~^,  von  a;""""  sind  zugleich  die 
Summen  der  Prodncte  zu  je  zwei,  zu  je  r  der  unter  einander  gleichen 
Crleiehungs  würz  ein,  während  in  dem  wirkliehen  ^(x)  der  Coefficient 
B  und  der  Coefficient  von  der  Dimension  r  die  gleichen  Beziehungen 
zu  den  im  Allgemeinen  wenigstens  theilweiae  von  einander  verschie- 
denen Gleichungs wurzeln  besitzen,  deren  Gesammtsumme  jedoch  wieder 
A  ist.  Jene  hypothetischen  Wurzeln  machen  die  aus  ihnen  gebil- 
deten Coefficienten  unter  einer  bestimmten  Voraussetz  ang,  welche  der 
Figur  sich  entnehmen  läast,  zu  einem  Maximum,  nämlich  dann  und 
nur  dann,  wenn  sämmtüehe  Veränderliche,  d.  h.  sämmtliche  Gleichungs- 
wurzeln reell  sind.     Unter  dieser  Voraussetzung  muss  z.  B.  l--^  D 
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sein,  wenn  D  der  Coefficient  von  der  Dimension  r  ist.  Aehnlich  ge- 
baute Ungleiehungen  lassen  sich  auch  mittels  S,  C  ■  ■  ■  herstellen,  die 
nothwendig  stattfinden  müssen,  wenn  alle  Gleichungswurzeln  von 
<l>(x)  =  0  reell  und  gleichen  Vorzeichens  sind.  Das  Nichtstatthaben 
einer  solchen  Ungleichung  schUesst  also  die  ausgesprochene  Be- 
dingung für  die  Gleiehungswurzeln  aus. 

Maclaurin  schlägt  noch  einen  dritten  Weg  zum  Nachweise  coui- 
plexer  Gleichungs wurzeln  ein,  indem  er  von  der  Herstellung  von 
Grenzen  für  die  Wurzelwertbe  ausgeht.  Die  Gleichung  <P  (x)  = 
x"  —  jlaf  ~^  -|-  Bx'"~'^  —  ■  ■  ■  =  0  wird  durch  die  Substitution 
X  =  y  -{-  e,  wo  e  irgend  eine  reelle  Zahl  bedeutet,  in  eine  Gleichung 
H'(j/)  ^  0  umgewandelt,  deren  Wurzeln  um  e  kleiner  sind  als  die 
Wurzeln  von  <^{x)  =  0.  Ordnet  man  ^(j/)  nach  steigenden  Potenzen 
von  y  und  betrachtet  die  e  enthaltenden  Ausdrücke,  mit  welchen 
y",  y'',  y^  •  ■  ■  vervielfacht  erscheinen,  so  ist,  sagt  Maclaurin,  deren 
Bildungs weise  offenbar,  patet.  Er  beschreibt  diese  Bildungs weise, 
ohne  sich  der  Differentialquotienten  zu  bedienen.  Ahmen  wir  ihm 
darin  nicht  nach,  sondern  schreiben  wir  so,  wie  es  gegenwärtig  ge- 
bräuchlich ist,  und  wie  es  Maclaurin  mit  Flusionapünktchen  auch 
hätte  thun  können,  so  ist: 

l'W  -*(.!)  +  »•(«)■!/  +  ^  ■»■  +  ■■■  +  i--*'.^--  ,■»'  +  ■■- 

Nun  sei  '^(x)  =  (x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  ■  ■  ■  und  werde,  während 
K  <,  L  und  beide  reell  sind,  negativ  durch  x  =  K,  positiv  durch 
x  =  L.  Das  kann  nur  so  erfolgt  sein,  dass  von  den  Factoren  K — a, 
L  —  a  oder  K  —  b,  L  —  b  oder  K  —  c,  L  —  c  u.  s.  w.  mindestens 
einer  das  entgegengesetzte  Zeichen  besitzt  als  der  ihm  entsprechende, 
dasa  also  z.B.  K — 6  negativ,  L — h  positiv  ausfällt,  d.  h,  K<ii<L 
ist.  Man  besitzt  also  K  und  L  als  Wurzelgrenzen,  zwischen  welchen 
mindestens  eine  Wurzel  a:  =  6  liegt,  und  dieses  b  muss,  fährt  Mac- 
laurin fort,  reell  sein.  Complexe  Wurzeln  kommen,  sagt  er,  paar- 
weise vor;  neben  x  —  m  — ")/—  w^  muss  auch  x  —  m  -\-  y--- n^  ein 
Factor  von  'i>{x)  sein,  also  auch  deren  Product  [x~my-\-n^,  und 
dieses  ändert  sein  Zeichen  nicht,  mag  x  =  K  oder  x  =  L  gesetzt 
werden. 

Maclaurin  kehrt  jetzt  zu  ^{x)  =  ¥(»/)  =  0(e)  +  <i>'{0  ■  y 
-f-  -~^  .  j/2  _|_  . . .  =^  0  zurück  unter  Berücksichtigung  einer  Grössen- 
Ordnung  unter  den  Wurzeln  von  <\>{x)  =  0,  sodass  etwa  ra<?*<c<(^<--'- 
Setzt  man  das  an  sich  beliebige  e  =  d,  so  wird  tj)  («)  =  0,  ußd 
Y(j/J  =  0,  deren  Wurzeln  a--  e,  b  —  e,  c~e,d  —  e  ■■■  jetzt  a—~a  =  V, 
b  —  o,  c  —  a,  d  —  «  ■■■   sein   werden,   geht    nach   Weglassung    des 
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gemeinsamen  Factors  ^  in  <!>'(»)  +  ■  -  <t>"(a)y  -  •  -  =  0  über,  welche 
nach  1/  nur  noch  Tom  Grade  n  —  1  ist  und  erfüllt  werden  mtisa, 
wenn  y  =  h  —  a,,  if  =  c  —  a,  y  ^=  d  —  <*  ■■■•  Dabei  iat  (wenn  etwa 
als   bestimmtes  Beispiel   n  =  4  gewählt  wird)    ia   der  nach   y  noch 

kubischen  Gleichung  *'(^)  +  "ö"*"'-**^^  "t"  T*'"^'*^^^  ~t~  ^^  ^  "^  '^^^ 
y  nicht  mehr  enthaltende  Gleichuagstheil  <i>'(a)  das  negative  Produet 
der  noch  übrigen  Wurzelwerthe  h^a,  c  —  a,  d  —  a.  Man  hat  also 
<l)'((i)  =  ■ —  {b  —  a){c  —  a)  (c7  —  a)  negativ  wegen  a  <ih  <<'  <i  d. 

Wird  in  M'(y)  =  0  ferner  e  =  &,  e  =  e,  e  =  d  eingesetzt,  so 
entstehen  noch  drei  weitere  nach  y  kubische  Gleichungen  mit  von  y 
freien  Gliedern,  deren  Vorzeichen  bekannt  sind; 

*■?■)  +  |<1>"(»)»  +  -[*"■('')»'  +  !/'■=« 
*■(«)  +  Y<f"W!/  +  -[*"'(«)!/"  +  !(■-  0 

*'('0  +  Y<t>"(<i)s  +  T*"W!''  +  r'  -  0 


*'(*)  —  — 

(o-i)(c-6)(Ä- 

~4)>0 

*'(c)  =  ~- 

(ii  -  c)  (6  -  e)  (d  - 

-  c)<0 

*'(ii!)  =  — 

(a^<i)(6— I^)(c- 

-(i)>0. 

Der  Reihe  nach  ist  ^'(ß),  *t>'{'i),  '^'{f^,  '^'(d)  negativ,  positiv,  nega- 
tiv, positiv  oder  a  und  6,  6  und  c,  c  und  <l  sind  die  Grenzwerthe 
der  drei  reellen  Wurzeln  von  <l>'(e)  =  0.  Man  kann  daraus  rück- 
wärts schliessen,  daas,  wenn  «',  b',  c  reelle  Wurzeln  von  t!)'(e)  =  0 
sind,  ebenso  reeUe  a,  6,  c,  i?  vorhanden  sein  müssen,  zwischen  denen 
die  «',  V,  c'  liegen,  und  dass  diese  a,  b,  c,  d  reelle  Wurzeln  der  um 
einen  Grad  höheren  Gleichung  (l>(x)  =  0  sind.  Hat  dagegen  <l>'(e)^Ü 
eine  eomplexe  Wurzel,  so  kann  diese,  wie  oben  gezeigt  wurde,  nicht 
zwischert  zwei  reellen  Wurzelgrenzen  liegen,  d.  h.  auch  't'(x')  =  0 
hat  dann  eomplexe  Wurzeln.  Man  kann  diese  Schlüsse  wiederholen 
und  erhält  das  Ergebniss,  dass  wenn  <i>^''~'^^(x)  =  0,  welches  eine 
quadratische  leicht  aufzulösende  Gleichung  ist,  eomplexe  Wurzeln 
besitzt,  das  Gleiche  auch  für  0(ir)  =  0  der  Fall  sein  muss. 

Fassen  wir  den  Eindruck  der  beiden  Abhandlungen  Maclaurins, 
der  zwischen  beide  fallenden  Abhandlung  Campbeils,  welche,  wenn 
man  auch  an  der  Unabhängigkeit  des  Entstehens  der  Ergebnisse  in 
Maclaurins  zweiter  Veröffentlichung  nicht  den  geringsten  Zweifel  hegen 
kann,  sicherlich  Dir  rasches  Erscheinen  hervon-ief  {S.  567)  zusammen, 
so  muss  man  sagen:    diese  Abhandlungen  brachten  Erläuterungen  ku 
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Newtons  Regel  für  die  Auffindung  der  Anzahl  eomplexer  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung,  behaupteten  auch  seine  Regel  beweisen 
zu  können,  blieben  aber  thatsächlieh  den  Beweis  schuldig  und  be- 
rührten nicht  einmal  die  Schwierigkeit  der  Ausnahmefälle  (S.  405). 
Ein  grosser  Fortschritt  kg  aber  immerhin  darin,  dass  ein  Blick  in 
die  Entstehung  der  Newtonschen  Regel  eioftnet  war 

Euler  hat  sich  1732  erstmalig  mit  d,igebraischen  Fragen  be 
schäftigt  und  die  Abhandlung  De  fomii'i  radirum  iie<]i<ationum  (ujus 
que  ordinis  conjectatio^)  dem  Druck  übeigeben  Ei  ^eigt  dann,  wie 
die  allgemeine  Gleichung  2*™,  3*™,  4'™  Giades  jeweil  auf  eine  Glei 
chung  1*''",  2"'",  3*™  Grades  zurückgeführt  werden  kann,  deren  Wurzeln 
zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  Verwen- 
dung finden.  Auflösende  Gleichung,  aequatio  resohens^)  heissfc  bei 
Euler  die  Gleichung  niedrigeren  Grades,  welche  bei  der  Auflösung 
der  Gleichung  höheren  Grades  Unterstützung  bringt,  und  der  Name 
Resolvente  ist  allseitig  angenommen  worden.  Für  die  Gleichungen 
S'™,  3'°",  4'™  Grades  ist  der  Gedankengang  folgender.  Für  x^  =  n 
ist  .s;  =  a  die  Resolvente,  und  x^  =  -\-  yä,  a;^  =  —  Yä  sind  die 
Gleichungswurzeln.  Ein  Glied  ersten  Grades  nach  x  kann  als  weg- 
geschafft gedacht  werden,  da  man  jede  Gleichung  von  ihrem  zweit- 
höchsten Gliede  befreien  kann. 

Deshalb  heisst  auch  die  allgemeine  kubische  Gleichung  x'^ax-\-h. 
Zum  Zwecke  ihrer  Lösung  nimmt  Euler  als  Wurzel  x  =  )/Ä -{-]■' JS 
an.  Durch  Erbebung  auf  die  3.  Potenz  entsteht  x^  =  A  -\-  B 
-j-  ^yÄBiVÄ  +  yii)  ^  3  VäB  .x-\-{A-\-B).  Uebereinstimmung 
mit  x'*  =  ax  -^  b  findet  statt,  wenn  3  \^ÄB  =  a  und  A  -^  B  =h, 
oder  wenn  A  und  B  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Resolvente 
z^  =  hz  —  -   sind.  Euler  gibt  dann  neben  der  Wurzel  x^  ^  ^A  +  V-B 

die  beiden  anderen  Wurzeln  x^  =  iiYÄ-\-  vy^B  und  Xg^^vV-^  +  f^V-^ 
an,  wo  ,tt  ■  v  =  1  und  (i,  v  die  von  1  verschiedenen  dritten  Einheits 
wurzeln  sind. 

Bei  X*  =  ax^  -i-  bx  -]-  c  setzt  Euler  «  =  l/j."  +  y^  +  y'C  mit 
der  Annahme  A,  B,  C  seien  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 
^  =  «2»— ^^  +  y,  wo  also  u^A-\-B'i'C,ß=AB-\-ÄC  +  BC, 
y  =  ABC  sein  muss.  Quadrirung  von  x  =  YA  -\-  Y^  +  V^  liefert 
*■=  =  yl  +  i?  +  6'  +  2YA  B  +  21/Z6'  +  2>/b7"?  =  «  +  äd/L-Hf 
+  l/l6'-i-y7fC).      Quadrirung     von    x' —  a  ^  2{yAB  +  Vä<! 


')  Convmetiiarii  Academiae  PetropoUtana«  ad  c 
21G-'331.  ^  Ebenda  pag.  220. 
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-|-  YBC)  liefert  sodann  x*  —  2ctx°-  4-«-=4(^B  +  ^C  +  BC) 
+  81/ZBÜ{i/Z-}-V'B  +  "|/C)  =  4/5  +  Sa^l/y  oder  a^=2u-x^ 
~\-  ^Yy-x-}-  (4(5  — k").  Das  ist  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  2a^a, 
8/y  =  b,  4ß  -  ««=  e  o<ler  a  =  --,  ^  =  ^  +  "g,  y  =  ^^  ist.     Die 

Kesolvente  heisat  also  3^=  ^'^^~~~~m — ^  "^  ri'  ^^^  ^^^'^  ^^^^ 
Wurzeln  A,  li,  C  geben  die  vier  Werthe:    a:^  =  yZ  +  "/iJ  +  /€, 

x^  =  YÄ  —  yB  —  Yc,  xs^  —  YA-j-yB—Yc,  a;^  =  — yi— 

YB  -\-  yC.  Daneben  zeigt  Euler,  dass  man  auch  eine  kubische 
ßesolvente  mit  den  Wurzeln  E,  F,  G  zu  bilden  im  Stande  sei,  sodass 
X  =  yJE  -\-  YF  -\-  y  ö  die  vorgelegte  Gieichung  befriedige. 

Das  gibt  ihm  die  Vermathung,  es  müsse  zu  jeder  vom  zweit- 
höchsten Gliede  befreiten  Gleichung  .T"  =  (i3i"~^-f"''^"~*  4"  ^■*^"~*H 

eine  Jlesolvente  z"~'  =  az"~^  —  ßz''~^  -|-  ys''~*  —  ■  ■  -  geben,  zu 
welcher  man  mittels  einer  Substitution  x  =  YÄ  -\-  YB  +  YC  +  ■  ■  ■ 
gelange,  welche  x  als  Summe  von  n  —  1  Wurzelgrösaen  m'^'  Ordnung 
auffaast.  Freilicli  sei  die  Schwierigkeit,  die  Resolveute  wirklich  zu 
ermitteln,  schon  bei  » =  5  eine  für  ihn  noch  unüberwindliche,  er 
glaube  indessen,  die  Aufgabe  werde  lösbar  sein.  Euler  hat  also  liier 
nicht  30  richtig  wie  Leibniz  (S.  117)  in  die  Zukunft  zu  schauen 
gewosst,  während  sein  Auflösungs versuch  mit  einem  Tschirnhaus- 
achen  Gedanken  zusammentraf.  Bei  Versuchen  solche  Gleichungen 
aufzufinden,  für  welche  es  gelingt  eine  ßesolvente  niedrigeren  Grades 
7.a  bilden,  kommt  Euler  auf  die  reciproke  Gleichung^)  zu  reden, 
d.  h.  auf  eine  solche,  welche  ihre  Form  nicht  ändert,  wenn  ihre  Un- 
bekannte 11  mit  vertauscht  wird. 
"         y 

Die  innerhalb  jedes  Kapitels  im  Allgemeinen  von  uns  festgehal- 
tene chronologische  Anordnung  nöthigt  uns  von  Land  zu  Land  hin 
und  her  und  führt  uns  gegenwärtig  nach  Italien.  Graf  Fagnano, 
dessen  Verdienste  um  die  Integralrechnung  uns  (S.  485 — 492)  be- 
kannt geworden  sind,  hat  sich  in  den  Jahren  1735 — 1738  auch  mit 
Algebra  beschäftigt  und  Aufsätze  darüber  in  dem  12,,  13.,  14.,  15. 
18.  Bande  der  Maccolta  (Jalogerd  veröffentlicht*).  Er  gab  damals 
unter  Anderem  zwei  sehr  eigenthümliche  Vorschriften  zur  Auflösung 
dreigliedriger    quadratischer   Gleichungen.     Erstens    folgerte    er    aus 

x  J^h-  =  ax,  dass    ^  =-o:-,.-i,  -7J  =  TZrj_-,.^^,  1  — ^  =  (^f^ 


')  ComtMKtarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annWK  1732  et  1733.    T.  VT, 
2a3.         ä)  Loria  in  Hiator.  FestacLr.  1899.     8.  260—264. 
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sein    müsse,    mithin      5   rTi=ih(/l  —  ■  "i  '      Daraus    folgt    aber 

.5=-  ^  ^.u.s.w.  Zweitens  folgerteer,al3ermalsvonä:^-(-?/=ff^ 

aiiRgeliend,  dass  (x  +  t)^  =  (0  +  2?>)x,  ,^_^\,,  = -j^-^ry^i,  ^— ^JTi;, 
=  1  —  /-  --i^:t^     oder     —  ,-„,  ==  (-    ,   ,     ■      -Nun     hat    man     — --, 

Wir  gehen  mit  unseren  Untersuchungen  nach  Deutschland. 
Abraham  Gotthelf  Kästner»)  (1719—1800)  sollte  nach  dem 
Wunsche  seines  Vaters,  der  Professor  der  Jurisprudenz  in  Leipzig 
war,  sich  der  gleichen  Wissenschaft  widmen,  verliess  sie  aber,  um 
sich  der  Mathematik  zuzuwenden  und  wurde  173S)  Privatdocent  in 
Leipzig,  wo  er  neben  der  Mathematik  auch  Logik  und  Naturrecht 
vortrug.  Im  Jahre  17.^3  folgte  er  einer  Berufang  nach  Göttingen, 
wo  er  bis  zu  seinem  Tode  blieb.  Kästners  grosse,  nicht  ganz  un- 
verdiente, aber  doch  im  Verhältnisse  zu  seinen  Entdeckungen  in  der 
Mathematik  übertriebene  Berühmtheit  verdankt  er  weaentlieh  seinen 
Lehrerfolgen  in  Göttingen  und  denjenigen  seiner  Schriften,  welche 
erst  zu  einer  Zeit  ei-schienen,  die  jenseits  der  Grenze  unseres  Bandes 
liegt.  Seine  vom  13.  Mai  1739  datirte  mathematische  Dissertation, 
Thwria  radimm  in  aequatmtibus,  soll  von  Kastneis  Lehrer,  Ohri 
stian  August  Hausen^)  (1693—1743)  nicht  sehr  gunstig  beurtheilt 
worden  sein,  wohl  aber  sprach  Euler,  dem  der  junge  Schiitteteller 
ein  Exemplar  zu  übersenden  wagte,  seine  Billigung  dei  Arbeit  aus 
Wir  möchten  von  der  31  Seiten  starken  Abhandlung  nichts  indere'- 
sagen,  als  dass  sie  den  Beweis  liefert,  dass  Xdstner  die  Englandei 
genau  studirt  hat,  und  dass  er  bestrebt  wai  etwas  einleuchtender 
darzustellen,  was  bei  Maelaurin  und  Campbell  übei  Grenzen  der 
Gleichungs  würz  ein  und  über  die  Anzahl  complexer  Wuizeln  ausge- 
sprochen war.  Auffallend  erscheint  gegenüber  von  Kastneib  spateiei 
peinlicher  Gewissenhaftigkeit  in  der  Angabe  von  Quellen,  dass  weder 
Maelaurin  noch  Campbell  genannt  ist. 

In  Frankreich  gehörte  Jean  Paul  de  Gua  de  Malre«  )  letwi 
1712 — 1785),  den  wir  schon  einigemal  zu  nennen  hatten,  einer  alten, 
aber  durch  unglückliche  Speculationen  in  der  Zeit,  während  welcher 

')   Allgemeine   deutsche   Biographie  XV,  439—446.  »)   Poggeiidorfl' 

I,  1034.  ■')  Histtiire  de  l'Academie  den  Sciences  <le.  Paris  jmm-  178G  {Jiistoire 

pag.  G3-7G). 
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der  Finanzm  in  ister  Law  ganz  Frankreich  in  eine  Spielhölle  verwandelt 
hatte,  verarmten  Adelsfamilie  des  Lajjguedoe  an.  De  Gua  war  Geist- 
licher dem  Berufe  nach  und  Mathematiker  aws  Neiguag.  Schon  1740 
gab  er  ein  Bändchen  üsutjes  de  l'Analyse  de  Bescartes  heraus,  über 
welches  der  Hauptsache  nach  im  114,  Kapitel  zu  berichten  sein  wird. 
Auch  für  die  Algebra  ist  etwaa  darin  vorhanden,  wovon  wir  im 
nächsten  Kapitel  bei  Gelegenheit  von  Cramers  Arbeiten  von  1750 
reden  wollen,  die  Ersetzung  von  Newtons  Parallelogramm  durch  ein 
Dreieck,  und  ausserdem  eine  gleich  hier  zu  erwähnende  Elimina.- 
tionsmethode.  Sie  gehört  dem  zweiten  Abschnitte  des  kleinen 
Werkes  an ').  Man  solle,  schreibt  er  vor,  um  zwischen  drei  gegebenen 
trleichungen  eine  Unbekannte  fortzuschaffen,  die  beiden  ersten  Glei- 
chungspolynome durch  das  dritte  dividiren  und  sieh  die  bei  diesen 
Divisionen  bleibenden  Reste  merken.  Mit  diesen  Resten  hat  man 
wieder  in  das  dritte  Uleichungspolynom  zu  dividiren  und  die  aber 
maligen  Iteste  zn  merken  u.  s,  w.,  bis  Gleichungen  erscheinen,  welche 
die  wegzuschaffende  Unbekannte  nicht  mehr  enthalten.  Dieses  Ver- 
fahren, dem  Aufsuchen  des  grössten  Gemeintheilers  zweier  Zahlen 
nachgebildet,  wendet  De  Gua  gleich  in  der  ersten  Aufgabe  seines 
dritten  Abschnittes  ^)  an,  um  zu  ermitteln,  ob  und  unter  welchen 
Bedingungen  x^  —  ax  -{-  b^  =  0  und  'ix^  —  2a3:  -|-  &*  ==  0  ge- 
meinsame Wurzein  besitzen.  Theilt  mau  'dx^  —  2ax  -f-  f)^  durch 
x^  —  ax  -\-  h^,  so  bleibt  ax  —  2b^  als  liest.  Theilt  man  dann 
x^^ax-\-h^  durch  ax  —  '2h^,  so  bleibt  — ''^  +  -^,  und  dieser 
Rest  =  0  gesetzt  d.  h,  6M--  +  l)  (  —  IJ  =  0  ist  die  gesuchte 
Bedingung,  welche  mit  ax — 26^  =  0  vereinigt  die  gestellte  Frage 
beantwortet.     Entweder   ist  b  =  *)  und  .c  =  0,   oder  ^  ^  +  "-  und 


Vormiifchlich  war  es  die  Veröffentlichung  des  genannten  in 
kleinstem  Formate  erschienenen,  mehr  inhaltsreichen  als  leicht  oder 
angenehm  lesbaren  Buches,  welches  De  Gua  1741  den  Zutritt  zur 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  gewahren  liess,  und  im  gleichen 
Jahre  1741  legte  er  der  Körperschaft,  deren  Mitglied  er  nunmehr 
war,  zwei  algebraische  Abhandlungen  vor,  Sie  bilden  zugleich  seine 
letzte  hervorragende  mathematische  Leistung,  Was  er  in  den  44  spä- 
teren Lebensjahren  hervorbrachte,  hat  keinen  Platz  in  der  Geschichte 
der  Wissenschaften  gefunden. 


')    De   Gua,    Usage   de  VAnahjse   de    Dexeurtes   i^ag.  «0,  ')    Ebenda 

iug.  351— 35a, 


y  Google 


57«  105.  Kapitel. 

Der  erste  Aufsatz  von  1741  Demtmstration  (^e  la  lief/le  de  Descarles'-) 
stellt  sich  die  Aufgabe,  die  von  Deseartes  angegebene  Beziebung 
zwischen  Zeichenweehsel  und  Zeichenfolgen  in  einem  Gleichungs- 
polynome und  der  möglichen  Zahl  positiver  und  negativer  Gleichungs- 
wurzeln zu  beweiseD,  Deseartes  (Bd.  II,  S.  796)  hatte  sich  damit 
begnügt  den  Satz  auszusprechen.  Wallis  (S.  4),  mit  sich  selbst  in 
Wideispiuch  tretend,  hatte  den  Satz  an  einer  Stelle  für  Thomas 
Harriot  m  Anspruch  genommen,  hatte  an  einer  anderen  Stelle 
Deseartes  den  nicht  minder  ungerechten  Vorwurf  gemacht,  sein  Satz 
sei  falsch,  weil  er  die  complexen  Wurzeln  ausser  Acht  lasse.  Aber 
ob  der  Satz  in  der  Beschränkung,  in  welcher  Deseartes,  in  welcher 
später  Newton  (S.  403)  ihn  aussprach,  wahr  sei,  darum  hatte  fast 
kein  Mathematiker  in  der  OefFentlichkeit  sich  gekümmert.  De  Gua 
beginnt  mit  einer  geschichtlichen  Einleitung,  in  welcher  er  Deseartes 
gegen  Wallis,  aber  auch  gegen  Fermat,  gegen  Rolle,  gegen 
Saunderson^)  (1682- — 1739),  den  seit  seinem  ersten  Lebensjahre 
blinden  Professor  der  Mathematik  in  Cambridge,  in  Schutz  nimmt, 
von  denen  die  Einen  die  Unrichtigkeit  des  Satzes  in  dem  angegebenen 
Sinne  der  Un Vollständigkeit  behauptet,  die  Änderen  die  Urheberschaft 
Harriots,  als  von  den  Meisten  anerkannt,  vertreten  hatten.  Wir  ent- 
nehmen De  Gua^  auch,  dass  Prestet  einen,  wie  er  nachmals  selbst 
zugestand,  missglückten  Versuch  eines  In  du  ctionsbe  weises  des  Descartes- 
schen  Satzes  gemacht  hatte.  Einen  Beweisversuch  Sogners  von 
1725,  dessen  wir  am  Schlüsse  des  nächsten  Kapitels  gedenken  wollen, 
kannte  De  Gua  offenbar  nicht.  Nach  der  Einleitung  geht  De  Gua 
zum  eigentlichen  Gegenstande  über.  Sind,  sagt  er  in  einem  voraus- 
geschickten Lemma,  F,  G,  H  die  Coefficienten  lückenlos  aufeinander- 
folgender Glieder  eines  Gleichungspolynoms,  welches  wir  wieder  durch 
'^(x)  bezeichnen  wollen,  so  ist  immer  G^';>FH.  Einen  ähnlichen 
Satz  hätten  Maclaurin  und  Campbell  auch  schon  bewiesen,  aber 
er  benutze  ihn  anders  und  habe  sich  deshalb  nicht  damit  begnügen 
wollen,  sich  auf  jene  beiden  Schriftsteller  zu  berufen.  Ein  Zusatz 
lässt  die  Ungleichung  mit  irgend  einer  Zahl  p  vervielfachen,  natiirlicJi 
nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  stets  die  absoluten  Werthe  in 
Rechnung  treten*).  Man  hat  also  pG^>pFlI,  -^'~>~--  Setzt 
man  nun  pF~>  O  voraus,  so  geht  die  letzte  Ungleichung  in  ^r^  >  1 
oder  pGl>I{  über.     De   Gua   führt   alsdann    einige   Kunstausdrücke 

')  Histoire  de  VAeademie  des  Sciences  de  Paris.  Annce  1741,  pag.  'ri— '■>''<■ 
')  Poggendorff  11,  764.  *)  Histoire  de  l'Äcad^mie  des  Sciences  de  Paris. 

Anttße  1741,  pag.  77,        ')  n'ayant  aueun  egard  aux  eignes  -\-  et  — . 
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ein.  Zwei  aufeinanderfolgende  Zeichen,  Antece'dant  und  Conscqmnf, 
biiiien  eine  Zejeheneombination  und  zwar  eine  Permanenz  oder 
eine  Variation,  d.  b.  eine  Zeichenfolge  oder  einen  Zeichenwechsel. 
Das  Grleichungspolynom  einer  lauter  reelle  Wurzeln  besitzenden 
Gleichung  wird  nun  mit  x  -\-  p  vervielfacht,  wo  j»  >  0.  Das  Product 
wird  alsdann  genau  dieselbe  Anzahl  von  Variationen  besitzen  wie 
(t>(x).  Sei  etwa  in  dem  mit  x"  links  beginnenden  <i)(x)  beim  Fort- 
schreiten nach  rechts  Fx"—"'  —  Crfl;""*'""^  die  erste  Variation,  d.  h, 
alle  Glieder  x"  -\-  ■  ■  ■  -\-  Fx''~'"  sollen  positiv  sein.  Nach  Multipli- 
cation  mit  x  +  p  ist  das  x''-"'+^  enthaltende  Glied  unbedingt  positiv. 
Dann  kommt  (pF — G)^"-™,  auf  welches  ( — jiG  +  H)^"""'"^  folg*? 
wenn  in  <i>(x)  hinter  — Q.^i-m~i  j^g  Glied  +  Hx"-"'-^  stand. 
Erstens  sei  pF  —  G  <  0,  so  findet  gegen  das  Glied  mit  «"'""'+1  eine 
Variation  statt,  der  Znstand  des  ursprünglichen  Gleichungspolynoms 
ist  also  hier  unverändert.  Zweitens  sei  pF — G>0  und  rufe  eine 
vorher  nicht  vorhandene  Permanenz  hervor.  War  H  in  fi>{x)  mit 
dem  —  Zeichen  behaftet  als  —  Hx"~'"'—^,  und  war  demnach  zwischen 
—  Gar""-"'-^  und  — Hx"—'"-^  eine  Permanenz,  so  ist  — pG^H<0, 
also  zwischen  pF—  G  und  — pG — H  eine  Variation  entstande/i, 
welche  die  vorher  verloren  gegangene  ersetzt.  War  aber  H  mit  dem 
in  <P{x)  eine  zweite  Variation  hervorrufenden  +  Zeichen  verbunden, 
so  mnss  zwischen  pF —  G  und  — pG -\-  H  eine  Variation  statt- 
finden, weil  nach  dem  oben  erörterten  Zusätze  ji  i*' >  G  notbwendig 
pQ^H  zur  Folge  hat.  Zwischen  Gliedern  in  >i>(x')  mit  F,  G,  H 
als  Coefficienten  kann  also  höchstens  eine  Variation  verloren 
gehen,  nämlich  die  erste.  Schreibt  man  i];)(x)  und  (a: -f-  p)<P(x)  in 
zwei  Zeilen  unter  einander,  so  daas  die  höchsten  Glieder  x"  und  a:"+^ 
einander  in  ihrer  Stellung  entsprechen,  so  hat  man: 


f{x)  —  x-      +. 

-  +  F:c- 

:■     —  ei-.. 

-^  +  Hx——<  ..-, 

(x+rt<l.(J)=i-+'  +  . 

■  ■  +  F^x- 

—+'  +  G,x-" 

•     -B,x— -'■.., 

als  die  Anfänge  der  beiden  Zeilen.  In  der  unteren  Zeile  steht  hinter 
J*'i  das  entgegengesetzte  Zeichen  als  in  der  oberen  Zeile  hinter  F. 
So  weit  man  die  Glieder  von  <P(x)  verfolgt,  werden,  wenn  fortlaufend 
Variationen  vorhanden  sind,  ebensolche  in  (x  -j-  pj'i'ix)  auftreten, 
bis  einmal  in  (t>(x)  eine  Permanenz  kommt.  Diese  verwandelt  sieh 
nach  dem  Bewiesenen  in  eine  Variation,  und  die  Gleichheit  der  An- 
zahl der  Variationen  in  <i>(x)  und  {x-\-p)<i)(x)  ist  hergestellt.  Hinter 
der  Permanenz  wird  alsdann  irgend  eine  neue  Variation  in  <P(x) 
gestatten,  die  gleichen  Schlösse  neuerdings  zu  ziehen.  Folgt  über- 
haupt keine  Permanenz  mehr  in  (l>(x),  wechseln   die  Glieder   hinter 
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Hx"-"^-'^  fortwährond  mit  den  Zeichen,  so  uieht  der  Sehluss  der 
beiden  Zeilen  so  aus: 

(l)(x)  = jx^-m-i   -\- Kx"-"'-'^   ■■■±_Z, 

{x  +  p)t>{a:)  =  ■  ■  ■  +  /i*"-"'-^  —  K^x--"'-^  ...j^ZiX  +  pZ, 

d.  h.  am  Ende  der  unteren  Zeile  tritt  eine  neue  Variation  ein,  und 
die  Gleichheit  der  Anzahlen  von  Variationen  ist  abermals  hergestellt. 
Wird  dagegen  <t>(a:)  bei  j)  >  0  mit  x — p  vervielfacht,  so  bleibt  die 
Anzahl  der  Permanenzen  unverändert.  Der  Beweis  wird  mittelbar 
geführt.  Aus  (]>(3:)  =  0  entsteht  *{ — */)  =  0  mit  Wurzeln,  welche 
den  entgegengesetzten  Werth  wie  die  von  <i>(x)  =  0  haben,  indem  x 
durch  y  ersetzt  und  jedem  Gliede  von  ungrader  Potenz  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  beigelegt  wird.  Jede  Permanenz  wird  dadurch 
in  eine  Variation,  jede  Variation  in  eine  Permanenz  übergeführt,  und 
die  neuen  Variationen  verändern  ihre  Anzahl  nicht,  wenn  <t>(—  y) 
mit  y -\- p  vervielfacht  wird.  Eückeinsendung  von  i/ ==  —  x  ver- 
wandelt abermals  jede  Variation  in  eine  Permanenz  und  umgekehrt, 
und  somit  besitzen  <i>(x)  und  (x  —  P)'i'{x)  gleichviele  Permanenzen. 
Aus  de]i  beiden  Sätzen  folgt  aber  von  selbst  die  Descartessche 
Zeichenregel  mit  ausschliesslich  reellen  Wurzeln. 

Eine  Lücke  hat  De  Guas  Beweis,  wie  wir  ihn  wiedergaben, 
allerdings.  Wir  haben  nur  pF^G  und  nicht  pF=^G  berück- 
sichtigt. De  Qua  hat  diese  Möglichkeit  keineswegs  übersehen.  Er 
sagt  pF  =  G  lasse  in  {x  -\- p)'i>(x)  ein  Glied  zum  Wegfall  kommen, 
dessen  Coefficient  verschwinde.  Ist  nun  die  Anzahl  der  Variationen 
in  (x -\- p)<^(x)  dieselbe  wie  in  <i>{x),  so  lange  der  verschwundene 
Coefficient  wegen  pF^  G  vorhanden  war,  beliebig  wie  klein  positiv 
oder  negativ  er  sein  mochte,  so  kann  kein  Unterschied  entstehen, 
mag  das  Verschwinden  als  +  f*  ''der  als  —  0  aufgefasst  werden. 

^  De  Gua  lasst  dann  seiner  ersten  Entwicklung  sofort  eine  zweite 
folgen,  welche  einen  geometrischen  Gedankengang  einsehlagt,  doch 
sind  auch  rein  algebraische  Sätze  in  diesem  Anhange  vorhanden  wie 
der,  dass  eine  Gleichung,  deren  Glieder  sämmtlich  gleiche  Vorzeichen 
haben,  unmöglich  positive  Wurzeln  besitzen  kann,  dass  das  Fehleu 
von  mehieien  Gliedern  nach  einander  das  Vorhandensein  complexer 
Wuizeln  in  sich  schliesat  u.  s.  w. 

De  Gua  hat,  wie  wir  (S,  hll)  sagten,  1741  noch  einen  zweiten 
Aufsatz  in  den  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  zum  Druck 
gegeben:  lieclierche  du  nombre  des  racines  reelles  ou  imaginaires'-)- 
Auch  in  ihm  steht  ein   umfangreicher  geschichtlicher  Ueberblick  an 

'■)  Histoire  d«  l'Academte  des  Sciences  de  Paris.    Annce  1741,  pag.  i'Sö—i^i- 
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der  Spitze')  und  rechtfertigt  in  noct  höherem  Grade  als  die  Ein- 
leitung zum  ersten  Aufsatze  unsere  Erwähnung  De  Guas  (S.  Ö05) 
unter  den  SchriftstelJeun  über  Geschichte  der  Mathematik.  Man  darf 
getrost  a^en,  dass  De  Gua  die  meisten  damals  im  Drucke  vorhan 
denen  Schriften  über  Algebra  kannte,  und  dass  er  ungleich  Wallis, 
gegen  welchen  er  ziemlich  scharf  vorgeht,  bemüht  war,  jedem  Ver- 
fasser seinen  ihm  gebührenden  Antheil  an  den  Fortschritten  der  Al- 
gebra zuzuschreiben,  ohne  sich  durch  nationale  Zuneigung  oder  Ab- 
neigung blenden  zu  lassen.  Das  Dogmatische  des  Aufsatzes  ^)  ist 
ähnlich  wie  der  Anhang  des  ersten  Aufsatzes  von  1T41,  näiolicb 
geometrisch  behandelt.  Ist  die  Gleichung  't>{x)  =  0  zu  untersuchen, 
so  betrachtet  De  Gua  die  panibolische  Curve  y'=<P(x'),  deren  Durch- 
schnitte mit  lier  Abscissenase  in  allen  den  Punkten  stattfinden,  deren 
Entfernungen  von  dem  Coordinatenanfangsp\mkte  reelle  positive  oder 
negative  Wurzeln  von  <]>(a.)  =  0  sind.  Zwischen  je  zwei  Durch- 
schnittspunkten gibt  es  mindestens  ein  reelles  Maximum^),  und 
De  Gua  versteht  darunter  offenbar  einen  Curvenpunkt,  dessen  Ordinate 
ihrer  absoluten  Länge  nach  grösser  ist  als  die  gleichfalls  absoluten 
Längen  der  Ordinaten  der  Nacbbarpunkte.     De  Gua  sagt  dieses  zwar 


nicht  ausdrücklich,  aber  daas  er  (Fig.  96)  alle  Punkte  P  als  reelle 
Maxima  betrachtet,  geht  daraus  hervor,  dass  er  bemerkt,  im  Maximum 
wie  im  Minimum  sei  äy  =  0,  aber  im  Maximum  sei  y  mit  ddy  von 
entgegengesetztem  Zeichen,  beziehungsweise  sei  das  Product  7j  ■  ddy 
negativ*).  Im  Minimum  findet  sich  dann  y  ■  ddy  positiv,  und  das  ist 
in  den  Punkten  Q  der  Fall.  Unter  allen  Umstanden  gibt  es  min- 
destens ein  Maximum  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  der  Curve  mit 
der  Abscissenaxe,  und  die  Anzahl  der  reellen  Wuraeln,  d.  h.  der 
Durchschnitte,  ist  höchstens  um  die  Einheit  grösser,  als  die  der  reellen 


')  Histoire  de  l'Äctidemic  des  Scietices  de  Paris.    Anniie  1741,  pag.  435 — 458. 
*)  Ebenda  pag.  458 — 4U4.  ')  ü  est  impossible  g^a'entre  deKX  intersections  ü 

li'y  ait  au  moiw  «n  mamminn  reel.  ')  dans  le  waximum  y  et  ddy  doivent 

etre  de  signe  diff^rent,  ou,  ce  qui  est  la  meine  chose,  le  produit  yddy   dort  y 
^c  negatif. 
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Maximii,  welche  man  fotf^licli  zu  ermitteln  hat.  Man  hat  kh  cliesmri 
Zwecke  y'  =  (^'(x)  zu  bilden  und  die  Wurzeln  von  <I)'{a:)  =  0  zu 
suchen,  d.  h,  von  einer  Gfleichung,  deren  Grad  um  die  Einheit  niedriger 
ist,  als  der  tou  ^{x}  =  0.  Complexe  Wurzeln  von  <i>'{x)  =  0  fallen 
weg;  ebenso  fallen  tiiejenigen  reellen  Wurzeln  weg,  welche  <^{x)  ■  ^"(j;) 
positiv  werden  lassen,  und  kommt  dann  eine  Zahl  von  weniger  als 
ji  —  1  Masimalstellen  heraus,  so  hat  <J'(,7.')  =  0  sicherlieh  complexe 
Wurzeln.  Das  ist  der  Grundgedanke  von  De  Guas  weiteren  Unter- 
suchungen, welche  dem  entsprechend  nicht  zu  algebraischen  Ent- 
scheidungsgrün den  nach  Art  der  Descartesschen  Regel  führen,  wie 
Newton,  wie  Maclaurin,  wie  Campbell  sie  aufzustellen  bestrebt  waren, 
sondern  zu  geometrischen. 

Wir  haben  (S.  576)  von  einer  ersten  algebraischen  Veröffent- 
lichung Kästners  gesprochen.  Eine  zweite:  Aequationiim  specio- 
snrum  resoluUo  Newtoniaim  per  series  folgte  ihr  1743.  Sie  beschäf- 
tigte sich  mit  dem  Newtonscheu  Parallelogramme.  Kästner  hat 
sie  später  in  seine  Anfangsgründe  der  Änaljsis  endlicher  Grössen, 
deren  erste  Ausgabe  1759  erschien,  aufgenommen,  und  wer  besondere 
Neigung  dazu  fühlt,  mag  Kästners  fast  unerträglich  breite  Darstellung 
in  jenem  Werke  nachlesen^),  welches  ungleich  verbreiteter  als  der 
Urtext  der  Abhandlung  ist.  Wir  ziehen  vor,  im  nächsten  Kapitel 
Über  einen  1748  in  England  durch  Maclaurin  in  seiner  Algebra 
gegebenen  Beweis  für  das  Newtonsche  Parallelogramm  zu  berichten, 
welcher  bei  grÖsster  Ueb ersichtlichkeit  in  seinem  Grundgedanken  mit 
dem  Kästners  sehr  nahe  übereinstimmt.  Dass  daraus  aber  geschlossen 
werden  wollte,  Maclaurin  habe  vorher  die  Kästnerache  Abhand- 
lung kennen  gelernt,  dagegen  verwahren  wir  uns  aufs  Höchste. 
Wir  sind  im  Gegentheil  von  Maclaurina  Unabhängigkeit  durchaus 
überzeugt. 

Eine  dritte  algebraische  Abhandlung  Kästners  von  1745,  gleich 
den  vorerwähnten  als  besondere  Druckschrift  erschienen,  führt  den 
Titel:  Demonstratio  thewem/itis  Harrioii.  Im  Eingang  bemerkt  Kästner, 
es  gebe  schon  zwei  Beweise  in  Deutschland  für  den  Satz  von  der 
möglichen  Anzahl  positiver  und  negativer  Wurzeln  einer  Gleichung, 
sie  rührten  von  Segner  und  Stübner  her.  Für  Segner  und  seine  Ab- 
handlung von  1725  haben  wir  schon  (S.  578)  auf  den  Schluss  des 
nächsten  Kapitels  verwiesen.  Wir  wiederholen  diese  Verweisung. 
Friedrich  Wilhelm  Stübner^)  (1710—1736)  aus  Bayreuth  wurde 


')  Kästner,  Analjsie  endlicher  Grössen,  3.  Ausgabe.  1794.  S. 
bis  476.  ^)  Allgemeine  deutache  Biographie  XXXVI,  712—713.  Artikel 
ö.  Günther. 
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mit  20  Jahren  auf  Grund  der  von  Kästner  genannten  Arbeit  Privat- 
docent  in  Leipzig.  Seine  Thätigkeit  war  eine  ungemein  grosse  trotz 
Kräntlichkeit  aller  Art.  Er  betheiligte  sict  insbesondere  lebhaft  an 
dem  Streite  über  die  Schätzung  des  Kraftmasses.  Die  Abhandlung 
von  1730  kennen  wir  nur  dem  Namen  nach.  Dieser  aber  zeigt,  wie 
Segners  Schrift  von  1725,  wie  die  Kästners  von  1745,  dass  die 
deutschen  Gelehrten  damals  unter  dem  Banne  des  durch  Wallis  ver- 
breitetfen  Irrthums  standen  und  Harriot  ein  Verdienst  beimessen, 
welches  er  nie  besessen  hat.  Kästner  betrachtet  neben  der  Ciirve 
x"  -^ px''~^  +  qx"—^  -\-  •  ■■  -\-  tx-\-u^=y  auch  deren  Differential- 
cnrve,  mrva  differentialis ,  nx''~^  +  (>*  —  1)^«"""^  +  {n  —  2)qx''-^ 
-|-  .-.-(-(==  3  und  bemerkt  s  =  0  finde  statt,  wenn  y  einen  GreiiK- 
werth,  limca,  erhalte,  d.  h.  Maximum  oder  Minimum  sei.  Es  könne 
y  bei  n  reellen  Werthen  von  x  zu  Null  werden,  z  bei  n  — ■  1  reellen 
Werthen  von  x,  und  seien  y  =  0  und  is  =  0  Gleichungen  in  x  mit 
lauter  reellen  Wurzeln,  so  müssen  die  Werthe  von  x,  welche  5  =  0 
machen,  einen  abwechselnd  positiven  und  negativen  Werth  von  y 
hervorbringen.  Man  sieht,  duss  Kästner  sich  ganz  ähnlicher  Be- 
trachtungen bedient,  wie  De  Gua  sie  anstellte,  als  er  die  Anzahl 
reeller  Gleichungswurzeln  untersuchte.  Kästner  geht  nun  weiter,  in- 
dem er  annimmt,  in  ^  =  0  seien  m  Zeichbn Wechsel,  permufationfs, 
vorhanden  und  genau  ebensoviele  positive  Wurzeln.  Er  behauptet, 
auch  y  müsse  alsdann  genau  ebensoviele  positive  Wurzeln  als  Zeichen- 
wechsel besitzen.  Der  Beweis  beruht  auf  zwei  Voraussetzungen. 
Erstens  ist  in  jeder  vollständigen  Gleichung,  deren  höchstes  Glied 
immer  als  positiv  angenommen  wird,  die  Zahl  der  Zeichenwechse! 
grad,  wenn  die  Schlusscon staute  positiv,  ungrad,  wenn  letztere  negativ 
ist.  Zweitens  bedingt  die  positive,  beziehungsweise  negative  Schluss- 
constante,  dass  die  Curve  bei  x  -^0  über,  beziehungsweise  unter  der 
Abscissenaxe  liegen  muss.  Hat  nun  .3  =  0,  wie  angenommen,  m  po- 
sitive Wurzeln,  so  besitzt  die  Curve  y  =  x"  -\--  px'~'-  -f-  qx""^  -j 

auf  der  positiven  Absciasenseite  m  Limesstelleti,  um  mit  Kästner  zu 
reden,    durch    welche    die   Anzahl    der    Durchschnittspunkte   mit   der 

Absissenaxe  bestimmt  wird.    Bei  °         ,       m  und  positiver  Constante 
ungradem  '^ 

hat  w  ^  0  eenau  "'    .    ,   positive  Wurzeln,  bei  ^'^^  ^"?       m  und  ne- 
■^  "  )«  -|-  1  '^  '  ungradera 

gativer    Constante    ist    die    Zahl    der    positiven    Wurzeln  ''     . 

Nun  schtiesst  dass  Gleichungspolynom  s  mit  -{^  t-  Ist  -\-  t  vorhanden, 
so  nauss  m  grad,  bei  —  t  dagegen  m  imgrad  sein.  Das  Gleichungs- 
polynom y  sehbesst  mit  -4-  i«  +  u,  so  dass  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind.     Sie  liefern  Folgendes: 
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+  t^-\-u  gracl 

Bei    _  f      ,  ist    M   °         1    uuti    diu    Anzahl    der    positiven 
—~tx  —  w  nngrad 


»/  =  0    ist    ,  T  1  .  während  die  Anzahl   der  Zeichen- 


•  +i 


einen  Zeichen  Wechsel    und    eine   positive  Wurzel,   und   nun   achliesst 
Kästner  auf  die  Wahrheit  des  Satzes  bei  immer  höheiTJn  GfleicLungs- 


106.  Kapitel. 
Algebra  seit  174ß. 

War  nunmehr  seit  1741  der  Beweis  der  Descartesschen  Zeichen 
regel  gegeben  und  damit  die  theoretische  Algebra  wesentlich  gefördert, 
so  war  doch  die  eigentlii^he  Grundlage  der  Lehre  von  den  Gleichungen 
noch  nicht  gesichert.  Albert  Girard  hatte  zwar  1629  ausg 
dass  jede  Gleichung  so  viele  Wurzeln  besitze  als  ihr  Grad  i 
(Bd.  II,  S,  788).  Descartes  hatte  1737  den  Satz  einschränkend  ge- 
sagt, jede  Gleichung  könne  so  viele  unterschiedene  Wurzeln  oder 
Werthe  besitzen,  als  ihr  Grad  zu  erkennen  gebe  (Bd.  II,  S.  794  bis 
795).  Newton  hatte  nicht  minder  vorsichtig  in  seiner  Ariihmetica 
univ^salis  behauptet,  eine  Gleichung  könne  so  viele  Wurzeln  haben, 
als  der  Exponent  ihres  Grades  besage,  jedenfalls  nicht  mehr  (S.  403). 
Bewiesen  hatte  Niemand,  wie  es  sich  mit  der  Anzahl  der  Gleichungs- 
wurzeln verhalte,  wenn  man  aUe  Wurzeln,  positive,  negative  und 
complexe,  als  gleichberechtigt  ansehe,  und  in  welcher  Beziehung  jedes 
Gleichungspolynom  zu  einfacheren  Factoren  stehe. 

Euler  dürfte  der  Erste  sein,  von  dem  wir  bestätigen  können 
dass  er  der  Frage  näher  trat.  Im  December  1742  schrieb  er^)  von 
Berlin  aus  an  den  in  Petersburg  befindlichen  Goldbaeh,  er  sei  mit 
Niclaus  I  BemoulU  in  einem  Briefwechsel  über  die  Integration  von 
Ausdrücken  von  der  Gestalt  ^A^^ +-"/.'+ ^^f 4^:.'-*^^  begriffen. 
Es  komme  auf  die  Zerlegung  des  Ausdruckes  in  Part ialbrti che  an, 
und  zu  diesem  Zwecke   auf  die  Zerlegung   des  Nenners  in  Faßtoren. 

')  Conespondance  matMinatique  (Puss)  I,  170—171. 
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Er  fährt  dann  fort:  Weil  aber  öfters  einige  von  diesen  factoribus 
imaginarii  werden,  ao  hatte  ich  angemerkt,  daas,  da  alle  factores 
imaginarii  immer  numero  pares  sein  müssen,  dieselben  a\ich  so  be- 
schaffen sind,  dass  je  zween  mit  einander  multiplicirt  ein  productum 
reale  geben.  An  diesem  Satze  zweifelte  nun  letztens  der  H.  Bemoulli 
und  glaubte,  dass  es  solche  formulaa  gebe,  deren  factores  imaginarii 
nicht  diese  Eigenschaft  hätten.  Euler  verweilt  dann  noch  bei  einem 
einzelnen  Beispiele    und   fasst   dann   seine  Meinung  in   dem  Lehrsatz 


Omfiem  expression^m  algebrakam  a-\-ßx-\-  yx^  +  äx^  +  ^^  H 

in  factores  reales  simplices  p-^qx,  vel  saltem  in  factores  reales 
qmdratos  p  •}-  qx  -\-  ra^  resohi  passe. 

Er  könne,  meint  er,  ihn  ungefähr  beweisen,  aber  nicht  mit  aller 
Strenge.  Ein  Brief  von  Nielaus  I.  Bernoulli  an  Euler')  vom  Ende 
November  1743  geht  etwas  auf  die  betreffende  Zerlegung  ein.  Im 
gleichen  Jahre  1743  erschien  Eulers  Abhandlung  De  inte^atione 
aeguationum  diefferentialium  aUiorum  graduum^),  in  welcher  wieder- 
holt von  den  binomen  Factoren  ersten  Grades  und  von  den  trinomen 
Pactoren  zweiten  Grades  eines  Gleichungspoljnoms  mit  reellen  Coeffi- 
eienten,  während  auch  in  den  Pactoren  nur  reelle  Coeföcienten  vor- 
kommen, die  Rede  ist.  D'AIembert  fasste  das  so  auf,  als  kündige 
Eulei  damit  an,  seine  Bemühungen  die  Zerlegbarkeit  zu  beweisen 
seien  mit  Erfolg  gekrönt,  und  er  wandte  sich  nun  selbst  dem  zu, 
was  man  sich  in  späterer  Zeit  gewöhnt  hat,  das  Fundamental- 
theorem der  Algebra  zu  nennen.  Die  Frucht  davon  war  ein  Ab- 
schnitt einer  174(5  in  den  Berliner  Veröffentlichungen  gedruckten 
Abhandlung  über  die  Integration  rationaler  Brüche').  Auch  für 
D'AIembert  war,  wie  für  Euler,  die  Zerlegung  eines  Bruches  in 
Partialbrüche  die  wichtigere  Aufgabe,  um  derenwillen  der  Nenner  in 
einfachste  reelle  Factor en  zerlegt  werden  sollte. 

D'AIembert,  ein  Mathematiker,  der  an  Tiefe  des  Geistes  keinem 
der  Zeitgenossen  nachsteht,  dessen  Daratellungsgabe  dagegen,  ins- 
besondere wenn  man  in  der  Lage  ist,  inhaltlich  verwandte  Arbeiten 
von  D'AIembert  und  Euler  zu  vergleichen,  das  Lob  grosser  Klarheit 
und  Verständlichkeit  kaum  erwerben  dürfte,  hat  den  Anfang  seiner 
Untersuchung  in  ein  geometrisches  Gewand  gekleidet  und  spricht  in- 
folge dessen  von  imaginären  Ordinalen  und  imaginären  Curven- 
punkten   mit    einer   Unbefangenheit,    welche    beim   Erscheinen    der 


')   Corresponäance  mafltematique  (Fuss)  II,  711  —  713.  ')    Miscellaneu, 

JSerolimnsia  VIT,  193—342,         ^)  Histoire  iJf  VAcademie  de  Berlin.     Anmie  174ti, 
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Abhandlung  und  noch  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  später  Anstoss 
erregen  musste,  so  dass  beispielsweise  Gauss  in  seiner  berühmten 
Doctordissertation  von  1799,  welche  gleichfalls  dem  Beweise  des  er- 
wähnten Fundamentaltheorems  der  Algebra  gewidmet  war  nnd  als 
Einleitung  alle  entsprechenden  Versuche  früherer  Schriftsteller  einer 
strengen  Prüfung  unterzog,  D'Alemberts  geometrische  Sprache,  wenn 
man  so  sagen  darf,  ins  Analytische  zu  übersetzen  für  nothwendig 
hielt.  D'Alembert  nimmt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
s  und  y  an,  welches  in  T  seinen  Anfangspunkt  besitzt,  und  auf 
weiches  er  eine  Curve  bezieht,  welche  durch  T  hindurchgeht,  d,  h. 
also,  deren  Gleichung  durch  y  =  0,  s  =  <)  erfüllt  wird.  D'Alembert 
erwähnt  zwar ')  auch  die  Möglichkeit  eines  Zusammentreffens  von 
g  =  0  mit  y  =  oo,  welches  TZ  als  Asymptote  der  Curve  erkennen 
lasse,  kommt  aber  im  Verlaufe  der  Abhandlung  nicht  mehr  darauf 
zurück.  In  jener  Voraussetzung,  dass  die  Curve  durch  T  gehe,  müsse 
es   thunlich   sein   eine,  so  lange  z  sehr  klein    ist,    sehr   convergente 

Reihenentwicklung  y  =  az""  -^-hz"  -\-  cz"  -\ anzusetzen,  in  weicher 

die  Exponenten  wachsen,  —  <  —  <  —  <  ■  ■  ■  ist.  Die  andere  nur  ein- 
mal angedeutete  Möglichkeit  von  y  =  od  bei  2  =  0  würde  bedungen 
haben,  dass  m  und  vielleicht  auch  noch  Zähler  anderer  Exponenten 
negativ  gewählt  worden  wären.  Mittels  jener  Reihe  macht  jedes  s, 
wenn  es  nur  positiv  ist,  y  zu  einer  reellen  Grösse.  Ein  negatives  £ 
entspricht  entweder  auch  einem  reellen  y,  wenn  alle  Nenner  n,  s,  u  •■■ 
der  gebrochenen  Exponenten  ungrad  sind,  oder  einem  imaginären  y, 
wenn  mindestens  einer  der  Nenner  n,  s,  u  ■  ■  ■  grad  und  der  zuge- 
hörige Zähler  m,  r,  t  ■  ■  ■  ungrad  ist.  Neben  der  reellen  Curve  in 
der  positiven  Ausdehnung  der  s-Axs  gibt  es  also  einen  reellen 
oder  imaginären  Curvenarm  bei  negativer  ^-Ase,  Da,  wie  schon  be- 
merkt, die  ßeihe  für  y  bei  sehr  kleinem  g  sehr  rasch  convergirt,  so 
genügt  es,  statt  der  unendlichen  Reihe  nur  ein  Glied  oder  wenige 
Glieder  derselben  zu  berücksichtigen.  Bei  negativem  s  wird  dann 
y  =' p -{- iV — 1,  und  zwar  verändert  sich  y  nur  unendlich  wenig, 
wenn  das  Gleiche  für  g  statt  hat.  Unendlich  geringe  Veränderung 
von  p  -j-  3l/—  1  heisst  aber  unendlich  geringe  Veränderung  vonj' 
und  von  q.  Bezüglich  der  für  y  angesetzten  Form  p  +  SK""  ^ 
erörtert  D'Alembert  in  einem  anderen  Abschnitte  der  Abhandlung 
von  1746  den  Satz,  dass  jede  Function  von  beliebig  vielen 
imaginären  Grössen  immer  als  J* -|- 'f V— 1  mit  reellem  p 
und  q  gedacht  werden  kann.     Er  gelangt  sogar  zur  Behauptung, 

')  HiMoire  de  VÄcadimie  de  Berlin.    Anni.'e  1746,  pag.  Vü''). 
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(las  Differential  fix  +  yV—  i)d{x  -\-  yY — ■  l)  lasse  sich  stets  in  der 
Form  dp^Y- — \dq  darstellen '^).  Die  Möglichkeit  jede  Function 
von  a  -j-  fe]/—  1  als  ^  +  BY —  1  auszudrücken  hatte  D'Älembert 
auch  in  einer  Berliner  Preisschrift  von  1746  Ec'flexions  sur  la  cause 
(jmerale  des  venta^)  ausgesprochen.  Nach  Erledigung  der  vorher 
angegebenen  Vorbemerkungen  nimmt  D'Älembert  ein  Polynomium 
3^"  -\-  asf"-'^  -\-  hoif"~~^  +  ■  •  ■  +  /^  H~  y  ^'s  gegeben  an.  Gibt  es 
kein  reelles  x,  welches  x'"  -\-  ax"'"^  +  'bx"'~'^  -\-  ■  •  ■  -\-  fx  ^^  —  g 
also  das  Polynomium  zu  0  macht,  so  wird  doch  die  reelle  Substitu- 
tion x  =  h  den  Werth  Jf  +  ah'"-'^  -\-  hh"'-^  -j \- fh  =  A  her- 
vorbringen und  Ir  +  «Ä"""'  +  hh"'~^  4-  ■  ■  ■  +  A  — ■  Ä  =^  0  er- 
scheinen lassen.  Ein  imaginärer  Werth  für  x  eingesetzt  wird 
^"  -\-  aaf^-'  -\-  bx?"-^  -\-  ■■■  -\-  fx  mit  einem  bald  reellen,  bald  com- 
plexen,  jedenfalls  von  Ä  verschiedenen  Werthe  hervortreten  lassen, 
und  dieser  muss  bei  allmählicher  Aendemng  irgend  einmal  —  <y 
heissen.  Dann  wird  aber  bei  Einsetzung  dieses  p  -j-  qY —  1  statt  x 
der  Ausdruck  af"  -\-  ax'"—'^  -{-  hx'"-^  -{-...  -^fx  -\-  (j  ^=  0.  Ist 
P  "f"  iV —  1  6JI16  Wurzel  der  Gleichung,  so  muss  auch  x  =p  — -  qY —  1 
eine  solche  sein,  d.  h.  das  Gleichungspolynom  muss  sich  sowohl  durch 
X  —  p  —  qY —  1  als  durch  x  ^  p  -\-  qY—~i  theilen  lassen'). 

Gauss  hat  dazu  bemerkt,  dass,  wenn  alle  anderen  Schlüsse 
D'Alemberts  zugegeben  werden  könnten,  was  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen der  Fall  sei,  die  Behauptung  doch  nicht  gerechtfertigt  sei, 
dass  wenn  eine  Function  <i>(x)  einen  Werth  S  erhalte,  einen  Werth 
U  nicht  erhalte,  es  einen  Werth  T  zwischen  S  und  U  geben  müsse, 
den  <P(x)  erreiche,  aber  nicht  übersteige.  Es  sei  vielmehr  möglich, 
dass  <t>(x)  dem  T  zustrebe,  ohne  es  zu  erreichen. 

Ein  anderer  französischer  Mathematiker  war  Alexis  Fontaine*) 
(gegen  1705 — 1771).  Zu  Clavaison  in  dem  Dauphine  geboren  und 
in  der  Provinz  erzogen,  kam  Fontaine  gegen  1729  nach  Paris,  wo 
erstmalig  eine  Geometrie  in  seine  Hände  fiel,  die  er  nnter  nur  ge- 
ringer Beihilfe  des  Jesuitenpaters  Louis  Bertrand  Castel*)  (1688 
bis  1757)  durchstudirte,  So  war  Fontaine  in  der  Hauptsache  sein 
eigener  Lehrer  und  ohne  genauere  Kenntnisse  dessen,  was  die  Wissen- 
schaft schon  geleistet  hatte.  Er  ward  verschiedentlich  Nacherfinder, 
ohne  es  zu  wissen,  nannte  etwaige  Vorgänge  nur  ausnahmsweise  und 

')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.     Ann^e  1746,  pag.  195.  ')  Darauf 

hat  B.  Baltzer  in  Crelle's  Journal  XCIV,  87  hingewiesen.  ")  Histoire  de 

t'Äeadimie  de  Berlin.    Anniie  1746,  pag.  190.  ')  Histoire  de  VÄcad^mie  des 

Seiences  de  Paris.  Ann^e  1771  {Hi'iloire  pag.  105  — 11«  und  piig,  l'J.^i  —  12'J), 
")  Poggeudorff  I,  3U3— 3y4, 
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war  in  Streitigkeiten  von  rücksichtsloser  Derbheit.  Im  Jahre  1765 
verkaufte  er  seine  Bibliothek^  welche  er  vermöge  seines  geschilderten 
Bildungsganges  und  seiner  Natur  nur  selten  benutzte,  und  zog  sich 
im  gleichen  Jahre  nach  Cuiseaux  in  Biirgund  zurück,  nachdem  1764 
seine  wichtigsten,  theilweise  bis  1739  zurückgehenden  Arbeiten  über 
Differentialgleichungen  u.  a.  w.  in  einem  Sammelbande  gedruckt 
worden  waren.  Er  veröffentlichte  1747  eine  Abhandlung  Über  die 
Auflösung  von  Gleichungen^).  Zuerst  ist  der  ihren  Zweck  verfehlen- 
den Regeln  zur  Auffindung  der  Anzahl  reeller  und  complexer  Glei- 
chungswurzeln gedacht,  welche  Nevrton,  Maclaurin,  Campbell, 
De  Gua  aufgestellt  hatten.  AUen  diesen  Schrifstellern  sei  es  miss- 
lungen  den  richtigen  Weg  einzuschlagen,  der  einzig  in  der  Anferti 
gung  einer  Tabelle  bestehe.  Seien  m,  n,  p,  q,  r  -  ■  ■  reelle  positive 
Grössen  und  a^  b^  c  ■  ■  ■  ebensolche.  Jede  quadratische  Gleichujig 
mit  positivem,  den  Coefficienten  1  besitzenden  quadratischen  Gliede 
miiss  in  einer  der  sechs  Formen  enthalten  sein:  a:^  -(-  mx  -|-  »  ==  0, 
x^  -\-  mx  —  M  =  0,  x^~  mx  +  »  =  0,  x^—-  mx  —  n  =  0,  ic^  +  «  =  0, 
x^  -—-  n  =  0.  Sie  kann  auf  neun  Arten  aus  Factoren  ersten  Grades 
entstanden  sein:  (x  -j-  n)  (x  -^  b)  ='  0,  {x  -j-  a)  (x  —  b)  =  0,  (x  —  «) 
(x  +  ft)  =  0,  {x  —  a){x  —  b)  =  Q,  {x  +  aY^){x~ay^^)^0, 
{x  +  a-\-  by^^)  (a;  +  o  —  &l/— "1}  =  Ü,  (^  —  a  +  hy^l)  {x  —  a 
—  ly-^)  =  0,  {x-\-b  +  ffly^l)  (a:  +  J  —  ay^i)  =  0, 
{x  —  b-\-ay^^{x~b--ay^~l)  =  0.  Alle  diese  Multiplica- 
tionen  werden  ausgeführt,  und  das  Product  wird  auf  das  Vorzeichen 
sowie  auf  die  vergleichsweise  Grosse  der  Coelficienten  der  Glieder 
ersten  und  nullten  Grades  geprüft.  Dadurch  ergeben  sich  Bedingungen 
für  +  m  und  +  «,  aus  deren  Erfüllung  die  Form  der  Wurzeln  jeder 
vorgelegten  quadratischen  Gleichung  hervorgeht.  Bei  der  cubischen 
Gleichung  zahlt  Fontaine  36  mögliche  Fälle  von  Factoren  Vereinigungen 
auf  Wie  viele  solcher  E^ile  es  hei  Gleichungen  4'"",  5'*"  u.  s.  w. 
Grades  gebe,  führt  er  nicht  mehr  aus.  Nun  sind  aber  auch  die  auf- 
gezählten Fälle  nicht  erschöpfend,  da  sie  von  der  Voraussetzung 
«>()>(:>-■■  ausgehen,  während  «  >  i  >  c  ^  -  ■  •  erwogen  werden 
müsste.  Fontaines  Vorschlag  setzt  unter  allen  Umständen  eine 
Summe  von  Vorarbeiten,  welche  erledigt  sein  müssen,  bevor  eine 
Gleichung  H*™  Grades,  bei  n  >  3,  auf  die  Form  ihrer  Wurzeln  'ge- 
prüft werden  kann,  voraus,  die  so  ungeheuerlich  anwächst,  dass  man 
sich  einen  praktischen  Vortheil  kaum  versprechen  darf. 

Maclaurin  sprach  1729  von  seiner  Absicht  eine  Algebra  heraus- 

')  Histoire  de  l'Acailemie  des  Sdences  ik  Paris.    Annoe  1747,  pay.  CGS-  OTT. 
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zugeben  (S.  TiGT).  Er  starb  1T46,  ohne  seine  Absiebt  ausgeführt  zu 
haben.  Sein  Nachlasa  wurde  von  einer  durch  ihn  selbst  eingesetzten 
Commission,  in  welcher  auch  Martin  Folkes  sich  befand,  gesichtet 
und  daraus  1748  die  Algebra^)  zum  Drucke  befördert.  Sie  füllt 
SljO  Seiten  in  S'',  und  ein  mit  neuer  Seitenbezeichnung  versehener 
Anhang  von  65  Seiten  über  algebraische  Curven  schliesst  sich  ihr  an. 
Von  diesem  Auhange  reden  wir  im  115.  Kapiteh  Die  eigentliche 
Algebra  wollte  Maclaurin,  wie  die  Herausgeber  erklären,  als  einen 
Commentar  zu  Newtons  Arithmefcica  universalis  betrachtet 
wissen,  und  somit  dürfte  unseren  Lesern  empfohlen  werden,  unseren 
hier  folgeuden  Bericht  mit  dem  Über  das  Kewtonsche  Werk  (S.  335 
bis  409)  zu  vergleichen. 

Eine  negative  Grösse,  sagt  Maclaurin,  wird  kleiner  als  Nichts 
genannt  (S.  395),  weil  sie  der  positiven  Grösse  entgegengesetzt  ist 
und  dieselbe  bei  der  Vereinigung  beider  vermindert,  während  die 
Addition  vou  0  keinerlei  Wirkung  ausübt,  aber  ein  Negatives  ist 
deshalb  nicht  weniger  eine  wirkliche  Grösse  als  ein  Positives^). 

Maclaurin  beweist  die  ZeicLenregel  bei  der  Multiplication  und 
die  Multiplications-  und  Divisionsregeln  bei  Brüchen.  In  ersterer 
Beziehung")  geht  er  aus  von  a  —  ß  ^  0.  Weil  n  ■  0  =  O'^nn  —  na 
ist,  muss  auch  n{a  —  d)  =  na -\- ii{ — a)  =  0  sein,  d.h.  w( — a) 
=  ^  na.  Ebenso  ist  jedenfalls  {^nja^  —  na.  Ferner  muss 
—  n(n  —  (i)  =  —  «-0  =  0  =  —  na  ^  na  sein,  neben  ■ —  n(a  —  a) 
=  —  na-^  (—  «)  ( — a).  d.  h.  (— w)  (— «)  =  na.  Der  Beweis  für  die 
Bruchrechnungsregeln  ist  folgender*):  Sei  -  ~  =  n>  (folglich  hm  =  a) 
und  -y  =  »  (folglich  dn  =  c).  Multiplication  der  beiden  gefolgerten 
Gleichungen   gibt  nc  ^'hm  ■  dn  =  bd  ■  mn  und  ,-T=mw  =  --  ■--■ 

Ferner  mhif  ^^  ad,  nhil  =^l}c,  T~  "=    ry  =       =^  < 

Potenziren  mit  ganzzahlig  positivem  Exj  onenten  heisbt  In 
volution  ■'"').  Sie  wird  nach  dem  bm  >mis(.hen  Lehrsatze  gelehi t ") 
Wurzelausziehung  heisst  Evolution'')  und  über  A^m.  Nachweis  dei 
,  auch  hier  den  binomischen  Lehrsatz  anz  iwenden   setzt 


')  A  treatise  of  algeh-a  in  thec  parti  contmug  J  the  funda  etfal  rulee 
and  Operations,  II.  the  composifion  m  l  lesolwt  on  of  ei  tat  ims  of  all  degtees  and 
<he  different  a/feetions  of  their  roats.  Hl  ile  appl  cotso»  of  älgebta  and  geot  etrff 
to  euch  other.  To  whidi  in  added  a»  appendix  oncetnig  the  gene  al  pt  perttex 
of  geometrkal  Unes.  ')  Maclaurin  Algebra  pag  "  Bit  a  Jsegattoe  ts  t  he 
considered  not  less  iis  a  Jfeal  QuanUl  i  Ihn    tie  F  Sit  le  j  Ele    la  ]ag  1' 

')  Ebenda  pag.  29,       '■)  Ebenda  pag    ^i        j  Eben  la  pag  3a    41        ';  Fbpnda 
pag.  42. 
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sich  Maclaurin  mit  den  kurzen  AVorten  hinweg,  der  vorher  für  die 
Involution  angegebene  allgemeine  Lehrsatz  diene  auch  für  die  Evo- 
lution'). 

Für  die  Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  und 
mit  mehreren  Unbekannten  werden  ßegehi  und  Beispiele  gegeben. 
Die  Extermination  von  Unbekannten  vollzieht  sich  nach  der  Comhi- 
nationsmethode  (S.  400),  neben  welcher  auch  andere  Kunstgriffe, 
z.  B.  Addition  von  Gleichungen  in  Anwendung  treten.  Maclaurin 
sieht  sich  aber  auch  in  einem  besonderen  Kapitel*)  die  Form  der 
Werthe  solcher  Unbekannten  an,  welche  aus  zwei,  aus  drei  und  aus 
vier  Gleichungen  ersten  Grades  ermittelt  wurden,  und  erkennt,  dass 
sie  alle  in  Gestalt  von  Brüchen  erscheinen,  deren  Nenner 
identisch  bind')  Ei  ist  aogai  dem  Bildungsgesetze  der  Zahler 
mit  Emschluss  des  Vor/eifhens  der  einzelnen  Glieder  in  Zähler  und 
Nennei  fast  mein  a.h  nui  auf  der  Spui ,  und  wäre  er  nicht  einer 
zweckmässigen  Bezeichnung,  wie  Leibniz  sie  in  einem  Briefe  an 
De  LHospital  (S  111)  einzufuhren  wus&te,  wie  er  sie  aber  auch  im 
Jahie  1700  m  einem  grade  m  England  unzweifelhaft  bekannt  ge- 
wordenen Aufsätze  dringend  empfahl  (_S  32^^),  man  möchte  fast  sagen 
geflissenthch  aus  dem  Wege  gegangen,  so  hatte  er  die  Erfindung  der 
Determinantenlösung  von  Gleichungen  zn  seinen  übrigen  zahlreichen 
Verdiensten  hinzufügen  können 

Maclaurin  geht  zu  den  Wur?elgrossen  über,  bespricht  die  Eigen- 
schaften, welche  aus  der  Gemein&chaft  odei  Nichtgemeinscliaft  von 
Theilem  für  zwei  Zahlen  heivorgehen  und  beweist  den  Sat?/),  dass 
die  Quadratwurzel  aus  einei  ganzen  Zahl  wieder  eine  ganze  Zahl  oder 
irrational  sein  muss.  Dann  kommt  ti  zur  Wurzelausziehung  aus 
selbst  mit  Irrationalitäten  behitteten  Bmomien^)  (S.  399).  Sei  Ä^ß 
und  die  c"  Wurzel  aus  A^B  zu  ziehen,  welche  in  der  Form  x  +  y 
angenommen    wird.      Dann    ist    (ic  +  y)''  =  a?'  +  cx'~^y  -j-  dx'~''^f/ 

4;C3:^~^y^H .    Eine  zweite  Annahme  setzt  iif'  -{-  dx'~'^i/^  -\ =A, 

C3f-^y  +  e3f-~-^!f  H =  -B,  wodurch  in  der  That  {x-\-yy  =  A^ B, 

(x  —  y)'  ^=  A  '-  B  wird,  Vervielfachung  der  beiden  Gleichungen 
mit  einander  liefert  {x^  —  j/^jc  =  J.^ — B^,  x^—  y^  =  yA^  —  Jp=^n. 
Ein  angenäherter  Werth  von  yA  +  B  (oder  von  x  -\-  y)  sei  r,  so 
wird  —  =  ^-^^-  =  x—  y'^2x  —  {x  -{-  y)  =  2x  —  r  und  2x  = 
r  -] ,    ein  Werth,   den  man  zu   berechnen   im  Stande   ist   und   der 


'}  Maclaurin,  Algebra  pag.  öl.        *j  Ebenda  pag.  81—85.         ')  I'^bemlii 
pag.  84,         ')  Ebenda  pag.  103.         ")  Ebenda  pag.  120—124. 
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"2 -/  '  f  =  x^—  (ar-  —  y"-)  ^t^~n,  y  =  ]/(*  —  n, 
a:  +  y  =  yA  -\-  Ji  =  t-\-  yi^  —  n.  Voraussetzung  dieser  Entwick- 
lung war  freilicli,  dass  sieh  A'^  ■ —  &  als  eine  c'^  Potenz  enthüllte, 
welche  Yä^  —  &  ^n  zu  finden  gestattete,  Ist  dieses  nicht  de] 
Fall,  so  sei  Q  eine  ganze  Zahl,  ■welche  Q(A}—~W)  zu  einoi 
r""  Potenz  macht,  z.  B.  Ä^— IP  =  a'"h>'df  und  Q  =  a'—'h'-''(Ir-^f' 
Wilre  c<)M,  so  konnte  man  allerdings  mittels  dieser  Annahme 
keinem  ganzzahligeii  Q  gelangen,  wohl  aber  mittels  der  Annahme 
Q(A' —  Iß)  ^  (,P-yVJ'^f%  welche  Q  =  n^'-^'h—Pil'-'f--'  liefert 
und  eine  derartige  Walil  von  [t  zulässt,  dass  fie>m  wird.  Hat  man 
Q  gefunden,  so  setzt  man  y{Ä^^B^)Q  =  n.  Man  würde  dann 
weiter  nach  i!er  vorigen  Regel  verfahren,  um  K(J.  +  B)  YQ  =  t  +  Yi^—  » 
zu  finden  und  endlich  yX+  B  =  --^l. **  erhalten.     Ist  Ä  oder 

v« 

B  imaginär,  so  verweist  Maclaurin  auf  De  Moivre.  Wir  kommen 
im  109.  Kapitel  auf  den  Gegenstand  zurück. 

Alle  diese  Dinge  gehören  noch  dem  I.  Abschnitte  der  Algebra 
von  den  Grundregeln  imd  Operationen  an.  Der  II.  Abschnitt  handelt 
von  der  Zusammensetzung  und  Auflösung  von  Gleichungen  jedes 
Grades  und  von  Eigenschaften  ihrer  Wurzeln. 

Jede  Gleichung  kann  als  das  Product  so  vieler  Gleichungen  ersten 
Grades  angesehen  werden  als  ihr  Grad  anzeigt,  oder  als  das  Prodact 
irgend  anderer  Gleichungen,  wenn  nur  die  Summe  ihrer  Dimensionen 
mit  der  Dimension  der  vorgelegten  Gleichung  übereinstimmt  ^).  Keine 
Gleichung  kann  eine  ihren  Grad  übersteigeude  Anzahl  von  Wurzeln 
besitzen^  (S.  403).  Sind  in  einer  Gleichung  m'"°  Grades  — p,  q, 
—  v,  s,  —  (,  w  ■  ■  ■  die  Coefficienten  der  auf  x"  folgenden  Glieder,  so 
ist  p  die  Summe  der  Wurzeln,  q  die  Summe  der  aus  ihnen  zu  je 
zweien  gebildeten  Producte^)  u.  s.  w.  Sind  weiter  B,  C,  1),  E  die 
Summen  der  2**",  3**",  4*™,  5"™  Potenzen  der  Wurzeln,  so  können 
diese  mittels  p,  q,  r,  s,  t  berechnet  werden^)  (S.  406).  Zunächst  ist 
p^=^B  -\-  2q,  also  B  ==  f  —  '2q.  Dann  ist  {B  —  q')i>  =  C  —  3j-, 
also  G  =  Bp  —  p<i  -\-  3j-  ^=  j>'  —  'dpq  -\-  3r.  Aehnlicher  Weise 
können  ]}^p(' —  qB  ^  pr^^s,  E  =  pl)  —  qC  -\-  fB  —  pa  -\~  1)1 


')  Macia' 


in,  Algüljra   pag.  133. 
')  Ebemia   jiag.  142-1 


KbpiiJa   iiiig.  laö.  ^)  Kliemla 
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und  auf  dieselbe  Art  du  Summen  Jtgend  welcher  Potenzen  der  Wurzeln 
gefunden  werden,  da  das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke  auf  der 
Hand  liegt^).  Maclaiirm  kommt  zum  Schlüsse  des  IL  Abschnittes  in 
einem  besonderen  tapitel  auf  den  Gegenstand  zurück^).  Nennen  wir 
das  Gleichungspolynom   immei  wieder  <i>{£)  und  sei  <t'{x)  ^  (x  —  (i) 

[x  —  b){x  —  c)  (3;  —  i{)       =  1"  —  Ax"-'^  +  ßx""-  —  G'«""^  -| 

—  Lx -\- M  und  )  >n  Muitipliciit  man  ^(x)=0  mit  af-',  so 
entsteht  af  —  Äaf—'^  J^  ...  ^  Mx''-'"  =  0,  welche  Gleichung  ebenso 
wie  die  ii)(x)  =  0,  durch  x  =  a,  x  =  h,  x=^  c,  x  =  ä  ■  ■  ■  erfdllt 
werden  muss,  d.  h.  es  muss  sein: 

a'-  —  Aa-—'  H h  Ma'—''  =  0  (f^^Aa"—' Ma'—- 

jf_j^jy-i^ j-jy/v^-''=()    und    h'-^Ah'—' Mh'-" 

er  —  A <?'- 1  H h  Mv-"  =  0  <■•■  =.Ac'—' Mc'-" 

Werden  die  Gleichungen  addii't  und  ersetzen  wir,  was  Maclaurin  nicht 
thut,  jede  Summe  der  /.;**"  Potenzen  aller  Gleicbungs wurzeln  durch 
ein  einfaches  Zeichen,  etwa  durch  Sf,  so  entsteht  8^  =  ASt—i~—  SSr-  ^ 
_j„  .  . .  —  MSr—n-  Dann  bedarf  es  freilich  noch  eines  längeren  Be- 
weises dafür,  dass  ein  ähnlicher  Satz  auch  gilt,  wenn  ?■  <  n  und 
Maclaurin  führt  ihn.  Doch  wir  kehren  zu  der  früheren  Stelle  deM 
II.  Abschnittes  zurück. 

Der  Satz  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechseln  ist  zwar 
nicht  bewiesen,  aber  doch  erläutert'),  und  bei  dieser  Gelegenheit  sind 
für  die  quadratische  und  kubische  Gleichung  Unterfälle  erörtert, 
welche  einigermassen  mit  der  von  Fontaine  geforderten  Tabelle  sich 
decken.  Aus  irgend  einer  Gleichung  »**"  Grades  kann  mittels  einer 
Substitution,  welche  seihst  auf  einer  Gleichung  ersten  Grades  beruht, 
das  Glied  vom  Grade  n  —  1  und  mittels  einer  Gleichung  ^*™  Grades 
das  Glied  vom  Grade  n  ^  fi  entfernt  werden  *).  Das  Fehlen  den 
Gliedes  vom  Grade  n — 1  lasst  die  Folgerung  ziehen''),  dass  die 
Gleichung  positive  und  negative  Wurzeln  besitze,  welche  bei  der 
Addition  einander  gegenseitig  aufheben. 

Die  Lehre  von  den  vielfachen  Wurzeln  geht  davon  aus,  dass  eine 
Gleichung  F{x)  =  x"  -{-■■■  -\~  hx^  -\-  ax  -\-  k  =  0  unter  der  Voraus- 
setzung fc  =  0  eine  Wurzel  x  =  0,  unter  der  Voraussetzung  «  =  /i'  =  0 
zwei  Wurzeln  a;  =  0  besitzen  muss  u.  s.  w.  Nun  setzt  man  /  =?/  +  '' 
in  F{x)  =  0   ein,   so    dass  F(y  -}-  c)  =  0   entsteht,    deien  Wurzeln 

')  And  after  tke  same  Manner  tke  Sum  of  any  Fmcn  'if  thi  Hoots  mmj 
be  found;  the  Progression  of  tkese  Exprensinns  nf  the  hum  of  ihe  Fouern  hehitj 
oIwioMS,  ')  Maclaurin,  Algebra  pag.  28S— 29G.  'J  Ebemla  pag.  IW 

bis  147.        *)  Ebencla  pag,  163  und  157.        ")  Ebenda  pag.  155. 
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y  =  X  —  e  sein  müssen.  Das  neue  Gleiclinngspolynom  schliesst  mit 
den  beiden  üliedeni  i'(e)y  -\-  F{c).  Ist  a;  =  c  eine  Wurzel  von 
yix)  ^  0,  so  muss  y  =  0  eine  Wurzel  von  ¥{y  -}-  e)  =  0  sein,  und 
dazu  ist  wiederum  l'^(e)  =  0  erforderlieh.  Ist  x  =  e  zweifache 
Wurzel  von  F{w)  =  0,  so  muss  y  =  0  aweifaehe  Wurzel  von 
F(!}  +  e)  =:  0  sein.  Dieses  bedingt  neben  F(e)  =  0  auch  F'{e)  =  0 
oder  e  ist  alsdann  gemeinsame  Wurzel  für  F^x)  =  0  und  F'(ic)  ^  0, 
und  das  ist  die  Huddesche  Regel,  deren  Erfinder  allerdings  bei 
Maelaurin  ebensowenig  genannt  ist  als  Rolle  in  dem  Kapitel  über 
Wurzelgrenzen,  während  dieses  eine  unmittelbare  oder  mittelbare  Ab- 
hängigiieit  von  Rolle  (S.  407)  vermuthen  lässt. 

Eine  Regel  ^)  scheint  Maelaurin  selbst  anzugehören.  Er  setzt 
X  =  1/  -{-  e  in  'i>(x)  =  (I  ein,  so  dass  *(y  +  e)  =  f(v)  =  0  entsteht. 
Kann  man  e  so  wählen,  dass  /'(»/)  aus  lauter  positiven  öliedern  be- 
steht, so  kann  kein  positives  y  die  Gleichung  f(if)  =  0  erfüllen, 
d.  h.  es  zeigt  sich  x  ^^  y  -{-  e<e,  und  e  ist  eine  obere  Grenze  für  x 
Der  Vortheil  einer  solchen  oberen  Grenze  ist  besonders  offenkuudig, 
wenn  man  Gleiehungs wurzeln  mit  Hilfe  der  Factoren  der  Gleichungs- 
constante  zu  ennitteln  beabsichtigt^),  weil  so  unter  Umständen  ge- 
wisse Factoren  von  vorn  herein  von  der  Prüfung  ausgeschlossen  sind. 

Newtons  Methode,  einen  Factor  von  <t>(a")  zu  ermitteln  {S.  3S)5 
bis  399),  ist  ziemhch  genau  in  der  gleichen  Art  bewiesen,  wie  es  von 
Niclaus  I  Bernonili  geschah^).  Letzterer  Beweis  ist  (S.  398) 
1745  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Leibni/  nnd  Johann  BernouU 
veröffentlicht  worden,  kann  also 
sehr  wohl  zur  Kenntniss  Maciau- 
rins,  welcher  1746  starb,  ge- 
kommen sein. 

In  den  II.  Abschnitt  seiner 
Algebra  hat  Maelaurin  ferner 
einen  Gegenstand  mit  hinein- 
gezogen *),  von  welchem  in 
Newtons  Aritlimetica  universalis 
keine  Hede  ist,  die  Entwick- 
lung einer  Grösse  in  eine  nach  i'tg  «'■ 
Potenzen   einer  anderen  Grösse 

fortschreitenden  Reihe,  ausgehend  von  einer  zwischen  beiden  Grossen 
stattfindenden  Gleichung,  und  iJs  Mittel  zum  Zwecke  das  Nowtonache 
Parallelogramm  (S.  107—108),     Der  Gnmdgedanke  dieser  (Fig.  97) 


V     ü'x  s"ii!=  11'"'  s'«'  s'«"  »''*  s'* 

jtAJ^i     i/'l'  J/'i-    J/'a'  y'j:i  y'j'  y'-x 

y'     »i^    ü'*-  y'"'  ji'*'  y'"'  s'^'  v'" 

j,.      jr>J\  (F'i'  jCi'jj,'!'  y'x'  s'x-  y'x 


')    Maelaurin,   Atgcbn^    pag.   170  —  171. 
'')  Kbi'nda.  [lag.  108.        ')  EbäniU  pyg.  ai4--JT4, 


)   Ebenda   png.   191  —  l'Jü. 
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Anordnunj^  von  Producteii  von  Potenzen  von  :i:  iiuA  if  ist  der,  diiss 
die  Glieder  einer  Horizontalreihe,  die  eiuer  Verticalcolnmoe,  aber 
auch  (!ie  irgend  einer  Schrägreihe  eine  ffeometrische  Prügression 
bilden.  Eine  solche  Schrägreihe,  dadurch  gejjennzeiclinet ,  dass  eine 
gerade  Linie  die  linken  unteren  Eckpunkte  der  die  Keibe  bildenden 
Felder  vereinigt,  ist  ■/,.  B.  y'',  ij'.r,  y^x^,  y,'t*,  in  der  jedes  Folgeglied 
durch  Vervielfachnug  des  vorhergehenden  Gliedes  mit  -j  entsteht. 
Irgend  ein  späteres  Glied  einer  solchen  horizontalen  oder  verticalen 
oder    sehnigen   Reihe    entsteht    ans    einem    anderen    Gliede    derselbcTi 

Reihe  durcli  Vervieii'achuug  mit  (^1,  wo  «,  ß,  v  ganze  positive 
Zahlen  sind,  a  oder  /i  imch  Null  sein  können.  Ist  der  Werth  irgend 
zweier  ileihenglieder  derselbe,  so  wird  (  —  1=1  sein,  also  iuich 
11^  =  Ij  :if  =  j/i*j    d.  h.   durch    die  Annahme   x"  =  ij?   werden    alle 

Glieder  der  betreffenden  Reihe  einander  gleich.  Ihr  Grad 
wird  alsdann  diircli  den  Gnid  des  Gliedes  bestimmt,  an  dessen  linken 
unterem  Eekpnnktc  die  erwähnte  grade  Linie  beginnt.  Ist  beispiels- 
weise -;  =  1,  so  ]iehmen  alle  Felder  der  in  der  Figur  bezeichneten 
Schrägreihe  den  Werth  y''  an.  Die  gleiche  Annahme  bringt  aber 
jedes  Glied  oberhalb  der  Schrägreihe  auf  höheren,  jedes  Glied  unter- 
halb der  Schrägreihe  auf  niedrigeren  Grad  als  die  Glieder  der  Reihe 
seibat.  So  macht  -^  ^=  1  wieder  beispiela weise  y^o^  zu  j/"  und  y^jc 
zu  F/*  mit  ll>-7>4.  Dieses  Gesetz,  dessen  Wahrheit  aus  der 
Bildungsweise  der  einzelnen  Reihen  hervorgeht,  hat  die  Folge,  dass 
wenn  das  Lineal,  dessen  Benutzung  Newton  wünscht,  in  der  von 
ihm  vorgeachri ebenen  Art  angelegt  wird,  eine  solche  Ililfsgleichung 
zwischen  x  und  y  entsteht,  welche  den  niedrigsten  Grad  nach  y 
hervorbringt,  also  als  massgebend  für  eine  erste  Annäherung  der 
Entwicklung  von  x  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  y  fort- 
schreitenden Reihe  unter  der  Voraussetzung,  dass  y  sehr  klein  ist, 
gelten  darf. 

Wegen  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  einer  Gleichung  ge- 
nügenden complexen  Wurzeln  ist  ausser  auf  Newton  auch  auf  die 
Abhandlungen  von  Maclaurin  und  von  Campbell  in  den  P-  T. 
verwiesen').     Von  De  Gua  ist  keine  Rede. 

Wir  gelangen  zu   dem   kürzesten  lU.  Abschnitte  von  den  gegen- 

')  Mutlaurin,  Algebry,  pag.  ^79, 
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seitigeii  Anwemlungeii  von  Algebra  und  Geometrie  auf  einander,  aus 
welchem  «'ir  nns  begnügen  zwei  Dinge  hervorzuheben.  Die  gewöhn- 
liche Parabel  ay  =  x^  und  die  eubische  Parabel  a^y  =  x^  unter- 
scheiden sich  (Fig.  98)  wesentlich  in  ihrer  Gestalt^),  Zwar  haben 
beide  je  zwei  iinendliche  Zweige,  aber  bei  der  ersteren  Curve  er- 
strecken sich  dieselben  auf  der  positiTen,  bei  der  zweiten  auf  der 
positiven  und  negativen  Seite  in  die  Unendlichkeit.  Dieselbe  Ver- 
schiedenheit findet  zwischen  a^'—^y=^x^''und  a^'j/  ^  x^'+'  statt, 
und  die  grade  Linie  y  ^  x  isi  tinter  die  Parabeln  der  zweiten  Gattung 
zu  rechnen,  die  sich  anf  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenaxe 
iiiicli  entgegengesetzter  Richtung  in  die  Unendhehkeit  erstrecken. 


Alle   Kegelschnitte    haben    Gleichungen    zweiten    Grades  ^)    und 

lassen  sich  nach  der  Form  der  Glieder  zweiten  Grades  unterscheiden. 

Diese   heissen   bei   der  Parabel   y^ —  -j-  — ,- ,    bei    der   Ellipse 

fr —  ■-     -  +      ,    -\-  f-.-,x^,    bei     der    Hyperbel    1/^  —  —  "4 — -;- 
a  u  2fa  "^  na 

—  27~  '*^'  ^'^^^  ^^  ^^^  ^*"^  Abweichung  gibt,  welche  eintritt, 
wenn  die  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten  als  Coordinatenasen  bezogen 
ist,  in  welchem  Falle  in  der  Gleichung  mindestens  eine  der  beiden 
Grossen  x^,  y^  fehlt. 

Wir  haben  (B.  509)  des  1748  durch  De  Castillon  überwachten 
Druckes  von  Eulers  zweibändigem  Meisterwerke  der  IntroducÜo  in 
Anahjsiii  infmitornm  gedacht.  Der  I.  Band  der  Jntroducüo  {mit 
diesem  abgekürzten  Titel  pflegt  man  sich  zu  begntlgen)  enthält  eine 
algebraische  Analysis,  und  wir  verwenden  das  111.  Kapitel  zum  Be- 
richte darüber  mit  Einschluas  dessen,  was  eigentlich  der  Algebra  an- 
gehören würde,  waa  wir  aber  nicht  aus  seinem  Zusammenhange  reiasen 
wollen.  Der  II.  Band  der  Introductio  ist  eine  analytische  Geometrie 
und  wird  uns  im   115.  Kapitel  beschäftigen.     Aber  auch  im  IL  Band 

')  Miiclaiiiin,  Algebra  pag.  SIT— ai8.        *)  Ebenda  pag.  329— 3S6. 
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ist  ein  Kapitel,  und  zwar  das  19.  von  den  DurcihsehiiittaiHiukteu 
der  Curven,  der  Hauptsache  nach  algebraischen  Inhiiltes,  und  wir 
wollen  ihm  gleich  hier  unsere  Aufmerlcsamkeit  schenken.  Sind  zwei 
Ourven  durch  ihre  auf  rechtwinklige  Coordinatcu  bezogenen  Glei- 
chungen gegeben,  so  verlangt  die  Auffindung  der  Durehschnittspunkte 
das  gemeinsame  Stattfinden  beider  Gleichungen,  also  das  Auffinden 
von  Wurzelpaaren  x,  y  aus  zwei  diese  Unbekannten  enthaltenden 
Gleichungen  höheren  Grades.     Euler  benutzt  dazu  zwei  Wege, 

Der  eine  ist  derjenige,  von  welchem  wir  (S.  114)  die  Vermuthung 
aussprachen,  Tschirnhaus  möge  sich  seiner  bedient  haben,  weil  wir 
auf  ihm  uns  bewegend  genau  das  Eliminationsergebniss  erhielten,  zu 
welchem  Tschirnhaua  gelangt  war.  Vielleicht  darf  man  auch  Newton 
als  einen  Benutzer  des  gleichen  Weges  betrachten,  denn  Endergeb- 
nisse, zu  welchen  er  gelangte,  ohne  zu  sagen  wie  (S.  400),  hissen 
sich  wiederum  auf  diesem  Wege  erreichen.  Unter  allen  Umständen 
begegnen  wir  der  Schilderung  der  Methode  erst  bei  Euler.  Er 
sehreibt  ausdrücklich  vor'),  man  solle  die  Elimination  von  >j  z.  B. 
zwischen 

I.    F+Vs  +  jin'  +  Sa'  +  Tif-o 

°"*  IL    p  +  q,j  +  ,-,/   +  sf  +  t,/    -  n 

so  vollziehen,  dass  man  die  erste  Gleichung  mit  p,  die  zweite  mit  P 
vervielfache  und  deren  Differenz  durch  */  theüe,  dasa  man  ferner  die 
Differenz  der  mit  t  vervielfachten  ersten  und  der  mit  T  vervielfachten 
zweiten  Gleichung  bilde,  wodurch  zwei  Gleichungen  dritten  Grades 
in  y  erscheinen,  welche  Euler  abgekürzt 

III.  Ä  -f  Ih/  +  Cit'  +  Df  =  0 

IV.  n   +hy   -\-  cy'   +  <Jy'  =  0 

schreibt.  Die  Fortsetzung  des  ähnlichen  Verfahrens  iührt  zum 
Gleichungspaare 

V.  y,'  +  Fy  +  Oy^  =^  0 

VI.  .    ^fy    +yy^    =0 

dann  zu  ^^^  H+Iy  =  0 

VIII.  /(    +j>  =0, 

IX.  Hi  —  lk^O. 

Euler  fügt  hinzu,  dass,  wenn  man  in  die  Gleichung  IX.  die  vorher 
abgekürzten  Werthe  wieder  in  ihrer  unabgekürzten  Form  einsetze, 
eine  Gleichung  entstehe,   in  welcher  nur  noch   die  Functionen  P,  P; 


endlich  zu 


')  Euler,  Introductio  II,  §  482. 
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y,  q  u.  s.  w.  aus  I.  und  II.  enthalten  seien.  Bei  der  allmählichen 
Wieder  ein  aetzung  zeigten  sich  der  ganzen  Gleichung  gemeinschaftliche 
Factoren,  welche  weggelassen  werden  könnten,  nud  es  enthalte  dann 
iu  der  Endgleichung  jedes  Glied  nicht  mehr  als  «cht  Buchstaben, 
vier  grosse  und  vier  kleine. 

Der  zweite  von  Euler  gezeigte  Weg  ist  folgender').  Die  Gleicluiiigeii, 
zwischen  denen  1/  eliminirt  werden  soll,  heissen 

I,  i'r  +  {hf-^  +  ii;r-^  +  sr-'  +  ■  -  ■  =  0 
IL  Pf  -\-qr-~'  -i-i-r'-"-  +sr-'  +--.  =  o. 

Nun  wird  eine  positive  ganze  Zald  /i  gewählt,  von  der  man  zunächst 
nur  verlangt,  dass  sie  sowohl  >  m  als  auch  >  n  sei.    Danu  hat  man 

1.  mit  pf-'"  +  af-"'-'  +  &/-"'-ä  -j sowie  IL  mit  Fi/-"  + 

Xi/*"""'  -|-  I}y'-~'^~-'  -{-■■•  zu  vervielfachen,  wo  Ä,  a,  B,  b  u.  s.  TV. 
vorläuüg  noch  unbestimmte  Functionen  von  x  bedeuten.  Man  erhält 
so  zwei  neue  Gleichungen,  welche  beide  vom  W^"  Grade  nach  ij  sintl, 
und  in  denen  k — m -{- k  —  n  = 'ik  —  m  —  ii  Buchstaben  A,  a, 
B,  b  ■  ■  ■  vorkommen.     Die  Gleichungen  selbst  lieisseu; 

I».  l'p<f  +  (Po  +  qp),/-'  +  (PI,  +  Qa  +  Ilp),/-'  +  . .  -  _  0 
IIa.  !',„/  +  (l'u  +  Ap),/-'  +  (/',■  +  JJ,  +  S)))j'-=  +  . . .  _  0 . 
Bildet  man  ihre  Differenz: 

(P»+ij;,-Pa-Ji,)/-'+(ra+v«+i>-Jv~i'j-Srt  !/'-'■+■■=■«, 

SO  hat  diese  neue  Gleichung  k  —  1  Glieder,  in  welchen  y  vorkommt, 
und  eines,  welches  von  y  frei  ist.  Sind  die  Ooefficieaten  jener  k—X 
ersten  Glieder  =0,  so  bleibt  nur  das  von  y  freie  Glied  =0  zu 
setzen,  um  das  Eliminationsergebniss  zu  besitzen.  AUerdinga  setzt 
das  voraus,  dass  das  Verschwindenlassen  von  k  —  1  Coefficienten  ge- 
nüge, um  2k  —  m  —  n  Grössen  zu  bestimmen^  d.  h.  es  miiss  sein 
l;  - —  1  =  2  A;  —  m  —  11,  k  =  m  -\-  n  —  1 ,  so  ilass  die  multipliciren- 
den  Gleichungen  py^^  -\-  ay"--  +  hy"—^  -^  .  . .  =  0  und  Py'"-^  + 
Ag"^-  '^  -j-  ify"'— 3  - . .  ^  0  heissen.  Eine  weitere  Voran  ssetzinig,  welche 
Enler  aber  niierwähnt  lässt,  ist  die,  dass  das  Verfahren  nicht  etwa 
Identitäten  oder  sonstige  Unbestimmtheiten  hervorbringe. 

Noch  im  Erscheinungsjahre  1748  der  Introdnetio  boschäftigto 
sich  Euler  in  den  Veröffeuthchungeu  der  Berliner  Akademie^  aber- 
mals mit  der  Eiiminationsaufgabe,  indem  er  den  Nachweis  zu 
führen    suchte,   dass   eine    Ciirve    m*^"    und    eine   Curve    ja*™   Grades 

')  Eulür,  Introduciiu  II,  S  183—484,  ')  Ristoirc  de  l'Acadettüe  de  Berlin. 
Änniiö  1748,  iiag.  334  -248. 
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tun  Durch sehnittspunkte  besitzen,  wenn  man  imaginäre  und  im  Un- 
endlichen gelegene  Üurchschnittspuiikte  mit  einrechne.  Er  will  also 
zeigen^  dass  die  Elimination  von  x  zwischen  den   Gleichungen 

ar  +  (^  +  cx)r-'  ^(d^ex-^  fx^r-'  +  -  ■  ■  =  0 
nnd      uy"  +  (ß  ^  yx)^-'  -\-  (d  -\-  ex  +  ix^f-"^  -[-...  =  0, 

wo  a,  a,  h,  ß  11.  3.  w.  Constante  bedeuten,  eine  Gleichung  «m'™  Grades 
in  y  hervorbringe.  Meistens,  sagt  er'),  gelangt  man  nnter  Änwendimg 
der  gewöhnlichen  Elirainationsmethoden  zu  einer  Gleichung,  dez'en 
Grad  mn  übersteigt,  und  man  könnte  dadurch  an  der  Richtigkeit  des 
zu  beweisenden  Satzes  irre  werden.  Wenn  auch  TheÜer  der  Gleichung, 
zu  welcher  man  auf  diesem  Wege  gelangt,  vorhanden  sind,  so  darf 
man  zunächst  zweifeln,  ob  man  jene  Theiler  zu  vernachlässigen  he- 
rechtigt  sei,  ob  sie  nicht  Wuizeln  enthalten,  denen  Durchschnitts- 
punkte  entsprechen.  In  diesei  Bemerkung  Eulers  dringt,  wie  bei 
Solle  (S.  393),  durch  den  ausgseprochenen  Zweifel  das  Bewusstsein 
von  einer  Aufgabe  fremden,  nui  durch  ein  Verfahren  mit  den  Glei- 
chungen in  dieselbe  hmeingetiagenen  Wurzeln.  Euler  macht  nun 
einen  neuen  Vorschlagt)  zui  Elimination.  Die  beiden  Gleichungen, 
zwischen  welchen  diesmal  if  elimmirt  werden  soll,  seien  j/™  —  Fy"'~^ 

+  Qf--^  —  By""-" -\- Sy'"-^ =0  und  y" —py"-^  -{- qy""-^ 

—  rj/""^  +  si/""* ■  ■  =  0.    Die  erstere  Gleichung  hat  m  Wurzel- 

werthe  für  y,  welche  A,  Ji,  0,  D  ■  ■  ■ ,  die  letztere  n  Wurzelwerthe 
für  y,  welche  a,  b,  c,  d  ■  ■  ■  heissen  mögen  und  selbstverständlich  x 
enthalten,  ebenso  selbstverständlich  reell  oder  imaginär  sein  können. 
Die  beiden  Gleichungen  können  demgemäss  auch  (y  —  Ä)  (y  —  B} 
ö-C){j,-D)..._Onna  (j, -»)  (j, -»)(;,_»)  (j-g)  ...  =  0 
geschrieben  werden.  Das  gleichzeitige  Stattfinden  beider  Gleichungen 
fordert,  dass  ein  Werth  von  y,  der  der  ersten  genügt,  auch  die 
zweite  befriedige,  dass  also  z.  B.  A  =  a  oder  Ä  ^^  h  oder  Ä  =  c 
oder  A=^d  ■•■  sei,  oder  B  =  a  oder  ]i=h  oder  B  =  c  oder 
B  =  d  ■  ■  ■  u.  s.  w.,  wofür  auch  geschrieben  werden  kann  A  —  »  ==  0, 
^  — Ä  =  Ü,  ^  — c  =  0  ■■■,  ß— ff  =  0,  ß— i.  =  0  u.  s,  w.  und 
Nullsetzung  des  aus  mn  Factoren  bestehenden  Productea  (A  —■  aj 
(Ä  —  b)(A  —  c)---{B  —  a){B—b)---(C—  n)  {C  —  b)  ■  ■  ■  wurde 
die  von  y  freie  Endgleichung  sein,  wenn  A,  B,  (J  •  ■  -,  a,  h,  c  ■  ■  ■ 
bekannt  wären.  Letzteres  ist  zwar  nicht  der  Fall,  aber  man  kann 
entweder  die  grossen  oder  die  kleinen  Buchstaben  sofort  und  die 
anderen  hinterdrein  wieder  aus  der  Endgleichung  herausschaffen.    Es 

•)  Histoire  de  VAcadmnie  de  Berlin.     Ann6c  1748,  pag.  239.  'D  Ebenda 

pag.  243—246. 
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w«r  (s  — »)(!/-  !>)(•/  — c)--  =  i/-—j)!/—'  +  qtj—' .  Er- 
setzt  man   y   durch    A ,   durch   i?,   durch    C  ■  ■  ■,   so    wird    (Ä  —  a) 

(A  -  b)  (Ä  —  e)  ■  ■  ■  —  A'  ~  pA  —  '  +  qÄ'-' ,  B  —  a)(B  —  b) 

(B_e)..._iS-_pB.-.  +  ,B.-^._...,  (C-„)(f-6)(C-c)... 

=  C"  —  pG"^'  -4-  qC^~"  —  ■■-  und  die  Endgleichung  heisst  folglicii 

(A-  —iiA"-'  +  qA"-'  - )  {B"  ^p&-'  +  2^"-^ ) 

Jühit  man  die  in^edruteten  MultipIiLiticiien  aus  sj  entsteht  ein 
\usdiuck,  in  welchem  ncLeii  Bektniitem  luch  Vereinigungpn  der 
groisen  Buchstahen   i    B,  (  iintei  einandei   anftrtten     Diese  sin  l 

abei  mittels  dei  GirardHchen  iormeln  fui  die  Simmen  dei  Wuiztl 
potenzen  m  Verbindung  mit  den  lorracln  fui  Bildung  der  Gleichungs 
coefficienten   aus    den  \\ur7eln    duich   die   P    V    -^  darzustellen 

Eulei  erliuteit  dann  die  -lehr  allgemein  gthaltene  Vorschrift  an 
einem  be'^timmten  Beispiek  indem  ci  dazu  bemerkt^J  wenn  in  dem 
Beweise  noth  Einiges  dunkel  sei  so  luhie  solches  von  dei  grossen 
AUgcmejiiheit  der  Beti auhtungen  hei,  und  alle  Zweifel  schwanden  hei 
der  Anwendung  auf  besondere  Fülle.  Ea  ist  Mar,  dass  diese  Be- 
merkung die  Lücken  eines  Beweises  nicht  auszufüllen  im  Stande  ist 
und  nur  dazu  dienen  kann,  als  Eingeständniss  eines  noch  nicht  ganz 
einwandfreien  Beweises  zu  gelten. 

Der  nächste  Band  der  Veröffentlichungen  der  Berhner  Akademie 
für  1749  empfiehlt  sich  unserer  Aufmerksamkeit  durch  zwei  Ab- 
handlungen, deren  erste  von  einer  uns  noch  fremden  Persönlichkeit 
herrührt.  Johann  Samuel  König^)  (1712 — 1757)  war  der  Sohn 
eines  Bemer  Theologen  gleichen  Namens,  der  wegen  religiöser  Streitig- 
keiten aus  der  Heimath  verbannt  als  Hofprediger  in  Büdingen  eine 
Zuflucht  gefunden  hatte.  Dort  wurde  der  Sohn  geboren,  der  aber 
dann  in  Bern  erzogeu  wurde  und  durch  seine  dortige  Beliebtheit 
wesentlich  niitbewirkte,  dass  dem  Vater  die  Kückkehr  gestattet  wurde. 
Seine  mathematischen  Studien  machte  König  seit  1730  in  Basel  unter 
Johann  und  Daniel  BernouUi  und  Jacob  Hermann,  dann  1735 
in  Marburg  unter  Christian  Wolf.    In  Basel  waren  Alexis  Claude 

')  liistoire  de  FAcademie   <le  Berlin.     Annüe  1748,  pag.  248.  ')  lluil. 

Wolf,  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz  U,  147—182.  J.  H.  üraf, 
CreBchichte  der  Mathematik  und  der  NaturwissenBchaften  in  Itemischen  Landen, 
ni.  Heft,  1.  Abtheilung.  S.  HS  — (j2.  Ueber  den  Streit  Königs  mit  Maupertuis 
vcrgl.  die  Festrede  von  JHels  nur  Feier  des  27.  Januar  1808  in  den  Sitzungs- 
bcrifhten  der  Berliner  Akademie  und  C.  J.  Gerhardt:  Ucber  die  vier  Briefe 
von  Leibniz,  die  Samuel  König  1753  veröft'entlicht  hat  i,Sitzungsbe richte  der 
Berliner  Akademie  1898,  I,  419). 
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Clairault  und  Pierre  Loiiis  Moreau  de  Maupertuis  soine  Studien- 
genossen. Von  1738  an  war  König  einige  Jahre  in  Paris  Hanslehrer 
der  Marquiae  De  Chätelet  (1.706—1749),  an  deren  Arbeiten  er  nicht 
ohne  Antheil  gewesen  ist.  Eine  feste  Anstellung  zii  finden  gelang 
König  weder  im  Auslande  noch  in  der  Schweiz.  In  der  Schweiz  traf 
ihn  sogar  1744  das  Verbannungsurtheil  aus  Urilnden  der  Politik. 
Nun  bemühten  sich  Daniel  Bernoulli  und  Euler  für  König.  Stellungen 
in  Berlin,  in  Petersburg  wurden  ihm  angeboten,  er  entschied  sich  für 
Franecker  und  verblieb  nun  bis  zu  seinem  frühen  Lebensende  in 
Holland  in  verschiedenen  Stellungen.  Dort  begann  1751  der  heftige 
Streit  mit  Mftupertuia  über  das  Prineip  der  kleinsten  Äction, 
welcher  ein  Seiteastück  zu  dem  Prioritätsstreite  zwischen  Newton 
und  Leibniz  genannt  werden  kann,  und  in  welchem  die  Berliner 
Akademie  dem  gleichen  Fehler  einseitiger  Parteinahme  für  ihren 
Präsidenten  verfiel,  den  50  Jahre  früher  die  Royal  Society  begangen 
hatte.  Wir  freuen  uns,  nicht  genöthigt  zu  sein,  unseren  Lesern  auch 
diesen  hässlichen  Zwist  ausführlich  zu  erzählen,  diese  Pflicht  fällt 
nur  dem  Greschichtssehreiber  der  Mechanik  zu.  Gleichwohl  durfte 
der  Streit,  der  so  viel  garstigen  Staub  aufgewirbelt  hat,  nicht  ganz 
unerwähnt  gelassen  werden,  wo  der  Name  Königs  uns  begegnet.  Er 
begegnet  uns,  wie  schon  gesagt,  als  Verfasser  eines  Aufsatzes  von 
1749  über  den  wirklichen  Grund  der  Unzulänglichkeit  der  Del  Ferro- 
schen  Foi'mel  im  irreductiblen  Falle  der  kubischen  Gleichung^). 

Die  von  ihrem  quadratischen  GHede  befreite  kubische  Gleichung 
kann  als  x^ -V^qx  —  r  =  0  mit  positivem  q  und  r  dargestellt  werden, 
denn  -^^  + 'j*  ~l~  **  =  "^  ^&h.\,  durch  x  =  •— >j  in  die  vorige  Form 
über  und  hat  also  die  gleichen  nur  mit  —  1  vorviclliicliteu  Wurzeln. 
Vou  den  allein  zu  unterach eidenden  Formen: 

A.  3-:'-^qx-    c^O 

B.  x^  —  2  a:  — -  r  =  0 

lässt  A.  immer  auf  zwei  complexe  Wurzeln  wchliesaen  und  B.,  voraus- 
gesetzt dass  alle  Wür/.eln  reell  seien,  auf  eine  positive  und  zwei 
negative  Wurzeln,  wofür  sich  König  auf  den  Hatz  vou  den  Zeichen 
wechseln  beruft.  Das  Fehlen  des  quadratischen  Gliedes  bedeutet, 
dass  die  eine  -positive  Wurzel  so  gross  ist  wie  die  zwei  ncgativon 
Wurzeln  zusammen,  dass  sie  mithin  den  absolut  grösateu  Wertli 
unter  den  drei  Wurzeln  besitzt.  Der  irreductible  Fall  kaini  sonach 
nuter  alleiniger  Beachtung  von  B.,  wofür  man  auch 
C.  x^~'6a^x^2a"<:  =  Q 
')  Histoire  de  l'Acadöme  de  Berlin,     .\nnee  17l!i,  pao;,  iso— lü;!. 
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sRliretben  Jftrf,  untersucht  werden  und  nun  folgt  eine  ausfüLrIiche 
Erörterung  der  fJrössebeziehuügen  zwischen  a  und  c,  welche  atatt- 
findeu  müssen,  damit  C.  die  erwähnten  drei  reellen  Wurzeln  besitze, 
auf  die  wir  aber  nicht  eingehen. 

Der  gleiche  Band  der  Berliner  Veröffentliehungeu  sehliesst  eine 
Arbeit  Eulers')  Über  die  imaginären  Gleichungswurzeln  in  sieh. 
Euler  stellt  sich  hier  die  gleiche  Aufgabe,  mit  welcher  sich  D'Alena- 
hert  (S.  585— 58G)  im  Jahre  1746  beschäftigt  hatte.  Ei  nennt  Aie-^cn 
Vor^nger  auch  einmal^),  indem  er  erklärt,  D'Alembert  habe  jn  seiuei 
vortrefflichen  Abhandlung  von  174(3  über  die  Integralrechnung  über 
allen  Zweifel  erhoben,  dass  jede  imaginäre  Gleichungswuizel,  von  wie 
Terwickelter  Zusammensetzung  sie  sein  möge,  sich  stets  auf  die  Form 
M  -{-  Ny —  1  mit  reellen  M  und  W  zurüeltführen  lasse  Ei  tadelt 
nur,  dass  D'Alembert  das  Unendlichkleine  in  seine  Daistelhing  mit 
aufgenommen  habe  und  liefert  Beweise  des  gleichen  Satzes,  die  yon 
dem  durch  ihn  gerügten  Mangel  frei  seien.  Er  zeigt  also  erst,  dais 
algebraische  Operationen,  dann  aber  auch^),  dass  alle  bekannten 
transcendenten  Operationen  die  durch  sie  hervorgebra^^hten  imagi 
nären  Grossen  in  dem  Rahmen  jener  Form  belassen.  Was  dagegen 
D'Alcmberts  Nachweis  der  Existenz  von  Gleichungswuizelu  betiiftt, 
so  spricht  Euler  davon  mit  keiner  Silbe.  Wir  möchten  glauben,  er 
habe*  D'Alemberts  Schlüsse  nicht  für  zwingend  gehalten  und  doch 
den  schwachen  Punkt  in  ihnen  nicht  aufzudecken  vermocht,  deshalb 
habe  er,  ohne  ein  Wort  des  Lobes  noch  des  Tadels  für  diesen  Theil 
der  Arbeit  von  1746,  versucht,  eine  andere  seiner  Meinung  nach 
einwandfreie  Beweisführung  an  deren  Stelle  zu  setzen. 

Drei  Sätze*)  sind  in  geometrischer  Gestalt  vorgetragen.  Eine 
Cnrve  y  =  3:^™+i  -j-  Ar^'"  4-  Bx-'"~'--\-  Cx-"'-^  -\ 1-  JV  mit  ganz- 
zahlig positivem  Exponenten  m  und  reellen  Coefficienten  A,  B,  (J---N 
hat  bei  jedem  reellen  Werthe  der  Abseisse  x  einen  und  nur  einen 
reellen  Werth  von  ?y.  Bei  «=00  wird  »/  =  00,  bei  ir  =  —  <xj  wird 
?/  =  ■ —  Od .  Die  Curve  liegt  also  auf  der  positiven  Abscissenseito 
im  Unendlichen  oberhalb,  auf  der  negativen  Abscissenseite  im  Un- 
endlichen unterhalb  der  Abscissenaxe.  Die  rechts  und  links  in  die 
Unendlichkeit  sich  erstreckenden  Curvenzweige  stehen  aber  in  stetiger 
Verbindung^),  die  Curve  muss  also  die  Abscissenaxe  einmal  oder 
mehrere  Mal   schneiden,  und  wenn   mehrere  Mal,  so   muss   die  Zahl 


')  Ifistoire  de  VÄcadcmk  (h  Berlhi.  Anwe  1740,  \>a.g.  222—288.      =)  Rijeuda 
pag.  257.  s)  Ebcnila  pag.  2Ü.^>  stiq.  ')  Klteiida  pag.  232-235,  '^)  C'elfe 

'iranche  [de  Ja  courbe  midessovs  de  l'axej  itaiit  ccmthme  avecl'antre  sitiiee  autkssus 
de  t'aax. 
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der  Schnittpunkte,  in  welchem  1/  =  0  ist,  ungrad  sein.     Folglich  hat 

erstens  die  Gleichung  a^^'n  +  i  -^  ji.a^"'-\- |-iV  =  0  jedenfalls  eine 

reelle  Wurzel,  vielleicht  eine  grössere,  dann  aber  ungrade  Anzahl  von 

solchen.  Die  Curve  y  ==  j?"'  -i-  Äx^'"—^  -\-  Bx-""^-  -\-  Cx^'"~^  ■] \-N 

dagegen  liefeii;  y  =  00  sowohl  wenn  a:  =  00  als  wenn  x  =  —  00. 
Ihre  imendlichen  Zweige  liegen  rechts  wie  links  oherhalb  der  Ab- 
sciasenaxe  und  die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einer  graden 
Anzahl  von  Punkten  oder  gar  nicht.  Mithin  hat  zweitens  die 
Gleichung  x^'" -\- Ax^"'~^ -{-■■■ -\- N  ^==  0  eine  grade  Anzahl  von 
reellen  Wurzeln  oder  gar  keine.  Ist  die  Constante  N  wesentlich  ne- 
gativ, etwa  N  =  —  0^,  und  fragt  man  nach  der  Gestalt  der  Curve, 
y  =  X-"'  +  Ax^"'-'^  +  ■  ■  ■  —  0^>  so  ist,  wie  wir  soeben  zeigten, 
1/  ^=  00,  sowohl  wenn  3:  =  00  als  wenn  x  =  - —  00.  Bei  3:  =  0  ist 
y  =  —  0^,  d.  h.  die  Curve  befindet  sich  unter  dem  Coordinaten- 
anfangapunkte,  dann  aber  im  Unendlichen  sowohl  rechts  als  links 
oberhalb  der  Abscissenase,  die  Curve  nauss  daher  die  Absciasenaxe 
sowohl  rechts  als  links  vom  Coordinateuaufangspunkte  mindestens 
einmal  schneiden,  d.  h.  drittens  die  Gleichung  x^'"  -\-  Ax'^"'^'  _j-  . . . 
—  0^  =  0   hat    mindestens    eine  positive  und   eine  negative  Wurzel. 

Gegen  diese  Sätze,  welche  Euler  selbst  im  I.  Bande  seiner  Intro- 
ductio  in  dessen  2.  Kapitel  schon  in  analytischer  Erörterung  aus- 
gesprochen hatte,  ist  niemals  der  geringste  Einwand  erhoben  worden. 
Wohl  aber  ist  Eulers  weitere  Beweisführung  von  Gauss  in  der 
gleichen  Abhandlung,  in  welcher  D'Alemberts  Untersuchungen  be- 
mängelt wurden  (S.  586—587),  als  nicht  widerspruchslos  erkannt 
worden,  und  wir  können  nicht  besser  thun  als  den  Bericht  über 
Eulers  Gedankengang  nebst  dem,  was  darin  zweifelhaft  erscheint, 
Gauss  zu  entnehmen.  Auch  in  der  Bezeichnung  folgen  wir  Gauss, 
während  die  Eulers  selbst  etwas  davon  verschieden  ist. 

Euler  will  das  vom  zweithöchsten  Gliede  befreite  Gleichungs- 
polynom  grader  Ordnung   in  zwei  Factoren  halb  so  hoher  Ordnung 

zerfallen,  also  X^x^'»-\- Bx^"'-^ -{- Cx^'"-^-{ [- üf  als  Product 

von  x"^  —  ux""-^  -\-  ax"'-^  -{■  ßxf"-^  -\ und  x"^  -\-  ux'"-'-  -\-  Ix'""^ 

~\-  [ix'"—^  _j-  . . .  darstellen.  Die  beiden  Factoren  enthalten  2m  —  1 
unbekannte  Coefficienten,  und  genau  ebensoviele  Coefflcienten  kommen 
in  X  vor.  Vervielfacht  mau  die  beiden  Factoren  mit  einander  und 
vergleicht  ihr  Product  gliedweise  mit  X,  so  entstehen  2«—  1 
Gleichungen,  und  nun  will  bewiesen  werden,  es  sei  möglich,  aus  ihnen 
reelle  Werthe  von  u,  a,  ß,  ■  ■  ■,  X,  (i,  ■  ■  ■  zu  entnehmen.  Ware  " 
als  bekannt  angenommen,  so  könnte  man,  behauptet  Euler,  alle  an- 
deren Coefficienten  u,  ß,  ■■-,  X,  fi,  ■  ■  ■  rational  in  11  ausdrücken  und 
so  wegschaffen,  wodurch  eine  GSeichung  li=^0  entstehe,  welche  neben 
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u  als  Unbekaniitor  nur  die  bekannten  Co effici enteil  von  X  cnthaite. 
Wenn  es  auch  praktisch  nahezu  unausführbar  sei^j,  bei  einigermassen 
grossem  m  die  Elimination  auszuführen,  so  genüge  es,  wenn  nur  der 
Beweis  geliefert  werden  könne,  dass  die  Gleiehungsconstante  von 
J[=0  wesentlich  negativ  sei,  denn  dann  gebe  es  vermöge  des  ei-sten 
ttnd  dritten  Einleitungssatzes  ein  reelles  »(,  welches  (7=0  erfülle, 
nnd  folglich  lassen  sich  alle  ii,  a,  ß,  ■  ■  ■,  A,  /i,  ■  ■  ■  reell  bestimmen, 
Bei  Euler  ist  der  Beweis  für  den  Fall  vi  =  2  erbracht,  den  Gauss 
dann  verallgemeinerte.  Sei  also  mit  Euler  X  =  ar*  +  Bx^  -\-Cx-\-D 
^  (,(■  —  IX)  {x  —  b)  (x  —  i){x  —  b)  und  sei  x^  ~  ux  -{-  ß  einer  der 
trinomon  quadratischen  Factoren  von  X.  Nun  muss  jede  Wurzel  von 
'ß  —  u'x-\-ß^a  auch  eine  Wurzel  von  X=0  sein,  und  da  u  die 
Summe  der  zwei  Wurzeln  von  x"-  —  ux  -{-  ß  '^  0  ist,  kann  u  die 
Summe  von  irgend  zweien  der  Werthe  n,  1),.  c,  b  sein,  also  Q  +  ti, 
0  -(-  c,  n  +  b,  &  +  c,  b  +  b,  c  +  b,  im  Ganzen  -  „  =  C  Combina- 
tionen,  woraus  man  zu  schliesseu  berechtigt  ist,  die  Gleichung  in  u, 
nämlich  U  ^=  ü,  werde  genau  vom  6"""  Grade  sein.  Weil  ferner  in 
X  =  0  das  zweithöchste  Glied  fehlt,  muss  Cl  +  b4-c4-b  =  0  sein, 
d.  h.  die  sechs  Werthe  von  u  sind  paai-weise  geordnet  «  =  a  +  I)  =  jj, 
j[  =  c+b  =  —  j»,  w  =  ci-|-c  =  g',  M  =  b-j-ö  =  —  2,  ((  =  a4-b=)-, 
((  =  I)  -j-  t  =  —  r,  und  so  zeigt  sich  (7=  (((  —  ji)  (((  -\- p)  («  — -<^) 
{"■  +  5)  ("  —  *■)  ("  +  '■)  =  "^  —  '•'  ■ —  P^<f^'^  mit  negativem  constan- 
ten   Giiede,  weil  ---  ■  --—  =  IS   ungrad   ist.     Ist  nun  2m  eine  Potenz 

von  2,  etwa  2m  ==  2f,  so  kann  X  in  zwei  Factoren  vom  Grade 
2''"^  zerfällt  werden,  jeder  dieser  Factoren  in  zwei  neue  vom  Grade 
2''~^  u.  s.  w.,  bis  schliesslich  lauter  trinome  quadratische  Factoren  mit 
reellen  Coefficienten  ermittelt  sind.  Ist  n  der  Grad  der  vorgelegten 
Gleichung  nicht  ein  2",  so  gibt  es  doch  jedenfalls  ein  2''  >  n  mit 
2"  - —  w  =  V,  und  es  genügt,  die  gegebene  Gleichung  mit  x'  zu  ver- 
vielfachen, um  ein  in  lauter  reelle  trinome  quadratische  Factoren  zer- 
legbares Gieichungspolynora  entstehen  zu  sehen  ^). 

Gauss  hat  vier  Einwendungen  gegen  diesen  Beweis  erhoben. 
Erstens  sei  nicht  allgemein  wahr,  dass  ß,  ;3  ■  ■  ■,  A,  /i  ■  ■  ■  rational  in 
H  ausdnickbar  seien.  Zweitens  können  selbst  unter  der  Voraussetzung 
»■ationaler  Ausdrückbarkeit  die  Formeln  für  k,  ß  ■  ■  ■,  ^,  jt  ■  ■  ■  unbe- 
stimmt und  damit  unbrauchbar  werden.  Drittens  sei  in  der  Annahme, 
m  der  vom  zweithöchsten  Giiede  befreiten  Gleichung  sei  die  Wurzel- 
summe Null,  eine   Annahme    von   unzweifelhafter  Richtigkeit,    wenn 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.    Aiinee  1749,  pag.  23'J.  *)  Ebenda 
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die  Gleichung  Wuizcln  !jesit/e,  duie  Thatsache  doch  vorausgesetzt, 
auf  deren  Beweis  es  gpiade  ankomme.  Viertens  brauche  ' — p^ifr' 
nicht  negativ  zu  sein,  da  imagindie  Werthe  von  p,  q,  r  das  Gegen- 
theil  bewirken  können  Wenn  Euler  den  letzterwähnten  Einwurf 
auch  vorausgesehen*)  hat,  so  ist  es>  doch  ungenügend,  was  er  zur 
liebung  des  Zweifels  beibrachte. 

Euler  hat  noch  einen  anderen  Beweis*)  angegeben,  welcher  darauf 
hinausläuft,  die  Wurzeln  von  a"  +  Ax''~^  -\-  Bx"~^  -|-  ■  ■  -  =  (> 
müssten  sicherlich  mittels  Wurzelgrössen  dargestellt  werden  können'). 
Wir  wissen,  dass  Euler  hier  nur  seine  irrige  Vermuthung  von  1732 
(S.  575)  wiederholt,  ohne  sie  zu  begründen. 

Euler,  dessen  von  keinem  anderen  Mathematiker  auch  nur  an- 
nähernd jemals  erreichte  Erfindungskraft  so  viele  Früchte  zeitigte, 
dass  die  bestehenden  Akademiesehriften  sich  als  ungenügend  erwiesen 
sie  aufzubewahren,  gab  1746 — 1751  in  Berlin  drei  Bändehen  Opuscida 
varü  argumenti  heraus.  In  dem  IL  Bändchen  von  1750  findet'  sich 
eine  algebraische  Untersuchung*),  zwei  Beweise  des  Satzes  von  den 
Summen  der  Wurzelpotenzen.  Sei  Z  =  x"  —  Ax''~^  -\-  lix"~-  — 
CV"-'  -j-  D^"— *  —  ■  ■  ■  +  K=  0  eine  Gleichung,  deren  n  Wurzeln 
a,  ßj  y,  d,  ■  ■  ■  V  heissen,  so  dass  also  Z  =  {x  —  d)  (x  —  (5)  (a:  —  y) 
{x—S)---{x  —  v)  und  log  ;;  =  log  {x  —  a)  +  log  {x  ~~  ß)  -{- 
log  (x—  y)  -\-  log  (x  —  d)  -j-  ■  -  ■  -{-  log  (x  —  v)    ist.      Differentiation 

nach  x  liefert   ;^  j^'  =  —zr^  +  ^,rzr^  H ^ä:-v^'x'^^''^ 

J +  ■■■  +  !  + t  +  f^ +  ■■■  +  !  + ;;.  +  ;;l  +  --'  =  l  + 

f/f+     3 1 ^^ -\- -  ■  ■   'n   leicht   verständlicher  Abkürzung.     Anderer 

seits  ist  'j-  =  nx"-'  —  {n  ~  1)/!.^:"--  +  {n  —  2)Bx"-^  —  ■  ■   und 

„  =:  — — ; — -— T, —  —  ■    Multiplicirt  man  die  für   ,,    ,  -   ge- 

'f        33"— ^ «"-*  +  £ a;"-* ^  /  rfa:  * 

fundene  Reihe  mit  Z  und  setzt  das  Product  der  für   -j~  gefundenen 

lleihe  gleich,  so  entsteht: 

3:^-1  _  („  _  1)  Ax«-^  +  {n  —  2)  Ba^"-" =  \x"  -  Ax"-' 

+  /^.E"--  — J  ■  K  +  i-=. A  +  i./"' +■■■]  =  «■^"  ' 


')  HiittoWe  de  VAearlemie  de  T.erUn.    Annüe  1749,  pag.  240,  -)  ]';be!nl:i 

img.  203— 2G'l.  ')  n  est  certain  que  cette  formiile  sem  enmposee  de  jAiifk-urs 

eignes  radicamc,  donl  les  quanlites  A,  B  •  •  •  seront  enmpliqiiees.  ')  Kuler, 

Oprtseiäa  varii  argumenti  II,  108—130. 
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Jetzt  werden  die  Heihen  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  als 
übereinstimmend  gei^aeht,   und   ao    entstehen   die  Formeln 

--(«—  ))J  =J«  —nÄ 

{n-2)ß=p-Aju   -i-^nß 
-in   -  Q)Ü  ^  Ja'  —  Aja'  -\-  bJu   ~  nC 

(n  —  4)1)  =^jV  —  Afa^  +  7?/«^  —  cf^  +  nl), 


deren  Gesetz  sofort  eraichtlieii  ist,  und  aus  weichen  j  a,  j  a^,  j  a^  ■  ■  ■ 
sich  der  Reihe  nach  leicht  ergeben.  Eulers  zweiter  Beweis  ähnelt 
sehr  demjenigen,  welchen  wir  bei  unserer  Besprechung  von  Maclau- 
rins  Algebra  {9:591^592}  zu  erwähnen  hatten.  Wir  lassen  dahin- 
gestellt, ob  Euler  von  jenem  Werke  Kenntniss  besaas. 

Gabriel  Cramera  ungemein  reichhaltige  Introdudion  ä  l'analifsc 
des  lignes  cowrbes  <dgebriques  von  1750  gehört  gleich  Eulers  Intro- 
ductio  n«r  nebensächlich,  aber  mit  wichtigen  Gegenständen  in  dieses 
Kapitel  Der  erste  Gegenatand  ist  das  Newtonsche  Parallelo- 
gramm, welches  Cramer  mit  den  den  betreffenden  Feldern  ange- 
hörenden Gliedern  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit  Einscblusa 
ihrer  Zahleneoefficienten  ausfüllt^),  welches  er  aber  auch  nach  dem 
Vorgänge  des  ausdrücklich  dafür  genannten  De  Gua  (S.  577)  durch 
ein  Dreieck,  TriangU  alg^hrigue  oder  analytique,  ersetzt^).  Jedes  Feld, 
rase,  heisst  nach  den  Potenzen  von  x  und  von  if,  welche  ihm  ein- 
geschrieben sind  oder  ihm  eingeschrieben  gedacht  werden,  also  das 
Feld  Xf  das  Feld  x^f',  das  Feld  x^y  u,  s.  w.  Das  Feld  an  der  unteren 
Ecke  dea  Dreiecks  heisst  die  Spitze,  pointe  du  trianyle,  und  ist  für 
die  Constante  bestimmt.  Im  Uebrigen  ist  die  Anordnung  so  ge- 
troffen, dass  die  Glieder  jeder  Horizontalzeile  von  gleicher  Dimension 
sind,  und  man  bat  dem  Dreiecke  eine  solche  Ausdehnung  zu  gehen, 
dass  die  oberste  Zeile  dem  Grade  der  Gleichung,  mit  der  man  es  zu 
thun  hat,  entspricht.  Von  unten  nach  oben  und  von  links  nach 
rechts  heisst  also  das  unterste  Feld  o,  die  Felder  der  folgenden  Zeile 
y,  X,  dann  j/*,  xy,  x^,  ferner  y^,  xy^,  x^y,  x^  u.  s.  w.  Das  gezeich- 
nete Dreieck  lässt  sich  auch  durch  ein  aus  Holz  oder  Elfenbein  her- 
gestelltes') vertreten,  in  welchem  alle  Felder  durchlöchert  sind.  In 
die  Löcher   eingesteckte  Stifte   machen   koimtlich,  welche  Felder  her- 

')  Gramer,  hdroduetion  n  Vanalym  iles  hyiies  ciiuibes  yu^^.  ■''!>.  -)  Kbcuda, 
l>ag.  66.        =)  Ebenda  pag.  1G5. 

ClBTCK,  Gcis,.liltlile  aor  MalLemntiit.   ni,  -.1.   ;',  Aufl.  iO 
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Torzulieben  sind,  z.  B.  (Fig.  99)  die  Felder  A,  B,  C,  D,  E  nebst 
den  beiden  durch  Sternchen  ausgezeichneten  Feldern,  und  zwar  hebt 
man  alle  Felder  hervor, 
deren  nam  engeben  de  Aus- 
drücke in  der  zu  unter- 
suchenden Gleichung  als 
Glieder  vorkomuaen.  Un- 
sere Figur  entspricht  also 
der  Gleichung  x^y^  -j- 
axiß  -\-  hx^y  -f-  cx^  + 
d^xy  -\-  e^x^  -i-fy^  0, 
weil  A=^y,  B  =  xy^, 
Fig.  M.  C=x^y'^,  J)  =  r^j  E  =  t'' 

und  von  den  beiden  Steni 
eben  das  untere  =  xy,  das  obere  x'^y  ist.  Man  bildet  sodann  ein 
nach  aussen  gewölbtes  Vieleck  ABCDE,  welches  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  die  markirten  Felder,  soweit  ihre  Marken  nicht  auf  den 
Vielecks  Seiten  selbst  liegen,  in  das  Innere  des  Vielecks  fallen  Jede 
Vielecksseite  gibt  zu  einer  Gleichung  Anlass,  indem  die  Summe  dei 
ihr  angehörenden  Gleichungsglieder  gieich  Null  gesetzt  wiid 

AB.  fy     +«Ä'/  =  0 

BC.  axy^  -f-  x^y^   =  0 

CJ).  x^y^   -\-  cx^     =0 

DE.  ex""    +  e^x^   =  0 

EA.  e'x'   +fy    =0 

und   aus    diesen    Gleichungen    entspringen    Anfänge    von    Reibenent- 
wicklungen : 


welche  man  als  Ausgangspunkt  zu  wählen  hat,  je  nachdem  x  gegen  y 
gross  oder  klein  gedacht  wird,  damit  die  entstehenden  Reihen  con- 
vergiren.  Wir  bemerken  dabei  ausdrücklich,  dass  bei  allen  Schrift- 
stellern, welche  von  dem  Newtonseheu  Parallelogramme  oder  von 
dem  De  Guaschen  Dreiecke  handeln   das  Verlangen  nach  Convergenz 
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der  entstehenden  Reihen  ausgesprochen  ist,  aber  daas  keiner  ein 
eigentliehes  Merkmal  der  Conyergenz  angibt 

Dtr  7»cite  Gegmsiand  iw,  dn  Lehie  von  len  Gleichungen,  mit 
welchem  (  iimer  es  /u  thuu  hat  Tst  die  Elimmitioiisanfgabe. 
Schon  m  der  Voitede'}  sigt  tr  die  hekiiinten  Methoden  hatten  ihre 
UiizidangliLhkeit  an  den  Ta^  gelegt  und  su  sl!  eice  neue  aufau- 
snclien  gewesfn  welche  die  Sache  dadurch  7u  einer  leu-hten  mache, 
dass  Zahlzeichen  in  einer  eigenthumhchen  "Wei^e  zur  Darstellung 
unbestimmt  gelissenei  Grossen  in  Anwendung  kommen,  eine  Bezeich- 
nung, welche  auch  bei  indeien  Unteisuclmngen  fich  nützlich  eweiseii 
könne  Die  Bezeichnung  ist  aber  kernt  andere  ah  die  Leibnizsche, 
^on  der  wu  I^^S  5*^0}  sagten,  dass  Maclauim  sie  vielleicht  eeflissent- 
lich  vermieden  habe.  Es  ist  auffallend,  dass  Cramer  den  Aufsatz 
der  A.  E.,  in  welchem  er  die  Anregung  zu  seiner  Bezeichnung  ge- 
funden haben  dürfte,  nicht  erwähnt.  Sollte  er  ihn  wirklich  nicht 
gekannt  und  die  Nacherfindung  ganz  selbständig  gemaclit  haben? 
Doch  gleichviel.  Dem  Cramerschen  Bande,  über  welchen  wir  aus- 
führlich im  116.  Kapitel  handeln,  ist  ein  dreitheiliger  Anhang  bei- 
gefügt: über  die  Elimination  von  n  — ■  1  Unbekannten  zwischen 
n  Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten,  über  die  Elimination 
einer  von  zwei  Unbekannten  zwischen  zwei  Gleichungen  höheren 
Grades  nach  eben  jenen  Unbekannten,  über  die  Huddesche  lieget 
zur  Auffindung  mehrfacher  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  einer  Un- 
bekannten. 

In  der  ersten  Aufgabe^)  ist  Cramers  Bezeichnung  unter  der  An- 
nahme von  vier  oder  mehreren  Unbekannten  folgende: 

A'  =  ZV  -f  Yh/  4-  X'x  +  Vh:  +  etc. 
A''  =  Z's  +  Y';i  +  X^X-  +  V'v  +  etc. 
A'  =  Z's  +  Y^!,  +  X^x  +  V'r  -f  etc. 
yl*  =  Ü\'^  +  Y*ii  +  X^x  +  V'v  +  etc. 
etc. 

Die  Exponenten  erklärt  er  als  Stelleuze igev.  Man  habe  keine  l'oteuK- 
grossen  vor  sich,  sondern  constante  Coeffieienten  der  Unbekannten 
s,  y,  X,  V  ■  •  ■  in  der  1'*",  2**",  3'™,  4"°  ■  ■  ■  Gleichung.  Gramer  gibt 
die  Regel  der  Bildung  des  Nenners  sowohl  als  des  Zählers  in  dem 
Bruche,  welcher  den  Werth  irgend  einer  Unbekannten  darstellt.  Um 
den  Nenner  zu  erhalten,  schreibe  man  bei  n  (etwa  drei)  Unbekannten 

')  Cramer,  InieoducÜon  ä  Vanalyse  <hs  ligws  couibeg.  Pre.fnn,  jjag.  XIV, 
*)  Ebenda  pag.  G5T~-G59. 
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1  -  2  •  3  ■  ■  •  k{1  ■  2  ■  3  =  6)  mal  die  Coefficientenbuclistaben  [Z,  Y,  X) 
neben  einander.  In  jeder  einzelnen  Anschreibung  lege  man  den  Ele- 
menten die  Indiees  (1,  2,  3)  stets  anders  geordnet,  im  Ganzen  also 
in  allen  Permutationen,  deren  sie  fähig  sind,  bei  und  betrachte  jeden 
so  gebildeten  Einzelauadruck  als  ein  Prodnet.  Das  Vorzeichen  der 
entstandene^  1  ■  2  ■  3  ■  ■  ■  «  Producte  richte  sich  nach  der  Zahl  der 
derangements,  der  Abweichungen  von  der  Ordnung.  Ein  lUrangement 
findet  statt,  so  oft  einem  höheren  Index  ein  niedrigerer  unmittelbar 
oder  mittelbar  nachfolgt.  Bei  grader  Anzahl  der  derangements  soll 
das  Product  das  Zeichen  +,  bei  ungrader  das  Zeichen  —  erhalten. 
Der  Zähler  entstehe  aus  dem  Nenner,  indem  man 'den  Coefflcienten- 
buchstaben  der  ihrem  Werthe  nach  zu  bestimmenden  Unbekannten 
durch  den  für  die  Gleichungsconstante  eingeführten  Buchstaben  A 
ersetze,  Indiees  und  Vorzeichen  bleiben  ungeändert.  Hier  ist  also  die 
Gieichungsauflösung  mittels  Determinanten  ganz  'genau  be- 
schrieben, und  nur  Namen  und  schriftliche  Anordnung  waren  noch 
nicht  so,  wie  unsere  Zeit  sie  benutzt. 

Bezüglich  der  Elimination  einer  Unbekannten  zwischen  zwei 
Gleichungen  höheren  Grades  ^)  schickt  Gramer  schon  vor  Beginn  des 
ersten  Anhangs  die  Bemerkung  voraus^),  die  gewöhnlichen  Methoden 
führten  neben  ihrer  Umständlichkeit  das  Bedenken  herbei,  dass 
Gleichungen  von  höherem  als  nothwendigen  Grade  entstehen,  welche 
überflüssige  Wurzeln  enthalten,  die  es  nicht  immer  leicht  ist,  aus 
ihrer  Mischung  mit  der  wahren  Auflösung  der  Aufgabe  herauszu- 
finden^). Das  ist  in  etwas  deutlicherer  Weise  bejahend  ausgesprochen, 
was  Euler  in  seiner  Abhandlung  von  1748  verneinend  zu  verstehen 
gegeben  hatte  {S.  598).  Auch  die  von  Gramer  gegebene  Vorschrift 
deckt  sich  genau  mit  der  in  Enlers  Abhandlung,  mit  welcher  Cramers 
Bekanntschaft  wird  angenommen  werden  müssen.  Nur  in  einer  Be- 
ziehung geht  Ci'amer  über  Euler  hinaus.  Während  Euler  die  That- 
sache,  dass  aus  einer  Gleichung  m'™  und  einer  solchen  n'™  Grades 
eine  Endgleichung  rnji"^"  Grades  hervorgeht,  doch  nur  aus  einzelnen 
Beispielen  mit  Sicherheit  erkennen  lässt,  sucht  Gramer  dafür  einen 
umständlichen  Beweis  zu  führen,  aus  welchem  die  Zeitgenossen  schwer- 
lich den  Kern  herauszuschälen  vermocht  haben  dürften,  während  man 
in  unseren  Zeiten*)  eine  Benutzung  von  symmetrischen  l'unctionen 
und  eine  Andeutung  dessen,  was   man  später  deren  Gewicht  genannt 

')  Gramer,  In^oäMeUort  ä  Vanalyse  deb  hgnes  courbes  pag  660 — 65'6. 
')  Ebenda  pag.  656.  ")  gw»  renferment  rff  ractnes  tupeiflites  gutl  n'est  pas 
to^jours  nisi  de  demeler  de  Celles  q»t  dunnent  la  iraye  Solution  du  PivbUnte. 
*)  Brill  ujid  Nöther,  Die  Entwicklung  der  algebraischen  lunctionen  in  älterer 
und  neuerer  Zeit.    I.  Abschnitt,  §  25,  S.  Ii7. 
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hat,  darin  ku  erkennen  yermochte.  Was  endlich  die  Huddesche  Regel") 
betrifft,  so  beruht  Cramera  Beweis  auf  dem  ohne  Anwendung  von 
Differentialzeichen  aus  der  Multipücation  der  Einzelglieder  der  Ent- 
wicklnng  von  (x  -\-  ij'f  mit  der  arithmetischen  Reihe  0,  1,  2,  3  ■  ■  ■ 
"  sich  ergebenden  Satze  g-[(«  +  y)''\  =  l{v  -^  ijf-'. 

Ein  Schriftsteller  bleibt  uns  noch  zu  erwähnen.  Johann  An- 
dreas von  Segner*)  (1704 — 1777),  aus  Pressburg  in  Ungarn,  stu- 
dirte  in  seiner  Heimath  und  in  Jena  Medicin,  Physik  und  Mathematik, 
war  kurze  Zeit  Arzt  in  Pressburg,  dann  in  Debreczin,  wandte  sich 
aber  1732  dem  Lehrberufe  der  Mathematik  in  Jena  zu,  der  ihn  1735 
nach  Göttingen,  1755  nach  Halle  führte.  Seine  physikalischen 
Leistungen  übertreffen  seine  mathematischen.  Von  letzteren  erwähnen 
wir  eine  1725  in  Jena  verfaaste  Abhandlung,  DtSbettatio  episMtea  ad 
(r.  E.  Hamhergerum,  qua  rfigulam  Harrioüi,  df  modo  ex  aeqtiaüonum 
sigms  nvmenim  radicwm  ms  componenüum  co<fHOf,rendi  demonstmre 
conatm.  Damals  glaubte  Segner  mithin,  wie  jedenfalls  auch  sem 
Lehrer  Georg  Erhard  Hamberger*)  (1G97— 1755),  der  Sohn  von 
Georg  Albrecht  Hamberger  (S.  4),  dass  Hairiot  der  Erfinder  der 
Deacartesschen  Zeichenregel  sei,  worauf  wir  (S  5S3)  schon  aufmeik- 
aam  gemacht  haben.  Ob  Segnera  Beweis,  den  wir  uns  nicht  ^ei- 
schaifen  konnten,  stichhaltig  war,  ist  uns  unbekannt,  jedenfalls  wav 
er  der  erste,  der  in  die  OefFenthchkeit  drang.  Wir  haben  indessen 
einigen  Grund,  an  der  zwingenden  Kraft  jener  Erstlingsschrift  zu 
zweifeln.  Von  Halle  aus  schickte  nämlich  Segner  1756  eine  Ab- 
handlung zum  Abdrucke  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Aka- 
demie*) unter  dem  Titel:  Demonstration  de  In  regle  de  Descartes  pour 
coniiaHre  le  noinhre  des  meines  affirmatives  et  negaiwes  giü  pmvent 
se  trouver  dans  Ins  equatioiis.  Er  wnsste  also  jetzt,  wer  der  Erfinder 
der  Regel  war.  Wir  dächten,  der  frühere  Irrthuui  in  dieser  einen 
Beziehung  hätte  ihn  doch  schwerlich  verhindert,  seine  Jugendarbeit 
zn  nennen,  wenn  er  sonst  keine  Bedenken  gegen  sie  gehabt  hätte. 
Aber  er  erwähnt  sie  mit  keinem  Worte,  und  das  hat  man  wohl 
mit  R.echt  als  ein  beredtes  Schweigen  zu  deuten.  Was  nun  die 
Abhandlung  von  175C  betrifft,  so  ähnelt  sie  dem  Beweise  von 
De  Gua  (S.  579)  so  weit,  dass  sie  ein  vorhandenes  Gleichnngs- 
poljnom  mit  a:  +  o  vervielfältigt  nnd  dann  untei'sncht,  welche  Wir- 
kung dieses  Verfahren  auf  die  Vorzeichen  ausübt.    Die  Ungleichungen, 

')  Cranicr,  liitroitiictiim  fi  Vanahjse  des  lußies  courhes  pag.  677—680. 
')  Toggendorff  11,  892  —  894.  —  Allgemeine  Deutsche  Biographie  XXXIII, 
GÜO— 610,  Artikel  von  K,         »)  l'oggondorff  I,  10117— lOHS.  ')  Hisluire  de 

VAcadcmie  de  Berlin     Aiinte  1756,  pag.  ■JU-J-~3'J'J. 
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von  welchen  De  Gua  einen  iimfaBsenden  Gebrmich  machte,  kommen 
nicht  in  Betracht.  Man  kann  der  Abhandhiug  nicht  grade  übergrosse 
Klarheit  nachrühmen. 


107.  Kapitel. 
Zalileiitlieorie. 

Nnr  sehr  wenige  Männer  beschäftigten  sich  mit  Zahlentheorie. 
War  sie  doch  und  sollte  sie  doch  noch  lange  Zeit  bleiben  eine 
Sammlung  von  geistreichen,  für  die  Wissenschaft  kaum  nutzbar  zu 
machenden  Spielereien.  In  Briefwechseln  zwischen  Goldbach  und 
Daniel  Bernonlli,  zwischen  Goldbach  und  Euler  kamen  diese 
Dinge  häufig  zur  Rede,  aber  Euler  war  fast  der  EinzigCj  der  damit 
an  die  Oeffentlichkeit  trat. 

Um  nnr  zwei  Dinge  aus  jenen  Briefwechseln  zu  erwähnen,  so 
sehrieb  Daniel  Bernonlli  unter  dem  29.  Juni  1728  an  Goldbnch^), 
er  habe  die  Gleichung  x"  =^  y^  unter  der  Annahme  ungleicher  Werthe 
für  X  und  y  gelöst;  von  ganzen  Zahlen  genügten  der  Gleichung  imr 
2  und  4j  d.  h.  2'  =  4^,  dagegen  gebe  es  unendlich  viele  gebrochene 
Lösungen.  Auch  andere  Gattungen  von  Grössen,  so  schliesst  die 
Mittheilung,  gibt  es,  von  denen  ich  nichts  sage").  Man  wird  nach 
diesem  Schiusaworte  wohl  oder  übel  annehmen  müssen,  dass  BernoulH 
an  complese  Auflösungen  dachte. 

Goldbach  schrieb  unter  dem  7.  Juni  1742  an  Euler*),  er  halte 
es  nicht  für  undienlich,  dass  man  auch  diejenigen  propositjones  an- 
merke, welche  sehr  probabiles  sind,  ohngeachtet  es  an  einer  wirk- 
lichen Demonstration  fehlet.  In  einer  Fussnote  bemerkte  er  dazu,  es 
scheine,  dass  eine  jede  Zahl,  die  grösser  ist  als  1,  ein  aggregatuni 
ir'mm  numerorum  primorum  sey.  In  Eulers  Antwort  vom  30.  Juni 
heisst  es  alsdann*):  Dass  ein  jeder  nnmerua  par  eine  summa  duorum 
firimorum  sey,  halte  ich  für  ein  ganz  gewisses  theorema,  ungeachtet 
ich  dasselbe  nicht  demonstriren  kann.  Eben  dieser  Satz  hat,  seit 
jener  Briefwechsel  durch  den  Druck  bekannt  geworden  ist,  den  Namen 
des  Goldbachschen  Erfahrungssatzes  erhalten^). 

Unter  den  zahlentheoretischen  Aufsätzen,  welche  fast  insgesammt 
in  den  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  zu  finden  sind 
und,  wie  wir  oben  sagten,  mit  sehr   geringen  Ausnahmen  von  Euler 

')  Oorresp.  math.  (Phbb)  II,  262.  *)//;/«  mtssi  d'autres  espices  de  quan- 
tites  dont  je  ne  dirai  rien.  ")  Goresp.  math.  (Fuas)  I,  127.  ^)  Ebenda 

I,  136,  s)  Eneström  scheint  im  Bulletino  Boncompagni  XVIIl,  488  zuerst 

auf  die  Stelle  aufmerksam  gemaclit  zu  )iaben. 
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herrühren,  haben  wir  zuerst  einen  zu  nennen,  der  unserer  letzteren 
Bemerkung  nach  eine  Ausnahme  bildet:  Goldbach,  Criteria  guaedam 
aequationum,  qttaritm  ntäla  radix  raHonalis  est^).  Goldbach  benutzt 
die  Potenzreste  eines  Gleichungspolynoms,  um  zu  entscheiden,  ob  i'a- 
tionale  Wurzeln  möglich  sind  und  bedient  sich  dabei  eines  Zeichens 
und  eines  Wortes,  um  derenwillen  vorzugsweise  der  kleine  Aufsatz 
geschichtlich  denkwürdig  erscheint.  Das  Zeichen  ist  das  der  Un- 
möglichkeit ~1~.  von  welchem  Goldbach  seit  1730  in  seinem  Brief- 
wechsel mit  Euler  Gebrauch  machte^),  das  Wort  ist  das  der  Con- 
gruenz,  welches  den  gleichen  Sinn  besitzt,  mit  welchem  es  später 
durch  Gauss  Bürgerrecht  in  der  Zahlentheorie  gewann.  Ist  nämlich 
eine  Zahl  =  dp  -\-  r,  d.  h.  lässt  sie  durch  d  dividirt  einen  Rest  r,  so 
nennt  Goldbach  diese  ßestzahl,  numerum  residimm  r,  der  Kürze  wegen 
ein  congruum.  Sein  Schtussergebniss  ist  folgendes:  3f  ~1~  p"' X  -f-  p. 
wenn  p  eine  Primzahl,  e  und  m  ganze  positive  Zahlen  grösser  als  1 
und  X=  tt  -\-  ßx  -\-  yx^  -j-  . .  .  mit  lauter  ganzzahligen  Coefficienten 
bedeutet.  Weil  p"'X-f-j>  durch  p  theilbar  ist,  mösste,  wenn  die 
Unmöglichkeit  nicht  stattfände,  xf  gleichfalls  durch  p  theilbar,  also 
x^=^ap,  <»f=^a'p'  sein.  Dann  würde  aber  die  Gleichung  a'p""^ 
__pin_i_X;  _j_  ]^  folgen,  welche  unmöglich  ist,  weil  die  linke  Seite 
durch  p  theilbar  ist,  die  rechte  nicht. 

Unmittelbar  hinter  Goldbachs  Aufsatz  folgt  ein  solcher  von 
Euler,  Obseraationes  de  tJieoremate  quodam  FermaUano  aUisque  ad 
numeros  primos  spedantibm^).  Fermat  hatte  (Bd,  II,  S.  778)  be- 
hauptet, die  Zahl  2*  -|-  1  sei  immer  Primzahl  und  hatte  an  i  =  1, 
2,  3,  4  die  Prüfung  vollzogen.  Euler,  ina  December  1729  durch 
Goldbach  auf  den  Satz  aufmerksam  gemacht*),  war  zunächst  ganz 
von  demselben  eingenommen,  bis  er  zufällig  h  =  f)  versuchte  und 
2äS'  -f-  1  =  Ö41  ■  6700417  fand,  wodurch  der  Satz  hinfällig  wurde. 
Darin  besteht  der  wesentliche  Inhalt  des  Aufsatzes,  denn  wenn  Euler 
auch  im  weiteren  Verlaufe  von  dem  sogenannten  Fermafcscheu 
Lehr  satze  in  der  Form,  dass  a"  —  &"  jedesmal  durch  n  -\-  1  theilbar 
sei,  redet,  wenn  n  -\-  1  als  Primzahl  und  a  und  &  als  durch  n  -\-  l 
untheilbar  angenommen  werden,  so  gesteht  er  doch  ein,  den  Satz 
nicht  beweisen  zu  können. 

In  einem  späteren  Aufsatze  des  gleichen  Bandes,  T>e  solutione 
prohlemaium  Diophantaeorunt  per  numeros  mte(jros'-'\  zeigt  Euler,  wie 


')  Comiiimtarii  Äeadtmiae  Feli-opolifnnne  ad  ammm  1T33  el  1733.  T.  VI, 
88—102,  *)  Corresp.  matk.  (Fubs)  I,  25.  ')  Commentarii  Academiae  Petro- 
politanae  ad  annm  1732  et  1733.    T.  VI,  103—107.  ')  Corresp.  math.  (Faas) 

I,  10.        <•)  Commerdarii  Academiae  PdropoUtamie  ad  nnmx  1732  et  1733.    T.VT, 
175—188. 
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aas  einer  ganzzahligen  Auflösung  der  Glüiciiung  ax"  -\-  fi^t  -|-  '-  =  ij^ 
beliebig  viele  andere  abermals  ganzzablige  Auflösungen  gefundeu 
werden  können. 

Im  nächsten  Bande  wandte  sich  Euler  mit  dem  Aufsätze  De 
invmiendo  nu7nero  qui  per  daios  numeros  divhus  reUnqttai  data  residua^) 
zu  der  Aufgabe,  mehreren  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Grades 
gleichzeitig  gerecht  /.u  werden.  Soll  eine  Zahl  g  durch  a  getheilt 
den  Rest  ^,  durch  b  getheilt  den  Hest  q  fassen  und  a^b  sein,  so 
ist  s  =  ma  -{-p  neben  g  =  nh  -\-  q,  und  «  =  '"---'^-^  -  '^  =  ""_'  T  " 
soll  ganzzahlig  sein,  wo  p  —  5  =  ''  gesetzt  wurde.  Wegen  a  >  i 
muss  noth\yendig  a  =  ah  -^  c  mit  c  <  fc  gesetzt  werden  können,  und 

man   erhält   n  =  ma  -j t — ,  wo  der   letzte  Bnich   ganzzahlig  zu 

machen    ist,    etwa    =  A.     Daraus   folgt    m  = wiederum    als 

ganze  Zahl.    Man  weiss  c-Ch,  folglich  ist  h  =  ßc-\-d  mit  d -i"  c  und 

=^  Aß  -\ ; — -  =  m,  und  es  gilt  — - — -  =  B  gaii/zahlig 

zu  machen.  Fortsetzung  des  Verfahrens  muss  endlieh  zu  einem  ganz- 
zahlig zu  machenden  G  =  — ^  -  fahren  mit  a '>})'>  c^  d^--^  k 
und  k  als  Theiier  von  v  erkennen  lassen.  Aldann  genügt  es  i/  =  0 
zu  setzen,  um  ganzzahlige  G,  ■■■  B,  A,  ni,  n,  e  zu  finden,  neben 
welchem  ^  auch  jedes  2  -|-  mah  der  Aufgabe  genügt.  Soll  zwischen 
den  Divisoren  a  und  h  eine  gewisse  Beziehung  obwalten,  so  verein- 
facht sich  häufig  die  Rechnung.  Euler  macht  darauf  aufmerksam, 
dass  «  =  6+1  schon  bei  Michael  Stifel  (Bd.  II,  S.  437— 43H) 
Berücksichtigung  gefunden  habe. 

Im  folgenden  Bande  kam  Euler  auf  den  Fermatsehen  Lehrsatz 
zurück  ä).    Sei  die  Primzahl  j)  >  2 .    Man  hat  2p  =  (1  +  l);"  =  1  +  ;» 

_j_  PlE-p^  -\ ^  1  =  «i^"  +  2,  mithin  ist  2p  --2   durch  p  theil- 

bar  und  ebenso  2""'  —  1 .  Wird  j)  >  3  apgenommeu,  so  zeigt  die 
Entwicklung    BJ'  =  fl  +  2)"  =  1  +  ;y-  2  +  ^'Sl'.-Jl .  2^  -f 1-  2? 

=  mj)  +  l  -f  2p  =  mp  +  3  +  (2"  —  2),  dass  3^  —  3  durch  p  ge- 
theilt denselben  liest  wie  2p  —  2  d.  h.  den  Rest  0  lässt,  mithin  ist 
S""  —  3  und  ebenso  3p-'  —  1  durch  p  theilbar.  Der  Satz  wird 
durch  jeweilige  Erhöhung  der  potenzirten  Zahl  um  die  Einheit  er- 
weitert, und  demnach  ist  die  Theilbarkeit  von  t(P-' —  1  durch  p 
erwiesen,  wenn   nur  py-a.     Der    schon    bei    der   Entwicklung   von 

')  Commentarii  Äcademiae  Petropolüanae  ad  annos  1734  et  1735.  1'.  VII, 
16—66.        '}  Ebenda  i736,    T.  VIII,  141—146. 
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(1  +  1)P  zu  Tage  tretende  Kern  des  Beweises  besteht  in  der  TLeil- 
barkeit  jedes  zur  p*^  Potenz  gehcirendea  Binom ialeoefficienten  durch 
p,  und  insofern  ist  ea  ganz  richtig,  dass  Eulers  Beweis  mit  dem  der 
Oeffentlichkeit  vorenthalten  gebliebenen  von  Leibniz  (S.  331)  über- 
einstimmt, eine  Uebereiüstimmung,  welche  indessen  Euier  nicht  zum 
Vorwurf  gemacht  werden  darf,  da  er  keinesfalls  Kenntniss  von  Leib- 
nizens  Aufsatz  hatte. 

Die  Theorematam  qnoruiu^am  aritlimeticorum  dcmofistrationes''^ 
Eulers  von  1738  betreffen  einen  besonderen  Fall  des  beröhmten 
Fermatscben  Unmöglichkeitssatzes  (Bd.  II,  S.  774),  nämlich 
den,  wo  « =  4  ist,  und  behandeln  ihn  nach  einer  Methode,  in 
welcher  die  Aehnliehkeit  mit  dem,  was  Fermat  Methode  der  un- 
endlichen Abnahme  (Bd.  II,  S.  778)  nannte,  sofort  einleuchtet. 
Ist  a^  -f-  h^  wieder  ein  Quadrat,  und  sollen  a,  b  theilerfremd  sein,  so 
muss  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  a  ungrad  sein,  während  b  grad  ist. 
Diese  Bedingung  wird  durch  n  =  p^  —  5^,  ff  ^=  2pq  mit  theiler- 
fremden  p  und  q,  deren  eines  grad,  das  andere  ungrad  ist,  erfüllt. 
Nun  mögen  '(  und  b  Zahlen  der  gedachten  Art,  d.  h.  theilerfremd 
und  a  ungrad,  b  grad  sein,  und  zugleich  n*  -|-  6*  ein  Quadrat,  ohne 
dass  b  :^  0  wäre.  Aber  a*  -f-  ^*  =  (t**)^  +  i^^Tt  ^^^  damit  daraus 
eine  Quadrat  entstehe,  muss  a^  =  p^  —  5^,  b^  =  2pc[  und  von  p,  q 
das  eine  grad,  das  andere  ungrad  sein.  Wegen  p^  —  q^  =^  a^  kann 
nur  p  ungrad  und  g  grad  sein.  Das  Qu  ad  ratisch  sein  von  p^  —  q^ 
erfordert  mit  Ein.sehluss  der  für  p  und  q  schon  gewonnenen  Be- 
dingungen, dass  p*  =  m^  "f-  n^,  q  =  2m«  und  m,  n  theilerfremd  und 
eines  grad,  eines  ungrad  sei.  Nun  war  2pq  =  b^,  q  grad,  2q  durch 
4  theilbar  und  ebenso  wie  p  ein  Quadrat,  weil  sonst  bei  theiler- 
fremden  p,  q  die  Gleichung  2pq  =  f>^  nicht  erfüllt  werden  könnte. 
Daher  ist  2q  =  4mn  nur  dann  ein  Quadrat,  wenn  m  und  n  jedes 
für  sich  ein  solches  isti  m  =  x^,  u  =  ?/,  p  =  m^  -\-  n^  =^  3^  -\-  y* . 
Aber  p  war  als  ein  Quadrat  erkannt,  folglieh  bilden  ;e*  -|-  j/*  eine 
(luadratische  Summe,  während  x,  y  wesentlich  kleiner  als  a,  h  sind. 
Eine  solche  beliebig  oft  fortzusetzende  Verkleinerung  der  Zahlen, 
welche  die  Aufgabe  erfüllen,  a*  -(-  b*  zu  einem  Quadrate  zu  machen, 
ist  aber  nicht  möglich,  folglich  gibt  es  keine  Anfangswerthe  «,  b. 
Ist  o*  -f-  li*  schon  kein  Quadrat,  so  ist  es  um  so  weniger  ein  Bi- 
quadrat, also  die  Unmöglichkeit  von  a*  -\-b*  ^  (^  in  ganzen  Zahlen 
ist  bewiesen.  Auf  wesentlich  gleichartiger  Grundlage  beruhen  die 
Beweise  einiger  anderen  durch  Euler  beigefügten  Sätze,  z.  B.  dass 
auch  ffl*  — ■  b^  kein  Quadrat  sein  kann,  wenn  nicht  ii  =  0  oder  b  =  0, 

')  Commentarii  Academiae  Fetrojmlitanae  ad  annum  1738.    T.  S,  125—146. 
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daßs  Aehiiliches  für  2(«*  +  i*)  gilt,  dass  keine  Zahl  mit  Auaualime 
der  Einheit  zugleich  Dreieckszahl  und  Biquadrat  sein  kann  u.  s.  w. 
Der  letztgenannte  Satz  wird  als  Fermatianum,  d.  h.  als  Fermat  be- 
reits bekannt,  bezeichnet. 

Erst  nach  mehreren  weiteren  Jahren  veröffentlichte  Eiiler  neuer- 
dings eine  zahlentheore tische  Abhandlung^),  genauer  gesagt  eine 
grosse  Anzahl  beweislos  ausgesprochener  Satze  über  die  Divisoren 
von  Zahlen  von  der  Form  pa^  +  qb^.  Darunter  befindet  sich  die 
Behauptung  der  Zerlegbarkeit  in  zwei  Quadrate  für  alle  Primzahlen 
von  der  Form  4n  -j~  1,  der  Nichtzerlegbarkeit  in  zwei  Quadrate  für 
die  Primzahlen  von  der  Form  4m  -|~  3,  Sätze,  welche  Fermat  bereits 
kannte. 

Der  XIV.  Band  der  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie, 
■welcher  die  genannten  Lehrsätze  enthält,  war  der  letzte,  welcher  den 
Titel  Gommentarü  Äcadetniac  Petropolitanae  führte.  Eine  zweite 
Reihenfolge  von  20  Bänden  schloss  sich  ihnen  an  als  Novi  Commcn- 
tarii  Äcademiae  PetropoUtanae.  Gleich  im  I.  Bande  veröffentlichte 
Euler  Theoremata  circa  divisores  numeronim^),  d.  h.  Beweise  zu  einer 
Anzahl  der  vorher  schon  gedruckten  Sätze.  Er  beginnt  ähnlich  wie 
seiner  Zeit  beim  Beweise  des  Fermatschen  Lehrsatzes  (S.  613).  Seien 
fortwährend  unter  allen  vorkommenden  Buchstaben  ganze  Zahlen  ver- 
standen, unter  p  eine  Primzahl.     Nun  ist  (a -}- by  ^=  a,^ -\- paf~^b 

-j-  ^^^-^-  a>>-^b^  -\ l-pabP-^  +  bf.     Alle   Binomialcoefficienten 

welche  bei  Euler  iinciae  mit  einem  1631  durch  Oughtred  einge- 
führton Namen  heissen,  müssen  ihrer  Bedeutung  als  figurirte  Zahlen 
entsprechend  ganze  Zahlen  sein.  Der  Factor  p  eines  jeden  kann  als 
Primziihl  durch  die  in  dem  Nenner  vorkommenden  kleineren  Zahlen 
nicht  weggehoben  werden,  er  macht  also  alle  Binomialcoefficienten 
durch  p  theilbar,  und  folglieh  ist  (a-\-  Vj^  —  aP—  bP  durch  p  theilbar. 
Ein  Zusatz  lässt  (i  =  (i=  1  annehmen,  wodurch  2'  —  2  =  2(2''~^^ —  1) 
durch  p  theilbar  erscheint,  beziehungsweise  auch  2p— '^  —  1,  wenn  p 
eine  von  2  verschiedene  Primzahl  ist.  Ist  neben  (a  +  &)^ —  W  —  ^'' 
auch  a"  ^  a  und  b^  ~h  durch  p  theilbar,  so  folgt  durch  Addition 
das  Gleiche  für  (a  +  b)"  —  («  -f  h).  Aber  1^  —  1  =  0  ist  durch  j^ 
theilbar,  demnach  bedarf  es  bei  b=l  nur  der  Theilbarkeit  von  a''  —  a 
durch  p,  nm  die  von  («  +  1)"  —  (a  +  1),  von  {a  -f  2)p  —  (2  -f  2),  ■  ■  ■ 
von  c*  ■ —  c  festzustellen,  und  weil  bei  a  =  \  sicherlich  a^  —  a  durch 
p  theilbar  sich   zeigt,   so    ist  aligemein  p   in    (f  —  c  ^  c{<f~^  —  1) 

')  Gommenlarii  Äcademiae  PetropoUtanae  ad  armos  1744— 174ö.  T.  XIV. 
151— J81.  ')  Növi  Commeiitarii  Acadeiaiae  PetTopolüanae  ad  annos  1T47  et 

1748.     T.  I,  20—48. 
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entbalten,  also  auch  ia  c^""-  —  1,  es  sei  denn,  tlass  c  ein  Vielfaclies 
von  jij  wäre.  Offenbar  ist  aucli  («''"-'  — l)—(t''"'  —  l)  =a''~^  —  b''~^ 
durch  p  theilbar,  wenn  weder  a  noch  h  för  sich  diese  Theilbarkeit 
an  den  Tag  legt.  Unter  der  gleichea  Voranssetzung  kann  die  un- 
grade Primzahl  p  =  2»i  -}'  1  gesetzt  und  der  Satz  ausgesprochen 
werden,  a^"'  —  ¥'"  =  (<["'  -j-  If)  («"'  —  }>'")  müsse  durch  2m  -\-  1 
theilbar  sein,  folglich  auch  einer  der  beiden  Factoren  a'"  -j-  i"'  oder 
a""  —  6"',  keinesfaUa  aber  beide,  weil  sowohl  a  als  h  als  durch 
p  =  2m  -\-  1  untheilbar  gewählt  wurden.  Die  Annahme  p  =  2m  4-  1 
zerfällt  abermals  in  zwei  Möglichkeiten  /j  =  4jj  — 1  und  p  =  4n-\-l. 
Bei  p  =  An  —  1  wissen  wir  (immer  unter  der  Voraussetzung  der 
TJntheilbarkeit  von  a  und  b  durch  p),  dass  a*""^  —  i,*r—2  durch  p 
theilbar  ist,  a*"-^ -|- 6*"-^  =  (a^'"-' -|- (6^)*"-^  demnach  untheil- 
bar und  ebenso  jeder  Factor  von  (a^y"'~'^  ~\- (h^f"''^ ,  mithin  auch 
a^-\-b^,  welches  in  (a^^"~^ -\- (h^y''~^  enthalten  ist.  Dadurch  ist 
der  Beweis  erbrachtj  dass  keine  Summe  a^  -j-  b^  zweier  Quadrate 
durch  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  - — 1  theilbar  ist. 
beziehungsweise  überhaupt  durch  eine  Zahl  von  der  Form  4« — 1, 
weil  es  keine  solche  gibt,  die  nicht  mindestens  eine  Primzahl  gleicher 
Form  als  Factor  enthielte.  Ist  folglich  die  Summe  a^  •{-  h^ 
zweier  Quadrate  überhaupt  theilbar,  so  müssen  die  un- 
graden  in  ihr  enthaltenen  Primzahlen  sämmtlieh  von  der 
Form  4m  -{-  1  sein.  Euler  geht  noch  etwas  weiter.  Er  zeigt,  dass 
wenn  a  und  h  theilerfremd  sind,  die  Factoren  von  a*  -\-  h^  nur  2 
oder  Zahlen  von  der  Form  8n  -f-  1  sein  können.  Wird  die  Theiler- 
fremdheit  von  a  und  Ij  festgehalten,  so  sind  die  ungraden  Factoren 
von  rt^"'  ■\-  6^"'  ausschliesslich  von  der  Form  2""+^«  4-  1-  Auch  noch 
einige  weitere  Sätze  beweist  er,  aber  bis  zur  Sicherung  der  Zerleg- 
barkeit der  Primzahlen  von  der  Form  4n  -{-  1  in  zwei  Quadrate  ge- 
langt er  nicht. 

Euler  wandte  sich  iib  von  der  zunächst  undankbaren  Aufgabe. 
Wir  meinen  nicht,  als  ob  er  jetzt  erst  begonnen  hätte  sich  mit 
Gegenständen  aus  anderen  mathematischen  Gebieten  zu  beschäftigen, 
das  ging  bei  Euler  alles  neben  einander  her,  aber  innerhalb  seines 
zahlentheoretischen  Denkens  wechselte  er  mit  dem  Stoffe.  Er  warf 
sich  auf  eine  wiederum  von  Fermat  in  seinen  Anmerkungen  zu 
Diophant  gestellte  Aufgabe;  ein  rationales,  wenn  auch  nicht  ganz- 
zahliges rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffenheit  zu  finden, 
dass  jede  der  beiden  Katheten  um  den  Dreiecksinhalt  vermindert 
eine  Quadratzahl   gebe"^).     Eulers  Auflösung  ist  geistreich,  entbehrt 

')  l^ovi  Commmturii  Avademiae  I'elropolitaitae  ad  annum  1V49.  T.  II,  4Ü — 67. 
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aber  aUgemeiner  Gesiebtapunkte,  so  dass  wir  nicht  nothig  haben, 
dabei  zu  verweilen. 

Ein  zweiter  zahlentheoretischer  Gegenstand,  mit  welchem  Euler, 
mit  welchem  aber  auch  durch  Enler  veranlasst  Georg  Wolfgang 
Krafft  sich  beschäftigte,  waren  die  befreundeten  Zahlen.  Beide 
Abhandlungen  dürften  ziemhch  gleichzeitig,  etwa  1749,  aus  den 
Händen  ihrer  Verfasser  gekommen  sein.  In  den  Buchhandel  gelangte 
vermuthlich  Eulers  Abhandlung  zuerst,  da  sie  die  Erscheinungazeit 
1750  aufweist,  während  der  Band  der  Veröffentlichungen  der  Petei^- 
burger  Akademie,  der  KrafFts  Abhandlung  enthält,  das  Druckjahr  1751 
trägt.  Trotzdem  lassen  wir  den  kurzen  Bericht  über  Kraffts  Abhand- 
lung^) vorausgehen,  weil  sie  die  weniger  vollkommene  ist.  Wir 
heben  aus  ihr  den  hier  wahrscheinlich  zum  ersten  Male  dem  Druck 
Übergebenen  Satz  hervor,  dass,  wenn  P,  Q,  li  Primzahlen  bedeuten, 
die  Summe  alier  Divisoren  von  P  (1  und  P  mit  eingeschlossen) 
sich  auf  P  -j-  l  belauft,  die  der  Divisoren  von  Q"'  auf  l  -{-  Q  -\~  Q^ 

_[_.,.  -j_  Q"'  =  ^_— _ — ^  die   der  Divisoren  von  R"  auf  — , 

die  der  Diviaoren  von  FQ"'M"  auf  das  Produet  der  gewonnenen  Zahlen: 
(P  +  1)  ■  ^"  _~  -  ■  -~--^I^-^  u.  s.  w.  Kraft  stellt  mit  Hilfe  dieses 
Satzes  eine  Tabelle  der  Zahlen  1  bis  150  und  der  jedesmaligen 
Divisoren  summe  her,  von  welcher  er  dann  weiter  Gebrauch  macht. 
Eulers  Abhandlung^)  geht  auch  von  der  Angabe  der  Divisoren,  be- 
ziehungsweise der  Divisorensumme  einer  Zahl  n  aus,  welche  Summe 
er  durch  das  einem  Integralzeichen  verwandte,  aber  nicht  damit  zu 
verwechselnde  bequeme  Symbol  in  bezeichnet,  das  die  Angabe  von 
Beziehungen  erleichtert,  während  bei  Krafft  ein  Symbol  fehlt.  Euler 
setzt  z.  B.  N  =  m"  ■  n?  ■  p'^  ■  (f  mit  m,  n,  p,  q  als  von  einander  ver- 
schiedene Primzahlen  und  folgert  daraus  j N  ^=  im"  ■  iti?  ■  jp'' ■  j^. 
Er  weist  auf  Beziehungen  hin  wie  {n=l-\-7t,  jn^=jn~\-n^. 
und  jn^  ^  \  -\-  njn  oder  in*  =  in*  -{-  n*  und  j n*  =  1  ~\-  nln"- 
Er  weist  femer  hin  auf  /w'  =  {1  -j-  )**  -f-  »i*  -\-  n^)  in  =  (1  -\-  n*) 
(1  -f"  w^) /w  und  ähnliche  Beziehungen,  welche  es  gestatten,  die  Divi- 
aorensummen  in  Form  von  Producten  zu  erhalten,  z.  B.  /  2'  =  3  -  5  •  17, 
was  die  TJebersichtliehkeit  ungemein  erhöht.  Euler  gibt  dann  auch 
eine  Tabelle  der  Divisorensummen,  aber  von  ganz  anderem  Umfange 

')  Novi  Cotnmentarii  Academiae  Petj-opoÜtanae  ad  annum  1749,  T.  H, 
100—118,        «)  Euler,  Opmcula  varii  argumenU  11,  23—107  (Berlin  1750). 
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als  Krafit.  Eu!cr  stellt  die  Diviworensiinimc  für  Primzahlen  unter- 
halb 1000  und  für  deren  2'''  und  3'"  Potenzen  zusammen.  Bei  den 
kleineren  Primzahlen  erstrecken  sich  die  Potenzen,  für  welche  die 
Diyisorensummen  berechnet  sind,  ungemein  viel  höher,  nämlich  bis 
zu  2^,  h'%  5^  7",  11",  13',  IT^,  105,  2'ä\  Befreundete  Zahlen  sind 
bekanntlich  solche,  welche  gegenseitig  die  Summe  der  Theiler  der 
anderen  Zahl  sind.  Will  man  diese  Forderung  in  Zeichen  ausdrücken, 
so  darf  man  nicht  übersehen,  dasa  Krafft  und  Euler  beide  unter  die 
Divisoren  einer  Zahl  die  Zahl  selbst  einrechnen,  die  bei  den  Theilern 
ausgeschlossen  ist.  Die  Theilersumme  von  n  ist  also  in  —  n  und 
die  Doppelbedingung  dafür,  dass  m  und  n  befreundete  Zahlen  seien, 
lautet  m  =  jn  —  n,  «  =  Im  —  m  oder  im  ^=  jn  =  m  ~\-  n.  Auch 
diesen  Satz  kennt  Krafft,  aber  seine  mangelhafte  Bezeichnung  ge- 
stattet ihm  nicht,  denselben  so  einfach  hinzuschreiben.  Bei  m  =  n 
wird  Jm  —  m^=^m,  d.h.  m  ist  alsdann  eine  ToUkommene  Zahl, 
oder  mit  anderen  Worten,  jede  vollkommene  Zahl  ist  sich  selbst  be- 
freundet. Bei  in>n  ist  jm  —  «j  =  k  <  m,  in  —  «  =  «»>«,  d,  h. 
von  zwei  befreundeten  Zahlen  ist  die  grössere  eine  mangelhafte, 
die  kleinere  eine  überschiessende  Zahl.  Was  die  eigentliche  Auf- 
gabe der  Auffindung  befreundeter  Zahlen  betrifi't,  so  hat  auch  Euler 
nicht  vermocht  sie  zu  losen.  Er  muss  es  beispielsweise  dahingestellt 
sein  lassen,  ob  es  untereinander  theiler  fremde  befreundete  Zahlen 
geben  könne.  Er  begnügt  sich  mit  der  Behandlung  ganz  besonderer 
Fälle.  Seien  p,  q,  r,  s,  t,  u  lauter  unter  einander  verschiedene  Prim- 
zahlen, von  denen  keine  in  der  zusammengesetzten  Zahl  a  enthalten 
sein  darf,  so  sucht  Euler  befreundete  Zahlenpaare  von  der  Form  apq 
und  ar,  oder  apq  und  ars,  oder  apqr  und  as,  oder  apqr  und  ast, 
oder  ai)(jr  und  astu,  ohne  irgend .  behaupten  zu  wollen,  mit  diesen 
Annahmen  sei  der  Kreis  der  Möglichkeiten  erschöpft.  Es  gelingt 
ihm  auf  diese  Weise  61  Paare  befreundeter  Zahlen  aufzufinden,  und 
zwar  34  Paare  grader  und  27  Paare  ungrader  befreundeter  Zahlen; 
der  Fall  eines  Paares  aus  einer  graden  und  einer  ungraden  Zahl 
kommt  nicht  vor. 

Ein  weiterer  zahlentheoretischer  Gegenstand,  über  welchen  Euler 
Untersuchungen  anstellte,  wurde  ihm  von  Philip  Naude  dem 
Jüngeren  jedenfalls  vor  1743  unterbreitet,  denn  in  einem  Aufsatze, 
der  zwischen  1742  und  1743  bei  der  Petersburger  Akademie  einlief, 
ist  davon  die  Rede^).     Es  handelt  sich  um  die  Zerlegung  einer  ganzen 

')  Oommentarii  Amdmiiae  Petrojmjitanae  ad  annos  1741 — 1743.  T.  XIII, 
"'J  und  89. 
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Zahl  in  additive  selbst  ganzzahlige  Tböile,  welche  entweder  alle  von 
einander  verschieden  sein  müssen,  oder  auch  unter  einander  gleich 
sein  dürfen.  In  der  Introductio  von  1748  hat  Euler  die  doppelte 
Aufgabe  in  einem  besonderen  Kapitel  behandelt,  über  welches  wir  in 
unserem  111.  Kapitel  berichten.  Dann  bat  Euier  noch  eine  Abhand- 
lung De  parHtüme  numerorum  ^)  verötfentlicbt,  aber  sie  enthält  nicht 
wesentlich  mehr,  als  schon  in  der  Introductio  staiid,  und  somit  gehen 
wir  an  ihr  vorüber,  ohne  ihr  Anderes  als  die  Bemerkung  über  den 
Urheber  der  Aufgabe  zu  entnehmen. 

Im  folgenden  Bande  der  Veröffentlichungen  der  Petersburger 
Akademie^)  kehrte  Euler  zu  seinem  wiederholt  in  Angriff  genommenen 
Gegenstande  De  numeris  gui  sunt  ngregafa  duorum  quadraiorum 
zurück.  War  doch,  wenn  man  wollte,  die  Zerlegung  in  Quadrate, 
ob  in  zwei  oder  in  mehrere,  nur  ein  besonderer  Fall  der  Zerlegung 
überhaupt,  und  mit  dieser  Andeutung  hatte  Euler  im  Aufsatze  des 
vorhergegangenen  Bandes  ?.a  verstehen  gegeben,  er  denke  noch  an 
die  scheinbar  verlassene  Aufgabe.  Zur  Lösung  brachte  er  sie  auch 
dieses  Mal  noch  nicht.  Man  gestatte  uns,  um  uns  kürzer  fassen  zu 
können,  das  Nennwort  Primzahl  mitunter  durch  das  Eigenschafts- 
wort theilerlos  zu  ersetzen  und  ferner  eine  Zahl,  welche  die  Summe 
zweier  ganzzahliger  Quadrate  ist,  eine  Quadraten  summe,  eine  Zahl, 
welche  nicht  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Qaadrate  ist,  eine  Nicht- 
quadrateösumme  zu  nennen.  Euler  zeigt,  dass  wenn  p  Quadraten- 
summe ist,  das  Gleiche  für  2p  gilt,  und  dass  dieser  Satz  umkehrungs- 
fähig  ist.  Er  zeigt,  das  das  Product  zweier  Quadratensummen  wieder 
eine  solche  gibt.  Er  beweist,  dass,  wenn  pq  Quadratensumme  und 
jo  theilerlose  Quadratensumme  ist,  q  Quadratensumme  sein  muss,  eine 
Folgerung,  welche  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnt,  dass  die  Qua- 
dratensumme p  ein  Product  aus  beliebig  vielen  theilerlosen  Quadraten- 
summen ist.  Ist  dagegen  pq  Quadratensumme  und  q  Nichtquadrateu- 
summe,  so  ist  p  entweder  theilerlose  Nicht quadratensumme,  oder  p 
besitzt  eine  theilerlose  Nichtquadraten summe  als  Factor,  während 
man  in  dem  letzteren  Falle  nicht  so  weit  gehen  kann  zu  behaupten, 
p  sei  selbst  Nichtquad ratensumme.  Sind  a  und  h  theilerf remd ,  und 
ist  a?  -\-  h^  durch  p  theilbar,  so  kann  man  immer  eine  andere  durch 
P  theilbare  Quadratensumme  (?  -\-  ^  finden,  welche  höchstens  =  ^ 
ist.  Mit  diesem  Satze  gewinnt  Euler  wieder  die  Möglichkeit,  die 
Methode  der  unendlichen  Abnahme  anzuwenden,  welche  folgern  lässt, 
dass   eine    Summe    zweier    theileifremden    Quadrate    nur    durch    eine 

')  Novi   Commentarii  Aeademiae   Petropolitanae  ad   annos    1750   et   1751. 
T.  Iir,  125— 1G9.  *)  Ebenda  1752  tt  1753.    T,  IV,  3—40. 
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Quadratcnsumme  theÜbar  sein  kann,  und  da  jede  Primzahl  von  der 
Form  4w  —  1  Nichtqnadratensumme  ist,  so  können  die  theilerlosen 
Quadratensummen,  welche  in  Summen  zweier  theilerfremden  Quadrate 
als  Factoreo  stecken,  nur  von  der  Form  in  -)-  1  sein.  Ob  aber  jede 
Primzahl  von  der  Form  4« -|-  1  Quadraten  summe  sei,  ist  damit 
keineswegs  festgestellt.  Euler  fuhrt  allerdings  die  Untersuchung  noch 
etwas  weiter,  Ist  4w  +  1  Primzahl,  und  sind  a  und  b  nicht  durch 
4m  +  1  theilbar,  so  muss  ft^"  —  ¥"  =  [(a")^  +  Q>"f]  [{a^y  —  (6")*] 
ein  Vielfaches  von  4w  +  1  sein.  Ist  dabei  a*"  —  h^'^  nicht  Viel- 
faches Ton  4n  +  1,  so  ist  damit  erwiesen,  dass  die  Quadratensuname 
(fli")^  +  (&")*,  oder,  wenn  a"  =^  mr,  ö"^»?s  und  r,  s  theilerfrenid 
sind,  dass  m^(r^-\-  s")  und  folglich  auch  r^-|-  s*  durch  4m  +  1  theil- 
bar sein  muss,  womit  nach  dem  Vorhergehenden  die  Sache  erledigt 
wäre.  Es  bedarf  also  des  Nachweises,  dass,  wenn  4m  -(-  ]  Primzahl 
ist,  immer  zwei  durch  4m  -|-  1  nicht  theilbare  Zahlen  a,  b  von  der 
Beschaffenheit  gefunden  werden  können,  dass  a^"  —  ¥"  nicht  durch 
4m  -j-  1  theilbar  ist.  An  dieser  Forderung  stockt  die  Untersuchung, 
welche  nur  noch  zwei  weitere  Sätze  feststellt:  dass  eine  Zahl  4m -|-  1 
sicheilieh  Primzahl  ist,  wenn  sie  nur  auf  eine  einzige  Art  die  Summe 
zweier  theilerfremden  Quadrate  ist,  und  ebenso  sicher  nicht  Primzahl, 
wenn  sie  auf  mehr  als  eine  Art  Quadratensumme  ist. 

Im  nächsten  Bande  gelang  es  Euler  endlich  die  letzte  Haud 
anzulegen^)  und  den  lange  umworbenen  Satz  vou  der  Darstelibarkeit 
jeder  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  als  Quadratensumme  endgiltig 
und  lückenlos  zn  beweisen.  Da  a  und  h  durch  die  Primzal  4w  +  1 
nicht  theübar  sein  dürfen,  so  wird  dieser  Bedingung  bereits  genügt, 
wenn  a  und  b  aus  den  Zahlen  1  bis  4n  ausgewählt  werden.  Euler 
bildet  nun  die  2»'^"  Potenzen  aller  dieser  Zahlen  und  behauptet, 
dass,  wenn  man  irgend  eine  von  ihnen  als  a^",  die  nächstkleinere 
als  ftä"  betrachte,  nicht  alle  Differenzen  2^"  —  1^-,  3«"  ~  2^", 
4ä''_32«^  ...  (4„)2"_-(4w  _1)2«  äiirch  4m  +  l  theübar  sein 
können.  Wären  sie  nämlich  sämmtlieh  durch  in  -{-  1  theilbar,  io 
müsste  die  gleiche  Theilbarkeit  sieh  auch  auf  die  Differenzen  jener 
Differenzenreihe,  d.  h.  auf  die  zweiten  Differenzen  von  1"",  2^",  3^", 
■  -  ■  (4«)^"  erstrecken  u.  s,  w.  Die  2m'"'  Potenzen,  der  aufeinander- 
folgenden Zahlen  bilden  aber  eine  arithmetische  Reihe  2h*"  Ordnung, 
deren  2«'°  Differenzen  alle  unter  einander  gleich  sind  und  zwar 
1  ■  2  ■  3  ■  ■  ■  (2m)  heissen.  Das  ist  ein  Satz,  der  schon  lange  bekannt 
War  und    dessen  Erfindung  De  Lagny   1705  für  sich   in   Anspruch 


')    Novi    Commentarii  Academiae  PetropoUtanae   ad   < 
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nahm  (S.  390).  Nun  ist  aber  tlii.s  Producfc  1  -  2  ■  li  -  ■  ■  (2n)  durch 
die  Prinazahl  4h  4"  1  nicht  theilbar,  folghch  kann  unmöglich  jede 
der  genannten  ersten  Differenzen  mit  jener  Theilbarkeit  behaftet  sein. 
Euler  war  bei  dieser  Beweisführung  von  der  Division  von  Diffe- 
renzen (a  -f-  1)"  ~~  ""  durch  eine  Zahl  p  ausgegangen.  Welche  Reste 
stellen  sich  aber  bei  der  Division  der  einzelnen  Zahlen  a"  durch  p 
heraus,  welche  insbesondere  bei  m  =  2?  Diese  Frage  knüpfte  sich 
für  ihn  an  jene  Untersuchung  an.  Hier,  sagt  er'),  kommen  viele 
ausgezeichnete  Erscheinungen  vor,  durch  deren  Betrachtung  nicht 
geringes  Licht  auf  die  Natur  der  Zahlen  fällt.  Damit  war  also  die 
Lehre  von  den  Potenzresten  im  Allgemeinen,  von  den  quadra- 
tischen Resten  insbesondere  den  Fachgenossen  zur  Beachtung  em- 
pfohlen, und  wenige  Seiten  später  wurden  die  Kunstausdrücke  Beste, 
}-esidua,  und  Nichtreste,  nonresidua,  gebildet  ^),  welche  fortan 
Bürgerrecht  in  der  Zahlentheorie  haben  sollten.  Euler  zeigt,  dass, 
wenn  a<,p,  jedes  (^-p  +  «)'  durch  p  getheilt  denselben  Rest  iasst 
wie  a^,  femer  auch  (p  —  af  ebendenselben  Rest,  dass  also  höchstens 
nur  die  Rest«  von  1^,  2^*,  ■■-  (--■ — 1  ,  beziehungsweise  von  (^-\  , 
wenn  p  grad  ist,  unter  einander  verschieden  sein  können.  Er  zeigt, 
dass  also  unter  den  Zahlen  0,  1,  2,  ■  ■  ■  (^  —  1)  höchstens  — ~" 
oder  ~ ,  je  nachdem  p  ungrad  oder  grad  ist,  Reste  für  p  sein  könneü, 
dass^  wenn  unter  den  Resten  die  Zahl  r  sich  findet,  auch  r^,  r^, 
kura  jedes  r'"'  unter  den  Resten  vorkommt,  vorausgesetzt  dass  man 
übereinkommt,  »*"'  statt  derjenigen  Zahl  zu  seh  reiben,  welche  bei 
der  Division  von  r"'  durch  p  übrig  bleibt,  Ist  ferner  r  ein  gegen  p 
thei  1er fremder  Rest,  ist  m  >  «,  und  ist  r"  —  ^  =  j.n^jj"— n — ij 
durch  p  theiibai',  so  muss  diese  Theilbarkeit  von  )■"'—'■  —  1  oder  von 
r*  — ■  1  herrühren,  wo  A  nicht  grösser  als  ^  sein  kann^).  Sind  r 
und  s  Reste,  so  ist  auch  rs  R«st.  Sind  r  und  rs  gegen  p  theiler- 
fremde  Reste,  so  ist  auch  s  Rest.  Ist  von  nun  an  p  eine  ungrade 
Primzahl  2q^-\-\,  so  lassen  sich  folgende  Sätze  behaupten:  Unter 
den  Zahten  1,  2,  3,  ■  ■  ■  (2^)  gibt  es  genau  q  Reste*)  und  g  Nieht- 
reste^).  Ein  Rest  mit  einem  Nichtreat  vervielfacht  gibt  einen  Nicht- 
rest.  Das  Product  zweier  Nichtreste  ist  ein  Rest.  Er^nzung  eines 
Restes   r,   complementum   resiilui,   nennt  Euler  die   Zahl  p  —  r  oder 

')   Nävi   Commentarii  Aeademiae  PetropoUtanae   ml.    annoa    1754   et   1755. 
T.  V,  14  Scboliuro.  *)  Ebenda  T.  V,  13  Corollariiim  4.  ^)  Ebenda  T,  V, 
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—  r,  da  ja  np  -\-  a  durch  a  vüi-tveteti  werden  kann'),  und  ähnlicher- 
weise  gilt  der  mit  —  1  vervielfachte  Nichtrest  als  eine  Ergänzung. 
Ist  sowohl  r  als  —  r  Rest,  so  haben  alle  Reste  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Ergänzungen  wieder  Reste  sind,  d.  h.  die  j  Reste  zerfallen  in 
2mal  -g-  Reste,  deren  jeder  positiv  und  negativ  auftritt.  Das  kann 
ahei'  nnr  dann  stattfinden,  wenn  5  =  2»,  also  p  =  in -\- l  ist, 
während  bei  j;  =  4m  -}-  3  keine  Zahl  gleichzeitig  mit  ihrer  Ei^nzung 
Rest  sein  kann.  Die  Primzahlen  zerfallen  also  auch  in  Ansehung 
dieser  Untersuchung  in  die  zwei  Klassen  von  der  Form  4n  -f-  1  "^^ 
in  -\-  3,  wie  sich  diese  Klassen  bei  der  Frage  der  Quadraten  an  mmen 
aufdrängten.  Damals  war  bewiesen  worden,  jede  Primzahl  4n  -\-  1 
sei  Summe  von  zwei  Quadraten.  Eine  andere  Behauptung  Fermats 
ging  dahin,  jede  Primzahl  4n  -\-  S  sei  die  Summe  von  mindestens 
drei,  höchstens  vier  Quadraten,  und  nun  sollen  Schritte  auf  dem 
Wege  auch  diesen  Satz  zu  beweisen  erfolgen^). 

Wenn  sich  gezeigt  hatte,  r  und  —  r  könnten  nur  bei  ^  =  4»  -f- 1 
gleichzeitig  Reste  sein,  so  wird  dieses  bei  jedem  p  =^  in  -\-  1  ein- 
treffen, denn  da  jedes  solches  p  =^  a^  4~  ''^  ^^  ^'^"^  sowohl  a^  als  h^ 
kleiner  als  j)  sein.  Beide  Zahlen  kommen  unter  den  q  quadratischen 
Resten  von  p  vor,  und  ist  a^  =  r,  so  ist  }}^  =  p  ^  r.  Allerdings  ist 
dieser  Beweis  kein  unmittelbarer').  Ein  weiterer  Satz  ist  der,  dass 
(las  Prodiict  zweier  Summen  von  je  vier  ganzzahligen  Quadraten  eine 
ähnliche  Summe  liefert: 

(o'+  ¥+c'+  ,F)  •  (,,'  +  ^'  +  r'  +  s')  -  (ap  +  6,  +  er  +  ,(s)' 

+  ("'J  —  ''i>  i  f^'*  +  '^*')^  +  ("'■  +  ^^  —  cj'  +  ^'if 

+  (us  +  l,  +  cq~,lp)', 

wo  einzelne  der  Zahlen  a,  Zi,  c,  d,p,  q,  r,  ä  auch  Null  sein  können. 
Daraus  folgt   aber,  dass   der  Quotient   zweier  Summen    von   je    v 

Quadraten  -~- — ~ — i-r-s,  wenn  man  ihn  im  Zähler  und 
Nenner  mit  p^  -\-  (f  -\-  r^  -\-  s^  vervielfacht,  als  Summe  von  v 
Quadraten  dai^estellt  werden  kann,  sofern  man  die  Bedingung  der 
Gauzzahligkeit  fallen  lässt.  Aus  diesem  Satze  folgt  dann  endlich 
mittels  einiger  Zwischensätze,  welche  wir  überspringen,  dass  jede 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  sich  als  Summe  von  höchstens 
vier  ganzen  oder  gebrochenen  Quadraten  darstellen  lässt. 


')    Nävi   Commentarii  Academiae  Petropoliian/ie   ad   annos  1 
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Euler  hat  sich  noch,  in  demselben  Bande  in  zwei  sich  unmittel- 
bar an  einander  anschliessenden  Aufsätzen')  mit  den  Diviaoren  summen, 
welche  zu  den  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander  folgenden 
Zahlen  gehören,  beschäftigt.  Der  Gegenstand  hatte  schon  bei  der 
Arbeit  über  befreundete  Zahlen  (S,  017)  seine  Aufmerksamkeit  so 
weit  auf  sieh  gezogen,  dass  er  eine  Tabelle  der  Divisorensummen 
von  Primzahlen  und  deren  ersten  Potenzen  zusammenstellte.  Jetzt 
ergänzte  Euler  diese  Tabelle  zu  einer  solchen  der  Divisorensuminen 
der  Zahlen  von  1  bis  100  und  warf  die  Frage  auf,  ob  die  in  der 
Tabelle  spater  erscheinenden  Zahlen  aus  den  ihnen  vorbeigehenden 
hergeleitet  werden  könnten.  Dass  I nin  =  jin  ■  jn,  so  oft  m  und  n 
theilerfremd  sind,  war  ja  bekannt,  aber  Euler  wünschte  auch  einem 
additiven  oder  subtractiven  Zusammenhange  der  Divisoren  summen 
auf  die  Spur  zu  kommen.  Er  bediente  sich  dabei  folgender  nichts 
weniger  als  ein  wandsfreien  Betrachtung,  Er  bildete  das  endlose 
Producfc  (1  —  x)  (l  —  x^)  (1  —  a;*)  ■  ■  -  und  fand  dasselbe  als 
afi  —  x'  —  x^  -\-  T"  -\-  T?  ~  x^'^  —  x^^  -\-  •  ■  ■ ,  wo  die  Exponenten  in 
der  Form  — -^ —  enthalten  sind,  indem  man  m  nach  einander  die 
Werthe  0,  1,  —  1,  2,  _-  2,  3,  —  3,  ■  ■  ■  beUegt.  Die  Vorzeichen  der 
Glieder  folgen  dem  Gesetze,  dass  nach  dem  positiven  Anfangsgliede 
je  ein  Paar  —  mit  einem  Paare  +  abwechselt.  Im  zweiten  Auf- 
sätze sucht  er  die  ganz  empirisch  aufgestellte  Bilduugsweise  durch 
eine  Induction  zu  stützen.  Dann  geht  er  zu  den  Logarithmen  der 
als  gleich  geltenden  Ausdrücke  Über,  d.  h.  er  setzt: 

log  (1  -  i)  +  log  (1  -  lO  +  log  (1  -  a^)  +  •  -  ■ 

^  log  {x"  ■ —  x^  —  x^  -\-  x^  -\-  x''  —  •  ■  •)  ■ 

Differentiation  nach  x  und  nachfolgende  Multiplication  mit  — x  liefert: 

X      _|_     2a'  3x^      .  X  4-_Sa;*_—  5^^  7a;'  +  ■  ■  - 

1  —  a;        \  —  x'    '    1 a;'  "r  '  ' '  ^  ^x  Z-'^i  Il^b^V"^?  .~~. 

Die  linksseitigen  Brüche  werden  in  unendliche  Reihen  verwandelt, 
deren  Addition  die  neue  Reihe  xjl  -\-  x^l2  -|-  X^JZ  -\-  x*/4  +  ■  ■  ■ 
hervorb ringt.  Diese  Reihe  wird  mit  dem  Nenner  des  Bruches 
rechts  vervielfacht  und  das  Product  dem  Zähler  des  Bruches  rechts 
gliedweise  gleichgesetzt.  So  gelangt  Euler  zu  Gleichungen  von  der 
Gestalt 

')  Kovi  Cotnmentarii  Aeadeiiiiae  Petfopolitanae  ad  annos  17ö4  ei  n&5. 
T.  V,  59—74  (Observatio  de  mmmis  divüoj'Ma)  und  75 — 83  {Demomtratio  theo- 
rematis  circa  wdinem  in  swrtmis  dtvüomvi  observatum). 
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Die  Vorzeichen  geben   die  regelmässige  Wiederkehr  yoii  -j — | -■ 

zu  erkenuea.  Die  Eeihe  bricht  ab,  sobald  hinter  dem  /  eine  nega- 
tive Zahl  erscheinen  würde.  Kommt  /(w  — )j)= /ü  vor,  so  ist  für 
dieses  an  sich  unbestimmte  Symbol  der  Werth  w  zu  setzen.  Die 
[  abzuziehenden  Zahlen   sind  wieder   die mit 


m  =  +  1,  —  1,  +  2,  —  2,  +  3,  —  3  etc.  Die  Prüfung  der  Formel 
an  «  =  1,  2,  ■  ■ .  12  imd  an  «  =  101  gibt  Richtiges. 

Ueber  drei  Abhandlungen,  welche  Euler  in  den  Jahreu  1756 
und  1757  der  Petersburger  Akademie  zum  Drucke  übergab^),  können 
wir  sehr  rasch  hinweggehen.  Sie  gehören  insgesammt  der  Lehre  an, 
welche  man  später  als  die  von  den  Formen  bezeichnet  hat,  und  zwar 
sowohl  der  quadratischen  als  der  cubischen  Formen.  Zahlreiche 
Einzelsätze  sind  erkannt,  aber  ein  einheitlicher  Gesichtspunkt  ist  nicht 
gewonnen,  so  dass  man  Euler  wenigstens  bis  zu  der  Zeitgrenze, 
welche  wir  uns  gesetzt  haben,  nicht  als  Schöpfer  der  Lehre  von  den 
Formen  in  dem  Masse  bezeichnen  darf,  wie  er  es  für  die  Lehre  von 
den  quadratischen  Resten  und  den  Potenzresten  überhaupt  war. 

Der  Name  Potenzrest  kommt  in  einem  Aufsatze  Eulers 
vor,  mit  dessen  Erwähnung  wir  unserea  Bericht  schliessen  müssen. 
Theoremata  circa  residua  ex  divisione  potestaium  relicta^)  enthält  von 
besonders  hemerkenswerthen  Ergebnissen,  dass,  wenn  p  Primzahl  und 
a  nicht  durch  p  theilbar  ist,  es  eine  kleinste  Zahl  l  geben  müsse, 
welche  hervorbringt,  dass  a'  bei  Division  durch  p  den  Rest  1  lässt; 
dass  alsdann  auch  a^',  a*^  u.  s.  w.  denselben  Rest  1  lassen  muss; 
dass  die  Zahlen  1,  a,  «*,  ■■■  a*-^  bei  der  Division  durch  p  lauter 
verschiedene  Reste  entstehen  lassen;  dass  X  ein  Divisor  von  p  —  1 
sein  muss.  Der  Beweis  dieses  letzteren  Satzes  ist  in  sehr  eigenthüm- 
licher  Weise  geführt.  Ist  a^  um  1  grösser  als  ein  Vielfaches  von  p 
und  ai'  um  r  grösser  als  ein  ebensolches,  so  muss  auch  0''+''  bei 
Division  durch  p  den  Rest  r  lassen,  und  alle  überhaupt  bei  der 
Division  irgend  eines  n'  durch  p  sich  ergebenden  Reste  kommen  bei 
der  Division  der  Zahlen  1,  «,  a},  ■■■  a^  — ^  vor.  Nun  gibt  es  bei 
der  Division   durch  p  im  Ganzen  p  —  1  mögliche  Reste,  folglich  ist 
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X<ij>—1.  Ist  Kp  —  1,  so  wird  gezeigt,  dass  A^^-— -  sein 
m  s''  Falls  A<— t —  so  ist  die  Folgerung  gestatttt  es  werde 
A  <  ^—~-  "»e  n  und  so  geht  es  immei  weiter  En  Uich  mus^  einmil 
A  ^=^— —  weiden  1  h  A  i=!t  ils  Dniyor  m  j  —  1  enthalten  Vi  eil 
abei  a  *  wie  vorbei  gezeigt  war  denselben  Kest  wie  i  liefert  nam- 
lieh  den  Rest  1  so  ist  i''^  =  a!~^  um  1  gioiiser  als  t,in  A  lelfaches 
von  p  und  limit  ist  ein  neuer  Bewei«  des  FeimatsLlien  Lehr- 
satzes entdeckt  dei  nach  Culeis  Äussprui^h  natuibeher  sei  alh  dei- 
jenige  den  er  fiiihei  veroffentliuhte  und  der  sich  (S  ljl2")  auf  die 
Binomialent Wicklung  stützte 

Da  wir  m  früheren  Abschnitten  auch  die  Herstellung  magischer 
Quadrate  in  den  zahlentheoretischen  Kapiteln  erwähnten,  so  sei  hier 
D'Ons  en  Bray  mit  einer  eben  dahin  zielenden  Abhandlung^)  von 
1750  genannt. 

108.  Kapitel. 
Combinatorik.     Walirscheinliclikeitsrechnnng. 

Wir  haben  (S.  552)  von  zwei  durch  Euler  gelösten  geometrischen 
Aufgaben  gesprochen,  welche  vermöge  der  von  ihm  benutzten  Me- 
thoden mehr  der  Combinatorik  als  der  Geometrie  angehören.  Wir 
kommen    gegenwärtig   auf  sie    zurück.     In    der   ersten  Aufgabe  von 


1736  handelt  es  sich  darum^),  ob  es  möglich  sei  (Fig.  100),  in  fort- 
gesetztem Laufe  die  sieben  Brücken  «,  h,  c,  d,  e,  f,  g  derart  zu  über- 

')  Günther,  Vermischte  Unters« chiio gen  zur  Geschichte  der  mathemati- 
schen Wissenschaften  (Leipzig  187G)  8,  246—248.  ")  Commentarii  Äcodeiime 
Petropolitanae  ad  annum  1736.    T.  Vllt,  138  —  140. 


y  Google 


Corabinakirik.    Wahrseheinlichlteitarechiiunfr,  625 

schreiten,  dass  man  über  keine  Brücke  mehr  als  einmal  gehe.  Euler 
drückt  ein  Hinübergehen  von  einem  der  Gebiete  Ä,  B,  C,  D  nach 
einem  anderen  symbolisch  durch  Äueinanderfiigung  der  beiden  Buch- 
staben aus,  welche  jenen  Gebieten  zur  Bezeichnung  dienen.  Demnach 
bedeutet  AB,  dass  man  über  irgend  eine  Brücke  von  A  nach  B 
gegangen  sei,  B3)  dass  man  sich  von  B  nach  D  begeben  habe,  und 
ABB  soll  bei  nur  einmaliger  Schreibung  des  Zwischenbuchstabens  B 
anzeigen,  dass  man  von  A  nach  B,  dann  weiter  nach  B  gegangen 
sei  u.  s.  w.  Der  üebergang  über  eine  Brücke  wird  also  durch 
2  Buchstaben,  der  über  2  durch  3  Buchstaben,  der  über  ii  Brücken 
durch  {n  -|-  1)  Buchstaben  angedeutet,  und  wir  wissen  als  erstes  Er- 
gebniss,  dass  der  Weg  über  die  7  in  Frage  stehenden  Brücken  durch 
8  Buchstaben  zu  bezeichnen  sein  wird.  Zu  einem  zweiten  Ergebnisse 
gelangen  wir  folgenderraassen.  Führt  eine  Brücke  von  A  nach  einem 
anderen  Gebiete,  so  muss  der  Buchstabe  A  einmal  in  der  Wegangabe 
vorkommen.  Er  muss  2mal,  3mal,  {?«  -|~  l)-mal  vorkommen,  wenn 
3,  5,  (2m  -\-  1)  Brücken  in  das  Gebiet  A  einmünden,  und  genau 
ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Buchstaben  Jedes  anderen  Gebietes. 
Nun  führen  nach  A,  B,  C,  D  der  Reihe  nach  5,  3,  3,  3  Brücken. 
In  dem  Wege  müssen  also  vorkommen  3A,  2B,  2G,  20  oder  9  Buch- 
staben, während  nur  8  Buchstaben  zur  Wegbezeiehnung  dienen  dürfen, 
und  die  Aufgabe  ist  unmöglich.  Euler  blieb  bei  dem  Falle,  der  die 
Veranlassung  zur  Untersuchung  bot,  nicht  stehen.  Er  legte  sich  die 
weitere  Frage  vor,  wie  die  Sache  sieh  gestalte,  wenn  etwa  2,  4,  2m 
Brücken  in  das  Gebiet  A  einmünden.  Während  es  bei  der  vorher 
betrachteten  ungraden  Brückenzahl  keinen  Unterschied  machte,  ob 
man  von  A  ausging,  oder  erst  aus  einem  anderen  Gebiete  über  eine 
Brücke  nach  A  gelangte,  ist  jetzt  zwischen  diesen  Möglichkeiten  zu 
unterscheiden.  Sind  nur  zwei  Gebiete  A  und  B  vorhanden,  und 
kommt  man  von  B  nach  A  über  eine  erste  Brücke,  von  A  nach  B 
über  eine  zweite  Brücke  zurück,  endlich  über  die  (2m —  l)**  Brücke 
nach  A,  über  die  2«!**  nach  B,  so  heisst  der  Weg  BAB--  B,  d.  h. 
A  kommt  mmal,  B  aber  m  +  lmal  vor.  Allgemein  ausgedrückt: 
wenn  ein  Gebiet  durch  2m  Brücken  mit  einem  anderen  verbunden 
ist,  so  kommt  dessen  Buchstabe  —  -|-  1  mal  oder  —  mal  in  der 
Wegangabe  vor,  je  nachdem  es  den  Ausgangspunkt  enthält  oder  nicht. 
Durch  Zusammenfassung  dieser  Regeln  kommt  Euler  zu  folgender 
Anweisung.  Man  schreibe  die  Namen  aller  Gebiete  unter  einander 
und  neben  jedes  Gebiet  die  Zahl  der  Brücken,  welche  dort  einmünden, 
so  dass  die  Summe  dieser  Zahlen,  weil  jede  Brücke  zwei  Endpunkte 
besitzt,  doppelt  so    gross   als   die  Zahl   der   überhaupt  vorhandenen 
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Brücken  wird.  Neben  jede  der  angemerkten  Zahlen  schreibt  mau 
deren  Hälfte,  wenn  sie  grad,  die  Hälfte  der  um  1  vermehrten  Zahl, 
wenn  sie  «ngrad  war.  Addirt  man  diese  neue  Reihe  von  Zahlen  und 
erhält  die  Anzahl  der  Gebiete  oder  1  mehr,  so  ist  die  gestellte  Auf- 
gabe erfüllbar,  und  zwar  unter  der  ersten  Annahme,  wenn  man  in 
einem  ungraden,  unter  der  zweiten,  wenn  mau  in  einem  graden  Ge- 
biete den  Ausgangspunkt  wählt,  grad  oder  uograd  heisst  aber  ein 
Gebiet  nach  der  graden  oder  uugraden  Zahl  der  dort  einmündenden 
Brücken. 

Die  zweite  Aufgabe  von  1751  hat  Euler  damals  in  einem 
Briefe  an  Goldbach  gestellt').  Sie  lautet:  Auf  wie  vielerlei  Arten 
kann  ein  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt 
werden?  Ein  Viereck  ÄBCl)  wird  entweder  durch  AC  oder  durch 
BD,  durch  die  eine  oder  durch  die  andere  Diagonale,  zusammen  auf 
zwei  Arten,  in  zwei  Dreiecke  zerlegt.  Die  Zerlegung  eines  Fünfecks 
ABCDE  in  drei  Dreiecke  mittels  zweier  Diagonalen  findet  auf  fünf 
Arten  statt,  nämlich  mittels  ÄC  und  AD,  mittels  BD  und  BE, 
mittels  CA  und  CE,  mittels  DB  und  DA,  mittels  EC  und  EB. 
Bei  einem  mittels  dreier  Diagonalen  in  vier  Dreiecke  zu  zerlegenden 
Sechsecke  gibt  es  vierzehn  verschiedene  Arten.  Um  die  Arten  zu 
zählen,  nach  welchen  ein  w-eck  mittels  n  —  ii  Diagonalen  in  n  —  2 
Dreiecke  zerlegt  wird,  hat  man,  wenn  s  ihre  Anzahl  hei9.?t,  folgende 
Zusammenstellung : 

n  =  S,     4,     5,     6,     7,      8,       9,       10 
2=1,     2,    5,    14,  42,  132,  42Ü,  1430 
und  allgemein 


Die  Induction,  sagt  Euler,  so  ich  gebraucht,  war  ziemlich  mühsam, 
doch  zweifle  ich  nicht,  dass  diese  Sache  nicht  sollte  weit  leichter 
entwickelt  werden  können. 

Auch  an  Segner  muss  Euler  die  sieben  ersten  Zerlegungszahlen 
1,  2,  5,  14,  42,  132,  429  aber  ohne  die  zu  ihrer  Berechnung  führende 
Formel  haben  gelangen  lassen,  und  nun  entwickelte  dieser  in  den 
Veröffentlichungen  der  Petershurger  Akademie  eine  Recursionsformel 
zur  Lösung  der  Aufgabe^.  Sei  ACDEFGB  (Fig.  101)  das  zw 
Zerlegung  gegebene  Vieleck  und  AB  irgend  eine  der  m  -f  2  Seiten 
desselben.     Die  Diagonalen  von  A  und  von  B  nach  C,  deren  erstere 

■)  Corresp.  malh-  (Fusa)  I,  661—562  ')  Novi  Commmtarii  Äcadrmiac 

Petropolüanae  pro  annis  1758  et  1759,    T,  VII,  283—310, 
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eine  Vielecksseite   selbst   ist,   lassen  links  nur  die  Seite  AC,   rechts 
das  (n  -j-  1)-Eci£  BCDEFG  erscheinen.     Das  Dreieck  iat  das  erste 
überhaupt   mögliche  Vieleck    und   kann   mit   dem   Index   1   versehen 
werden,  das  Viereck  mit  dem  Index 
2,  das  (w  -|-  1)-Eck  mit  dem  Indes 
n^l.     Eine   Seite   ist   eigentlich 
keine  i'igur  und  hat  den  Index  0 
zu  führen.     Die  Indices  der  durch 
Ziehung    von   AC   und   liC   links 
und   rechts    erscheinenden    Gebilde 
sind     dieser    Erläuterung     zufolge 
0    und    n  —  1,    die    Indexsumme 
0  +  (w  —  1)  =  )i  ^  1.     Kann  die 

Figur  vom  Index  n  ■ — ■  1  auf  q  Arten  in  Dreiecke  zerlegt  werden,  so 
sind,  weil  links  eine  weitere  Zerlegung  nicht  stattfindet,  für  das  ganze 
(n  -)-  2)-Eck  q  Zerlegungen  vorhanden,  so  oft  ABC  eines  der  ge- 
bildeten Dreicke  ist.  Nun  ziehe  man  AD  und  JBI),  betrachte  also 
ABD  als  eines  der  gebildeten  Dreiecke.  Links  bleibt  von  der  ganzen 
Figur  das  Dreieck  ACD  mit  dem  Index  1  übrig,  rechts  eiu  w-Eck 
mit  dem  Index  n  —  2,  die  Indexsumme  ist  1  +  (w  -^  2)  =  »  —  1. 
Kann  die  Figur  vom  Indes  n  —  '2  auf  p  Arten  in  Dreiecke  zerlegt 
werden,  so  sind,  weil  abermals  links  eine  Zerlegung  nicht  stattfindet, 
für  das  ganze  {n  -\-  2)-Eck  p  Zerlegungsarten  vorhanden,  so  oft 
ABD  eines  der  gebildeten  Dreiecke  ist.  Schiebt  sieb  die  Spitze  des 
durch  zwei  Diagonalen  über  AB  gebildeten  Dreiecks  abermals  weiter 
nach  rechts,  so  Weiht  links  ein  Viereck  vom  Index  2  mit  2  Zer- 
legungsarten, rechts  ein  (ii — 1)-Eek  vom  Indes  »^3  mit  etwa 
0  Zerlegungsarten,  und  da  die  Zerlegungen  links  und  rechts  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  gibt  es  2o  Zerlegungsarten  mit  dem  hier 
beschriebenen  Dreiecke.  Die  Thatsache,  dass  hier  ein  Produet  2o 
auftritt,  macht  es  wünsehenswerth,  auch  den  Zahlen  q  und  p  die 
Productenform  1  •  q  und  l'ji  zu  geben,  oder  mit  «=1,  ^^1, 
c  =  2  die  drei  Producte  aq,  hp,  co  erscheinen  ao  lassen,  wo  die 
einander  vervielfachenden  Factor en  die  Zerlegungs zahlen  der  links 
und  rechts  von  dem  über  AB  gezeichneten  Dreieck  übrigbleibenden 
Figuren  sind  und  1  als  die  Zerlegungszahl  der  überhaupt  unzerleg- 
baren mit  dem  Index  0  behafteten  Seite  gilt,  um  die  Gleichmässigkeit 
der  Formelglieder  herzustellen.  Welcher  Punkt  des  Vielecks  daher 
als  Spitze  des  mit  AB  als  Grundlinie  hergestellten  Dreiecks  gewählt 
wird,  immer  erscheint  die  Anzahl  der  alsdann  möglichen  Zerlegungs- 
arten in  Gestalt  eines  Productes  wie  aq,  hp,  co  d.  h.  in  Gestalt  des 
Productes  der  Zerlegungsarten  solcher  Figuren,  deren  Indices  sich  zu 
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11  —  1  ergänzen,  und  die  Summe  aller  ProiJucte  «5  -\- hp  ■-\-  co  -\-  ■•■ 
liefert  die  Anzahl  der  Zerlegimgsarteii ,  welche  voraussetzen,  dass 
ein  Dreieck  die  AB  zur  Grundlinie  habe.  Bei  jeder  überhaupt 
denkbaren  Zerlegunj^  muss  aber  ein  Dreieck  mit  AH  als  Grund- 
linie vorkommen,  also  ist  aq  -\-  hp  -j-  co  -]-  ■  ■  ■  die  gesuchte  An- 
zahl. Ihre  Bildung  vereinfacht  sich  durch  die  Erwägung,  dass  einer 
Figur  mit  dem  Index  h  eine  andere  mit  dem  Index  n  —  1  —  /,; 
gegenüberliegt,  mag  sieh  die  erstere  links,  die  zweite  rechts  von  dem 
Dreiecke  über  AJB  befinden  oder  umgekehrt,  dase  also  Producte  wie 
aq,  hp,  CO  je  zweimal  symmetrisch  am  Anfang  und  am  Ende  der 
Entwicklung  vorkommen.  Alle  diese  Producte  paaren  sich  ab,  d.  h, 
sie  erhalten  den  Factor  2  und  treten  in  nur  halber  Gliederzahl  auf, 
so  oft  n  —  1  eine  ungrade  Zahl  ist.  Bei  gradem  w  —  1  erscheint 
ein  Product  d^  zweier  gleicher  Anzahlen  von  Zerlegnngen  einer  Figur 
mit  dem  Index  -■■  ■-,  weil  eine  deiaitige  Figur  links  und  eine  zweite 
rechts  von  dem  über  AB  beschi lebenen  Dreiecke  erscheint.  Segner 
knujjft  an  diese  Auseinandersetzung  eine  Tabelle  der  ausgerechneten 
Zerlegung^arttn  bis  zum  Zwanzigeck 

In  den  Veroffentlithungen  der  Paiisei  Akademie  ging  den  eigent- 
liuhen  Abhindlungen  eine  vom  feecietar  der  tiesellschaft  heiTÜhrende 
j^eschiihtliche  Einleitung,  hibionc  \oraus,  vekhe  meistens  den  Inhalt 
der  eingereichten  Sühriftstucke  in  gedrängter  Kürze  und  ausserdem 
Nekiologe  verstorbener  Akademiker  enthielt.  Später  entstandene 
Akademien  befolgten  dieses  Beispiel.  Auch  dem  Bande  der  Nävi 
Commmttarii  Aeademiae  Petropolitanae,  welche  Segners  Abhandlung 
einschloBs,  war  eine  ans  Goldbachs  Feder  stammende  Einleitung 
vorgedruckt.  In  ihr  meldet  Goldbach,  dass  Enler  ihm  seiner  Zeit 
die  oben  angeführte  independcnte  Formel  mitgetheilt  habe,  welche 
eine  Ausrechnung  noch  leichter  als  Seguers  Eecnrsions verfahren  zu- 
lasse, und  welche  einige  Irrthümer  in  Segners  Zahlen  nachweise. 
An  diese  Bemerkung  schliesst  sich  eine  Tabelle  der  richtig  gestellten 
Zerlegungszahlen  bis  zum  Fünfundzwan zigeck  einschliesslich,  hei 
welchem  eine  zwölfziffrige  Zahl  erscheint. 

An  den  Bericht  über  die  beiden  geometrisch-combinatori sehen 
Aufgaben  knüpfen  wir  den  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
»n,  also  über  Dinge,  von  welchem  zuletzt  im  fl6.  Kapitel  die  Kede  war. 

Jean  Jaques  d'Ortous  de  Mairan^)  (1678 — 1771),  gewöhn- 
lich kurzweg  De  Mairan  genannt,  Mitglied  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  seit  1718  und  Secretär  derselben  seit  1741,  legte 
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dieser  GeaeUschaft  1728  eine  TJiiteraucliung  über  das  Spiel  „Grad 
oder  Ungrad"  vor,  welche  aber  nicht  gedruckt  worden  ist.  Nur  in 
dem  einleitenden  Vorberichte  finden  wir  eine  Erwähnung^),  welche 
so  umfangreich  ist,  dass  wir  ihr  De  Mairans  Gedanken  entnehmen 
können.  Hält  Jemand  in  einer  festgeschlossenen  Faust  Kechenpfennige 
Terborgeii  und  fragt,  ob  deren  Anzahl  grad  oder  ungrad  sei,  so  ist 
die  allgemeine  Annahme  die,  es  spreche  ebensoviele  Wahrscheinlich- 
keit für  die  eine  wie  für  die  andere  Antwort.  De  Mairan  behauptet, 
es  sei  vortheilhaft  auf  ungrad  zu  wetten  und  begründet  diese  Be- 
hauptung wie  folgt:  Die  in  der  Faust  enthaltenen  Rechenpfennige 
sind  einem  vorher  vorhandenen  Haufen  von  Rechenpfennigen  entnommen. 
Enthielt  dieser  2n  Rechenpfennige,  so  konnten  1,  B,  5,  ■  ■■  (ßn  —  1) 
oder  2,  4,  6,  ■  ■  ■  (2«)  erfasst  werden,  also  genau  ebenso  leicht  eine 
ungrade  als  eine  gi'ade  Anzahl.  Enthielt  der  Haufen  aber  2n  -\-  1 
Kechenpfennige,  so  kommt  zu  den  vorigen  Fällen  noch  die  der  Er- 
fassung aller  (2w  +  1)  Rechenpfennige  hinzu,  die  ungrade  Wahl  hat 
also  eine  Möglichkeit  mehr  för  sich.  De  Mairan  beutete  diesen  Grund- 
gedanken dann  noch  weiter  aus,  indem  er  annahm,  dass  mehrere 
Haufen  Rechenpfennige  vorhanden  waren,  von  deren  einem  die  in 
der  Faust  enthaltenen  entnommen  wurden,  dass  das  Maximum  der 
Kechenpfennige,  die  in  jedem  Haufen  sich  hefluden  können,  aber  nicht 
thataächlich  befinden  müssen,  gegeben  sei,  und  dergleichen  mehr. 

Nicole  hat  im  Februar  und  im  März  1730  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  zwei  Abhandlungen^  vorgelegt,  in  deren  ersterer 
es  sich  darum  handelte,  wer  von  zwei  Spielern,  deren  Geschicklich- 
keiten sich  wie  p  zu  q  verhalten,  unter  einer  vorbeatimmten  Anzahl 
von  Spielen  mindestens  eines  mehr  als  der  Gegner  zu  gewinnen  hoffen 
dürfe,  und  als  wie  gross  sein  Vortheil  sich  berechne.  In  der  zweiten 
Abhandlung  war  die  Aufgabe  auf  mehr  als  zwei  Spieler  ausgedehnt 
und  zum  Gewinne  als  nothwendig  erachtet,  dass  ein  Spieler  min- 
destens ein  Spiel  mehr  als  irgend  einer  der  anderen  Spieler  gewinne. 
Das  Meiste,  was  Nicole  hier  vorbrachte,  war  nicht  durchaus  neu, 
sondern  schon  von  De  Montmort  und  De  Moivre  in  Angriff  ge- 
nommen, wenn  nicht  gelöst.  Eine  Bemerkung  ist  allenfalla  hervor- 
zuheben, nämlich  die'),  dass,  wenn  die  in  der  ersten  Abhandlung 
vorausgesetzten  beiden  Spieler  2w  Spiele  mit  einander  machen,  die 
Gewinnhoffnung  des  geschickteren  Spielers  die  gleiche  bleibe,  als 
wenn    die  Verabredung   auf   2n  —  1    Spiele   getrofi'en    worden   wäre, 


')  Ilistoire  de  l'Acadeniie   des  Sciences   de  Faris.     Annee   17'28.     Hislotre 
pag,  63  —  57.  *)  Ebenda  1730,   pag.  45  —  56   und   33J  — 314.  =)  Ebenda 

pag.  Sl— 55. 
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während  im  Allgemeinen  die  Gewinnhoffnung  des  geschickteren  Spielers 
mit  der  Zahl  der  zu  machenden  Spiele  wachse.  Den  Grund  des 
scheinbaren  Widerspruchs  erkennt  Nicole  darin,  dass  bei  2m  —  1 
Spielen  der  Gewinn  von  n,  bei  2m  Spielen  dagegen  der  Gewinn  von 
n  -}"  1  Spielen  erforderlich  ist,  um  eine  Entscheidung  hervorzubringen, 
d  h  bei  3»  Spielen  muss  ]er  Gewinnei  dem  Veilieienden  um  zwei 
Spiele  voraus  sein   bei  2h  —  1  Spielen  nui  um  ein  Spiel 

Das  Jahr  1730  war  es  auch  welches  in  London  ein  Buch  heraus 
kommen  &ah  Miscdlanpa  anahfiica  de  enäMS  et  quadratunt  icces'iete 
variae  cons>äe>attoneü  de  meOwdis  coniparahomim  comhmaüonum  et 
diffeienkarum  sohdiones  difficüioram  dltqmt  pidblejnatum  ad  sortem 
speetantium  itemque  construchonen  faeiles  orhmm  planetarum,  unn  cum 
determmahone  maximarum  et  minmianim  nmfattotmm  guae  in  motthu^ 
corporum  coeltitmm  occmnmt  Auf  dem  Titelblatte  war  kein  Vei 
faaser  angegeben  aber  an  dei  Spitze  des  Widmungsschreibens  an 
Martin  Folkes  nannte  sich  De  Moivie  als  Urheber  dei  Misi.  Uanm 
analyttca  wie  mau  das  "Weik  zu  nennen  pflegt  Wii  haben  schon 
(S  Y)b)  erwihnfc  dass  die  MistcUanea  analvtita  Dmge  enthalten 
welche  der  Wahrseh einlichkeitsrechnung  angehören.  De  Moivre  ver- 
theidigt  sich  dort  gegen  De  Montmort,  der,  wie  wir  gleichfalls 
schon  wissen  {S.  350),  in  der  zweiten  Ausgabe  seines  Essay  d'Analyse 
sur  les  J&ix  de  Hazard  eine  im  Grunde  sehr  unschuldige  Bemerkung 
De  Moivres  zum  Anlass  für  eine  breite  Polemik  gewählt  hatte. 
Jetzt  nahm  De  Moivre  das  Wort.  Er  widmete  einen  ganzen  Ab- 
schnitt^) der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  beziehungsweise  der  Ant- 
wort auf  einige  Anschuldigungen.  Es  wird  darin  erzählt,  dass  De 
Montmort  1715,  also  nach  dessen  Aeusserungen  von  1715,  in  London 
gewesen  sei,  dass  De  Moivre  ihn  damals  in  freundschaftlichster  Weise 
herumgeführt  habe,  dass  De  Montmort  bei  der  Rückkehr  nach  Paris 
geschrieben  habe,  er  werde  der  ihm  erwiesenen  Liebenswürdigkeiten 
stets  eingedenk  bleiben.  Die  Spannung  hatte  demnach  nur  kurz  ge- 
dauert, und  De  Moivres  Ton  gegen  den  überdies  jetzt  schon  seit  elf 
Jahren  Verstorbenen  war  ein  höchst  anerkennender,  nur  die  ihm 
selbst  gemachten  Vorwürfe  zurückweisender.  Was  an  Aufgaben  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  hat  aber  nur  für  eine  aus- 
führliche Geschichte^)  dieses  besonderen  Zweiges  der  mathematischen 
Wissenschaften  genügende  Wichtigkeit,  um  dabei  zu  verweilen. 

Daniel   BeraouUi  hat  in   den  Abhandlongen  der  Petersburger 


')  De  Moivre,  MisceUanea  analytica  pag,  146—229,  Liber  VII.    Eesponsio 
ad  guasdam  GrimiiMliones.  *)  Todhuuter,  History  of  the   maHiematical 

theory  of  probabilüy  from  tke  Urne  of  Pascal  to  that  of  LapJace  pag.  187—180- 
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Akademie  für  1730  und  1731  eine  Arbeit')  veröffentlieht,  mit  welcher 
er  eine  Reihe  von  Untersuchungen  begann,  welche  wir  nicht  au  er- 
wähnen berechtigt  sind,  weil  sie  jenseits  der  Zeitgrenze  fallen,  die 
wir  uns  gesteckt  haben.  Nur  üher  den  einleitenden  Aufsatz  dürfen 
wir  berichten.  Er  führt  den  Titel  eines  Versuches  einer  neuen 
Theorie  eines  Masses  für  den  Zufall  und  bringt  in  der  Thafc  Ge- 
danken zum  Vorschein,  welche  vorher  niemals  gedruckt  worden  waren, 
und  welche  dann  im  Laufe  der  Zeiten  zur  Lehre  von  der  im  Gegen- 
sätze zur  mathematischen  Erwartung  vorhandenen  moralischen 
Erwartung  sieh  ausgebildet  haben.  Alle  Schriftsteller  —  das  ist 
etwa  der  Sinn  von  Daniel  Bernoullis  Entwicklungen  —  setzten  den 
Werth  einer  Erwartung  gleich  der  Summe  der  Produete  der  zu  er- 
zielenden Gewinne  in  den  Bruch,  der  jedesmal  zum  Zähler  die  Anzahl 
der  der  Erringung  des  Gewinnes  günstigen  Fälle,  zum  Nenner  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Fälle  besitze.  Dabei  komme  der 
Werth,  vcdor,  des  Gewinnes,  aber  nicht  das  in  Betracht,  was  man 
seinen  wirthschaftlichen  Nutzen,  seinen  Vortheil,  emolummtum, 
nennen  könne.  Dieser  hänge  von  dem  wirthschaftlichen  Zustande  der 
Person,  ex  conditione  personae,  welche  den  Gewinn  erziele,  ab.  Mitt- 
lerer Vortheil,  emoktmentam  medium,  sei  alsdann  die  Summe  der 
Produete  der  einzelnen  Vortheile  in  die  vorher  erklärten  Brüche. 
Der  Vortheil  selbst  setzt  sich  aus  Elementen  zusammen,  welche  im 
graden  Verhältnisse  der  Elemente  des  Gewinnes  iind  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Vermögens,  summa  honorutn,  stehen,  eine  Hypothese, 
welche  unter  unzähligen  gewählt  wird,  und  deren  Begründung  auf 
Folgendes  hinausläuft:  Die  meisten  Menschen  verzehren  ihre  Ein- 
künfte, dieser  5000  Dukaten,  jener  halb  so  viel.  Dem  Ersten  er- 
wächst durch  1  Dukaten  nicht  mehr  Vortheil  als  dem  Zweiten  durch 
1 

Y  Dukaten,  was  in  der  Gleichung  ^-,z^^  =  ^-^  sich  spiegelt,  und  diese 
Gleichung  ist  das  erwähnte  Gesetz  für  die  Ermittelung  des  Vortheils. 
Ist  also  X  das  Vermögen,  dx  das  Element  der  Vermögenszunahme, 
dy  das  Element  des  Vortheils,  b  ein  Proportionalitätsfacfcor,  so  muss 
dy  =  - — -  y  =  fi  log  (  -j-  C  >ein  oder  bei  C  =  —  h  log  a,  wo  a 
das  Änfangsvei mögen    bezeichnet,    luth  j/  =  ft    log---     Denkt   man 

')  Commentant  Acadetniae  Fetropohtanne  ad  nnttos  1750  et  1731.  T.  V, 
175-  193  Eme  deutsche  ITeteraetzuDg  mit  mathematifichen  Anmerkungen  von 
A.  PringshPim  und  mit  emer  mehr  den  nationaldkonomischen  Werthbegriff 
und  deaaen  Entwicklung  liehctfenden  Fmleitung  von  L  Fick  ist  (Leipzig  1896) 
in  der  &ammlung  ilterer  und  neuprei  Btaatswisicnscliattlicher  Schriften  des  In- 
nnd  Auslandes    erschienen 
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sich  das  Vermögen  x  aus  a  und  dem  hinzugekommenen  GewinnCj 
herum,  x^  gebildet,  so  ist  y  =  &  ■  log  ?  ~r  ^'  ■  Auch  hier  läast  sich 
ein  emolumenfam  medium  bilden,  wenn  man  die  Tersehiedeneii  Einzel- 
emolumente ^)  ?fi,  y^,  y^,  ■  ■■  mit  der  Wahrscheinlichkeit  Pa p^,  Pz,  ■■  ■ 
sie  zu  erzielen  vervielfacht  und  die  Prodscte  addirt.  Das  mittlere 
Emolument  ist  also 

+  ■  ■  ■  =  Pi  6  log  («  +  :^i) -f  i^a  &  log  (ffl  +  3:3)  + 1)3  (- log  (« -f- a^g) 
_| (p^+p^^p^^...)lj  log  a, 

ein  Ausdruck,    der   noch    eiufacher   wird,  wenn    die  Wahrscheinlich- 
keiten  Pi,  Pi,  Ps,   ■■■    alle   Möglichkeiten    erschöpfen,    d.  h.    wenn 
Pi  +  i*!  4"  i'g  4"  ■  ■  ■  =  1  i^*-     Dann  ist  nämlich 
r=  ilogX—  ;-logfl  mit  X={a-\-T,)'"  ■  (tt  +  a's)'"  ■  («  +  ;£;,)"-■■. 

Eine  solche  Erschöpfung  der  Möglichkeiten,  wie  sie  hier  vorausgesetzt 
wurde,  muss,  da  bei  ehrlichem  Spiele  doch  nicht  in  allen  Fällen  ge- 
wonnen werden  kann,  einige  der  r  negativ  auftreten  lassen,  so  oft 
der  Gewinn  ein  Verlust  ist. 

Bernoulli  zeigt  dann,  dass  jedes  Spiel  unvortheilhaft  ist. 
Haben  zwei  Personen  je  100  Dukaten  und  spielen  um  50  Dukaten 
in  einem  Spiele,  welches  genau  gleiche  Gewinnwahrscheinlichkeit  für 
Jeden  bietet,  so  ist 

X  =  {100  +  50)"^"  -  (100  —  60y  =  1/7500  <  87 , 

also  jeder  der  beiden  Spieler  verschlechtert  sein  Vermögen  um  mehr 
als  13  Dukaten  dadurch,  dass  er  sich  überhaupt  auf  das  Spiel 
einlässt. 

Je  grösser  das  Vermögen  im  Verhältnisse  zum  Einsätze  ist,  um 
so  geringer  wird  der  der  Spielgefahr  gleichkommende  Verlust,  und 
somit  bestätige  sich,  was  im  bürgerlichen  Leben  allgemeine  Annahme 
zu  sein  scheine,  dass  der  Eine  ein  zweifelhaftes  Unternehmen  wagen 
dürfe,  ein  Anderer  nicht.  Nachdem  eine  Nutzanwendung  der  gleichen 
Grundgedanken  auf  die  Frage,  ob  mau  schwimmende  Güter  versichern 
solle,  gemacht  ist,  wobei  es  wesentlich  auf  das  Verhältniss  des 
Betrages  der  schwimmenden  Güter  zum  Gesammtvermögen  ankommt, 
wendet  sich  Daniel  Bernoulli  einem  anderen  Gegenstande  zu. 


')  Unsere  Beaeiohnuiig  weicht  liier   im  Ansclilus 
pag,  314  von  der  BernouUis  ab. 
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Es  ist  die  1713  von  Nielaua  I  BernouUi  gestellte  Aufgabe 
(S.  352),  welche  in  folgender  Form  ausgesprochen  wird:  Paul  soll 
dem  Peter  1  geben,  wenn  dieser  bei  einem  l*^"  Wurfe  mit  einem 
Geldstücke  Schrift  werfe,  dagegen  2,  4,  8  ■-•,  wenn  Schrift  erst  heim 
2*™,  3"™,  4'™  ■  ■  ■  Wurfe  erscheine;  Pauls  Verliisthöhe  wird  gesucht. 
Wenn  auch  unendlich  viele  Fälle  denkbar  sind,  könne  man  doch 
deren  Anzahl  durch  den  Buchstaben  N  bezeichnen.  Beim  1*™  Wurfe 
entscheidet  sich  das  Spiel  zu  Peters  Gunsten  in  --  Fällen,  beim 
2'%  3'™,  4'™  ■  .  ■  Wurfe  in  -,,  f,,  |^  ■  •  ■  Fällen,  so  dass  die  Zahlen 
Pi  =  Y?  Ih  '^  öü  Ps  =^  oü  ■  ■  ■  erscheinen  und,  was  früher  X  hiess, 

den  Werth  {a  +  ly  ■  {a  +  2)*"-  (a  +  4)«"-  (a  +  8)'«  ■  ■  -  erhalt,  falls 
a  das  ursprüngliche  Vermögen  von  Paul  war.     Seine  Veriusthöhe  ist 

demnach  (a  +  2")^  ■  (a  +  2')"^'  ■  («  +  2")^" a,  mithin  wechselnd 

je  nach  dem  Werthe  von  a.  Das  war  der  erste  Versuch  eine  Auf- 
lösung der  Aufgabe  herznleiten,  welchem  andere,  wie  schon  bemerkt, 
folgten,  und  weil  dieser  Versuch  in  den  Veröffentlichungen  der 
Petersburger  Akademie  erschien,  erhielt  die  Aufgabe  selbst  den  Namen 
der  Petersburger  Aufgabe,  wie  wir  schon  früher  (Bd.  II,  S.  502) 
gelegentlich  berichtet  haben. 

Daniel  Bernoulli  gab  als  Nachschrift  zu  seiner  Abhandlung  einen 
Biief  Crameis  an  Niclans  I  Bernoulli  von  1728,  welcher  die  gleiche 
Aufgabe  betrifft,  und  welchen  Daniel  Bernoulli  zu  lesen  bekam, 
nachdem  sem  eigenei  Aufsat?;  schon  druckfertig  war.  Auch  Gramer 
war  es  nicht  entgangen,  dass  zwischen  dem  calcid  nmthe'tnatiqm  und 
dei  ealime  vulgain.  Ausdrücke,  welche  etwa  der  mathematischen  und 
der  moralischen  Erwartung  entsprechen,  ein  Gegensatz  stattfinde,  und 
dieses  Verdienst  Cramers  erkennt  Daniel  Bernoulli  an.  Dagegen 
verhält  er  sieh  ablehnend  gegen  Cramers  Versuch,  den  Widerspruch 
zu  heben,  welcher  darin  besteht,  dass  alle  Potenzen  der  Zahl  2  von 
2^  an  als  einander  gleichwerthig  betrachtet  werden,  weil  schon 
2^  =  1G777216  als  praktisch  unendlich  gross  gelten  dürfe.  Nicht 
minder  willkürlich  ist  ein  anderer  von  Gramer  in  dem  an  Nielaus  I 
Bernoulli  gerichteten  Briefe  gemachter  Vorsehlag,  die  Freude,  welche 
man  an  dem  Besitze  einer  Summe  habe,  und  die  er  la  valeur  morale 
des  Mens,  ihren  moralischen  Werth  nennt,  ihrer  Quadratwurzel  pro- 
portional zu  setzen. 

George    Louis    Leclerc    Graf   von    Bnffon^)    (1707  —  1788) 

')PoggendorffI,  .138. 
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hat  Dur  nebensächlich  seinen  reichen  Geist  auf  mathematische  Dinge 
gerichtet,  dabei  aber  den  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  ein  ganz 
neues  Gebiet  eröffnet,  das  vorher  nie  beachtet  worden  war,  daa  geo- 
metrische. Ein  kurzgefasster,  aber  sehr  klarer  Bericht  ^)  aus  dem 
Jahre  1733  lässt  Buffons   Gedanken   erkennen.     Soll  (Fig.  102)  eine 

kreisrunde   Scheibe  vom  Durchmesser  d   auf 

ein  in  quadratische  Felder  von  der  Quadrat- 
seite a  eingetheiltes  Brett  derart  geworfen 
werden,  dass  sie  genau  in  ein  Feld  zu  liegen 
komme,  ohne  über  den  Rand  desselben 
hinauszureichen,  so  kann  dieses  nur  dann 
erzielt  werden,  wenn  der  Mittelpunkt  der 
Wurfscheibe  innerhalb  des  kleineren  inneren 
Quadrates  oder  auf  dessen  Umrandung  zu 
liegen  kommt,  wobei  die  Seitenlange  des 
inneren  Quadrates  a  ■ —  d  ist.  Das  Feld  a^  zerfällt  durch  diese  Unter- 
scheidung in  zwei  Abtheilungen,  in  das  innere  Quadrat  a^  —  2ad~{-d^ 
und  die  umgehende  Figur  2ad —  d^.  Soll  gleich  wahrscheinlich  sein, 
dass  der  Mittelpunkt  der  Wurfscheibe  in  die  eine  oder  in  die  andere 
Abtheilung  falle,  so  müssen  deren  Flächen  gleich  sein,  d.  h, 
a2„  2ad'\-  rf^  =  2ad  —  d^,  a  =  2d-\-dY2,  -^- =  2  +  "|/2  = 
3,4142136  ■  ■  ■  oder  die  Quadratseite  muss  zwischen  6  und  7  mal  so 
gross  als  der  Halbmesser  der  Wurfscheibe  sein.  Dieser  einfachsten 
Aufgabe  stehen  verwickeitere  zur  Seite.  Zu  diesen  gehört  es  schon, 
wenn  das  Wurfstück  nicht  kreisrund,  sondern  quadratisch  ist,  weil 
es  dann  Stellen  gibt,  die  der  Mittelpunkt  des  Wurfstückes  einnehmen 
darf,  wenn  die  Seiten  des  WurfstUckes  denen  des  Feldes  parallel  zu 
liegen  kommen,  und  bei  schrägem  Auffallen  nicht  einnehmen  dai-1'. 
Noch  verwickelter  ist  das  sogenannte  Nadelproblem,  bei  welchem 
das  Wurfstück  als  Länge  ohne  Breite  gedacht  ist.  Buffon,  so  erzählt 
der  Bericht,  welchem  wir  folgten,  habe  die  Frage,  bei  welchen  Ab- 
messungen der  Felder  und  der  Nadel  man  mit  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit erwarten  könne,  dass  die  Nadel  auf  ein  einziges  Feld  zu 
liegen  komme  oder  nicht,  mittels  der  Quadratur  einer  Cycloide  be- 
antwortet.    BuffoDs  Arbeit  selbst  erschien  erst  1777. 

Abermals  ein  neuer  Gedanke  von  weittragender  Bedeutung  war 
es,  mit  welchem  Daniel  Bernoulli  1734  an  die  Oeffentliehkeit 
trat').    Die  Pariser  Akademie  hatte  eine  Preisfrage  gestellt,  in  welcher 


')  Histoire  de  VAeademie   dee  Sctence^   äe  Paris.     Ännöe  17S3.     Mistom 
pag.  43—45,         '}  Becueil  des  ptices  gitt  ont  remportee  k  prix  ä  l'Academie  d<S 
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eine  Erklärung  der  Terscliie denen  Neigungen  der  Ebenen,  in  welchen 
die  Planetenbahnen  vorlaufen,  verlangt  war,  und  Bernoulli  begann 
seine  Abhandlung,  durch  die  er  die  Hälfte  des  Preises  erwarb,  mit 
Untersuchung  der  Frage,  ob  jene  Verschiedenheit  der  Neigungen  auf 
eine  bestimmte  Ursache  zuröckzuführen  sei.  Hier  war  also  zum 
ersten  Male  die  Grösse  der  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  eine  ge- 
wisse Reihe  von  Thatsachen  eine  gesetzliche  sei,  als  Gegenstand  der 
Erforschung  gewählt. 

Wir  erwähnen  in  grösster  Kürze  einen  Aufsatz  des  Grafen 
Pagnano  im  12.  Bande  der  Baccolta  Ccdogerä  von  1735,  der  das 
Lottospie!  betraf)  und  zwar  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  einer 
Gruppe  von  g  Nummern  deren  f  in  voran sbestimmter  Reihenfolge 
gezogen  werden. 

Wir  haben  uqs  nun  abermals  zu  De  Moivre  zu  wenden,  dessen 
Doelrine  of  cliances  1738  in  zweiter  Auflage  erschien  (S.  356).  Sie 
hatte  sieh  gegen  die  erste  Auflage  bedeutend  vermehrt.  Wahr- 
scheinli eh keits fragen ,  welche  sich  auf  verschiedene  Spiele,  wie  z.  B. 
auf  Whist  und  Piquet,  bezogen,  waren  in  weit  grösserer  Anzahl 
als  früher  vorhanden.     Wir  begnügen    uns    mit   der  Angabe    zweier 


A  und  B  spielen^)  um  einen  Einsatz  s;  A  hat  zwei  Möglich- 
keiten zu  gewinnen,  B  nur  eine,  in  einem  vierten  Falle  zieht  jeder 
der  beiden  Spieler  seinen  Einsatz  zurück.  Wie  gross  ist  der  Vor- 
theil  des  Spielers  A"?  Da  vier  Möglichkeiten  vorhanden  sind,  so  ist 
A  im  Vortheil  mit  ----  —  --  =  --,  und  B  ist  mit  ebensoviel  im 
Nachtheil.  Hätte  man  den  Fall,  der  das  Spiel  nichtig  macht,  nicht 
berücksichtigt,  so  wären  nur  drei  Möglichkeiten  vorhanden  gewesen, 
und  der  Vortheil  von  A,  beziehungsweise  der  Nachtheil  von  B, 
hätte  sich  auf  —  —  y  =  y  helaufen.  De  Moivre  sagt  ausdrücklich, 
er  habe  die  an  sieh  sehr  leichte  Aufgabe  aufgenommen,  um  dem 
Leser  bemerklich  zu  machen,  dass  keine  Bedingung  einer  Aufgabe, 
so  unbedeutend  sie  auf  den  ersten  Blick  scheinen  könnte,  unberück- 
sichtigt bleiben  dürfe. 

Der  zweite  Zusatz^)  stellt  sich  dar  als  eine  Erweiterung  der 
schon  von  Permat  auf  mehr  als  zwei  Spieler  ausgedehnte  Frage 
nach  der  Theilung   vor    eingetretener  Entscheidung  (Bd.  II,  S.  757) 


Seienees.     T.  III  (1734)  —  Güurauil,  Hisloire  du  cakul  des  probabUitex  (Paris 
1848)  pag.  50.  —  Todhunter  1.  c.  p.  232—223. 

')  Loria  in  Hist,  Festschr,  1899  S.  26G.  *)  De  Moivre,  Doctiine  of 

chanees,  2.  edition,  pag.  169—161.        =)  Ebenda  pag.  191—192. 
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auf  den  Fall  beliebig  vieler  Spieler,  deren  Cfeschieklichkeiten  durch 
entsprechende  Masazablen  ausgedrüciit  aind,  und  bei  deren  Jedem 
die  Anzahl  der  Gewinnspiele  bekannt  ist,  die  ihm  znm  endgÜtigen 
Siege  noch  fehlen.  De  Moivre  lehrt  hier  ein  Verfahren,  welches  auf 
der  Bildung  von  Combinationsformen  zu  allen  möglichen  Klassen  bis 
zu  der  der  Anzahl  der  Spieler  gleichen  und  darauf  folgenden  Weg- 
lassung einzelner  dieser  Formen  beruht. 

Als  eine  Abkürzung  von  De  Moivres  Werk  lässt  sich  The  Nature 
and  Laws  of  Cliance  Ton  Thoraas  Simpson  (1740)  betrachten'). 
Fast  alle  darin  enthaltenen  Aufgaben  sind  von  De  Moivi-e  entlehnt 
und  nach  ähnlichen  Methoden  wie  die,  deren  er  sich  bediente,  be- 
handelt. Nur  an  wenigen  Stellen  ist  Originelles  zu  bemerken, 
und  davon  sei  ein  Beispiel  gegeben.  Wir  wissen  (S.  337),  dass 
Ärbuthnot  1692  eine  Uebersetnung  von  Huygens'  Abhandlung 
Ober  Wahrscheinlichkeitsrechnung  mit  geringen  Zusätzen  veröffent- 
lichte. Einer  dieser  Zusätze  stellte  die  Aufgabe^,  deren  Lösung 
Liebhabern  überlassen  blieb,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  berechnen, 
dass  ein  geworfener  parallelepipedi  scher  Körper  von  den  Seiten  a,  h,  r, 
ao  falle,  dass  eine  bestimmte  Fläche,  z.  B.  die  von  den  Seiten  a  und  h 
gebildete,  oben  zu  liegen  komme.  Simpson  war  der  Erste,  der  eine 
Auflösung  veröiFenthchte,  und  zwar  folgende^).  Er  besehreibt  eine 
Kugel  um  den  genannten  Körper  und  lÜÄst  den  Halbmesser  der 
Kugel  eine  Bewegung  vollziehen,  bei  weicher  er  längs  des  Urafangs 
der  bestimmten  Ebene  hingleitet  und  auf  der  Kugelober  fläche  eine 
Figur  hervortreten  lässt,  deren  Fläche  untersucht  wird.  Ihr  Verhält- 
niss  zur  ganzen  Kugeloberfläche  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Obenliegen  der  betreffenden  Ebene.  Die  Aehnlicbkeit  des  Gedankens 
mit  dem  von  Buffon  (8.  634),  das  Verhaltniss  von  Flächen  stücken 
als  Wahrscheinlichkeitsmass  zu  benutzen,  liegt  auf  der  Hand.  Wir 
wollen  damit  allerdings  keineswegs  behaupten,  Simpson  müsse  Butfons 
Arbeit  gekannt  haben, 

Johann  BernouUis  1742  erschienene  Uesammtwerke  enthalten 
einen  nur  kurzen  Beitrag  zur  Wahrscheinlichkeitslehre*).  Die  letzte 
auf  die  Ausübung  des  Wahlrechts  bezügliche  Aufgabe  könnte  die 
Aufmerksamkeit  einigermassen  fessein,  wenn  ihr  Sinn  niir  deutlicher 
wäre,  Es  scheint  fast,  als  nehme  Bernoulli  an,  alle  Wähler,  deren 
An2ahl  durch  3  theilbar  sein  solle,  würden  durch  das  Loos  in  Dreier- 
gruppen  eingetheiit,    und    die  Wahl  eines   gewissen   Candidaten,  für 


')  So  lautet  wenigstens  Todhunters  Urtheil  1.  c.  pag,  20C.     Wir  selbst 
kennen  Simpsons  Schrift  nicht.  *)  Todhuntei  1.  c.  pag.  53,  ')  Ebcnd;i 

pag.  209— 210.         *)  Job.  Bernoulli  Opera  IV,  28—33. 
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welchen  die  Wähler  Ä  und  B  sich  bereits  ausgesprochen  haben,  sei 
gesichert,  wenn  diese  beiden  A  und  7?  der  gleichen  Gruppe  angehören. 
Wir  wollen  indessen  nicht  als  zweifellos  hinstellen,  dass  wir  Bernoullie 
Meinung  richtig  verstanden  haben. 

Schon  dem  vorhergehenden  Jahre  1741  gehört  ein  Werk  an, 
welches,  ohne  der  mathematischen  Wahrscheinlichkei talehre  gewidmet , 
zu  sein,  doch  wohl  hier  genannt  werden  muss.  Johann  Peter 
Süssmilch^)  (1707—1767)  hat  abwechselnd  Medicin,  Theologie, 
Mathematik  atudirt,  hat  als  Hauslehrer,  als  Feldprediger,  als  Geist- 
licher einer  kleinen  Ortschaft,  zuletzt  als  Consistorialrath  in  Berlin 
gewirkt.  Sein  Hauptwerk  von  1741  führt  den  Titel:  Die  göUlich^ 
Ordnung  in  dm  Veränderungen  des  menschlichen  Geschlechtes  aus  der 
Geburt,  dem  Tode  und  der  Fortpflanzung  desselben  erwiesen.  Die  Vor- 
rede schrieb  er  „auf  dem  Marsche  zu  Sehweidnitz",  also  im  Getümmel 
des  Kriegslebens.  Die  göttliche  Ordnung  wurde  1761  zum  zweiten, 
1765  zum  dritten  Male  aufgelegt.  Eine  vierte  Auflage  besorgte  nach 
Süssmilchs  Tode  dessen  Schwiegersohn  Bauntann  1775,  Seit  der 
zweiten  durchaus  umgearbeiteten  Auflage  ist  die  göttliche  Ordnung 
ein  für  Gelehrte  aller  Lander  unentbehrliches  Musterwerk  geworden, 
welchem  zahlreiche  Nachahmungen  folgten,  eine  statistische  Social- 
wissenschaft  begründend.  Aber  auch  schon  die  erste  Auflage  fand 
in  Deutschland  und  Holland,  in  England  und  in  der  Schweiz,  in 
Dänemark  und  Schweden  laute  Anerkennung.  Was  Halley  (S.  49), 
was  Graunt  und  Arbuthnoth  (S.  336),  was  andere  Schriftsteller 
zumeist  in  England  an  einzelnen  Tabellen  sich  verschafft  und  heraus- 
gegeben hatten,  war  hier  vereinigt  und  vermehrt.  Das  7.  Kapitel  der 
ersten  Auflage  führt  beispielsweise  bereits  die  Ueberschrift :  „Von 
denen  Krankheiten  und  ihrem  Verhältniss".  Als  sodann  eine  heftige 
Seuche  1757  viele  Menschen  dahinraffte,  widmete  Siissmilch  ihr  eine 
besondere  Schrift:  Gedanken  von  den  epidemischen  Krankheüen  und 
dem  grösseren  Sterben  des  175'i'sien  Jahres,  deren  Inhalt  wieder  in  die 
späteren  Auflagen  der  göttUchen  Ordnung  eindrang,  Siissmilch  hatte 
sich  die  Aufgabe  nicht  so  gestellt,  wie  seine  Vorgänger  und  manche 
seiner  Nachfolger  sie  stellten.  Es  kam  ihm  nicht  darauf  an,  der 
Berechnung  ven  Leibrenten  eine  feste  Grundlage  zu  geben,  er  wollte, 
was  der  von  ihm  gewählte  Titel  deutlich  ausspricht.  Der  gött- 
lichen Ordnung  auf  die  Spur  zu  kommen  war  seine  Absicht,  sie 
zu  erkennen    welche  die  Lebensverhältnisse  des  Menschengeschlechtes 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  XSXVn,  188— lü,'5.  Artikel  von  V.  John. 
—  Ludwig  Moser,  Die  Gesetze   der  Lebensdauer  (Berlin  1839),  Vorrede  S.  V 
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regelt,    mochte    der   tägliche  Verkehr  von   den    gefundenen 
Anwendung  machen  können  oder  nicht. 

Wir  sprachen  von  Nachfolgern  Süssmilchs.  Der  Holländer 
Wilhelm  Kerseboom')  (1691  — 1771)  kann  kaum  als  solcher  be- 
zeichnet werden,  denn,  wenn  auch  seine  bedeutendsten  Schriften  über 
die  Schätzung  der  Bevölkerung  eines  Landes  erst  1742  und  noch 
später,  also  nach  der  Göttlichen  Ordnung  erschienen,  so  reicht  seine 
erste  durchaus  unabhängig  entstandene  Veröffentlichung  aufwärts  bis 
1737.  In  dem  Buche  von  1T42  erscheint  erstmalig  der  Begriff  der 
mittleren  Lebensdauer  eines  Neugeborenen;  der  alsdann  näher 
erörtert  wurde  durch  den  Franzosen  Antoine  Deparcieux^)  (1703 
bis  1768)  in  seinem  Essai  sur  fes  probabilites  de  la  vie  himaine  von 
1746.  Als  mittlere  Lebensdauer  benennt  Deparcieuz  den  Bruch 
1         ,3         ,5         ,7        , 


«0  +  ",+«,  +  "»  -I-  ■ 


in  welchem  öq  -[~  "i  4"  "a  4"  "s  4"  ■  '  '  ^'^  Anzahl  der  gleichzeitig 
Geborenen  angibt,  von  welchem  Og  im  Verlaufe  des  ersten,  a^  im 
Verlaufe  des  zweiten,  tt^  nii*i  ('s  ^^  Verlaufe  des  dritten,  des  vierten 
Lebensjahres  sterben  u.  s.  w. 

Maclaurin  scheint  mit  seinen  in  den  letzten  Jahren  seines 
Lebens  sich  äussernden  Bestrebungen,  eine  Wittwenversorgungsanstait 
zu  begründen,  hierher  zu  gehören.  Wenigstens  erschienen  dabin 
zielende  Rechnungen  von  ihm  1748  nach  seinem  Tode  im  Drtick^), 
Zu  den  SchriftsteUem  über  Sterblichkeitsverhältnisse  gehört  femer 
Per  Vilbelm  Wargentin*)  (1717—1783),  zuerst  Adjunet  der  Philo- 
sophie an  der  Universität  Upsala,  dann  seit  1749  beständiger  Secretär 
der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Stockholm.  In  Abbandlungen 
aus  den  Jahren  1754  und  1755  hat  er  sich  so  ausgedrückt,  als  ob 
man  von  Halleya  Gedanken  der  stationären  Bevölkerung  (S.  49)  Ge- 
brauch machen  solle,  wenn  auch  vielleicht  ohne  diese  Meinung  in 
Wirklichkeit  zu  hegen.  In  einer  Abhandlung  von  1766  dagegen 
bemerkte  Wargentin  ausdrücklich,  der  kürzeste  Weg,  um  die  Ab- 
sterbeordnung zu  finden,  bestehe  in  der  Vergleichung  der  Zahl  der 
Verstorbenen  rait  der  der  Lebenden,  und  mit  dieser  Bemerkung  war 


')  Nouveüe  Biographie  universelle  XXVII,  637—639.  Statt  der  dort  ge- 
brauchten Schreibweise  Eersseboom  benutzen  wir  die  mit  nur  einem  s,  -welche 
die  weitaus  häuflgere  ist.  *)  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences  des  Paris. 

Ann^e  1768.  Histoire  pag.  155—166.  —  Moser  1.  c.  8.  G6.  —  Knapp,  Theorie 
des  RevÖlkerungswecLaels  (1874)  S.  65  und  135.  ')  Gouraud,  1.  c,  pag.  70—71, 
')  Poggendorff  II,  1261-1262. 
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die  heutige,  von  alleu  theorefci sehen  Voraussetzungen  absehende  Her- 
stellung von  Sterblichkeitstafeln  empfohlen*).  Auch  Euler  hat 
Arbeiten  über  Wahrscheinliehkeitsreclinung  yerfiisst,  von  denen  wir 
aber  nur  die  erste  aus  dem  Jahre  1751  kurz  enwähnen  dürfen.  Sie 
behandelt*)  das  schon  von  früheren  Schriftstellern  erörterte  Spiel,  bei 
■welchem  es  darauf  ankonamt,  dass  bei  gleichzeitigem,  von  einander 
unabhängigem  Ziehen  von  Karten  aus  zwei  ursprünglich  vollständigen 
Kartenspielen  von  beiden  Spielern  die  gleich  bezeichnete  Karte  um- 
geschlagen werde. 

D'Älerabert  musste  in  verschiedenen  Bänden  der  Encjclopädie 
zu  Wahrseheinlichkeitsuntersuchungen  sich  herbeilassen.  Der  1754 
gedruckte  Band  enthielt  einen  Artikel  Oroix  ou  pile.  Das  ist  das 
Spiel,  welches  englisch  Head  or  Tau,  deutsch  B'dd  oder  Schrift  ge- 
nannt wird.  Man  wettet,  ob  eine  in  die  Höhe  geworfene  Münze  beim 
Niederfallen  die  eine  oder  die  andere  Seite  nach  oben  kehren  werde. 
D'Alembert  griff  in  diesem  Artikel  die  gewöhnliche  Abschätzung 
der  Wahrscheinlichkeit  an.  Frage  man  nach  der  Wahrscheinlichkeit 
in  zwei  Würfen  Bild  zu  erzielen,  so  gäben  alle  Schriftsteller  die 
gleiche  Antwort.  Sie  sagten:  von  den  vier  Combinationen  der  beiden 
Würfe  (Bild  Bild,  Bild  Schrift,  Schrift  Bild,  Schrift  Schrift)  bringe 
nur  die  letzte  dem  Spieler  Verlust,  der  in  den  drei  ersten  Fällen 
gewinne,  also  sei  3  gegen  1  für  ihn  zu  wetten.  Sei  diese  Ueber- 
legung  richtig?  D'Alembert  zweifelt  daran.  Wenn  im  ersten  Wurfe 
schon  Bild  falle,  so  sei  damit  das  Spiel  beendigt,  und  ein  zweiter 
Wurf  erfolge  nicht.  Also  gebe  es  nur  drei  Combinationen  (Bild, 
Schrift  Bild,  Schrift  Schrift),  von  denen  die  letzte  allein  Verlust 
bringe,  und  man  habe  2  gegen  1  zu  wetten.  Derjenige  Band  der 
Encyclopädie,  welcher  dann  1757  die  Presse  verliess,  enthielt  den 
Artikel  Gageure,  Wette.  Hier  kam  D'Alembert  auf  die  Frage  zurück, 
um  einige,  wie  er  selbst  sagt,  sehr  gute  Einwendungen  gegen  die 
von  ihm  erhobenen  Zweifel  mitzutheilen,  welche  Necker,  Professor 
der  Mathematik  in  Genf  ihm  bii(,fli(.h  gemacht  habe.  Necker  leug- 
nete die  Berechtigung  die  Möglichkeit  Bild  den  beiden  anderen, 
Schrift  Bild  und  &i,hiitt  Schuft,  als  gleichartig  zui  Seite  zu  stellen,  " 
und  D'Alembert  gibt  zu,  da&a  diesei  Emwmd  beachtenswerth  er- 
scheine, ohne  sich  allerdings  ah  nunmehi  von  der  Richtigkeit  der 
gewöhnlichen  Schlüsse  ubeizeugt  zu  bekennen 

In    dem   Artikel   (toit    oii   pdf   ist   ils    zweiter  Gegenstand   des 

'3  Eneström,  P.  W.  Wargentin  und  die  BOgennimte  Hiilleyschc  Methode. 
Hiat.  Festschr.  1899,  S,  83—9.1.  -)  Histoire  lie  l'Äcad^mk  iJe  Bertin.  Aimise 
1751,  pair.  255—270, 
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Zweifels  die  Petersburger  Aufgabe  erwähnt.  Ob  Daniel  Bernoiillis 
Auseinandersetzung  genügend  befunden  werden  könne,  wisse  er  nicht, 
sagt  D'Alembert.  Es  liege  da  ein  Aergernias  vor,  welches  wohl  ver- 
diene, die  Algebraiker  zu  beschäftigen^).  Am  wenigsten  Sorge  macht 
ihm  die,  unendlich  hohe  Erwartung  dessen,  dem  ein  in  geometrischer 
Progression  wachsender  um  so  grösserer  Gewinn  zufJlUt,  je  später  der 
ihm  denselben  verschaffende  Wurf  gelingt.  Seine  Erwartung  müsse 
der  Furcht  des  anderen  Spielers,  dem  unendlicher  Verlust  drohe,  ent- 
sprechen. Jeder  andere  Spieler  würde  aber  durch  den  Vorsehlag 
eines  Spieles,  in  welchem  er  in  einem  Augenblicke  unermeasliche 
Summen  verlieren  könnte,  nur  beweisen,  dass  er  ein  Narr  ist,  und 
um  mit  einem  Narren  gleichauf  zu  spielen,  muss  man  nicht  minder 
närrisch  sein  als  er. 

Die  letzte  Veröffentlichung,  welche  in  diesem  Kapitel  zu  nennen 
ist,  hat  Thomas  Simpson  in  den  P.  T.  von  17Ö5  zum  Drucke  ge- 
geben. Es  ist  ein  Brief  über  den  Nutzen,  welcher  der  praktischen 
Astronomie  daraus  erwächst,  wenn  man  einen  Mittelwerth  verschie- 
dener Beobachtungen  in  Betracht  zieht  ^),  Dass  es  überhaupt  vortJieil- 
hafier  sei,  zahlreiche  Beobachtungen  zu  vereinigen,  als  sich  auf  eine 
einzelne  mit  genügender  Sorgfalt  ausgeführte  Beobachtung  zu  be- 
schränken, galt  damals  keineswegs  als  ausgemacht,  und  Simpson  er- 
zählt in  den  einleitenden  Sätzen,  es  gehe  namhafte  Persönlichkeiten, 
welche  der  entgegengesetzten  Ansicht  huldigten.  Behufs  mathe- 
matischer Untersuchung,  fährt  Simpson  fort,  müsse  man  irgend  eine 
Voraussetzung  über  die  Grösse  der  Beobachtungsfehler  und  über  die 
Häufigkeit  ihres  Vorkommens  sich  gestatten.  Man  könne  beispiels- 
weise die  Fehler  — u,  .■■  —3,  —2,  —1,  0,  1,  2,  3,  ■■■  v  annehmen 
und  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Vorkommens  durch  r"",  ■  •  ■  r"^, 
r~^,  r~^,  /*,  r^,  r^,  j-',  ■  ■  ■  r'  ausdrücken,  eine  Annahme,  welche  bei 
r  =  1  darauf  hinauslaufe,  dass  jeder  irgend  mögliche  Fehler  die 
gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitze.  Eine  zweite  Annahme  wäre  etwa 
die,  dass  die  Wahrscheinlichkeiten  der  genannten  Beobachtnngsfehler 
sieh  als  r-",  2r^~',  ■  ■  -  vr~^,  {v  +  t)r'*,  vr'-,  ■  ■  ■  2r^-'-,  r"  dar- 
stellen, was  vielleicht  der  Wahrheit  näher  käme,  weil  bei  dieser 
Voraussetzung,  sofern  *•  =  1  wäre,  immerbin  so  viel  sich  er^be, 
dass  die  Fehler  je  gröber  um  so  seltener  auftreten.  Die  Summe  der 
hier  angegebenen  Glieder  enthält  in  der  ersten  und  entsprechender 
in  der  zweiten  Voraussetzung  alle  Möglichkeiten,  welche  dem  Be- 
obachter sich  bieten,  und,  wenn  sie  auf  die  «*"  Potenz  erhoben  wird, 

^)  II  y  a  in  quelquc  scandale  ipii  merüe  bien  d'oeeuper  les  iilgebristes. 
•)  P,  T.  XLIX,  32-93. 
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alle  Möglichkeiten,  welche  tei  M-maliger  Beobachtung  auftreten.  Eine 
gewisse  Anzahl  von  Gliedern  dieser  entwickelten  w*™  Potenz  dividirt 
durch  ihre  Geaammtheit,  bezeichnet  Simpson  als  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  mittlere  Fehler  von  t  Beobachtungen  eine  gewisse 
Grölte  nicht  überschreite,  und  eine  an  einem  bestimmten  Beispiele 
angestellte  Zahlenrechnung  gibt  zu  erkennen,  dass  bei  sich  häufenden 
Beobachtungen  die  Wahrscheinlichkeit,  das  arithmetische  Mittel  der 
Beobachtungen  mit  einem  irgend  erheblichen  Fehler  behaftet  zu  sehen, 
überaus  rasch  abnimmt.  Das  war  der  erste  Schritt  übef  Ootes' 
Gedanken,  Beobachtungsfehler  mit  Gewichten  zu  vergleichen  (S.  414), 
hinaus,  und  wieder  war  eine  neue  Gattung  von  Untersuchungen  den  , 
Liebhabern  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  erschlossen. 


109.  Kapitel. 
Reihen  Ms  173«. 

Die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Eeihen,  zu  welcher  wir 
gelangen,  zeigt  eine  stattliche  Entwicklung,  so  weit  es  sich  um  die 
Beschaffung  immer  neuen  Eeihenmaterials  handelt,  aber  über  die  Be- 
nutzbarkeit  der  gebildeten  unendlichen  Reihen  herrschen  fast  aus- 
nahmslos Meinungen,  welche  eher  einen  ßücksehritt  gegen  das  im 
97.  Kapitel  Berichtete,  als  einen  Foi^tscbritt  darstellen. 

Wir  haben  dort  (S.  387)  einen  unbedeutenden  Aufsatz  Christian 
Goldbachs  von  1720  genannt.  Kawm  höheren  Werth  besitzt  eine 
Abhandlung  Goldbachs  von  1727,  Be  transformatione  seriemm'-). 
Eine  Eeihe  S  kann,  wie  Goldbach  erörtert,  sehr  wohl  den  gleichen 
Werth  wie  die  Reihe  C  besitzen,  und  aus  S  =  C  folgt  B  —  C  ^  0, 
Ä  +  (ß  ^  C)  =  Ä,  d.  h.  die  Reihe  A  wird  ohne  Werthveränderung 
umgeformt,  wenn  man  zu  ihr  gliedweise  i?  addirt  und  C  subtrahirt, 
oder  C  addirt  und  B  subtrahirt.  Eine  andere  Umformung  ist  die 
folgende.  Seien  a,  ß,  y  ■  ■  beliebige  der  Null  näher  und  näher 
kommende  Grössen,   so    ist   unzweifelhaft  D  =  l~\-a  —  «-{-ß  —  ß 

-j_y_.j,_| =  1.    Nimmt  man  nun  eine  unendliche  Reihe  A  ^=  a -\-  h 

-J-  c  ~j-  ■  -  ■  und  vervielfacht  sie  gliedweise  mit  I),  so  bleibt  der 
Werth  von  A  unverändert,  während  die  Form  eine  andere  wurde, 
d.  h.  die  Summe  einer  formell  neuen  Reihe  ist  gefunden.  Die  neue 
Gestalt  ergibt  sich  als; 


')  Commentarii  Academiae  Petro<poUtanae  ad  annum  1727.    T.  II,  3C 
Einige  ainneittetelleiide  Druckfehler  sind  in  unserem  Berichte  veibeesert. 
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l(o+j)+{c+,i)+(«+/')+(i'+'0+-l'|i+«-«+(S-/'+r-;'+-l 
-(«  +  t)  +  (c  +  rf)   +(»+0   +(»+'•)  +■ 

+  »(!  +(c-„,)^  +  (<,-_„)^  +  . 

+  07  +(»  — »)7  +  - 

+  «■»  +■ 


In  einem  Beispiele   zu   dieser  allgemein  und  ohne  jegliches  Bedenken 


angegebenen  Umformung  setzt  Goldbach  cc  = 


H+2 


"   (w  +  2)^      '     ^  m  +  3  (jK  +  3)'         '^-    "■    "■' 

i;^^m',  d  =  — )B*u.  s.  w.  Er  wählt  also  A=l —  ni-{-  m^  —  »t^-| — . 
Bildet  man  die  einzelnen  Kolumnen  der  neuen  Reihe,  so  erkennt  mau 

sofort    (rt  +  ?,)  +  (,«  =  --.^-^-,     (c  +  rf)  +  (,;_«)«  +  «,5  =  ^,^J_^j, 

u.  s.  w.  Die  umgeformte  Reihe  heisst  also  A  =  j^  -|-  -, — x"äv 
-j-  - — j7ö\i  +  ■  ■  ■  •  Die  erste  Form  von  A  entspricht  der  Reihenent- 
wicklung von  irr  -,  ^^^  zweite  der  von = — — -■    Heute 

i-i-m  im-\-  2)-~  1        III  +  1 

würde  man  hinzusetzen  müssen,  die  erste  Reihe  convergire  hei 
— -1  <)«<!,  die  zweite  bei  ?w>  — 1,  mithin  auch  in  dem  Con- 
vergenzb  er  eiche  der  ersten  Reihe,  innerhalb  dessen  also  eine  wirkliche 
Gleichung  zwischen  beiden  unendlichen  Reihen  stattfindet.  Goldbach 
hat  nur  eine  leise  Ahnung  von ''der  Nothwendigkeit  einer  etwaigen 
Einengung  des  Gleichungsbegriffes,  welche  aber  durch  eine  Sehluss- 
bemerkung  bei  Seite  geschoben  wird.  Ich  weiss  wohl,  sagt  er,  dass 
die  Meisten  behaupten,  die  erste  Reihe  A  entstehe  durch  fortgesetzte 
Division  aus  ^'t — j  ^^i  "'^^i'  diesem  Werthe  nicht  gleich,  wenn  m  >  1; 
aber  wenn  auch  diese  Art,  endliche  Grössen  durch  unendliche  Reibe» 
anszudrücken,  etwas  Ungewohntes  hat,  so  sehe  ich  doch  nicht  ein, 
warum  sie  Überhaupt  zu  verwerfen  sein  soll,  da  doch  das  eben  an- 
geführte Beispiel  zeigt,  dass  man  solche  Reihen  in  andere  verwandeln 
kann,  deren  Glieder  fortwährend  abnahmen. 

Seit  1720  war  der  von  De  Moivre  eingeführte  Begrifl'  und 
Name  der  recurrenten  Reihe  (S.  390)  vorhanden.  Ohne  von 
diesen  und  verwandten  Untersuchungen  zu  wissen,  beschäftigte  sich 
Daniel  Bernoulli  mit  dem  gleichen  Gegenstande,  den  er  allerdings 
zeitweihg  bei  Seite  legte,  als  er  erfuhr,  dass  ihm  zuvorgekommen 
sei.     Bald   griff  er   ihn    wieder    auf,    und   die  Frucht   dieser  Unter- 
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suchimgen  waren  Observntimrs  de  sericbiis  rEmrrmäbm  ^)  vom  Sep- 
tember 1728,  deren  Hauptinbalt  die  ( S.  567)  angekündigte  Anwendung 
recurrenter  Reihen  auf  GleicIlungHailflösuagen  ausmacht.  Einen  Be- 
weis oder  eine  eigentliche  Ilerleitung  des  Verfahrens  gibt  BernouUi 
nicht.  Diesen  Mangel  ergänzte  Euler  in  seiner  Introductio,  und  wir 
werden  daher  im  111.  Kapitel  bei  unserer  Berichterstattung  über 
letzteres  Werlj  auf  den  Gegenstand  zurüclizuliommen  haben.  Das 
Verfahren  selbst  ist  folgendes. 

Man  bringt  die  aufzulösende  Gleichung  in  die  Gestalt  1  =  «x 
-|-  bx'  -\-  cx^  -|-  exf^  -|-  -  -  ■ ,  wo  rechts  etwa  x^  mit  v  als  ganzer  po- 
sitiver Zahl  die  höchste  Potenz  von  x  sein  mag,  beispielsweise  sei 
11  =  4.  Man  wählt  nun  vier  (d.  h.  eigentlich  v)  willkürliche  Zahlen 
A,  B,  C,  I)  und  setzt  eine  fünfte  E  —  aB  +  bC  +  cB  +  r.A.  Die 
genau  gleiche  Itecursionsformei  F  =  alS -\-bB  ^  cC -Y  <:A  lässt 
eine  sechste  Zahl  F  finden  u.  s.  w.  Setzt  man  das  Verfahren  der 
Auffindung  immer  neuer  Zahlen  mittels  der  gewählten  Recursions- 
formel  bis  zu  zwei  beliebig  weit  vom  Anfang  entfernten,  unmittelbar 
auf  einander  folgenden  Zahlen  M  und  JV  fort,  ao  ist  X  =  -^  ein 
Näherungswerth  einer  Gleichungswurzel.  Sei  z.  B.  1  =  —  2x  -f  bx^ 
—  Ax^  -\-  X*  die  vorgelegte  Gleichung.  Man  wählt  etwa  A=^  B  = 
C  =  i)  =  1.     Man  findet 


F=  — 2 

e  — —  2 

H—  —  2 
J— —  2 
K—~2 
i  — —  2 


1  +  B 
0-1-5 


25  +  5 


1- 


0- 


2  —  4 

-7  —  4 
25  —  4 


1-1-1. 
l-fl- 
1-1-1- 

0+1. 

2  +  1. 
-7+1. 
25  +  1  .  ^ 


1  ~ 
1  — 
1  — 

1  = 
0  — 

2  — 


0 


25 
—  93 

341 
1254. 


341  +  6  .  —  93  - 

Näherungswerthe     einer    Gleichungswurzel     sind         , ^-,   —      , 

—  93  >   —  341 '   —  iT'ii '  ^^^^^^  letztere  Werth  schon  ziemlich  genau 
0,999487  ■-.  führt.     Bernoulli  er- 


■    ^'^        ~  2472806570256 

.,   dass   sein  Verfahren    die  Voraussetzung 


kennt 

die  Brüche  "p  i  ß  t  w  >  '  '  '  k  ^ii^r  gemeinsamen  Grenze  zustreben, 
was  nicht  immer  der  Fall  sei,  dann  z.  B.  nicht,  wenn  die  Gleichung 
zwei    dem    Zahlenwerthe   nach   gleiche   Wurzeln    von    verschiedenem 


')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  a 


i  1738.     T.  ni,  85-100. 
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Vorzeichen,  oder  auch  wenn  sie  complexe  Wurzeln  besitze.  In  snlclten 
ÄusHahmefäUen  habe  man  a:  =  y  +  k  emzusetzen  und  die  Gleichung 
in  y  enthülle  die  "VVnrzel  unter  Anwendung  des  vorgeschilderten 
Verfahrens. 

Auch  Goldbach  hat  aich  in  dem  gleichen  Bande  der  Ver- 
öffentlichungen der  Petersburger  Akademie '^)  mit  recurrenten  Keiheii 
und  der  Form  ihres  allgemeinen  Gliedes  beschäftigt. 

Wichtiger  ist,  was  De  Moivre  in  seinen  MiscelloMea  analytim- 
von  1730  über  den  Gegenstand  veröffentlichte.  Als  Definition  der 
recuiTenten  Reihe  ^)  gilt  die  Bedingung,  dasa  eine  gewisse  Anzahl  von 
Anfangsgliedern  willkürlich  angenommen  werde,  von  welchen  alsdann 
das  nächstfolgende  Beihenglied  in  einer  gegebenen  Weise  abhängen 
muss,  und  dasa  die  gleiche  Beziehung  jedes  folgenden  Gliedes  zu  der- 
selben Anzahl  vorhergebender  Glieder  andauere.  Sei  z.  B.  in  A  -]-  B 
-\-  C  -{- 1) -\~  li -\-  F -\-  ■  ■  ■ ,  nachdem  .-4,  i?j  C  willkürlich  angenommen 
{etwa  jl  =  l,B  =  2a:,  C=3a;^),  der  Zusammenhang  D  =  3C:t  —  27?x^ 
-+■  bAx^  =  lOx^,  ebenso  E  =  ^Dx  —  ^Ox^ -\- bBx^  =  dia^,  F  ^ 
SEx  —  2Dx^  +  56V  =  STx^  u.  s,  w-,  ao  ist  die  so  gebildete  Reihe 

1  +  2a:  +  3«^+  10x''-\-3ix'^-\-91x^-\---- 
eine  recurrente  und  g^ 2x^  -4-  bx^ 

oder  kürzer:  5  ^  2  -j-  b  heisst  der  Indes  oder  die  Scala  der  Be- 
ziehung. Der  1,  Lehrsatz')  kennzeichnet  die  geometrische  Reihe,  in 
welcher  jedes  folgende  Glied  das  m-fache  der  vorhergehenden  ist, 
auch  als  recurrente  Reihe  mit  Abhängigkeit  jedes  Gliedes  von  den 
beiden  ihm  vorhergehenden.  Ist  nämlich  C  =  mB,  B^^mÄ  oder 
B  —  niA  ^  0,  beziehungsweise  pB  —  mpA  =  0,  so  kann  man  letz- 
teren Ausdruck  auch  der  rechten  Gleichungsseite  von  C  =  mB  hinzu- 
fügen   und   erhält    C=(m-\-p)B  —  mpA,   wobei   p   zu    beliebiger 

Auswahl  freisteht.    Eine  zweite  geometrische  Reihe  If-^-K-^-L-] 

mit  K  =  pHj  L=pK  u.  s,  w.  liefert  ähnlicherweise  i  =  (m  +  P)^ 

—  mpB,  und  durch  Addition  zu"  der  für  C  erhaltenen  Gleichung 
entsteht*)  C -\- L  =  (m -\- p)  {B  +  K)  —  mp(Ä  -f-  H).  Die  Werthe 
m  -}-  p  und  —  mp ,  welche  die  Scala  der  geometrischen  Reihe  dar- 
stellen, sind  aus  {x  —  m)  (x — p)  =^  x^  —  {m -\- p)x -\- mp  zu  ent- 
nehmen^), d.  h.  sie  sind  gefunden,  wenn  man  aus  diesem  Produete 
das  Glied  x'^  weglässt  und  die  beiden  anderen  Glieder  durch  ■ —  x  und 

—  1    dividirt.     Die   geometrische   Reihe   lasst   sich    ferner    auch   als 

')  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  annum  1728.  T.  III,  164 — n:! 
')  De  Moivre,  MisceUanea  analytica  pag.  37.  ^  Ebenda  pag.  27,  Theorema  1. 
')  Ebenda  pag.  27,  CoroUarium  1.        ")  Ebenda  pag.  27,  Cofollaiium  2. 
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recurrente  Reihe  mit  dreigliedriger  Scala  auffassen  ^)  u.  s.  w.  Aus 
dem  oben  gefundenen  C  ^  (m -^  p)B -^  mpA  braucht  man  nur  zu 
folgern  qC  =' mqü -\' pqB  —  mpqA  und  qC  —  mqB — pqB -\- 
'mpqA  =  0  und  dieses  mit  I)  =  {m -}- p)C — mpB  zu  verbinden. 
Man  hat  alsdann  D  ^^  (m  -\-p  -\-q)C  —  {mp  +  mq  -}- pq)B -f-  ^pqA 
mit-  willkürlichem  p  und  q.  Im  Fortgänge  der  Erörterungen  zeigt 
De  Moivre,  dass  jeder  Bruch ,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner 
eine  ganze  Function  ist,  sieh  in  eine  recurrente  Iteihe  entwickelt 
und  kommt  damit  weiter  auf  PartialbnichKerleguugen. 

Die  im  IV,  Buche  der  Miscellanea  analjtica  gelehrte  Sum- 
mirung  recurrenter  Reihen  geht  von  folgenden,  den  Fall  einer  zwei- 
gliedrigen Scala  voraussetzenden  Erwägungen  aus.  Sei  1*  -j-  Q  -\-  li 
-\-  S  -\-  T -{-  ■■■  eine  derartige  Reihe  mit  der  Summe  ^,  so  ist  einer- 
seits -P+  ^  +  -^  +  ■■■  =  ■^1  beziehungsweise  ^-|-  B  -\-  •■■^=s  —  P 
und  andererseits  vermöge  der  stattfindenden  Scala: 

B=P 

8=fxB  —  gi^Q 

T  =  fxS  —gx^B 


Addition  aller  dieser  Gleichungen  bringt 

2=P+(y  +  /-=c(^  —  P)— y^=2 

hervor,   woraus   S  ^=  .     — :-  - ,        »    folyt,   oder   unter    der    Annahme 
'  1  —  fx  '\-  gx^         B  I 

P  =  a,   Q  =  hx  endlich  ,s  =  , ?-— r-    -»■     Dass  die  ganze  Rech- 

nung  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  die  Reihe  eine  unendliche  und 

zugleich  convergent  ist,  weil  nur  dann  die  rechts  stehenden  Q  -\-  B 

-j-  S  _j-  . . .  und  J*  _|_  (|>  _|-  J>  _|_  . . .  ebenso  a  —  P  und  s  zur  Grenze 

haben,  wie  das  links  stehende  B  -\-  Q  -\   B  -]-  S  -\-  T -\-  ■■■  sieh  als 

2  summirt,  bildet  für  De  Moivre  keine  Schwierigkeit. 

Noch  Einiges   aus   dem   in  der  That  mannigfachen  Inhalte   der 

MisceUanea   analytica    fordert    unseren   Bericht.     Im    3.   Kapitel   des 

V.  Buches  hat  De  Moivre    eine  Aufgabe    behandelt^),  welche   schon 

von  Jakob  Bernoulli  in   der  Ars  conjedandi  gestreift  worden  war, 

die  Aufgabe,   das   Glied  grössten  Zahlenwerthes  in  der  n  als  ganze 

positive  Zahl  voraussetzenden  BinomialentwicHung  («  +  h)"  ausfindig 

')  De  Moivre,  Miscellanea  anahjtica  pag.  a7,  Theorema-  3,  »)  Ebenda 

pag.  107—108. 
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I.  Einige  Druckfehler  stören  beim  Lesen,  nach  deren  Vei- 
De  Moivres  Gedankengang  folgender  ist.  Sei  etwii 
31  =.*^^?^hd^-^b}-.T> a-'-'+iJ/-^  das  gröeste  Glied.  Die  beiden 
Nachbarglieder  links  nnd  rechts  sind  -'~r~2''il—~i)~  «'"~'~^^h'-'^ 

=  ^T+-^i^  ™^   - — 1.2-..;  ^  '<''■  '^'-~r^ä^- 

Da  M  grösser  als  jedes  von  beiden  sein  soll,  so  muss  1  >  ■■  —.■v-k  j 

und  1  > Y^ sein,   oder  T^      ^-    >  l  >     ■_?  ■  ■     Sind   die 

beiden  nni  die  Einheit  yerschiedenen  Grenzwerthe  Brüche,  so  ist  l 
die  zwischen  beiden  liegende  ganze  Zahl;  sind  die  beiden  Grenzwerthe 
ganze  Zahlen,  so  gibt  es  überhaupt  kein  Glied  M  gröasten  Werthes, 
sondern  zwei  gleich  grosse,  in  der  Entwicklung  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  Glieder. 

Gleich  auf  der  ersten  Seite  der  Misceilanea  analjtica  steht  der 
Satz '),  der  den  Namen  De  Moivrea  vorzugsweise  berühmt  machen  sollte. 
Wenn  l  und  x,  sagt  De  Moivre,  die  Cosinusse  zweier  mit  dem  Halb- 
messer  1    beschriebenen  Kreisbögen  A    und  B   sind    und  Ä  =  nB, 

dann  ist  a:  ^  „   '  '  +  V^^  —  l  -\- -^-  ■  Der  Sinn  wird  durch 

Vi  +  yw^^ 

andere  Sehreibweise  deutlicher  werden.  Da  i  =  eos^,  so  ist  l^  —  1 
cos  A^  —  1  =  —  sin  j1'  und  l  -|-  YW^- 1  =  cos  A  -(-  sin  Ay"^  1 
=  coa  nB  -\-  sin  nSY —  1 ,  Andererseits  ist  x  =  cos  B,  und  die 
Formel  lautet: 

cos _ß  = -g- (cos M J?  +  "i/^^  sinMj?)"  +  .^- (coswB  +  "|/^"sin)!B)~^. 

Man  sieht,  sie  ist  auch  in  dieser  dem  heutigen  Brauche  angepassten 
Schreibart  nicht  ganz  übereinstimmend  mit  dem  sogenannten  Moivre- 
schen  Binomialtheoreme 

cos  B  -f  Y^^  sin  B  =  (cos  nB  -{-  Y^^  sin  nB)' , 

aber  letzteres  hängt  doch  eng  mit  ersterer  zusammen. 

Den  Misceilanea  analytica  ist  ein  Complementum  angehängt,  in 
■welchem  De  Moivre  beiläufig  auch  einen  Fortschritt  in  der  Lehre 
von  den  Bernonllischen  Zahlen  (S.  347)  vollzog^.  Jakob  Ber- 
noulli  hatte  für  die  Summe  der  c**"  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen 
von  1  bis  n  die  Formel  gefunden: 

'}  De  Moivre,  Misceilanea  analytica  pag.  1.  ')  Ebenda  Coinplementum 
pag.  G  aqq. 
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M+Y+-; 


c(c-l) (c-a)(c - 3-, (c^__4)  ^ 
3  .  3  ■  4  ■  5  •  I 


De  Moivre   setzte  darin  m  =  1  und  erhielt  dadurch  die  erste  Kocur- 
sionsformel  zwischen  jenen  Zahlen: 

^         c  +  1^2^2^  3-3. 4 


c(o  -  l)[e-2)(c-3)(e-<) 


c  +  . 


Dem  gleichen  Jahrgange  1730  wie  De  MoiTres  Miscellanea  analytica 
entstammt  ein  zweites  in  England  verfaaatea  nnd  gedrucktes  Werk: 
Mcfkodiis  differßuHalis  sive  [tractatus  de  sunimaiione  et  interpolationc 
serierum  mfinitorum  von  James  Stirling.  So  sehr  auch  Stirling 
in  Newtons  Fusstapfen  zu  treten  liebte,  an  eine  geistige  Verwandt- 
schaft mit  dessen  Methodus  differentialis  (S.  372 — 376)  ist  nicht  zu 
denken,  und  ebensowenig  darf  die  bei  Stirling  vorkommende  Ueber- 
schrift  De  aequationibus  differentialibus  quae  deßniunt  series')  uns 
veranlassen,  dort  nach  die  Reihen  definirenden  Differentialgleichungen 
im  heutigen  Sinne  des  Wortes  zu  suchen.  Stirling  bedient  sich 
folgender  Bezeichnung.  Seien  T,  T' ,  T"  •  •  ■  aufeinander  folgende 
Glieder  einer  Reihe,  deren  Stellenzeiger  z,  z  ^  \,  s  -\- 2  ■  ■  ■  heissen. 
Kennt  man  diö  Gleichung,  welche  T'  in  seiner  Abhängigkeit  von  T 
und  s  darstellt,  so  kennt  man  auch  die  Abhängigkeit  des  Gliedes  T" 
von  3"  und  s  -\-  1  und  überhaupt  die  sämmtlichen  Reihenglieder, 
und  diese  Gleichung  nennt  Stirling  die  Differentialgleichung  der 
Ueihe.  Sie  kann  auch  durch  den  Znsammenhang  zwischen  T  und 
s  ersetzt  werden,  und  Stirling  wählt  letzteren  vorzugsweise  in  zwei 
Gestalten : 

1.     T^Ä  +  }U  -j-  C^u  —  1)  +  Dziß  —  1)  (*  —  2) 

-^Es{B  —  X)(z^2){z  —  -i  +  --- 

Auf  ähnliche  Formen  können  auch  die  Folgeglieder  T' ,  T" ,  •  ■  ■ 
zurückgeführt  werden.  Von  der  Gleichung  1.  aus  gelangt  man,  indem 
mm  {,  +  l)s(<,  _  :)  . .  .  (2  -  ,„  +  1)  _  (2  -  ,„  +  ,„  +  l)s(2  ~  1) 

'}  stirling,  Methoihis  differentiulis  pag,  3, 
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-  .  ■  (^-  ,«  +  1)  =  (m  +  1)^(2  -  1}  ■  -  ■  (^  -  m  +  1)  +  <.  -  1) 
■  ■  ■  (z  —  m)  setzt,  zu 

I'-A  +  Il(i+1)  +  C(i  +  1)2  +  D(».+  1)<2-  1) 

+  £(«  +  l)j(»-l)(2-2)  +  -.. 

■=(Ä  +  B)  +  (B  +  2C)s  +  (C  +  3fl)2(»  —  1) 

+  (i)  +  4£)2(«~l)(2-2)  +  .... 

Beim   Ausgang    von    Gleicliung   2,    hat    man    ._....■        ,    . — r 


-  .(,  +  1)  .  .  .  (.+,«_!)           „.  +  1) .  .  .  (.  +  „,)     '-   -— '    — 
T'—  ^  -L  ^—^     I  g-3J         _| ILzzlP^  —  _L. 

ZU  ermitteln.  Dass  im  ersten  Falle  T  auch  als  Summe  a  -{-iz 
-\-  cz^  -]-  •  ■  ■  dargestellt  werden  kann,  ergibt  sich  durch  Ausführung 
der  in  1.  angedeuteten  Multiplicationen.  Umgekehrt  ist  auch  die  Tim.- 
wandlung  ^^=.s+2(2  — 1),  .s'=s  +  3«(.s— 1)  +  s(ä— 1)(2— 2)u.3.w, 
leicht  ersichtlich.  Im  zweiten  Falle  kann  man  wünschen  T  in 
— I — i-\ — ä  +  ■  ■  ■  nrazuwandeln  und  kann  auch  dieses  erzielen, 
indem  man  bei  jedem  einzelnen  Theilausdruck  eine  Division  vornimmt, 

Nun  sei  S  die  Summe  der  mit  T  abschliessenden  3  ersten  Reihen- 
glieder und  S'  die  der  ^^1  ersten  Glieder  oder  S'^S—T, 
wahrend  S'  auch  dadurch  aus  S  hervorgeht,  dass  ^  durch  ^  —  1 
ersetzt  wird.  Zieht  man  dann  S'  von  S  ab,  so  bleibt  T,  das  all- 
gemeine Glied  der  durch  S  summirten  Reihe,  übrig.  Stirling  geht 
nan  freilich  nicht  auf  diesem  Wege  vor.  Er  setzt  ein  gewisses  T 
voraus  und  behauptet,  dass  ein  gewisses  S  ihm  entspreche.  Sein 
Beweis  der  behaupteten  Thatsache  ist  dagegen  genau  so,  wie  wir 
andeuteten ;  er  zieht  S'  von  S  ab  und  zeigt,  dass  T  übrig  bleibt. 
Darnach  ist  keineswegs  unmöglich,  dass  Stirling  in  dem  Beweise 
seinen  Erfindungsgang  enthüllt  hat.     Zu  T  =  Ä  -\-  Bz  -\-  Cs{^  —  1) 

-\-I)z{s—l){z  —  2)-\ gehöre,    behauptet    Stirling,    S  =  Az 

-f  (i.  -f  \.)[\Bz  +  -\üz{z  -  1)  +  \Bb(b  _  1)  a  -  2)  -f  -  ■  -1 
=  y)^  +  ijP(5  +  1)^  -f  -J-C{0  +  1)^(2  -  1)  +  |D(^  4-  1)K^  -  1) 

{s  —  2)-\ .    Dann  ist,  fährt  er  fort,  S' =  A{s  —  l)  -\-  ^Bziz  —  'C) 

+  |.  Oz{z  -^\){s  -2)  -V  \Bb{z  ^\)iz  ^2){z  -Z)  +  -  ■  ■  «nd 
S ~  S'  =  T  =  A  -\-  Bz  ^  Cz{z  -  l)  -\-  Bz(s  —  \)  {z  —  2)  ^ , 
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wie  behauptet  war.     Ein  Beispiel  ist  die  Summe   der  Quadratzahlen 

1  -j-  4  +  9  H i-  ^l    Hier  mt  T=0'=  s -\- s^b—  1),  mitbin  A^O, 

B=0=1  und  S  =  (.+  l)(i-^+i-<._l))=?(^+4<i+l). 
Andererseits  stellt  Stirling  der  zweiten  Gestalt  angehörende  ins 
Unendliche  summirbare  Reihen  her.  Hier  bedeute  S  die  vom  Gliede  T 
mit  dem  Stellenzeiger  s  ins  Unendliche  sich  erstreckende  Reihe  und 
S'=  S —  T  oder  was  S  wird,  wenn  2  in  2  +  1  übergeht.     Er  be- 

lauplet,  ™  T-  j^  +  ,(.^.^(,^,)  +  ,(, +  1)4, -)(,-+ T,  +  ■  ■  ■ 
gehöre  S-^  +  ^^^^  +  3,(,  +  "n,+  ,)  +  ■■■■  Wir  dürfen  den 
Beweis,  der  abermals  dem  Gedanken  S  ^  S' =  T  entspricht,  über- 
gehen. Ist  T  =  77T-T~S\  j  so  muss  man  zur  Anwendung  der  ent- 
1  Formel  die  Umwandlung  in  y  =  ^^^^  — -^—^ A__ 
mit    J.=  l,  JJ=  —  2,   (7=2    vornehmen, 


alsdann  ist  8=^-  ^-^  +  ^^^^  ^  ^  ^^  ^  ^  ^Z'+m~+\' 
setzt  man  «  =  1,  so  findet  man  ---?  -j-  5—  +  ^—5  -}-  r~^  -}-■■■  = 

Mitunter  geht  die  Umwandlung  von  2",  welche  in  dem  a 
Beispiele  drei  G-lieder  in  Anspruch  nahm,  nur  mittels  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Gliedern.  Alsdann  ist  auch  S  mittels  einer  un- 
endlichen Anzahl  von  Gliedern  gegeben,  oder  die  vorgelegte  Reihe  ist 
nicht  eigentlich  summirt,  sondern  nur  in  eine  andere  unendliche 
Reihe  von  meistens  rascherer  Convergenz  umgewandelt.  Ein  Beispiel 
bietet  die  Reihe  der  reciproken  Quadratzahlen  mit  T  =  -^  =    ,  ■  ,  ■■■. 

2  Z{Z  -f- 1) 


Sekl  m.„  s  _  13,  »  ist  ji,  +  jL  +  i  +  -  .  .  =  j";,  +  Jj  +  J^ 
+  5gi2Ö  +  ■  ■  ■■  Nimmt  man  13  Glieder  dieser  neuen  Reihe,  so  ist 
deren  Summe  0,079957427,  Danehen  sind  die  12  Anfangsglieder 
p  "i"  2«  ~f"  ■  ■  *  "1"  i2>"^  1,564976638.  Die  Summe  der  ganzen  unend- 
lichen Reihe  ^)  ist  folglich  ^  +  ^^  +  l, -\ =  1,04493406.5.    Dass 

dieser   Zahlenwerth   kürzer   durch  dargestellt   wird,    hat   Stirling 

')  Stirling,  MethoiJus  differentmJiH  pig.  29, 
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nicht  erkannt,  auch  nicht,  wo  er  später')  auf  die  gleiche  Reihe 
zurückkommt.  Die  zur  Auffindung  der  Gleichung  zwischen  S  und  T 
angewandte  Mathode  führt  auch  leicht  zu  einer  Gleichung  zwischen 
S  und  S',  beziehungsweise  zwischen  T  und  I",  und  umgekehrt  kann 
man  aus  Gfleichongen  zwischen  8  und  S'  oder  zwischen  T  und  T 
auf  den  Zusammenhang  zwischen  S  imd  T  schliessen. 

Bei  Besprechung  einer  zwischen  S  und  S'  aufgestellten  Gleichung 
kommt  Stirling^)  auf  den  Gedanken,  den  Stellenzeiger  s  auch  anders 
als  ganzzahlig  positiv  zu  wählen,  d.  h.  also  die  Keihe  zu  interpoliren, 
auch  wohl  sie  nach  rdckwarts  fortzusetzen,  und  von  dem  letzteren 
Verfahren   ist    ihm    ■  ■  ■  - ,  -(-      -j-l-j-s-j-a:^ -(-■■■    ein  Beispiel  ^). 

In  dieser  Reihe  ist  1  -|-  *  +  ^^  H =  t . ,       -|-    "i  +  ■  ■  ■  =  — — r , 

und  bei  x  =  1  werden  beide  Abhandlungen  unendlich  grosa,  während 
von  deren  Werthe  bei  x^  l  nichts  gesagt  ist. 

Die  Lehre  von  De  Moivres  recurrenten  Reihen,  welche  aber  bei 
Stirling  durch  Division  entstandene  Reihen  heiasen,  gründet  er 
anf  das  Gesetz'),  dass,  von  welchem  Gliede  an  man  die  Reihe  be- 
ginne,   ihre    Summe    stets    ein    Bruch    gleichen   Nenners    ist,    z.   B. 

=  3«  +  Üx^  +  21a;»  +  55a:*  +  1443:^  -\ ;     3  ^^ a^  ^[^  =  ^^' 

+  21x' +  55a^  +  1443;^ -j ;  1^^1=1^^  =  213;*+ 55a.'* +144/' 

=  55a!*  +  1443;^  H . 


'  '    1— 3ai  +  3; 

Bei  anderen  Reihen  kommt  es  darauf  an,  ihrem  Gesetze  durch 
Bildung  von  Fluxionen  auf  die  Spur  zu  kommen,  also  ihre  Differen- 
tialgleichung im  heutigen  Sinne  des  Wortes  zu  ermitteln.  Wenn  wir 
die   i'luxionspünktchen    Stirlings    durch    Differentialzeichen    ersetzen, 

so   ist  sein  Gang^)  folgender.     Sei    1/  ^  j?  +  0!  4"  ■  ■  ■  H — s  +  '  '  'j 

so  ist  ^'j^  =  \  +  Y  +  '■■  +  —  H ■    Abermalige  Differentiation 

liefert   a:-g  +  ||  =  l+a:  +  ---+  x-'~'  +  .  . .  =  ^   und    die 
Differentialgleichung  lautet  x  -3-^  4"  ^  ^  TZZ~ ' 

Eine  zweite  Hauptabtheilung  der  Methodus  äijferentialis  ist  durch 
ihre  Ueberachrift  der  Interpolation  der  Reihen^)  zugewiesen.    In 


')    Stirling,    Methodus   differmtiatis  pag.  55.  'J    Ebondii    pag,  ■ 

')   Kbenda   pag.  36  —  37.  ')   Ebenda   pag.  69  sqq.  '^)  Kbendii  pag.  ' 

")  Ebenda  pag.  85—153:  Pars  secu*tda  de  interpolatione  eeri&-'^m. 
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zahlreichen  Fällen  vollzieht  Stirling  die  Interpolation,  indem  er  die 
anfeinander  folgenden  Glieder  der  Reihe  als  OrdinÄten  ( 
lisehen  Curve  anffasst,  welche  zu  um  Gleiches  zunehmenden  i 
gehören,  aber  immer  geht  dieses  nicht  an,  z.  B.  nicht  bei  der  fteihe 
1,  l  ■  2,  1  ■  2  ■  3,  1  ■  2  ■  3  -  4  etc.,  welche  zu  rasch  zunimmt^).  In 
diesem  Falle  schlägt  Stirling  vor,  zu  den  Logarithmen  der  Glieder 
überzugehen,  aus  ihnen  eine  nach  der  Methode  parabolischer  Ordi- 
naten  interpolirbare  Keihe  zu  bilden,  und  zu  dem  so  interpolirten 
Logarithmus  die  Zahl  zu  suchen,  welche  alsdann  das  interpolirte 
Glied  der  eigentlich  vorgelegten  Reihe  sein  werde. 

Im  weiteren  Verlaufe  kommt  Stirling  dann  zu  der  Aufgabe^), 
die  Summe  beliebig  vieler  Logarithmen  zu  finden,  deren 
Zahlen  eine  arithmetische  Progression  bilden,  modern  aus- 
gedrückt, den  Logarithmen  einer  Gammafunction  zu  ermitteln. 
Seien  x  -\-  n,  x  -^  3w,  x  -j-  5w,  ■  ■  ■  s  —  n  die  aufeinander  folgenden 
Glieder  einer  arithmetischen  Progression  mit  der  Differenz  2w.  Ferner 
seien  l,  s  und  l,  x  die  briggischen  Logarithmen  von  s  und  x,  end- 
lich sei  ffl  =  0,434294481903252  der  reciproke  natürliche  Logarith- 
mus von  10.  Alsdann  ist  die  Summe  der  briggischen  Logarithmen: 
l,  {x^n)  +  l,  (x  +  3k)  +  (,  (^  +  5«)  +  ■  .  .  +  l,  {B  -  n) 

_r«i^_«£_a«7«^>_  aran^  njan^  _  L^i^'  +  . . .  1 
l  2n  2»        12a  ^^  360 s^        1260 s"  ^  1680;;'         1188?'    '         i 

__   \xh£ ß^  _  _?!'  _|_  '^«"'  __  31o"°  _|_  127 «w^ 61t ftw"    ,  \ 

[    2n  2«         l^ji'smx"         1260^:''"'"  1680a:'         ilSÖa;''  't'  '  "  J  ' 

Das  Bildungsgesetz  der  auftretenden  Ztthlencoeffieienten  ist  fol- 
gendes. Nennt  man  _  -i  =  «, ,  ^  =  «, ,  —  ^^  =  '^  -  S  =  «*  - 
—  -—  ^  «j.,  ■  -  -,  wofür  Stirling  Ä,  B,  C,  D,  E ■■■  schreibt,  bezeich- 
net man  ferner  die  Binomialcoefficienten  durch  die  heute  gebräuch- 
liche Abkürzung  {" J  =  ^—^ j^i- — '         '  ''"'^'^^^^  Stirling  nicht 

kennt  und  dadurch  die  Möglichkeit  einbüsst,  eine  allgemeine  Formel 
anzuschreiben,  so  ist  ^^-^---^^Q^,,  femer  (.^  .  ^  4.\,T4- "a 
=  I   I  «j  -)-  Lj  «3  und  allgemein 

Der  Beweis  wird  wieder  nach  jener  bei  Stirling  immer  wieder- 
kehrenden Methode  geführt,  dass  der  Veränderlichen  einer  Reihe  ein 
ueuer  Werth  beigelegt  und  dann  die  Differenz  der  beiden  Reihen  er- 

')  Stirling,  Methodus  diffh-enUaUs  pag.  110,  -')  Ebenda  piig.  135. 
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mittelt  wird,  welche  letztere  Aufgabe  auszuführen  Stirling  dem  Leser 
überlässt,  währenfl  er  sieh  damit  begnügt,  das  Ergebniss  auszusprechen. 

In  der  Reihe  ^'^  -  H  +  '^  +  -;-."  +  °'°-^  +  -  +  "'J.'l .  +  ■  •  ■, 
welche  wir  F(ß)  nennen  wollen,  soll  s  durch  s  ~2n  ersetzt  werden. 

So    entsteht  F(s  —  2n)  =  - --^'^^ ^"2^^ —  '^J~~~2i 

_|_  ^»_         _|_  ■■"'       ■■  4-  . . .  -U  -~^ -rr-i  +  ■  ■  ■■    In  dieser  zweiten 

Reihe  soll  jeder  einzelne  Bruch  durch  Division  in  eine  nach  Potenzen 
von  —  fortschreitende  Reihe  verwandelt  und  dann  die  Subtraetion 
F(z)  —  F(z  —  2n)  vollzogen  werden.  Stirling  behauptet,  der  Unter- 
schied trete  als  ;,  s —  j-,  —  öti ^^  l,  z  -\-  a  log  (1  —  -j 

=  1,  s  -\-  l,  11—-)  =  ?,  {0  —  n)  hervor,  wenn  die  Silbe  log  den 
natürlichen  Logarithmus  bedeutet.  Weiss  man  aber,  dass  F(:!) 
-^  F(s  —  2n)  =  l,  (s  —  n),  so  kann  man,  indem  ^  jedesmal  durch 
z  ■ —  2n  ersetzt  wird,  beliebig  viele  ähnliche  Güeichungen  bilden,  be- 
ginnend mit  F(s  —  2w)  —  F(z  —  4«)  =  ?,  (^  —  3m)  and  sehliessend 
mit  F{x  4-  2»)  —  F(x)  =  i,  {x  -\-  n).  Äddirt  man  dann  alle  diese 
Gleichungen,  so  entsteht  in  der  Thut  F{z)  —  F(x)  =  1,  {z —  n)  -f-', 
(^-3»)  +  ...  +  !,  («  +  »). 

Die  Thätigkeit  Eulers  auf  dem  Gebiete  der  Reihenlehre  be- 
ginnt 1730,  Er  benutzte  bei  seinen  Untersuchungen  die  Integral- 
rechnung, welcher  er  bei  eben  dieser  Gelegenheit  Neuentdeckungen 
von  grösster  Bedeutung  hinzufügte.  Wir  sind  nicht  im  Stande  zu 
entscheiden,  ob  Euler  damals  schon  Kenntniss  von  Stirlings  eben- 
falls von  1730  datirten  Methodus  differentialis  besessen  haben  kann. 
Thatsache  ist,  dass  er  sieh  mit  einigen  dort  behandelten  Aufgaben 
ebenfalls  beschäftigt  hat.  Euler  ist  dabei  noch  weit  mehr  als  Stirling 
sorglos  bis  zum  Uebermasse  in  der  Anwendung  unendlicher  Reihen. 
Eulers  Aufsatz  De  progressionibus  transcenäentibus ,  seu  quaram  ter- 
mini  gmerales  algebraice  dari  neqttmnt^),  d.  h.  über  transeendente 
Reihen,  deren  allgemeines  Glied  sich  als  in  algebraischer  Gestalt 
nicht  darstellbar  erweist,  geht  aus  von  der  Reihe  1  +  1-2  +  1-2-3 
+  1-2-3-4  +  ---.  Diese  Reihe  stimme  mit  derjenigen  überein, 
deren  allgemeines  Glied  die  Gestalt  der  unendlichen  Factorenfolge 

^^~U^    ä^~"-3"    3^"" -4"    4^^"  -  5" 
^4,„     ■     2  +  n     '     3  +  n     ■     i  +  n 

')  Commentarii  Äeademiae  Petropolitatiae  adanitott  nSO  etlTil.  T.  V,3G — "'■ 
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itze. 

Set/.t  man 

1  nUmlich  in   dem  nfrnei 

1  Ausdr 

aek  w=  1,  so  wird 

zu 

la    13    1 

2     ■     3"    ■ 

^^-    ■..  =  1.       Setat     1 

=  2,     so    entsteht 

■\1 

.3'      ^  ■  i" 

4         ~ü 

_  ä  .  2      3    3      4-4 
1    a  ■  2    4  '  3  "5  ■  ■ 

.  =  2. 

Desgleichen  bringt 

w=  3  den  Werth   — —  ■      g—  '  ■  '  =  j  ^  i    ^  '  .jT'i"  5  "  3"  'i's  '  ' ' 

=  1  ■  2  ■  3  hervor  u.  s.  w.  Die  neue  Form  habe  vor  der  ursprüng- 
lichen den  ganz  wesentlichen  Vorzug,  sich  als  zur  Interpolation 
geeignet  zu  erweisen,  indem  man  in  ihr  dem  n  auch  n  ich tganzz ahlige 
Werthe  beizulegen  vermöge,  was  in  1  -  2  •  3  ■  -  •  w  unthunlich  aei.    Bei 

w  =  gehe  die  neue  Form  Über  in  1/  -—  ■ ;— ^  ■  „— =  ■  ■  ■  ,  und  ^^er- 
gleiche  man  die  von  Wallis  seiner  Zeit  gefundene  Faetorenfolge 
(Bd.  II,  8.  904),  so  sei  der  Werth  dieses  Gliedes  vom  Stellenzeiger 
gleich  der  Quadratwurzel  ans  der  Kreisfläche,  deren  Durchmesser  die 
Einheit  ist,  wofür  man  heute  -^Ytc  achreibt.  Da  demzufolge  1'2  ■3---K 
einen  Ausdruck  bedeute,  der  bald  ganzzahlig  erscheine,  bald  von  der 
Quadratur  des  Kreises  abhänge,  so  habe  ihn  das,  sagt  Euier,  auf  den 
Gedanken  gebracht,  eine  abermalige  Umformung  zu  versuchen,  und 
zwar  in  ein  Integral,  weil  es  ja  Integrale  gebe,  welche  derart  von 
einem  in  ihnen  vorkommenden  n  abhängen,  dass  sie,  je  nachdem  n 
ganzzahlig  ist  oder  nicht,  algebraische  Äuswerthung  oder  nur  eine 
solche  mittels  der  Quadratur  von  Curven  gestatten.  Beispiel  eines 
solchen  Integrals  sei  fx'dx(l  — -x)",  wenn  bei  der  Integration  beachtet 
werde,  dass  das  Integral  zugleich  mit  x  zu  Null  werden  solle;  dann 
werde  es  unter  Einsetzung  von  3:  =  1  das  n*^  Glied  einer  unendlichen 
Reihe   bilden^).     Euler  meint  also    das    bestimmte   Integral,   welches 

heute    lx'[^  —xj"dx  geschrieben  wird,   in  welchem  e  eine  beliebige 

Constante  bedeutet,  das  sogenannte  erste  Eulersche  Integral  oder 
die  Betafunetion,  welche  seit  Binet  durch  B(e  -\-  1,  n  -[-  1)  be- 
zeichnet wird.  Die  Äuswerthung  des  angegebenen  Integrals  erfolgt 
durch  Binomialent Wicklung  von  (1  —  x)",  ein  in  diesem  Falle  wegen 
0  <  a:  <  1  durchaus  gerechtfertigtes  Verfahren,  wenn  auch  Euler  sieh 

')  Sit  proposita  haec  fornmla  Jafdx{l  —  xf  mcem  termini  generalis  mbiem, 
quae  mtegrata  ita,  vt  ßat  ^  0,  si  si(  .i:  =  0,  cf  tum  posüo  a-  =  1,  dat  tenninum 
ordine  n  progr&sionis  inde  orfae. 

Castus,  Oeacbicbte  der  Msthematin.   in   s.   3  Aufl.  43 
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dessen   weder   bewusst    ist,   noch  bewnast  sein   kann.     Er   setzt  also 

a^(I  —  'xf  =  3f—  "  'jf+'-  +  — "-~^-^-'a'+^ .     Bei  der  Integration 

+  -  ■  »■"*  J^".'  -  ''y<''  -  ri-i  ~ !(,+.)  +  f"?(r+"s) 

—    1   ~2    i(  OTT    "!"■■*-     Iii   diese   selbst  unendliche  Reihe   werden 
für  n   die   mit  0  beginnenden   aufeinander  folgenden    stanzen   Zahlen 

eingesetzt.     Miin  ündet,  dass  jx'{l  —  x)"dx 

bei  n  =  Q      n  —  1                n  =  '2                          »  =  S 
Hpn  Werth      * ^- _  * '-^        _''^_1"^ 

annimmt,    oder    (nit     anderen    Worten:     Euler    hat    gefunden,    dass 

Jx'il  —  xf  dx    das    h'*   Glied    der    Reihe   —j—r  +       _l  i w   _i_  g- 

als  Pro  du  et  schreiben  lässt; 


Jx^il-xf 


^'■^     (,_i_i,-(r+2).""..(E+«+iy 


Diese  Producteiiform  gibt,  so  oft  «  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
den  Werth  des  bestimmten  Integrals  übersichtlicher,  als  die  zuvor 
erhaltene  unendliche  Reihe  es  that;  dagegen  muss  jene  benutzt 
werden,  wenn  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist. 


J ':'-(^~  ')•<"-  f  +  ''^--+-X) 


Ist     e  =    _-,     so     wird      ,  j,-  i,j.  —  j.;    «.«.  —   ,.   ,    ,_:— ,  - 

=  ^^'-''^,^^^  i  x^{l  — x)"dx.      Durch    /' =  1    und    ((  =  0    geht 

der  Bruch  links  vom  Gleichheitszeichen  in  1  ■  IJ  •  -  - »  über,  d.  h. 
in  den  Ausdruck,  dessen  Umwandlung  in  ein  Integral  eigent- 
lich beabsichtigt  war,  rechts  aber  bedarf  es  wegen  des  im 
Nenner   auftretenden   g    zur   Einsetzung  jener   Werthe   noch    einiger 

Vorbereitung.       Euler    erset/.t    in     dem    Integrale    x    durch    x''^"- 
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'    fxf+^'   ^   (l    —   X~f+''4 


f+'J^ 


bei  Annahme  von  /'  =  I ,  g  ^  0  nicht  meiir  in  dem  Factor  vor  dem 
Integrale,  welcher  =  1   wird,  sondern  nur  noch  unter  dem  Integrale, 

wo   ^-  auftritt,   dessen  Werth  bei  ^  =  0  zu  ermitteln  bleibt  nnd 

nach    bekannter   Regel ')    ermittelt   wird.     Zahler    und   Nenner    von 

werden  nach  z  dilferentürt  und  geben         -  -t  ,  welches 

i]urch  2  =  0  in  — log  a:  übergeht.     Folglich  ist  endgiltjg: 


lesteht  die  Schwierigkeit, 


1.2- 


^=Jrfa;(_  1 


xy. 


Damit  war  das  zweite  Eulersche  Integral,  die  Gamma- 
function r(n  -\~  1),  wie  mjin  seit  Legendre  sagt  und  schreibt,  iu 
die  Wissenschaft  eingeführt. 

Wir  erwähnen  noch  ein  Letztes  aus  dem  reichhaltigen  Aufsatze, 
der,  dem  Titel  und  den  Anfangsäusserungen  nach  der  Reihenlehre  ge- 
widmet, nach  und  nach  die  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  in 
den  Mittelpunkt  der  Betrachtungen  rückte,  sodass  unser  118.  Kapitel 
auf  ihn  wird  zurückweisen  müssen.  Was  wir  noch  anführen  wollen, 
ist  die  Differentiation  mit  gebrochenem  Index.  Wohl  hatte 
Leibniz  (S.  230)  in  Briefen  an  Johann  Bernoulli  die  Frage  nach 
der  Bedeutung  einer  solchen  Differentiation  aufgeworfen,  aber  dieser 
Briefwechsel,  erst  1745  gedruckt,  war  für  die  Oeffentlichkeit  noch 
nicht  vorhanden,  und  wenn  auch  die  Möglichkeit  nicht  geleugnet 
werden  will,  dass  Euler  durch  Johann  Bernoulli  mündüch  in  Basel 
oder  später  schrifthch  in  nicht  bekannt  gewordenen  Briefen  auf  die 
Frage  aufmerksam  gemacht  worden  sein  kann,  so  steht  diese  Mög- 
lichkeit   doch    auf  sehr    schwachen    Füssen.      Bulers   Auffassung   ist 


folgende.     Sei    zunächst   ■ 


positive    Zahl, 


ist 


dj" 


sowie   1  ■  2  ■  3  ■ 


•  {e  ^  n)  =  I  dx{~  logar)'~"  und  demzufc 


')  per  reyiüam  cognitaw. 
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J  d^-  (—  los  ^)      " 

ein  Ausdruck,  der  un  und  für  sich  keineswegs  an  die  Ganz.Kaliligkeit 
von  n  gebunden  einsehe  int.  Ilin  wählt  Euler  als  Definition  des 
w'""  DifFerentialquotienten  und  indem  er  beispielsweise  e  ^=  1 .  «  =  - 

^l  ^J'dx(-logP-) 

-Ys—  ■     Der  Zähler,  fährt  Euler 

Jdxy—  iog.T 

fort,  ist   ldr[ — loga;)  =  1,   wie   sich   leicht   als   richtig  erweist,  da 

j dx( —  loga:)  =  X  --  .T  ■  logiK  bei  :r  =  0  in  ü,  bei  s^  =  1  in  1  über- 
geht.    Für   den  Nenner  hat  Enler  im  Vorveriaufe  des  Aufsatzes  den 

Werth  jdxY^logx  =^  YA   erkannt,   wo  A   die  Fläche   der  Kreises 

vom  Durchmesser  1  ist,  also  nach  heutiger  Schreibweise  ,1  =  —  und 

f(lxy—~logx  =  -■  l/ff,  mithin  '^~!  =  2]/^  ■ 

In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  akademischen  Veröffent- 
lichungen steht  ein  zweiter  Aufsatz  Eulers:  De  summatione  mnume- 
rabüium  progressionunt '),  der  sich  die  Aufgabe  stellt,  Reihen  unter 
Anwendung    bestimmter   Integrale    zu    summiren.     Wie    der    Bruch 

—— —  =  1  +  X  -|-  -  ■  ■  +  x"'-^,  so  oft  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so 
ist  unter  der  gleichen  Voraussetzung  für  n  auch  ■— -^  =  1  -j-  P 
+  •  •  ■  +  P"-^,  welche  Function  von  x  auch  durch  P  angedeutet 
werde,  und   integrirt  man    auf   beiden   Seiten    nach  x  zwischen    den 

Grenzen  0  und  ft,  so  entsteht  i -\-fpdx -{-fp^dx -\ yj'P'-Hx 

^   / -- — -^dx.     In  einem   besonderen  Falle    sei   P=  (—1  ,    so  ist 

')  Commentarii  Äeademiae  Fetropolitanae  ad  annos  17S0  ei  1731.  T.  V, 
91-105. 
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/  ,  , ^-  dx,.     Die   Reihe     welche    hier    summirt    ist     kann 

./  (n"  — ir")«""    " 

mit  +  "  t  +  nr  2  +  '  ■+  ÄTi"  __  1-1  verglichen  werden,  A.  h, 
mit  einer  Reihe  von  Brüchen,  deren  Zähler  eine  geometrische,  und 
deren  Nenner  eine  arithmetische  Progression  bildcD.    Dazu  ist  nur  zu 

setzen  /;  =  -   ,  «  =     ,  a  ==  — ;—   und  das  summatorische  Glied') 


nimmt  dadurch  den  Werth  an 


•^    h         '  U    '    —c'x'J 


Betrachtungen,  auf  welche  genauei  einzugehen  wir  unterlassen,  führen 
zu  Doppelintegralen  als  summatorisehes  Glied,  noch  andere  zur 
Auswerthung  und  Umwandlung  besonderer  unendlicher  Reihen. 

In  einem  Aufsatze  des  nächstfolgenden  Jahres:  Methodus  generalis 
srnnmandi  proffressiones^)  hat  Buler  abermalige  Reihenuntersuchungen 
niedergelegt.  Gleich  zu  Anfang  ist  beweislos  eine  sehr  allgemeine 
Doppelformel  ausgesprochen.  Ist  .s  die  Summe  der  n  Glieder  einer 
Reihe  und  t  das  letzte  Glied,  welches  naturgemäss  ebenso  wie  s 
von  n  abhängig  sein  muss,  so  sei,  behauptet  Euler, 

ds  d^s        ,  iP«  d''s  I 

^  V'dJi  "  l'Tdn'  +  r  2  ■'■Äd~n=  ~~  1  -2    -i'idn'    ' 

und 

-rv.„j-s  etc. 


s  =^ßän  +  I  + 


Udn        TiOdn' 


Später  wird  die  Summation  von  geometrischen  Progressionen  und 
von  solchen  Reihen  gezeigt,  deren  Glieder  durch  einen  Factor  eine 
geometrische,  durch  einen  zweiten  eine  arithmetische  Progression  auf- 
zeigen, Reihen  mit  welchen  De  Moivre  (S.  358 — 359)  es  seiner  Zeit 

zu    thun    hatte.      Ist     s  =  a^ -\-  x''+' -\- 3f+P  -\ [- a:»+("-ii', 

so   folgert  Euler   s  —  jf  -\-  s^+"'  =  3^+"  +  x"+^''  H h  ^+'" 

=  s(f'(af-{-  3^+*+  ...  ^  j-a+iB-Dsj  ^,  3;*s.nnd  daraus  s= ;— ■ 

Ist  ferner  s  =  a;"  +  23f+''  -\-  3^^"+^*  +  ■  ■  ■  +  «3;"+'"-''*,  so  wird 
gefolgert  s  —  ar"  +  (w  +  l)x^+'">  =  23^"  +  "  +  Sa^'  +  ä*  +  •  ■  ■  + 
{n-\-  l)z"+'-'  =  x'{2x''  +  ;5a;''  +  *  +  ••-  +  («  +  l)x'-  +  <''-'i'')  = 


')  t'rminua  summatorim.  '')  Commenfirii  Academiae  PetropoUtanae  ad 

<s  1732  et  1733.     T.  VI,  68—97. 
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a^(s  -\~  x^  -i-  ay+*  H 1-  a^^+f"-^")  =  .i"  (s  +  "^  ^■^"  ,~)    und 

daraus   s  =  — r— ^— ^^     — ^  ■      Bei    a  =  b  =  1    wird    o:  -(-  2a;^ 

-j f-  MX"  =  ■'--  ^"  '^  |J^!^  ^)«"''-^''  -  ■  ^"löi"  =^ig*'  ^^^^  <1^^  letz- 
tere Ausdruck  auch  durch  Integration  und  darauf  folgende  Differen- 
tiation gefunden  werden  kann.     Aus  s  =  3^  +  2x^  +  " " "  +  "^  folge 

nämlich   i  ~  dx=  \  dx-\-  i  2x(Jx-\ 1-  /  nx''-^dx  =  x-\-x^ -\ — 

+  3:«=?--  *  — und  daraus  "  =-/-(*--^_-     =^  _i"-tlZ^±_'^*_ 

nebst   s  =    —        ;\_Z"  <X^~~~ ^^^  ^^^^  angewandte  Kunstgriff 

gewinnt  alsbald  für  Euler  den  Charakter  einer  auch  bei  verwickeiteren 
Reihen  nützliche  Methode. 

Wir  kommen  zu  Eulers  Aufsatz  De  summis  serierum  redpro- 
carum^),  in  welchem  er  als  Erster  die  Summation  der  reciprokeu 
Quadratzahlen  veröffentlichte  und  dadurch  eine  durch  Johann 
BernouUi  (S.  96)  auf  die  Tagesordnung  gesetzte  Aufgabe  loste. 
Bulers  Gedankengang  ist  folgender.     Sei  s  ein  Bogen  und  y  dessen 

Sinus  oder  ij  =  s -~  ^^^^  +  iT2T\~i~l, '  ^°    '^*  ^"^"^  ^  ~  f 

+  ,    „   „    —  T—;r-^:—. 1-  ■  ■  ■  =  0 .     Diese    aus    unendlich    vielen 

Gliedern  bestehende  Gleichung  ist  unendlich  hohen  Grades  in  s  und 
besitzt  deshalb  unendlich  viele  Wurzeln,  wie  es  in  der  That  unend- 
lich viele  Bögen  gibt,  welchen  allen  derselbe  Sinus  zukommt.  Ist 
p   der  Umfang   des  Halbkreises,  Ä    der   kleinste   arcsin  p,   so   kann 


aresin  y   ausserdem    auch   noch    die  Werthe 


p  —  Ä,        2p-\-A, 
-A,—2p  +  A, 

„  /         ,     T    .'  besitzen,    und    da    iedes    Gleichungs- 

—  3p  —  Ä,   —  4p  -^  A,  ■  ■  ■  '  ■'  ^ 

polynom   in    so   viele  Factoren    zerfällt   als   der  Grad   der  Gleichung 

verlangt,  da  aus  jedem  Factor,  indem  man  ihn  =  0  setat,  eine  Wurzel, 

beziehungsweise  aus  jeder  Wurzel  ein  Factor  ermittelt  werden  kann, 

(1  -  f--ä)  (1  -  ^f^n)  ('  -  ^)  ('  ^  -t;+3)  ■  ■  ■  "•* 

einem  bekannten  Satze  findet  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung 
und  ihren  Wurzeln  der  Zusammenhang  statt,  dass  der  Coefficient  der 

')  Commentarii  Academiae  Feti-opolitanae  ad   aiinos   1734   et   1735.     T,  VII, 
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ersteii,  zweiten,  dritten  ■  •  ■  Potenz  der  Unbekannten  sich  als  negatiTe 
Summe  der  Wurzeln,  als  Summe  der  Wurzelpro ducte  zu  je  zweien, 
als  negative  Summe  der  Wurzelproducte  zu  je  dreien  ■  ■  ■  erweist. 
Heiasen  die  Wurzeln  einer  Gleichung  a,  h,  i:  ■  ■  ■,  ist  «  ihre  Summe, 
^  die  Summe  ihrer  Produete  zu  je  zweien,  y  die  Summe  ihrer  Pro- 
ducts zu  je  dreien  ■  ■  - ,  ist  ferner  «-|-fe  +  c+--^P,  (7^-f-^^  + 
c^  ^  • .  .  =;  §,  f[*  +  fi^  +  <;^  4"  ■  ■  *  =  -^  1^-  s.  w,,  so  ist  nach  einem 
nicht  weniger  bekannten  Satze  P  ^  k,  ^  =  Pß  —  2j5,  E  =  Qtt 
—  P/J  +  3^,  .S  =  Rn—q^  +  Py  —  4d  u.  s.  w.  Im  gegenwärtigen 
Falle   ist   «  =  \   /5  =  0,    v  =  ,  ^- ■  ,   0=0-..,  ferner  n  =  -., 

h  =     ■--  , ,    c  =    -  -     - ,    ■  ■  ■ .      Demnach     ist     P  =      ,     0  =  — , , 
p  —  A'  —  p  —A  y'      '^        y^' 

■^^y^^i-^Tj,'  ^=y^"~i.2y'-iT2— 3  "■«■"'■  In  diese  allgemei- 
jien  Formeln  setzt  Euler  y  =  l,  wodurch  A  der  kleinste  aresin  1  ^  „  ^  ^ 
wird,  wenn  q  die  Länge  des  Quadranten  bezeichnet.  Die  einzelnen 
Wurzeln  A,  p — A,  —p  —  A,  2p-\-A,  — 2p-\-A  ■■■  sind  dann 
'1)  'jfi  — ^9'  -"'9'  — ^'It  ^?  ■"■>  "'^  jeder  Würth  paarweise  auftritt. 
Somit  wird  1=  (i^~s~^5  —  -+'')  ""'^  a  ^^  4  "^  i  ~~  ■( 
+  —  +■■■  oder  die  Leibuizische  Reihe  ist  gefunden.  Die 
Summe  Q  der  Wurzelquadrate  wird  iils  -j  gleichfalls  =  1,  ferner 
Ji  ^^  —  j  S  ==     ,  und  die  Summen  der  5*™,  6"",  7'^°  Wurzelpotenzen 

finden  sich  nls  T  =  - ,  T^^.c-  "''^tw'  ^^"  erhält  daher  die 
Gleichungen 


l  _  \  (-',  -  ^',  +  .',    -  ...)   liebst  ^,  --  .|'.  +  _' 


V(r.  +  . 


nobsi  ■ 


Ä = ?  (?•  -  3'=  +  s»  -  ■  ■ )  ■"'"''  i'-  -  ii  +  ,'•  -  -  -  «  -  ii» 

2  2/1,1,1,        \         ii'|l|l|  a*  P* 

l»='?(l-+#-*-S»  +  -)    "*■'   ,.+3.  -!-:.•-*-■■'-   1»  -  MO' 

wo  p  überall  die  Zahl  bedeutet,  die  heute  re  heisst. 

Aus  diesen  Reihen  leitet  Euler   dann   andere   ab.     Sei    ,s  +  ^s 

-f  iji  +  i  -I-  ■■  —  %,  r.  +  ü".  -H  p  +  r.-  -^  ■■■-».»•  «■  "■    ^' 
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erhält   ^^- 

a' 

+f- 

+«. 

+»' 

+' 

=  s, 

-'(i' 

=  +  ;.  +  i  +  ^--) 

.n< 

1  s,^ 

Ul 

.+:. 

+i 

+■■ 

■)- 

■i 

' .  ^' 

^  /»' 

Aehnlicherweise 

ist 

IG'^  3 

\  + 

h+ 

1+ 

1+ 

.... 

■«. 

.--( 

1^  + 

l-.  +  h  +  --)  °"'i 

«t  = 

y 

=  1"  /  1    +  i_  +    >    +  .  .  A  _  Ji*. 

15  \1'  ^  3'  ^^  5'  ^         }         If, 
!  ausser  dem   besonderen   Werthe 
eingeführt    werden    könnten,    die 

y 

ieder 

'-     Euler    zeigt   alsdann, 

auch  andere  Werthe  von 

zu    Reihensummirungen 

führen. 

Euler  war  der  Erfinder  dieser  Reihensummen  ^),  Er  hat  1736 
und  1737  Briefe  üher  dieselben  mit  Johann  BernouHi  gewechselt. 
Als  im  Jahre  1742  Johann  Bemoullis  Werke  in  4  Bänden  erschienen, 
deren  vierter  wesentlich  noch  Ungedrucktes  brachte,  wurden  vom 
Verfasser  selbst  an  dessen  Spitze  drei  Aufsätze  über  Reihen  gestellt, 
deren  dritter  die  Summirung  der  reciproken  Quadratzahlen  von  der 
Sinusreihe  ausgehend  vollzieht^),  also  ganz  ähnlich  wie  Euler  es  f^e- 
macht  hatte.  Die  einzige  Erklärung  dieser  auffallenden  Nachveröffent- 
lichung kann  darin  gefunden  werden,  dass  Bemoulli  durch  Euler  nur 
von  dem  Ergehnisse  der  Summirung  Kenntniss  erhalten  haben  dürtlie. 
Das  geistige  Zusammentreffen  in  der  jedenfalls  nicht  ganz  nahe 
liegenden  Herleitung  bleibt  immerhin  erstaunlich. 

Wir  kehren  zu  Eulers  Abhandlungen  üher  Reihen  zurück,  und 
zwar  zu   seinen  Bemerkungen  über  harmonische  Reihen,  De  pro- 

ffressionibus    Jiarmonicis    observaUones  ^).      Die    Reihe    -'   -\ ^-  -f 

,     .  +  ■  ■  ■  H 1 -v  ■  _  .  V  ^  +  ■  ■  ■  ist  eine   harmonische,  weil  je   drei 

auf  einander  folgende  Glieder  derselben  eine  stetige  harmonische  Pro- 
portion bilden.  Ihre  Glieder  nehmen  fortwährend  ab.  Trotzdem  ist 
die  Summe  der  unendlichen  harmonischen  Reihe  unendlich  gross, 
was  mittels  des  Princips  einleuchtet,  dass,  wenn  eine  unendliche  Reihe 
eine  endliche  Summe  besitzen  soll,  die  Summe  von  2i  Gliedern  sich 
von  der  von  i  Gliedern  nicht  unterscheiden  darf,  d.  b.  in  diesem  Falle 
muas  die  Summe  der  Glieder,  um  welche  die  weiter  fortgesetzte 
Reihe  die  kürzere  übertrifft,  unendlich  klein  sein;  ist  dieselbe  dagegen 
von  endlicher  Grösse,  so  kann  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  nicht 
endlich  sein,  sondern  muss  unendlich  gross  werden.  Nun  betrachte 
man  die  (n  —  1) i  Glieder  — r—^i  -\-      ,  ,.  ,  ...  +■■■  +  - 


')   Das   hat   EnestrÖm   in   der  Bibliotheca  mathematica  1890   pag. 
ausser  allen  Zweifel  gestellt.       '}  Joh.  Bemoulli  Opera  IV,  30—25. 
menta/rii  Äcademiae  Petropolifawie   ad  annwm   1734   et   1735.     T.  VII,  15 
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und  <  r-ij  1  '^-  ^-  '^^i  ^^^'' 
grossem  t,  dem  gegenüber  a  wie  6  nicht  in  Betracht  kommen,  liegt 
dieae  Summe  zwischen  ^"  -  und  ,  ;  sie  ist  somit  von  end- 
licher Grösse,  und  die  harmonische  Eeihe  selbst  unendlich  gross. 
Es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  hier  Jakob  BernouUis  Divergenz- 
beweis (S.  93)  als  Master  diente,  aber  ebensowenig,  dass  Eulers 
Fassung  des  Beweises  noch  klarer  war  und  das  Wesen  der  Reihen- 
divergenz   noch    mehr   enthüllte.     Nun    setzt  Euler  weiter  s  als   die 

Summe  der  *  ersten  Glieder,  d.  h.      -| p-r  +  ■  •  -  +  —r-r—rrT  =  ■*■ 

a         a-j-  0  «-|-(i  —  Ijb 

Das    nächste   Glied    -      -.-    ist   die  Veränderung   von   s,  welche   der 

Veränderung  von  i  um  1  entspricht,  und  da  bei  sehr  grossem  i  diese 

Veränderungen  als  Differentiale  zu  betrachten  sind,  von   weichen  di 

als  constant  gilt,  so  ist  ^.:^— ^r,  s=  / -^^4t=' C^-^log(a  +  ^6). 
Setzt  man  aber  die  Reihe  bis  zum  Gliede  — r-r-- — ttt  fort,  so  muss 
als  Summe  C  -\-      log(a  +  **''*)  herauskommen.    Die  überachüssigen 

Glieder  -™  +  -jp^q^^j^  -\ h  r_^jj_|)b   haben    mithin    die 

Summe  [C  +  l  log  (a  +  nih)]  -  [C  +  { log  (a  +  ib)]  =  f  log  ^^^ , 
welches  bei  sehr  grossem  i  in    -  log  n  übergeht.     Bei  o,  =  ^  =  c  ^=  1 

ist   also    nahezu    It^  m  =  (J  +  J  -[-  A  -j h  ^,)  —  {\  +  l+i 

-|-  ■  ■  ■  -|-  .  j  ■  Die  Gliederzahl  der  abzuziehenden  Reihe  ist  nur  der 
»**  Theil  der  Gliederzahl  der  arideren,  d.  h.  man  hat  je  n  Glieder 
der  positiven  und  eines  der  negativen  Reihe  in  eine  Gruppe  zu  ver- 
einigen.    Man   erhält   logw  =  [j  -\-  -^  -\-  ■  ■  ■  -\ i)  +  \S.\  ~^ 


.T:^  +  --  +  .i-J  +  ---  +  ((.-iTi+-. +  (.---.). -P.+--  + 

— .  —  .  1 .    Wenn  auf  diese  Weise  Reihen  zur  Logarithmenberechnung 

hervorgebracht  werden,  so  dienen   umgekehrt  Logarithmen  zur  Sum- 
mirung   der    harmonischen    Reihe.     Aus    der   logarithmischen    Reihe 

i°8  (i  +  y  -  i  -  3^ + si-.  -  il. + ■  -  folgt  1=-^'  p  + 

g— j  —  T— j  -(-  -—4  —  ■  ■  ■ ,  und  setzt  man  für  x  die  aufeinanderfolgenden 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  i,  so  erhält  man 
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;  =  log  2  +  !^  -  j  +  .-j-  -   i    +  •  .  ■ 

2  =  log  J  +  ~i  -3-8  +  4  'le  "  r.'^-J  +  ■  ■  ■ 
3"  ^  °^  ":■!"  '  ö"~ä  ""  3  27  '  r~81  ~  r.  •  343  +  '  "  ' 
4  =    Og      ^       +  g  ,  ^P         3  .  Ü4  +  4~"H56         5~~1CI34  +  '  " 

]-H'-^+    ,'.    -    ,'r    +    i^     -     ii.      +■■•■ 
Die  Addition  dieser  öleichungen  führt  zu  folgender  Formel:    y  +  „ 
+  i  +  ■  -  +  i  -  log  (i  +  1)  +  I  [y  +  i  +  -J   +  •  ■  •  +  i]  - 

i\!,  +  l  +  ^-,  +  ---  +  l.]  +  l[\  +  r,  +  k  +  -- +  ¥]-■■■- 

Die  zu  log  (i  -\-  1)  noch  additiv  und  subtractiv  in  Rechnung  au 
bringenden  Ausdrücke  sind  convergent.  Ihre  angenäherte  Auswerthung 
liefert  0,577218,  eine  Zahl,  welche  man  sich  später  gewöhnt  hat  die 
Eulersche  Constante  zu  nennen  und  sie  durch  C  zu  bezeichnen. 
Dann   ist  also 


T  +  H3+-+; 


=  log(i  +  l)-|-  C. 


Den  Gedanken,  das  i  +  1"  Glied  einer  Reihe  als  Unterschied 
zwischen  den  Summen  der  i  und  der  /  -|-  1  Anfangsglieder  zu  be- 
trachten,  der   dem  Unterschiede  1   der  Stellenzeiger   entspricht,   und 


somit  den  DifFerentialquotienten  der  Summe  nach  der  Gliederzahl 
darzustellen  (S.  661),  hat  Euler  auch  in  geometrische  Form  ge- 
kleidet. In  der  Meikodus  tmiversalis  setierum  eonvergetttium  summas 
guam  proxime  inveniendi  ^)   nimmt  er  (Fig.  103)  auf  einer  Abscissen- 

')  Commentarii  Acaderniae  PetropoUtanae  ad  annum  1736.    T.  VIU,  3—9. 
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ms 


axe  AQ  lauter  der  Einheit  gleichö  Stiicke  AB ^  BC  =  CD  =  DE 
=  EF  =  ■■  =  PQ  und  errichtet  in  allen  ao  bezeichneten  Punkten 
der  Abscissenaxe  Ordinaten  Aa,  Bbß,  Ccy ,  •■•  Fp,  QqQ  so,  dass 
in  der  angenommenen  Längeneinheit  gemessen  Aa  das  erste  Reihen- 
glied  einer   gegebenen  Reihe    darstellt,   ßb   das  zweite,  -  ■  ■  Pp   das 

n-  1"°,   Qq  das  n"^.     Die  Rechtecke  Aß  -{-  By  -\-  Cd  ^ 1-  Pp 

besitzen  als  Flächeninhalt  die  Summe  der  h  ^  1  ersten  Reihenglieder 
und  sind  grösser  als  die  von  den  Ordinaten  Aa,  Qq,  der  Äbseisse 
AQ  und  der  Curve  ah  ■  ■  ■  q  eingeschlossene  Fläche,  welche  durch 
ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  in  dem  früheren  Aufsätze  gelehrt 
wurde.     In  einer  zweiten  Figur  (Fig.  104)  ist  die  Summe  der  Recht- 


N 

ß 

^ 

\ 

'' 

d 

' 

i 

( 

4 

. 

0 

ecke  Aß -\- By  -]r  Cd  -\ \-  Pq  oder  die  Summe  der  w  —  1  ersten 

kleiner  als  die  durch  ein  bestimmtes  Integral  dar- 
Fläche,  welche  von  den  Ordinaten  Aa,  Qq,  der  Abscisse 
A  Q  und  der  Curve  aß  ■  ■  ■  q  einge- 
schlossen ist.  Letztere  Curvenfläche 
ist  also  zwischen  zwei  Grenzen  ein- 
geschlossen, welche  Newton  (S.  200) 
bereits  gekannt  hatte,  und  die  Reihen- 
aumme  zwischen  zwei  Integralen.  Eine 
dritte  Figur  endlich  (Fig.  105)  bringt 
noch  enger  die  Reihen  summe  ein- 
schliessende  Grenzen  hervor  als  die 
genannten  Integrale,  indem  die  dort 
vernachlässigten  gemischtliaigen  Drei- 
ecke insofern  Berücksichtigung  finden, 
als  man  statt  ihrer  um  weniges  gross 
Dreiecke  in  Rechnung  bringt. 


oder    kleinere   gradlinige 
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Wir  haben  (ö.  657)  gewisse  Formeln  auftreten  sehen,  in  welchen 
Differentialquotienten  aufeinander  folgender  Ordnung  die  hervor- 
ragendste Rolle  spielten.  Auf  die  Herleitung  dieser  Formel  kam  Euler 
zurück  unter  der  Ueberschrift :  Jnv&iUo  sumniae  cujusque  seriei  ex 
dato  termino  generali^).  Die  Bezeichnung  ist  eine  andere  als  in  dem 
früheren  Aufsatze.  Euler  schreibt  jetzt  x  statt  «,  X  statt  t,  S  statt  s. 
Er  setzt  femer  den  Taylorsehen  Satz  voraus,  für  welchen  er  dessen 
Entdecker  angibt,  und  der  in  der  Form  auftritt,  eine  Function  t/ 
von  X  nehme,  wenn  x  in  x  -\-  a  übergehe,  den  Werth   an  y  -^  :  ~ 


~l"  i"  n  "-^i  +  ,'-^— ■;;  ^^  +  ■  ■  ■  >  ßiie  unendliche  Reihe,   an   deren  Be- 


ä*y  _|_  a°  d'v 
■  ä  d'x^~^  1  ■2-S  da:"' 
nutzbarkeit  kein  Zweifel  laut  wird.  Ist  beispielsweise  y  eine  Function 
von  X,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  mit  x  zugleich  zu  verschwinden, 
so  lasse  man  a  '^  —  x  werden,  weil  alsdann  x-\-a  =  x^x^O 
ist,  und  setze  den  neuen  Werth  von  y  als  Null,  d.  b.  man  er- 
halt   0  =  1/  +  -^——-^,  +  --^-^  j^,-\ ,    beziehungsweise 

X  dy         x^   d^ii    ,        x^      d'y  „.         ,         ,.  ., 

tf  ^  t:-  -r^  —  rr--r  t-i,  +  ;    „"s  ,'  •,  —  '  ' "  ■     Jliine   derartige   mit  x  zu- 
'^         1  dx        12  dx^    '    1  ■  2  -3  dx'  ° 

gleich   verschwindende  Function   ist  naturgemäss  S  oder  die  Summe 

der  a^-gliedrigeo  Reihe  A -}- B -\- C -\ [- X.    Bei^c  —  1  Gliedern 

ist    deren  Summe   S  —  X   der  Werth,   den   S   annitniut,  wenn   x  in 

X  —  1    übergeht,   d.  h,   wenn    oben   «  =  —  1,  J/  =  5   gesetzt   wird, 

oder    m„    W    S-X_S-i|  +  ji,g-rT|T7,S+-;- 
Daraus   folgt   die   erste  der  früheren   Formeln :    -X  ^  j -r — ^  -r-. 


Soll  eine  Umkehning  der  Reihe^)  in   dem  Sinne   erfolgen,  da 
S   nach   X   und   dessen    Differentialquotienten    entwickelt   werde, 


nehme    man 
Coefficienten 

^^  +  ---- 

«.  ß,  ?,  s, 

und     setze 
Fortgesetzte 

e   -  -  ■    als    vorläufig 
dB            ^    ,     .dX 

Differentiation  gibt 

unbekannte    constante 
d^X    ,     .  d'X    . 

+  r^  +  ^^'-^ 

d'S           dX    ,     .d'X 

dT'  =  ''d^  +  ^-d^ 

+  y  rfp-  + 
d's        d'x 

d\S            d*X    , 
'      dx^         **  dx^     ' 

d'8           d'X    , 
"'    dx''        '^  dx*  "t"  ■ 

,d'X    ,       d'X    , 

■  ■  ■ ,   während  Integra- 

tion    zu    S"  = 

'  'S^i-  + 

^X  +  yg  +  *^  +  -..    führt      Die 

Differentialquotienten   von 

S   nach   a;   setzt  Euler   alsdann   in    obige 

')  Commeniarii  Academiat 
*)  Ebenda  T.  ViD,  14—16. 

:  PetropoUtaiiae  ad  arm 

um.  1736.     T.  Vfll,  9^22. 
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(^rstf    Formel    ein    und    crhäit    0  =  (1  ^  «)  X  -\-  (   "    —  ß\  -j-^  — 

Alle  Ein?elglieder  dieiei  Entwicklung  verschwinden,  und  die  Ent- 
wicklung selbst  ist  nnabliangig  von  der  Art  des  Zusammeii banges 
zwischen  X   und   r,  wenn    die  Constanten    k,  ß.  y,  Ö  ■  ■  ■  so   gewählt 

weiden,  dass,  ü  =  ]  —  k  ^  /"  —  ^  ^  V  '>  "3  ~  1  '<  +  3'  ^  i'2^3~4 
-  r?-T^  +  f-2  -*  =  ■-■  ■  So  erhält  man  «  =  1,  ^  =  ^  ,  3.  =  4 
—  fi'  ^^a  —  r~l~a1'''-  '^^'^^i'  folgende  Coeffieieiit  bangt  von 
allen  ihm  vorhergehenden  ab.  Eine  unabhängige  Darstellung  der 
Coefficienten   k,  ß^  y,  Ö  ■■■,   hält  Euler   für  unmöglich^),  und  nur 

empirisch  fortschreitend  findet  er  cc^l,  ß  ^^  7~ni  y  =  ,  ,,  .,  a  , 
tf  =  0,    i  = —. — --. ,   t  =  0  u.  s.  w.    In  der  Reihe  für  S  fallen 

'  1.3-3-45-6'     ' 

von  d   an   die  Coefficienteu   der  Differentialquotienten  von  X  nach  x 

von  grader  Differentiationsordnung  weg,  und  man  erhält  die  frühere 

weite  Formel:  S  -fxdx  +  -f  +  i  g  _  ^  g  +  j^  ^  etc 

Die  bei    der  Integration    hinzuzufügende   Constante    muss    der  schon 

erwähnten    Noth wendigkeit,    dasa    3;  =  0    auch    X  =  0    und   5  =  0 

hervorbringe,  Rechnung   tragend   gewählt   werden.     Das    hat   natur- 

gemäas    Schwierigkeiten,    wenn   X   eine    solche   Function   von   x   ist, 

dasa  x  im  Nenner  vorkommt,   wie  bei  der  harmonischen  Reihe  mit 

V        1       d-X  1        d^X         2        d'X  12    3  _.. 

A  ='  ~,    ^^—  ^  ^  --      — — i-  =  -j       -—  -  ^  —  —  -j-     u,  s.  w.      Die 
X  '     dx  x"      dx^  x"  '      dx"  x^ 

Summirung    gestaltet  [sich   hier   mittels    l  Xdx  =    1  ^^  ==  loga;   zu 

{-  +  \  +  i  +  ■■■  +  ~-  c  +  iog.  +  i^^-  f4-,  +  ^.  - 

p^— i  +  ''-.  Um  nun  C  zu  gewinnen,  setzt  Euler  3:^10  und 
findet  näherungsweise  seine  Constante 

C  =  0,5772156649015329 
auf   16    Decimalstellen,    während    er    sie    früher    (S.   662)    nur    auf 
6  Decimalstellen  berechnet  hatte. 

Andere  Anwendungen  der  gleichen  Summenformel  machte  Euler 
in  einem  wenig  späteren  Aufsatze:  Methodus  ttnieersalvi  xfries  mm- 
inandi  ulkrius  promota^). 

')  Ipm  iMtem  xei-ies  coefjicientUM  a,  ß,  y,  ä  ■  ■  ■  ita  est  eomparata,  u(  vix 
cedam  pro  ea  termmum  generakm  posse  exhiberi.  *j  ComwentaTÜ  Academiae 

Petropolitanae  ad  anmtm  1736.    T.  VlII,  147—158. 
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Wir  erinnern  uns,  dass  Jakob  Bernoulli  (S.  94)  im  vollen 
1  des  unendlichen  Werthes  der  harmoiii sehen  Ileihe  gleich- 
wohl in  unbefangenster  Weise  mit  derselben  rechnend  zu  gewissen 
Summen bildungen  gelangte.  Auch  Goldbach  (S.  642)  rechnete  mit 
unendlichen  Reihen  von  mindestens  zweifelhafter  Berechtigung^  und 
ein  Ergebniss  theilte  er  Euler  mit,  der  davon  mit  der  Bemerkung, 
es  rühre  von  Goldbach  her,  in  der  Abhandlung  Variae  observatiottes 
circa  series  inßnitas'')  Gebrauch  macbte.  Sei  x  die  Summe  der  un- 
endhchen  harmonischen  Reibe  oder  x  =  -\-  a  ~\-  ■,  "h  ,  ~i~  -  -\-  •"■ 
Man  weiss,  dass  —^,  =  +  *  4*  " »  +  ■  ■  ?  ^'^^  setzt  man  der  ßeihe 
nach  a  =  2,  ii  ^  3,  a  =  5,  (1  =  6,  so  erhält  man 

[-1  +  1+  l  +■■■ 


■  j  +  S»  +  Ö5  +  ■  ' ' 

J-«+s  +  4  +  ^'- 

Zieht  man  diese  Reihen  von  x  ab,  so  bleibt  x  — ■  (  -\-  .,  +  ,  +  r) 
=  1  -|-  "1~  r,;  H~  11  +  ■  ■  ■■  Offenbar  lassen  weitere  Reihen  für 
-  ,  ,  -  - ,  ■  ■  ■  sieh  bilden,  in  denen  lauter  von  einander  verschiedene 
Glieder  ri  ~7'  "r?  ■'  '^'''  ''^1  vorkommen.  Zieht  man  auch 
diese  Reihen  wieder  von  x  —  ij  'i'  v  ~^  i  ^~  s)  ^^'  ^^  erschöpfen 
sich  schliesslich  alle  Glieder  der  harmonischen  Reihe  mit  Ausnahme  der  1 

und  man  behält  x  —  (---  +  y"  +  v  +  :-"  +  n  +  u  "1"  Tö  4"  '  '  )  "^  ^' 
beziehungsweise 

Nun  war 

'=-1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  1+1  +■■' 

')  Commentarii  Äcadeiniae  PetropoUtanac  ad  anntim  1739.     T.  iX,  16ü  — ISS. 
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und  zieht  man  die  obere  Reihe  von  der  unteren  ab,  so  bleibt  Gold- 
bachs Reihe 


1  - 


^    +   7   +   ; 


deren  Definition  darin  besteht,  daas  die  Nenner  der  sie  bildenden 
Stammbrüche  um  1  vermehrt  sämmfcliche  Potenzzahlen  liefern,  die 
in  der  natürlichen  Zahlenreihe  vorkommen. 

Euler  setzte  ein  ähnliches  Verfahren  fort,  mittels  dessen  er  die 
eben  gefundene  lieihe  von  der  Summe  1  in  zvsei  andere  zerspaltete, 
deren  eine  nur  mit  ungraden  Nennern  behaftete  Brüche  enthielt,  die 
zweite  nur  Bräche  graden  Nenners.     Er  fand 

l  +  i  +  L  +  ii  +  i+i  +----iog2, 

l  +  L  +  L  +  L  +  .'„  +  i  +  -  - 1  -  '°g2. 

In  einem  weitereu  Satze  ging  Euler  von  der  Leibnizischen  Reibe 
1—-  -|-  —  f4""""=,  ^^^>  'iii*!  dieses  dürfte  die  erste  Stelle 
sein^J,  an  welcher  Euler  sich  des  Buchstabens  z  für  die  Zahl 
y,1415926  ■  ■  ■  bediente.  Wir 'wissen,  dass  sich  William  Jones 
1706  mit  eben  dieser  Bezeichnung  versuchte  (S.  306),  aber  ohne 
Nachahmung  blieb.  Eulers  Beispiel  sehlug  durch,  und  bald  nahm 
ein  Schriftsteller  nach  dem  anderen  das  it  an.  Noch  eine  andere 
bald  allgemein  gewordene  Bezeichnung  schreibt  sieh  von  dem  in 
Rede  stehenden  Aufsatze  her,  in  welchem  die  erste  uns  bekannte 
üffentlicbe  Benutzung  des  Buchstabens  e  für  die  Basis  des  natür- 
lichen Logarithmensystems  sich  findet^),  während  Euler  allerdings  e 
in  der  gleichen  Bedeutung  schon  in  einem  Briefe  an  Goldbaeh  vom 
25.  November  1731  benutzt  hatte^). 

Euler  bheb  bei  Reihen  summ  irun  gen  nicht  stehen,  sondern  be- 
schäftigte sieh  auch  mit  der  Anwendung  unendlicher  Faetoren- 
folgen*).  Sei  die  unendlich  grosse  Summe  der  harmonischen  Reihe'') 
wieder  durch  x  bezeichnet.     Von  ^  =  T+^+3  +  i  +■■■  ^i^'**' 

Euler  2"  =  -g  +  4  +  1  +  ^  H al»  ""d  behält  |  =  i  +  |  +  -J 

+  Y  +  ""*)   ^i°^  Reihe,   in  welcher   Stammbrüche  geraden  Nenners 


')  Commentani  iiadi-mtaf  Petinpohtanat  ud  anmtiii  1739.  T,  IX,  165. 
")  Ebenda  T.  IX,  187  po'ttto  /•  pio  numero  ciyits  logaiithmu-^  hyperbolicus  est  1. 
^  Corresp.  math.  (Pusa)  I,  6S  '/  Commentmn  Aeademiae  l'etropolitanae  ad 

annum  1739.    T.  IX,  172  i^q         ',  estqae  adeo  \nfiniti*m 
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felil^'ii.     Aus  ihr  M-^t   ..  ■  J  j'  =.  '^  +  J  +  ^^^  +  „i  H .  ""^  ''-^'^^^ 

man  diese  iteihe  ueuerdings  ab,  so  erhält  man  (1  —  |x=  ■  x 
=  -i~^4"7  +  ,^+*"'-  I"  ^^^  Nennern  dieser  Reihe  fehlen 
alle    durch   2   oder    durch  3   theilbaren  Zahlen.     Man  sieht,   daas  in 

l  -l  ■  {^-l)' - 1  -l  ■  l' -  \  +  \  +  ii  +  i  +  ■■■  ■^•^ ''»™' 

der  noch  vorhandenen  Stammbrüche  darch  2,  3,  5  untheilbar  sein 
werden,  und  dass  ein  ähnliches  Verfahren  sich  dazu  eignet,  auch  die 
Brüche  aus  der  immer  weniger  (jlieder  enthaltenden  Reihe  zu  ent- 
fernen, deren  Nenner  durch  die  folgenden  Primzahlen  7,  11,  13  •  ■  - 

theilbar   sind.     Endlich    erseheint   ..  "  ^  "  -     -  '  ji  ' ,»  ■  ■  "  ^  =  1>   l'e- 

.  ,                  ,                   1,1,1,1,  'J      3      5      7      11      13 

ziehungsweise  x=-  +  ^  +  j  +  j  H =  f  '  g  '  5  '  e  "  Tö  "  lä  ' ' '' 

wo  die  unendliche  Factoi-enfolge  aus  lauter  Brflchen  ^  ■  gebildet 
ist  und  p  alle  auf  einander  folgenden  Primzahlen  bedeutet.  Die  har- 
monische Rrihe  nähert  sicli  aber,  wie  Euler  in  der  früheren  Ab- 
handlung Über  dieselbe  (S.  662)  gezeigt  hatte,  bei  l  Gliedern  dem 
Werthe  log  (i  -^  1)  und  bei  *'  =  oo  Jem  Werthe  log  oo,  dej-,  wiewohl 
unendlich  gross,  doch  kleiner  als  jede  Potenz  des  Unendlichgrossen 
ist,  und  eben  diesen  Werth  muss  man  der  angegebenen  Factorenfolge 
zuschreiben  ^). 

In  dem  gleichen  Bande  der  Petersburger  abademiaohen  Ver- 
öffentlichungen findet  sich  eine  theoretisch  nicht  gar  bedeutende  Zu- 
sammenstellung verschiedener  Reihen,  welche  zur  Berechnung  von 
n  Anwendung  gefunden  haben*).  Euler  zieht  die  Methode  der  An- 
näherung durch  unendliche  Reihen  allen  anderen  vor,  wenn  die  zu 
benutzenden  Reihen  zwei  Eigenschaften  besitzen,  die  erste  rascher 
Convergenz,  so  dass  nicht  viele  Glieder  in  Rechnung  gezogen  zu 
werden  brauchen,  die  zweite  einfachen  Baues  der  Glieder,  so  daas 
deren    Einzelbereehnung    keine    übermässige   Mühe    verursacht.     Die 

Leibnizische  Reihe  ^  =  1  —  i  "^  v  ~~  -f  ~\~  '  '  '  befriedige  z.  B.  in 
der  zweiten,  aber  nicht  in  der  ersten  Beziehung,  denn  man  müsse 
10^"  Glieder  in  Rechnung  ziehen,  um  ;i  auf  100  Deeimal stellen  genau 
zu  erhalten.  Unter  den  vorth eilhafter  zu  gebrauchenden  Reihen,  sind 
einige,   deren  Herleitung  auf  dem  Gedanken  beruht,  dessen  Machin 

')  ComTHentarii  Acoäemiae  PetropoUliivue  ad  atmvm  1737.    T.  IX,  174:  if' 
isiius  expresaionis  valor  =to^oo,  qaod  inßnititnt  inter  omnes  in/inili  poteäalf' 
")  Ebenda  T.  IX,  222—238. 
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(S.  364)  sich  bediente.  Euler  nennt  aber  diesen  seinen  Vorgänger 
nicht,  wiewohl  er  dessen  Zerlegung  ,  =  4  arctg  —  arcfcg  —  -  aua- 
dröciilich  als  eine  der  bequemsten  anpreist.  Als  eine  andere  vor- 
theilhafte  Zerlegung  wird  r  =  4  arctg  -  —  arctg  ^j-  -|-  arctg  ^  vor- 
geschlagen. Wir  erwähnen  auch  Eulers  Zerlegung  .  =  2  arctg 
-J-  aretg  ,  weil  sie  mehrfach  in  Lehrbücher  der  Analysis  Eingang 
gefunden  hat. 

Wir  schlieasen  einige  Bemerkungen  über  Dinge  an,  welche  weder 
nach  dem  Orte  noch  nach  der  Zeit  ihrer  Entstehung  hier  vollberech- 
tigt erscheinen,  welche  aber  bekannt  zu  werden  verdienen,  und  welche 
wir  anderwärts  nicht  unterzubringen  wissen.  Um  die  Mitte  des 
SVU.  Jahrhunderts  bereits  bildete  sich  in  Japan  eine  mathematische 
Schule  unter  dem  Einflüsse  (so  glauben  japanische  Gfelehrte)  ^)  der 
damals  vollzogenen  Einführung  chinesischer  Arithmetik,  aber  ohne 
unmittelbare  Fühlung  mit  europäischer  Wissenschaft.  An  der  Spitze 
dieser  Schule  stand  Seki^)  (f  1708).  Ein  handschriftlich  gebliebenes 
Werk  Hörn  Sanhyö  von  Matsunga  gehört  etwa  dem  Jahre  1739  an'). 
Yamaji  verfasste  um  1765  ein  gleichfalls  handschriftlich  erhaltenes 
Werk  Km  Km  no  Maki,  in  welchem  Erfindungen  von  Seki  mit- 
getheilt  werden*).  Ein  Schüler  des  Yamaji  hiess  Naomaru  Ajima^). 
Er  führte  Coordinaten  in  die  japanische  Mathematik  ein,  und  unser 
Gewährsmann  iässt  es  dahingestellt,  ob  man  dabei  an  eine  selbständige 
Nacherflndung  oder  an  fremde  Lehren  zu  denken  habe.  Enzö  Wada^) 
mit  seinem  als  Handschrift  aufbewahrten  Werke  Etiri  Shinkö  führt 
bis  zum  Jahre  1800  herab,  und  Hasegawas  Kyüseki  Tsük'o  ist  gar 
1844  gedruckt^).  In  den  allerletzten  Jahren  hat  T.  Endo  eine  Ge- 
schichte der  japanischen  Mathematik  in  japanischer  Sprache  vollendet, 
welche  er  die  Güte  hatte  uns  1898  gedrackt  zuzusenden.  Leider 
blieb  das  Buch,  wie  leicht  begreiflich,  für  uns  vollkommen  unver- 
ständlich Ob  PS,  falls  PS  m  eine  europaische  bprache  übersetzt  wiid 
eine  genaue  Bestimmung  dei  Entstehuugszeit  der  einzelnen  Formeln 
ermöglichen  kann,  wissen  wir  nicht,  unser  bjsherigei  Berichter statte i 


')  Bnellii.he  Mittheilun^'  lon  1-rot  I)  hil^ucbi  m  lokiL  ^  jm  )  fdnmi 
189G  H  Fujisawa  aus  Tski>  hiPlt  luf  dem  Mathematikpncon^es  /u  Piri« 
(Auguat  IJOO)  m  englischer  Sprache  einen  Vortrag  über  die  Mathematik  dei 
alten  japanisohen  Schule  ')  D   Kikuchi  in    ier  m  Tokio  erBcheinenden  Zeit 

Schrift  Toiiu  Sh^oä»  Butswigalu  Kwai  Kijt     Vol  VII  pag  107  'j  Ehciidi 

pig   53  ^j  thendi  pag   107  '^j  Lhendi  pag   114  ^    Pbendi  p'ig   47 

')  Ebenda  pag  47 
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häit  eine  solche  Bestiiniming  für  niindestens  sehr  schwjeiig   wnl  alles 

in    tiefstes   Geheimniss   gehüllt   und   nur   den  wenigen  Einfjeweiht''n 

zugänglich    war.     Wir  müssen  dieser  Schiidenmg  nach  fast  an  eint 

um  2000  Jahre  verspätete  Nachnhmung 

der  Pythagoräischen  Schule  denken 

Die    späten   Veröffentlichungen    bt 
7Ä<ihen  sich  auf  Reihenentwicklungen  für 
X   und   für    si".     Sei    tFig.  10b)    arc^C 
=  l  üT'iAJ},  Ca  =  EU  =  (/,  (JU  =  .V 
EF  =  »i .     Man    hat  AF^  =  EF  ■  FE 
-  %).       Andererseits     AF'^  = 
\  ((nr-  -^  AD^)  =   \  {OD' 
"■"'■""'  Jf-<;j).  [)(J-)='^<JJ}.<:0  ='^.    Mit- 

hin ist  Sj^  —  s^f/  -[-  .S(i  =  0.  Nun  fand  Seki,  welchem  diese  Ent- 
wicklung zugeschrieben  wird,  eine  Reihendarsteilung  für  s,  aus  der 
angegebenen  Gleichung: 

^1  ^  4  ^   1    le  (f  "T  32  rf"'    I    äsü  (^    '    0I2  </■•  "f"  2Ö48  d'  "1"  ■  ■  ■  ■ 

Eine  Herleitung   dieser  Reihe    ist   vorläufig  nicht  raitgetheilt.     Man 

kann   sie   erhalten,   wenn    man    zuerst    (  M  —   '  =^  —  schreibt, 

'  \df        d  i  d  ' 

dann  j  =  ,,  —  5  V  ^  —  ir  ^^^  Quadratwurzel  T/ 1  ^  nach  dem 
binomischen   Lehrsätze   entwickelt   (l —    .]    =1 —       i~~ti{ii)    ~ 

16  ( rf )  "" "'^^  nach  Einsetzung  dieses  Werthes  die  ganze  Gleichung 

mit  d  vervielfacht.  Sollte  Sekia  Verfahren  wirklich  so  gewesen  sein, 
so  müsste  man  entweder  seinen  mathematischen  Geist  aufs  Höchste 
bewundern  oder  seine  Unabhängigkeit  anzweifeln.  In  der  für  s^ 
gleichviel  wie  gefundenen  Reihe  ist  das  Anfangsglied  jS^t„  mit 
dem  Namen  der  ürzahl,  original  nuntber,  belegt;  die  nachfolgenden 
Glieder  heissen  1%  2"',  3'"  ■■■  Differenz  und  werden  durch  Be- 
cursionsformeln  aus  einander  erhalten.  Nennt  man  die  ürzahl  auch 
nullte  Differenz  (was  der  Japaner  nicht  thut),  so  entsteht  allgemein 
die  ]c  +  1*"  Differenz  aus  der  ^:**"  durch  Multiplication  mit  ^  und 
mit  einem  Zahlenfactor  f^^j  von  der  Art,  dass  f,  =  .,  /ä  ="  -.  > 
/ä  =  -  ?  /'s  ^  1(1'  fi^  4'  /e  =  |.  j  /t  =  ,]■  ■     Allgemein  ist  ft+i  = 
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^i^Mil    w™  nicht/;,. 


wird  nachher  ersichtlich. 

Wie  die  Gleichung  .s^^  —  ■*i<^  +  sä  =^  0  die  Beziehung  der 
Sagitta  des  halben  Bogens  zu  der  des  ganzen  Bogens  ausdrückt,  ao 
musa,  wenn  s^,  s^,  s^  ■  ■  ■  die  S^tta  des  Tiertel,  achtel,  sechzehnte! 
■  ■  ■  Bogens  bezeichnen  soll,  eine  Reihe  von  Grleichungen  stattfinden, 
deren     erste     heisst     s^^  —  s^d  -}-      s^d  ^  0     oder     s^*  —  ds^  -)- 

(S+6-I+,2M  +  108iV  +  ■■■)-"■       ^'"     ■'"■    *°"     »«''    «'"» 
Reihe  für  Sg,  die  wieder  mit   einer  Urzahl  -'    =    ,  beginnt  und  sich 
durch  Differenzen    fortsetzt,   welche   abermals    durcb    wiederkehrende 
Vervielfachung  mit    ,   und  mit  Zahlenfactoreu   entstehen,  welche  der 
Reihe  nach 

AlWmein  ist  ietzt  der  /■  -4-  l^  Factor  (*(*^  +  l)  -  1)(MA  + 1)  "f  1)  . 
Allgemein  ist  jetzt  der /. -I- i     J-actor     ^^^j^jj^gj  (^(^^g)) 

Ganz  allgemein  zeigt  sich,  dasa,  wenn  der  ursprüngliche  Bogen  in 
n  gleiche  Theile  getheilt  ist  und  die  Sagitta  zu  einem  Bogeu- 
theile   gesucht  wird,   diese  sich   durch   eine  Reihe  berechnet,   welche 


mit    einer   Urzahl      .^    beginnt    und    durch    Differenzen    sich    fortsetzt 
mittels   Multiplication   mit        und   mit  Zahlenfaetoren   von   der  Form 


})("'■ 


2m'  — 


welcher     bei 


«"+,■ 


a    s  4-  'S     -LI    übergeht. 

Zu  jeder  H^itta  gehört  eine  öehue  oder  Chorda,  zu  .sv  die  r. , 
wobei,  wie  oben,  AF'' ^  CD  ■  CG^  oder  AC^=CD-CG  war, 
allgemein  c^+i  =ys,-d  sein  muss.  Sei  nun  der  ursprüngliche  Bogeu 
die  halbe  Kreisperipherie,  c^^i  die  Sehne  zu  dem  Bogen,  der  2'+^  mal 
genommen  den  Halbkreis  hefert,  so  ist  2'"+'Cr4-i  ==  2  ■  2''y's,(?  ein 
Nähernngswerth  für  den  Halbkreis  —  ,  beziehungsweise  4  ■  2^''Sid  ein 
Näherungswerth  für  dessen  Quadrat  —  ■  Nun  sei  2''  =  n  und  für 
Sr  entsteht  eine  mit  '^  als  Urzahl  beginnende  Reihe.  Diese  Reihe 
muss  mit  4  ■  2^'  ■  d  vervielfacht  werden,  ura  zu  liefern,  oder  mit 

anderen  Worten    -     -     ist    die   Summe   einer   Reihe,    in    welcher    die 
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Factoren,  welche   liie  einzelnen  Differenzen  hervorbringen,  wie   ol»en 

.a"  r'a     li"  ,r--3^  heiaaen,  die  Uraahl  aber  i  ■  2^''  ■  d  ■  -^  =  ids  ist. 
{zm   -\-  om  -^  i)n  a  2 

So  entsteht 

Beim  Halbkreise,  von  welchem    hier   ausgegangen  wird,  ist  s  = 
also  ids  =  2rf^   *  =  l    und  "'^'^'  =  2d'[l  +  ^  |  .  J.  +  A  .  |-*  .  | 
igsweise 


'    4    3  ■  5 .  7    a    ' 

Diese  ganze  Folge  von  Schlüssen  soll,  wie  gesagt,  der  Hauptsache 
nach  bis  auf  Seki  zurückführen,  bis  zu  der  Zeit,  in  welcher  Newton 
den  binomischen  Lehrsatz  zuerst  auf  die  Äusziehung  Ton  Quadral^ 
wurzeln  anwandte.  Sekis  Nachfolger  gaben  alsdann  Reihen  für 
Bruchtheile  von  z  selbst,  die,  ihrer  Herleitung  nach  gleichfalls  geo- 
metrisch, wieder  so  aufgefasst  werden,  dass  sie  mit  einer  Drzahl 
beginnen,  aus  welcher  die  Differenzen  durch  fortgesetzte  Verviel- 
fachung mit  einem  Gesetze  gehorchenden  Factoren  gebildet  werden. 
So  soll  z.  B. 

eine  japanische  Reihe  sein. 

Gehen  wir  nach  dieser  Einschaltung  zu  Eulera  nächster  Ab- 
handlung CmisideraUo  progressionis  cujusdam  ad  cwcndi  guadraturo/m 
inveniendam  idoneae^)  über,  so  finden  wir  hier  die  erste  Andeutung 
einer  später  als   sehr  merkwürdig  erkannten  Reihenart,  nämlich  der 

haibconvergenten  Reihen.    Da    /     j^  =  arctg^,  so  meint  Euler, 

man  könne  das  Integral  in  eine  Summe  zahlreicher  sehr  kleiner 
Glieder  umwandeln,  indem  man  dt  =  und  t  der  Reihe  nach  mit 
den  Werthen  — ,  —  ,  ■  ■  ■  —  versehen  in  Rechnung  ziehe,  ein  Ge- 
danke, dem  wir  schon  bei  Kepler  (Bd.  11,  S.  830)  begegnet  sind,  der 

ihn  zum  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Gleichung  /sinyrfq)  =  l  —  coay 


')  Commentarii  Academiae  Pelropolüanac  ail  a 
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benutzte.  Enler  setat  also  arctg  t  "^  ~a~n  it  ~l~  "  a  i  .  ^i  -f-  fjTiifS 
-H  ■  ■  ■  H — r4_~s/>'  ^™^  annähernde  Gleichung,  die  um  so  richtiger 
ist,  je  grösser  n  gewählt  wird,  immer  aber  an  einem  wenn  auch  ge- 
ringen Ueberschuss  von  arctg  t  über  die  Summe  der  rechtsstehenden 
Reibe  leidet.  Die  genaue  Snmme  nennt  er  s  und  entwickelt  die 
einzelnen  Reihenglieder   durch  Division   selbst  wieder  in  anendliche 

^=  -  ^  3  +  6  —  !+■■■■  M!an  fasse  die  Glieder  der  neuen 
Reihen,  welche  gleiche  Potenzen  von  -  enthalten,  zusammen,  so  ent- 
steht s=  '^1»+  2''+S"H \-n'>]—*^,iV'^2^-\-?,^^ \-n^\ 

-\-    j,  [l"-j-  2^4"  ^^H 1-  #]  +  *■■-    Jede  der  in  eckigen  Klammern 

stehenden  H-gliedrigen  Reiben  hat  Jakob  BernouUi  {S.  344}  in 
eine  Summe  vereinigen  gelehrt,  und  wenn  Euler  sich  auch  nicht 
ausdrücklich  auf  ihn  beruft,  so  benutzt  er  doch  Eernoullis  Formeln, 
aber  welche  er  in  einer  Beziehung  hinausgeht.  Während  BernoulU 
sich  an  den  fünf  ersten  Bernoullischen  Zahlen  genügen  lieas,  benutzt 
Euler  noch  sieben  weitere,  im  Ganzen  also  zwölf  BeraoiiHische  Zahlen. 
Der  Anfang  der  Darstellung  von  s  heisst  also  jetzt:    s  =       — 

»■R"  +  ?  +  I]+5[t+"2+t-s^]---'~G  +  £ 

+  6n']  "1"  [5  "I"  3w  ''"  an*  ~  3ÖM*] '      "^'^^     ümordnung    der 

Glieder,  so  dass  diejenigen  zusammengefasst  werden,  welche  gleieh- 
bohe  Potenzen   von   n  im  Nenner  besitzen,  führt  zu  s  =        —      -j- 

','  -  ^'  +  ■  ■  ■]  -  t  Vt^t'  +  e-f  +  ■^■^-  /-,  \_t-2i'  +  3f- 

**'  +  ■■  1  -  55?  P  -  ^''  +  "f"  -  30 ('  +  .  ■  .|  -  ^.]^.[f  -  ^^  e  + 
42  f —  132^'  +  ■  ■  ■     u.  s.  w.     Das  Gesetz    welches  die  in  der  letzten 


1  eingeschlossene  Reihe 
befolgt,  wird  ohne  weitere  Begründung  angegeben.  Es  läsat  diese  Reihe 
in  der  GesUt  <-  <-  +  ^' <-  +  '>(=  +  '^^+Sl~^3»i±JilS±St>-^.. 

erscheinen.  Aber  ihre  für  jeden  positiven  Werth  von  m  unendliche 
Gestalt  bebagt  Euler  nicht,  und  er  nimmt  eine  geradezu  verblüffende 
Umformung  mit  ihr  vor. 
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Heisst  ihre  Summe  «,  so  wird  mv  =  int  —      -      ~.i'~^      -f-\- 

,n(m+  r)(m  +  2)(m  +  3)(m  +  i)  ,_      _  (l  -  'y^"i)r">_ d  +  ^1^-1)"  '" 

1    3.3-4  ay-i 

eine  Gleichung,  welche  unter  der  Voraussetzung,  man  dürfe  die 
( —  jk)"  Potenz  ohne  Weiteres  nach  her  hinomischeu  Formel  ent- 
wickeln, sich  als  richtig  erweist. 

AT  ■±  -L        (l  —  ti/l^i)-'"  —  (i-l- (1/— i)-"'  1 

Nun     ist     weiter     ' -  -    —'— — '- ■ — ^ — ■ — '—     ---      =        ,^x 

ay-  1  21/^1 

unter  abermaliger  Anwendung  des  binomischen  Satzes  auf  die 
im  Zähler  vorkommenden  Potenzgrössen  entsteht  tnv  ==  .  — -  X 
p,_,,„..^m,»-.,,.^(.(,^a:::^«-*)i._....],  If]  ^ 

jetzt  durch  eine  Keihe  gegeben,  welche  von  selbst  abbricht,  so  oft 
»i  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Diese  Umformung  liefert  als  End- 
ergebniss  .,_((_  '^"  +  '_"_  '^  +  .  .  .)  -  ,-(,^-^.j  -  ,  ;^,Jj  ^  j,-,,  ■ 

I 4-3ün'(l-(-t')'('l"  —  V-'-^t^'') '    ^''^  Annahme  (  =  1,  aiso 

arctgl  —  *,  liofert  endlich   die  Formel  «  —  ^-^  +  ^^^  +  J^^ 

+  ■■■+  n-T^-  +  -6  ■  rl-  -  ä  2-  's,-  +  66  2-4.-  -  '  '  '  "»"»  "" 
SO  mehr  convergire,  je  grösser  n  gewählt  werde  ^). 

Unmittelbar  an  diese  Aeusserung  anschliessend  beginnt  Euler 
einen  neuen  Paragraphen  seiner  Abhandlung  mit  den  Worten;  Wenn 
auch  diese  Reihe  um  so  mehr  zu  convergiren  scheint,  je  grösser  n 
ist,  so  eonvergirt  sie  doch  stets  nur  bis  zu  einem  gewissen  Gliede, 
und  nach  diesem  wachsen  die  Glieder  wieder;  deshalb  taugt  es  nicht, 
die  Reihe  bis  dahin  anzuwenden,  wo  die  Glieder  zu  dirergiren  be- 
ginnen, sondern  es  wird  nützlich  sein,  das  Verfahren  da  einzustellen, 
wo  die  grösste  Convergenz  beobachtet  wird.  Ist  nämlich  von  den 
Brüchen  -,  --,  j^,  — ,  -  -■■  derjenige,  dem  der  Stellenzeiger  v 
zukommt,    ==  X   und    der   nächstfolgende    =  Y,    so   ist   fortwährend 

-=.  >    ^T-~~       ^'i'l    '^^i    i°^    Unendliche    wachsendem    v    wird 

==--.     Daraus  erkennt  mau,   dass   die  Reihenglieder  in  beständig 

')  CommJ^tam  Äcademwe  PeltopohUiyute  ad  ifinum  ITil  T,  XI,  läl: 
cptae  geriet,  eo  magu  eorwergd  quo  magu  rmmerm  pro  n  aciinatur 
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höherem  Masse  wachsen,  so  dass  keine  noch  so  sehr  convergirende 
geometrische  Progression,  mit  ihnen  in  Verbindung  gebracht,  sie  zum 
Convergiren  bringen  kann. 

Euler  hat  also  eingesehen,  daaa  die  BernouUischen  Zahlen 
schneller  als  in  geometrischem  Verhältnisse  wachsen,  und 
■dass  vermöge  dieser  Eigenschaft  die  am  Anfang  convergente 
Reihe  später  der  Dirergeuz  verfällt.  Er  hilft  sich  dann  bei 
der  Anwendung  dieser  Reihen,  indem  er  die  neuerdings  anwaehseuden 
Glieder  durch  ein  Restglied  ersetzt  von  welchem  er  nicht  erläutert, 
wie  er   dazu  gelangt  ist,  wenn  man  auch    unschwer  errathen  kann, 

dass    er   sich    dazu    der  Formel   1  —    44+  (^~i)  ^  ■■■  =  —  -    , 
««  1  +  ^4-, 

bediente,  ohne  die  Diveigenz  der  hier  auftretenden  geometrischen 
Reihe  bei  4(t^>  sr^«*  in  Eiwägung  zu  ziehen.  Und  doch  sagt  Euler 
nur  wenige  Seiten  spatet '),  man  könne  bei  Anwendung  divei^enter 
Reihen  nicht  vorsichtig  genug  verfahieu  während  es  ihm  abermals 
nur  eine  Seite  später  nicht  daiaut  ankommt,  den  Satz  auszusprechen^), 
dass  alle  geometrischen  Progres'iionen  nach  vorwärts  und  rückwärts 
ins    Unendliche     fortgesetzt     die     Summe    0    haben.      Da    nämlich 

j-^  =  w  +  «ä  +  wä+  und     ^^  =  l  +  J^+^\-| ,     so 

müsse  wegen   — — 1 ^--  =  0   auch  ■■■-)-    a  +      +  1  -j-  w  +  '*^ 

-j- . .  .  =  0  sein.  Wir  erinnern  uns,  dass  Ötirling  (S.  650)  die- 
selbe beiderseits  ins  Unendliche  sich  erstreckende  Reihe  mit  ihren 
bei  « =  1  unendlich  grossem  Werthe  ins  Auge  gefasst  hatte.  Es 
kann  wohl  sein,  dass  Euler  dort  die  Anregung  fand,  auf  das  eigen- 
thümliche  Gebilde  zu  achten.  Jedenfalls  aber  wird  es  unseren  Lesern 
durch  die  erwähnten  Widersprüche  deutlicher  als  bisher  hervorge- 
treten sein,  in  welcher  Unklarheit  sich  Euler  damals  über  die  Be- 
griffe von  Reihen  CO  nv  er  gen  z  und  Divergenz  befand. 

Euler  hatte  im  VII.  Bande  der  Petersburger  Commentarien  die 
Summe  reeiproker  Potenzen  der  in  der  Zahlenreihe  auf  einander 
folgenden  Zahlen  untersucht  und  mittels  der  in  unendlich  viele 
Factor en  zerlegten  Sinusreihe  gefunden  (S.  658).  Er  hatte  im 
VIII.  Bande  derselben  Sammlung  seine  Summenformel  abgeleitet,  ohne 
in  den  in  ihr  auftretenden  Coefficienten  ein  Geseta  erkennen  zu 
können  (S.  665).  Euler  hat  sich  niemals  mit  einem  negativen  Er- 
gebnisse zufrieden  gegeben.     Im  XII.  Bande   kehrte  er  mit    den   Be- 

')  Commentarii  Academiae  Petropolitunae  ad  mmnm  1739.  T.  XI,  125: 
Ex  ki.i  aatis  perspieitur,  qimiii  caute  eirca  summationem  serieram  divergetttimit 
wrsari  oportet.        ')  Ebenda  T.  XI,  126—127,  §  20. 
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trachtungen  über  einige  Reihen,  De  seriefnis  quibusdam  conxiderationes^), 
zu  den  gleichen  Fragen  zurück.  Ist  s  ein  Kreisbogen  und  ?/  =  sin  s 
^  s  —  1^-^  +  ,--»  o  ,---  —  •■■,  sind  dann  wieder  a,  b,  c  ■  ■  ■  die 
Wurzeln  der  aus  der  Sinusreihe  gebildeten  Gleichung  0  =  1—      + 

.    -   " .■...-.  ....— \-  ■  ■  ■ ,  schreibt   man  «  für  die  Summe  dieser 

Wurzeln,  ß,  y,  S  ■  ■  ■  für  die  Summe  ihrer  Producte  zu  zweien, 
dreien,  vierten  ■  ■  ■,  setzt  man  dann,  ungleich  der  früheren  Bezeichnung, 

a4-i_|_c  +  (/-j =A,  fl'+&'+cä+(f  H =  B,  a^~\-b^-[- 

c^  -\-  (^  -\ =  C  u.  s.  w.,  so  erhalt   man  A^k,  B=aA  ~'2ß, 

C=  kB  —  ß-^-}-  27  u.  s.  w.,  Ergebnisse,  welche  von  den  früheren  nur 
in  Bezug  auf  die  grossen  Buchstaben  abweichen.  Nun  tritt  aber  neu 
hinzu,  dass  eben  diese  grossen  Buchstaben  als  Coeffieienten  einer 
recurrenten  Reihe  erkannt  werden,  indem  -,---  i-I-i—  -0— r-^ 
^  A  -\-  Hz  -\-  Cs^  -^  . .  .  ist,  wie  einfache  Division  bestätigt.  Euler 
geht  dann  noch  einen  wichtigen  Schritt  weiter.  Er  setzt  den  Nenner 
des  hier  benutzten  Bruches  1  —  kz  -\-  ßz^  —  yz^  -\-  ■■  ■  =  Z,  so  wird 
der    Zähler    sofort    =  "^  j-    i^i*'    demnach  A  -\-  Bz  +  Cz^  +  ■  ■  ■ 

=  —  -  -r^  ■    Ausser  durch  Z  lässt  sich  aber  \  —  uz  -\-  ß  s^  —  y  z''  -\ 

auch   noch   durch  1  —      sing  bezeichnen,  wie   aus   der  ! 


Entstehung  der  «,  ß,  y  ■■•  hervorgeht.    Ist  demnach  Z  =1,  —l-  sin e 

und     M    dabei    coustant,    so     wird     ^-  = cos  s    und    —  „  -j^ 

"  '  dz  y  Z  dz 

1 

^^  — 1_^^ =;     ^  .._.,._.  ^    mithin     gefunden    A -\-  Bz  -\-  Cs^  +  ■  ■  ■ 


= ■. —     Wir  bemerken  dabei,  dass  Ewler  statt  sing  und  cos  ^ 

die  Schreibweise  sinA-z  und  cosjI-s,  d.  b,  sinus  arcus  z,  coainiis 
arcus  3  hat,  und  dass  der  Abkürzungsbuchstabe  A,  abgesehen  davon, 
dass  ihm  ein  Pünktchen  folgt,  genau  so  aussieht,  wie  der  Coefflcient  A, 
wodurch  man  sich  beim  Lesen  der  Abhandlung  nicht  irre  machen 
lassen  darf.  Wird  i/  =  1 ,  also  das  frühere  s  =  „  angenommen ,  so 
entsteht  A -\-  Bz  -\-  Cz'  -!-■■-.=  .--,  und    kann    man       —   "--, 

in  eine  nach  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  so 
sind   damit  die  Coeffieienten  A,  B,  C  •  ■  ■  gegeben,  denn  eine  zweite 

')  Commentarii  Academiae  Fetropolüanae  ad  annitm  1740.    T.  XII,  53—90. 
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Reite  F  -\-  Qß  ~\-  liz^  +  •  ■  ■ ;  welche  aus  demseibeii  geschlossenen 
Ausdruck  aich  herleitete,  ohne  dass  P  =  A,  Q=  B,  R  =  C  •  •  ■ 
wäre,  ist  tinniöglich '). 

Beiläufig  bemerkt,  durfte  dieses  die  erste  Stelle  sein,  an  welcher 
der  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  zu  öruade  liegende 
Gedanke  deutlich  ausgeproehen  ist,  so  vielfach  die  Methode  auch  seit 
ihrer  Erfindung  durch  Descartea  (Bd.  II,  S.  749)  Anwendung  ge- 
funden hatte. 

Jene  gewünschte  Reihe  verschafft  sich  Euler  so.  Es  ist 
C08  5  =  sin  ^^  -f  A  =  2  sin  f^  +  -|l  cos  (~  +  -^ j ,  ferner  l  —  sin  2 
=  1  +  cos  (f  +  ^)  =  sin  g  +  f)'  +  cos  (f  +  y  V  cos  ("  +  y ' 

—  ^'"  {1  +  2)  =  ^  '=°^  (l  +  2)  '  ^^^°  1  "-^'i"ä  =  *^"^  (i  +  2) 
und  dieser  Ausdruck  muss  der  Reihe  A  -f-  B«  +  Cß^  _[-...  ent- 
sprechen, welche  Euler  jetzt  durch  s  bezeichnet,  wofür  wir  lieber  6 
schreiben,  um  jede  Verwechslung  mit  dem  früheren  s  zu  vermeiden. 

Aus    tang  (4  +  2)  ^^  "^    ^^^^^  ^^^'^    4  "'"  2  '^  arctg  S,    und    durch 
da 

Differentiation    nach    s    erhält    man     „  =t— r--..    1  +  ö^^2-;-, 
a        1  +  c"  dz' 

1  +  (.4  +  B^  -f  6'.sä  H f  =  2  (B  +  2CV  +  SV:s'  -\ )  =  2B 

-{-  46V  -j-  6Z>s^  -)-■-■.  Nun  endlich  findet  Euler  durch  AnsfüLrang 
der  links  vom  Gleichheitszeichen  geforderten  Quadrirung,  und  durch 
öleichsetzung  der  auf  beiden  Seiten  auftretenden  «*  enthaltenden 
Glieder  unter  Berücksichtigung  des  schon  bekannten  Werthes  A^  1 
die  zwischen  A,  B,  C  ■  ■  •  stattfindenden  Beziehungen  A  =  1, 
B  =  — +-'-     C  =  ^^    D  =  HA£-+^  n   s  w 

Wir  können  unmöglich  über  alle  weitere  Entwicklungen  berich- 
ten. Wir  müssen  uns  begnügen,  aus  dem  Zusammenhange  heraus- 
gerissen, zu  sagen,  dass  im  §  Ifi  von  trigonometrischen  Functionen 
mit  imaginären  Argumente  und  ihnen  gleichen  Exponentialaus drücken 

mit  rellen  Exponenten  die  Rede  ist^),  dass  z.  B.  —  7---^^.,  =  -^ 

■"  dn(«l/-l)        e^'-l 

erkannt  ist,  wenn  auch  die  Bezeichnung  weniger  einfach  gewählt  ist. 
Wir  erwähnen  ferner,  dass  die  Summen  der  reciproken  Potenzen  der 
ganzen  Zahlen  mit  graden  Exponenten  bis  zur  Summe  der  reciproken 
24'""  Potenzen   ausgerechnet   sind^),   und   zwar  jeweils  in    der  Form 


')    CoinmeKtarii    Acadenüae   Petropolitanae   ad  atmwn    1740.     T.  XH,  61. 
')  Ebenda  T.  XII,  65—66.  =)  Ebenda  T.  XII,  73—74- 
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^  +  ^  +  ^  +  ■  ■  ■  =  17273-,  ,7^31+1)^"'  "^^  '^'^^^  ^"^^^  ^'^'^^ 
wieder  inaofern  etwas  anderer  Bezeichnung  sieh  bedient,  als  er  da, 
wo  wir  durch  Anwendung  des  Stellenzeigers  k  veraUgemeinerten,  die 
besonderen  Zahlenwerthe  anschreibt,  auch  wo  es  um  die  Aii  sich 
handelt.  Statt  A^,  A^,  A^,  Ä^  ■  •  •  findet  man  also  hei  Euler  ■■-,  — , 
-w,  T^  ■  ■  ■  -  Die  allgemeine  Summeaformel  endlich  erhält  durch  An- 
wendung  dieser    Zahlen    eine    etwas    andere    Gestalt  ^) :     S  ^  f  Xdx 

T"  S  ~^  1-i    3  dx         1-2--5  ilx'  '^  i ''2- --l  dx^  -i"  ■  -  ■• 

Die  Zeitfolge  führt  uns  zu  einem  ganz  hervoi-ragenden  umfang- 
reichen Werke,  welches  1742  in  Edinburgh  die  Presse  verliess,  zu 
dem  Treatise  of  fluzions  Yon  Maclaurin.  Wir  werden  im  112.  und 
im  118.  Kapitel  über  dasselbe  zu  berichten  haben,  zunächst  besprechen 
wir  nur  die  Stellen,  welche  für  die  Eeihenlehre  von  Wichfigkeit  sind. 
Dazu   gehört  mittelbar    der  Satz^),    dass   die   auf   ein   rechtwinkliges 

iter  der 


Coordinatensyatem  bezogene  Curve  y  =  — -^— — ;--_j-j— ■    — r  i 


Voraussetzung   n  >  m    die    Absei 


zur   Asymptote    habe. 


aber  der  Flächeninhalt  zwischen  einer  Anfangsordinate,  der  Curve 
und  der  Abseissenaxe  nur  dann  ein  endlicher  sei,  wenn  m  >  wi  +  1, 
dagegen  ein  unendlich  grosser,  wenn  n<m-\-l.  Auf  ihn  beruft 
sich  nämlich  Maclaurin^),  wo  er  die  Summirung  einer  Reihe  zur  Aus- 
;  eines  FUichenraums  von  der  genannten  Gestalt  in  Beziehung 
Seien  (Fig.  107}  die  Abseissenstücke  AB  =  BC  =  CH=  Hl 


')  Gominentarii  Aeademiae  Petropolitanae  ad  annum 
*)  Maclauvin,  Treatke  of  fiuxiimt  pag.  373—273,  %  S27. 
bis  3U4,  g  360—362. 


1740 


T.  X!I,  74-76. 
Ebenda  pag.  2S0 
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=  -  ■  -  ^  1  und  die  Ordinateii  ÄF,  BE,  CR,  HL  •  •  •  die  einzelnen 
Reiheiiglieder,  so  ist  die  Reihensumme  gleich  der  Summe  der  Recht- 
ecke AQ  -]-  BS  -i-  CT  -\-  HZ  -\-  ■  ■  ■ .  Diese  Rechtecke  sind  aber 
zusammen  grösser,  als  die  von  der  Curve  FEKL  ■  ■  ■  mit  AF  und 
AB  gebildete  Fläche,  welche  selbst  wieder,  wie  man  durch  gedachte 
Verlängerung  der  SE,  TK,  ZL  ■■■  nach  links  sich  leicht  über- 
zeugt, grösser  ist  als  BS  -|-  CT  +  HZ  +  ■  ■  ■  -  Je  nachdem  man 
also  die  Curvenfläche  endlich  oder  unendlich  findet,  wird  das  Gleiche 
für  die  Beihensumme  gelten  müssen.  Wird  ferner  in  Erwägung  ge- 
zogen, daas  die  gradlinigen  Dreiecke  FQE,  ESK,  KTL,  LZM  ■  ■  ■ 
den  Haupttheil  des  Ueberschusses  der  Rechteckssumme  AQ  -\-  BS 
-}-  CT  -\-  HZ  -|-  ■  -  -  über  die  Cnrvenfiäche  ausmachen  und  zusammen 
der  Hälfte  des  Rechtecks  A  Q  gleichkommen,  so  wird  jene  Rechtecks- 
summe, d.  h.  die  vorgelegte  Reihe,  annähernd  eben  so  gross  sein  wie 
die  um  das  halbe  erste  Reihenglied  vermehrte  Curvenfläche.  Es  sind 
das  die  gleichen  Gedanken,  welche  zum  Theil  Newton  (S.  200), 
welche  genauer  Euler  1736  ausgesprochen  hatte  (S.  663).  Als  dem 
Zwecke  der  Reibensummirung  noch  näher  kommend  wird  dann  eine 
Umformung  vorgeschlagen^),  welche  zur  Reihensummimng  unter  Aus- 
rechnung von  verhältnissmässig  nur  wenigen  Gliedern  führt,  und 
welche  mit  der  Eulerschen  Summenformel  (S.  657)  übereinstimmt. 
Eine  Herleitung  verspart  sich  Maclaurin  auf  den  zweiten  Band. 

Maclaurin  macht  dann  darauf  aufmerksam,  dass,  wenn.^,  B,  C,  B  ■■ 
die  Glieder  einer  Reihe  sind,  und  wenn  man  dei-en  Differenzen  bildet, 
eben  diese  Differenzen  Ä  —  B,  B  —  C,  0  ~  I)  ■  ■  ■  eine  neue  Reihe 
darstellen,  deren  Summe  der  Unterschied  zwischen  dem  ersten  und 
dem  letzten  Gliede  der  ursprünglichen  Reihe  iat.  Nehmen  die  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  unter  jeden  angebbaren  Wertbe  ab^,  so 
bleibt   ihr  erstes  Glied  allein  als  Summe   der  Diflerenzenreihe ,  z.  B. 

i-(i"  3 +  (!-»)  + (3-4) +  ---r-2  +  2'>  +  3^.  +  -i 

■j-  --—  .  +  o  j  "1  "1^  ■  ■  ■■  Diöses  Verfahren  sei  im  Wesentlichen 
schon  von  Jakob  BernouUi  (S.  92  flgg.)  benutzt  worden  und  habe 
auch  in  den  Händen  von  Taylor,  von  Nicole,  von  Stirling  Dienste 
erwiesen.  Maclaurin  selbst  bedient  sich  desselben  noch  bei  zahl- 
reichen verwickeiteren  Betrachtungen. 

')  Maclaurin,  Treatise  of  fiiixions  pag.  2'Ji—2rA,  ^  3öa— 35a.  *">  Ebenda, 
pag.  293,  §  35t:  If  tke  termf  iif  tke  first  serks  decreaee  iit  such  a  mawner  tkat 
by  cotUinuing  the  progressimi  they  may  become  kes  Ihan  any  quantity  how  smcdl 
soever  IJiat  com  be  assigiied. 
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Die  Verwandlung  eines  Auadrnckea  in  eine  Reihe,  mithin  die  der 
Reihensumniirung  als  Umkehrung  gegenüberstehende  Aufgabe,  kommt 
bei  Integrationen  in  Betracht^).  Kann  das  Integral  nicht  genau  als 
algebraischer  Ausdruck  angegeben  werden,  so  muss  man  es  durch 
eine  convergirende  R^ihe  ausdrücken^).  Wie  das  zu  geschehen  hat, 
ist  verschieden.     In  sehr  vielen  Fällen  genügt  ein  Divisionsverfahren, 

wie  z.  B.  bei  ■  _     ^1-| 1 — s  +  ---,  wo  unter  der  Voraussetzung 

eines  gegen  a  sehr  kleineu  x  wenige  Anfangaglieder  der  Reihe  ihrem 
Gesammtwerthe  nahezu  gleich  sind').  Differentiation  führt  gleichfalls 
nicht  selten  zur  Reihenentwicklung,  und  als  Beispiel  dient  för  Maclaurin 
der  binomische  Lehrsatz  Newtons*).  Ist  n  ganz  beliebig,  so 
wird  gleichwohl  für  (1  -|-  3:)"  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende Reibe  vorausgesetzt  werden  dürfen,  deren  von  x  freies  Anfangs- 
glied 1  heisst.  Man  wird  annehmen  dürfen  (1  +  z)"  =  1  -\-  Äx 
-\-  Bx^  -\-  Cx"  +  Dx^  -\-  ■  ■  -.  Differentiation  nach  x  liefert  nach 
einander 

n(l  +  xy-  '  =A-\-  2Bx  +  '^Cx^  +  4:Dx^  +  ■  ■• 

■n{n—l)(l-{-x)—^  =  2B  Jf-2-^Cx  +  3  -  403^' H 

n(n  —  1)  (n  —  2)  {l  +  .t)"-^' =  2  -  36'+ 2  ■  3  ■  4Z)a;  +  ■■■ 

Setzt  man  überall  x  =  0,  so  rechtfertigt  sich  einesfcheiis  der 
Anfang  der  für  (l  -|-  x)"  angenommenen  Reihe  mit  1  und  ergibt  sich 
anderntheils  n  =  A,  n{n  —  l)^2-ß,  «(«  —  l)(«  —  2l  =  6f^  u.  s.  w., 
d.  b.  ^  =  «,  B  =  "-^J-;^  ^\C  =  -^—^  --!'....  ÄehnKch  wird 
unmittelbar  darauf  der  polynomische  Lehrsatz^)  hct^eleitet,  für 
dessen  Ei-findung  auf  De  Moivre  verwiesen  ist  (S   86). 

Die  obige  Herleitung  des  Biuomial&at/es  hat  allerdings  neben 
anderen  Erfordernissen,  deren  Erkennung  erst  spiteien  Zeiten  ange- 
hört, unter  allen  Umständen  zur  Voraussetzung  diss  die  Auffindung 
des  Differentialquotienten  von  (1  ~\-  xf  natb  t  als  m{1  +  x)"^''  nicht 
selbst  mittels  des  Binomialsataes  stattgefunden  habe,  und  diese  Vor- 
sicht  hat  Maclaurin    geübt.     Seine   Herleitung  jenes   Differentialquo- 

tienten^)  geht  aus  von  der  Ungleichunj,  iiE  ~'  >    ^  ^-p    >  nF"^', 

'}  Maclaurin,  Treatiae  of  ftuxions  pag.  604-607,  §  746—747.  ')  Wken 
a  fluent  cctfmot  be  repi'esented  accuraiely  in  algebraic  teitn«,  it  is  ihen  to  he  ex- 
pressed by  a  converging  series.  ")  In  that  case  a  fem  terms  at  the  beginning 
of  tht  seiies  leül  be  nearly  equal  to  the  valwe  of  the  wfiole.  ')  Maclaurin, 
Treatise  of  fluxions  pag.  607  —  608,  §  748.  ')  Ebenda  pag.  BOS,  g  749. 
*)  Ebenda  pag.  583—686,  §  710—714. 
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sofern  E >  F>  0  und  n  ganz/jililig  positiv.  Aus  ihr  folgt  -it^t-tzta 
>nÄ"-^  und  -2_~-a-l-lY<*i^"~'  oder  (J  +  a)"  — A"  >  naÄ"-^ 

>  ^"  —  (Ä  —  «)".  Mit  anderen  Worten:  die  m*™  Potenzen  positiver 
Zahlen  wachsen  in  der  Weise,  daas  ihre  Differenzen  fortwährend  zu- 
nehmen. Ist  nun  a  die  Fluxion  von  A,  so  muss  naA"—^  die  Flusion 
von  A"  sein,  weil  die  Annahme  einer  Flusion  naA''~^  -\-  r  ebenso 
wie    die   Annahme    einer   Fluxion    naA"  —  ^  —  r   zu    Widersprüchen 

führt.     Sei   nämlich  l/j."-'  -}- A  =  o,   so   folgt  naA"-^  +  r 

^  na(A  -j-  o)"-\  d.  h.  der  Quotient  der  Fluxionen  von  A"  und  von 
A  ist  n(A  -\-  o)"-'.  Denkt  man  sich  ein  m  <  o  als  Fluxion  von  A, 
so  muas  demgemäas  die  entsprechende  Fluxion  von  A"  sich  als 
nu(A  +  o)"-'  erweisen.   Nach  dem  Vorausgeschickten  ist  km(J.  +  o)"-' 

>  nu{A  -f-  m)"-'  >  (J.  +  m)"  —  a",  und  doch  kann  die  Fluxion  von 
A"  als  Grenze  von  {A  -j-  m)"  —  Ä"  nicht  grösser  als  diese  Differenz 
selbst  sein,  welche  bewiesenermassen  zugleich  mit  u  zunimmt,  der 
angekündigte  Widerspruch  ist  mithin  aufgedeckt.  Aehnlich  ist  der 
Beweis,  dass  auch  naA"—''  —  r  nicht  die  Fluxion  von  A"  sein  kann, 
und  demnach  ist  in  der  That  naA"—^  die  genannte  Fluxion,  wenn 
nur  n   eine   ganze   positive   Zahl   ist.     Ist   dagegen   —   der  Exponent 

von  A  und  Ä"  =  K,  J.""  =  K",  und  ist  a  die  Fluxion  von  A,  k  die 

von     K,     so     ist     inaA"'"^  =  nhK""'',     sowie     k  =        a .- 

n       X"-' 

'=  —  aA"'~^:A  ''=—aA"  .  Ist  dann  weiter  vi" ''  =  Ä^  oder 
-^'■■^^l,  so  folgt  durch  Fluxionsbildung  raA''—'K-\'kA''='0 
nebst  k  ^=  ■ —  *'<*  j  ^  —  raA—'—'-.  Auf  den  Fall  eines  irrationalen 
Exponenten  wird  nicht  Röcksicht  genommen. 

Wir  unterbrechen  hier  einen  Augenblick  unseren  Bericht  über 
Maclaurina  Werk,  um  einem  am  6.  Mai  1742  der  Royal  Society  vor- 
gelegten Aufs  atze ')  eine  Erwähnung  zu  gönnen.  Johann  De  Castilion 
hat  damals  den  binomischen  Lehrsatz  mit  einem  Beweise  versehen. 
Bei  der  Entwicklung  von  [p  -\-  qf  müssen,  sagt  er,  unter  Annahme 
eines  positiven  ganzzahligen  m  die  Glieder  p"',  p'"~^q,  p'"~^q^, 
■  ■  ■  q'",  im  Ganjzen  m  -{-  1  Glieder  vorkommen.  Vervielfacht  man 
(Pi  +  Si)  (Pa  +  Sa)  ■  * '  {P'ii  +  ffm) )  so  entstehen  S"'  Glieder  und 
2"'  > »»  +  1 .     Daraus  folgt,  dass  beim  Uebergange  des  Productes  in 

')  P.  T,  XLII,  9l-a8. 
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eiue  PotL'nz,  d.  h.  wenu  alle  p  unter  sich  vmd  alle  q  unter  sich 
gleich  werden,  gewisse  Glieder  identisch  werden  müssen.  Das  Glied 
p'q'  (wo  ,s'  -|-  /  =  )»)  wird  so  oft  vorkommen,  als  s  Elemente  p  und  ( 
Elemente  q  permufcirfc  werden  können,  d.  h.  '  7^  , — tkV'T^"  ~f 
mal.  Man  kann  auch  von  einer  Potenzentwicklung  auf  die  nächst- 
höhere sehliessen  mittels  (ji  +  q)'"  =  (}>  -\-  q)  (p  -\-  q)"'~^  und  so 
unter  Voraussetzung  von  [p  +  qf'  =  p^  ~\-  ^pq  +  /'*  ^"  ^^^  gleichen 

Ergehnisse  gelangen').  Wird  »*=  und  {2>-\-q)"  ^ -A-P"  +5^"  q 
-\- Cp"  q^ -{-•-■ ,  ein  versuchsweiser  Ansät?.,  dessen  Berechtigung 
keinerlei  Begründung  erhält,  so  folgt  {_p  -\-  qy  =  \Ap^  -\-  Bp"  q 
-\- Cp"  q^-\---)  oder  p' -|- #-^'*~'5-|-  ■  -- p^~'q- -j- ■■•  =^Ä"p' 
+  nÄ—^Bp^-'q  +  nÄ'-^Cp^-'q'  +  ■  ■  ■  +  ''-'■^—^U-'B'p'-^q' 
-\-  ■  -  -  und  durch  Gleichsetzung  der  in  Bezug  auf  p  und  q  identischen 
Glieder  zu   beiden  Seiten   des  Gleichheitszeichens  erhält  man  j4  =  1 , 

nß  =  r  und   £=1,   Ji6'-f- "''^"' B^  = '■'--^*  und   6'=''^^^"^ 

^  — - — -■-  u.  s.  w.  Wird  der  Exponent  negativ,  so  begnügt  sich 
De  Castillon  mit  Andeutung  der  in  der  Potenzirung  alsdann  mit 
enthaltenen  Division,  welche  wiederum  zu  den  durch  den  binomi- 
schen Lehrsatz  geforderten  Coefficienten  führe.  Der  Vergleich  von 
De  CastJllons  Schlüssen  mit  denen  Maelaurins  fällt  sehr  zu  Ungunsten 
des  ersteren  aus. 

Noch  drei  Jahre  später  begnügte  sich  K-ästner  in  einem  Pro- 
gramme über  den  Binomialsatz  (Leipzig  1745)  nun  gar  mit  dem  Be- 
weise des  einfachsten  Falles  bei  ganzzahlig  positivem  Exponenten, 
Er  nahm  die  Entwicklung  von  (a  -\-  h)'"  als  gegeben  an,  vervielfachte 
mit  a  -{-  b,  ähnlich  wie  es  De  Castillon  beiläufig  gethan  hatte,  und 
zeigte  die  Uebereinstimmung  des  Productes  (a  +  ft)  («  -|-  6)™  mit  der 
Entwicklung  von  (a  +  b'f'+K  Aber  (a  +  6)^  =  «^  +  2ab  +  b^  steht 
in  vollem  Einklänge  mit  dem  Binomialsatze,  also  gehorchen  auch  die 
folgenden  Potenzen  dem  gleichen  Gesetze.  Als  Erfinder  der  'hier  be 
nutzten  Sehlussweise  der  vollständigen  Induetion  nannte  Kästner  bei 
dieser  Gelegenheit  Jakob  Bernoulli.  Das  Erstlingsrecht  Prtscals 
war  ihm  augenscheinlich  unbekannt. 

')  P.  T.  XLÜ,  M. 
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Platte  wich  Maelaiirin  bei  seinem  Beweise  für  den  binomischen 
Lehrsatz  des  Hilfsmittels  bedient,  eine  Reihenentwicklung  für  (1  +  x)" 
vorläufig  anzusetzen  und  durch  wiederholte  Difi'erentiation  nebst  Ein- 
setzung von  r  =  t)  die  Reihen eoeffieienten  zu  bestimmen,  so  führte 
ihn  genau  der  gleiche  Weg  zu  derjenigen  Entwicklung,  welche  den 
Namen  der  Maclaurinschen  Reihe^j  erhalten  hat,  und  von  welcher 
Maclanrin  selbst  erklärt,  sie  finde  sich  bereits  in  Taylors  Mdkodus 
inn-fmentorum.  Bei  unserem  Berichte  ersetzen  wir  die  b^luxionspünkt 
cheu  und  die  Buchstaben  E,  K,  K,  £!■■■,  welche  die  Werthe  be- 
zeichnen, die  y  (eine  an  sieh  beliebige  Function  von  3)  und  dessen 
Ableitungen  unter  der  Voraussetzung  s  ^  0  annehmen,  durch  die 
heute  gebräuchliche  Schreibweise  beatrichelter  Functionalzeichen.  Wir 
setzen  also  in  Maclaurins  Geiste,  aber  abweichend  von  seiner  Bezeich- 
nung, y  ^=  f{z)  =  ^  -j-  Bs  -\-  Cz^  -(-  Bz^  +  ■  ■  ■  ^i"ä  "^i^  Ableitungen 

f\z)  =  i]r+  2('z  -{■  'd'Dz^  +  ■■■,     f"{is}  =  2V  +2-3iJ2-4 , 

/■'■'(£)  =  2-3/)-i .     Die    Substitution   z  =  0    bringt   f{<))  =  A, 

/■'(O)  =  B,  /"'(O)  =  äC,  f'iO)  =  2  -  SD,  ■  ■  ■  beziehungsweise 
A  =  f(fS),    B  =  f'[0),    C^^^^^^\    D^C'^^l,  ■■■   hervor,   und    so 

ist  gefunden  f\,)  =  /'(O)  +  r{0),  +  (^^ ^  +  (-'^>^^  +  ■  ■  ■-  Von 
einem  Restgiiede  der  Reihe  ist,  wie  mau  sieht,  ebensowenig  die 
Rede,  als  von  der  Möglichkeit,  dass  die  entstehende  unendliche  Reihe 
nicht  brauchbar  sein  könne,  und  unbesorgt  leitet  Maclaurin  einige 
allerdings  schon  bekannte  Entwicklungen  als  Beispiele  für  die  An- 
wendung seiner  Reihe  ab. 

Noch  ein  letztes  Mal  kommt  Maclaurin  unter  Benutzung  des 
Taylorschen  Satzes  auf  Reihen  zurück^).  Es  sei  uns  abermals  ge- 
stattet, seinen  Gedankengang  in  die  unseren  Lesern  jedenfalls  geläu- 
figere Bezeichnung  zu  kleiden.  Nach  dem  Taylorsehen  Satze  ist 
f(x-\-z)^flx)-\-r{x)z-i-f^z'^(";^^lz^---.  Wird  mit  ds 
vervielfacht  und  von  0  bis  1  integrirt,  so  erhält  man 


'■/' 


,r.+,,.,^/w+^«+/:>>  +  f';?. 


Ersetzt  man  die  Function  f(x),  beziehungsweise  f{x  -\-  z)  durch 
deren  Ableitungen,  so  entstehen  neue  Gleichungen  in  beliebiger  Anzahl: 

')  Maclaurin,  Treatise  of  fhnmom  pag.  610— (ill,  S  751-  Vergl.  Alfr. 
Pi'ingHheim,  Zur  Geschichte  des  Tajlorschcn  Lehraatzes,  BihUotheea  mathe- 
fitaiica  1900,  S.  433—470,  insbesondere  S.  438,  'j  Maclnurin,   Treatise  of 

llaxiom  pag.  672- 67&,  g  838—831. 
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fn- +.),!.  -rw  +f,f  +fM  + 

.2-3-4   "'" 

fn.  +  .)*  -fw  +  Tf  +  f"^«  + 

1  ■  2  .  3    4  ^ 

/r(a.  +  ,)rf.    r'w  +  C'f  +  rf'i  + 

.S^.+- 

Vervielfacht  man  die  Grleicltuagen  des  Systems  2,,  wie  sie  unter 
einander  stehen,  mit  u,  ß,  y  ■  ■  ■  und  addirt  sie  dann  sämmtlich  zu  1,, 
so  entsteht: 

3.y/'(x+«)Ä«+«/r(«+/)rf8+,j/r(i+«)<i^+)/r(«+^)"i»+- 
= ft»)  +  r  (»)  (-'-  + «)  +  /"(,i)  (--i  -  +  j\  +  ß) 

+  '"'('■)  (-,-t't.  4  +  r|-:a  +  I^  +  >■)  +  ■■■  ■ 

Die  an  sich  beliebigen,  ftlso  zur  Erfüllung  irgend  eines  Wunsches 
sich  eignenden  Zahlen  «,  ß,  y---  bestimmt  man  so,  dass  in  3.  alle 
Glieder  rechts  vom  Gfleichheitszeichen  mit  Ausnahme  von  f(x]  in  Weg- 
fall kommen,  d.  h,  mittels  des  Systems 


f-^-s  +  i^  +  C-O 


:.,  +  ,%  +  r~o 


wodurch  it  —  ~l,  C  — Y2'  J"  — 0.  *—    -  i.j„.  '  — «.  5  — Silvio '■ 
sieh  berechnet  und  3.  übergeht  in 

Die  in  5.  geforderten  Integrationen  lassen   sieh,  ho  oi't  Differen- 
tialquotienten unter  dem  Integralzeichen  stehen,  also  von  jf"(x-\-e}ds 
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=  f[X-\-  l)  ■ — f(x)  an  IjeginnenJ,  leicht  ToHziehen,  und  man  erhält 
demnach 

f(x)  -fax  +  >),]!,  -  \  {f{x  +  1)  -  f{x))  +  i  {J\X  +  1)  -  f{x)) 

+ ^(/"(»^ + 1)  ^ r-w)  +  sL ir{x + 1)    r- w)  -  ■  ■  • . 

Man  kann  ein  ganzes  System  ähnlicher  Gleichungen  aufstellen, 
indem  man  x  durch  x  -\-  \,  dui'ch  x  ■\-2  ■  ■  •  ersetzt.  Innerhalb  der 
Klammern  erscheint  dann  in  jeder  folgenden  Gleichung  als  Subtrahend 
der  Minuend  der  vorhergehenden  Substitution,  und  bei  Addition  des 
Gleich ungssjsteras,  so  dass  man  links  f{x)  -\-  f{x  +  1)  +  /'(*  +  2) 
-[-■■■  -|-  f(x  -\-  n)  zu  stehen  bekommt,  bleibt  rechts  in  der  ersten 
Klammer  f(x  -\-  n  -\-  1)  —  f(x)  und  Aehnliches  in  den  folgenden 
Klammern.  Die  den  Klammergrössen  vorausgehenden  bestimmten  In- 
tegrale   vereinigen    sieh    aber    auch,    denn    es    ist     1  fix  -\~  1.  -\-  0)<ls 

-J'lXx  +  i)<h  u.  s,  w,,  «ISO /;■(»■  +  !),h  +ff(x  +  ^+!)dl  +  ■■■ 

1  1  3  .1  +  1 

+  /;■(»•  +  ,,  +  £),;,  -//■(!  +  i),lz  +  ff(x  +  z),l.,  +  -  +ff(,:  +  ,),ti 

—j'f(x  +  ')il^  —Jf(!)ih.     Man  orhält  also  endlich 

^+«+1 
/W +««+!) +  ■•■+/■(«■  +  »)-/?«<'«-. j(Aa^  +  >'  +  l)-/W) 

+  h  v'(' + « + 1)  -  rw)  -  i-,  (/""(»= + « + 1)  -/•"(.«■)) 

und  das  ist,  nur  deutlicher  geschrieben,  die  Eulersche  Summen- 
formel (S.  657).  Die  Frage  liegt  allzunaho,  ob  Maclaunn  die  Ar- 
beiten seines  Vorgängers  auf  diesem  Gebiete  im  VI.  und  im  VIII.  Bande 
der  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  gekannt  habe  oder 
nicht,  als  dass  sie  nicht  aufgeworfen  worden  wäre.  Man  hat  sie  ver- 
neinend beantworten  zu  müssen  geglaubt^),  und  wir  sind  auch  zu 
der  gleichen  Ueberzeugung  gekommen.  Es  ist  ja  richtig,  dass 
Maclauriu  die  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  offenbar 
studirt   und   benutzt   hat.     Er   führt    in   seinem   TreaUse    of  fliixions 

')  Reiff  S.  87. 

CiMTOH,  GstobicbtQ  der  Mathematik.   III   3.    E.  Aufl.  45 
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den  I.,  IL,  III.,  V.  Band  der  ComrmnUirU  Äcadcmme  Fetropolita7iae  als 
Quelle  an'),  aber  eine  Erwähnung  späterer  Bände  ist  uns  nicht  be- 
merklich  gewesen.  Schon  damit  ist  wahrscheinlich  gemacht,  dass 
Malaurin  den  VI.  «nd  VIII.  Band  nicht  benutzte.  Beachtung  des  Er- 
scheinungsjahres versiärkt  die  Wahrscheinlichkeit.  Der  VIII.  Band 
mit  Eulers  Herleitung  der  Summenformel  gelangte  1741  zur  Ausgabe 
unmittelbar  vor,  vielleicht  gleichzeitig  mit  dem  Drucke  des  Treatise 
of  fluxions,  von  seiner  Benutzung  kann  mithin  keine  Rede  sein.  Aber 
auch  der  VI.  Band,  in  welchem  die  Formel  ohne  Herleitung  zu  finden 
war,  und  der  1738  im  Druck  erschienen  ist,  wurde  von  Maclaurin 
kaum  benutzt.  Er  beruft  sich  einmal^  auf  eine  Abhandlung  von 
Clairaut,  welche  er  einen  lale  ingemous  essay,  einen  jüngst  veröifent- 
lichten  sinnreichen  Versiich  nennt.  Diese  Abhandlung  gehört  den 
P.  T.  von  1737  an,  und  damit  dürfte  der  Endzeitpunkt  der  von 
Maclaurin  benutzten  Literatur  bezeichnet  sein,  Nimmt  man  hinzu, 
dass  Maclaurin  in  seiner  Vorrede  erklärt,  der  grösste  Theil  seines 
ersten  Buches,  also  vermuthlich  auch  die  Summenforme],  sei  schon 
1737  gedruckt  gewesen,  dass  ferner  Maclaurin  mit  Verweisungen 
,  und  dass  endlich  die  Art,  wie  er  zur  Summen- 
I  gut  wie  keine  Aehnlichkeit  mit  Eulers  Gedanken- 
jst  damit  Maclaurins  durchaus  imabhängige  Nach- 
i  Augen  wenigstens  sichergestellt, 
zu  einem  gewissen  Grade  gehört  auch  die  sogenannte 
Simpsonsche  Kegel  zur  Reihensummation  und  mag  daher,  wenn 
auch  nicht  in  strenger  Einhaltung  der  Zeitfolge,  hier,  wo  wir  über 
ein  englisches  Werk  berichteten,  eingeschaltet  werden.  Wir  erinnern 
uns,  dass  Newton  schon  in  den  Principien  eine  Curve  als  Parabel 
zu  betrachten  lehrte  (S.  372),  dass  er  später  auf  den  gleichen  Ge- 
danken eine  angenäherte  Quadratur  gründete  (S.  375—376).  Thomas 
Simpson  führte  die  An- 
wendung um  einen  grossen 
Schritt  weiter,  indem  er 
eine  sehr  bequeme  Formel 
angab,  welche  seinen  Namen 
behalten  hat  und  denselben 
bekannter  machte  als  man- 
ches andere,  welches  wissen- 
schaftlich  bedeutender   ist. 


formel  gelangt, 
gange  besitzt, 
ertindung  in 


')  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  pag.  441,  §  523;  p 
pag  485,  §  569;  pag.  671,  §  836;  pag.  S91  (Note,  wo  auf  einen 
Bata  dea  V.  Bandes  hingewieaen  ist).        ')  Ebenda  pag.  726,  §  9 
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Die  Formel  steht  in  den  Maihematictd  Bissertations  on  a  varieiy  of 
pkysical  and  analytkal  suhjeds  von  1743  und  zwar  in  der  Abhand- 
lung Of  the  areas  of  mrves  ck.  hy  approximation'-).  Sei  abc  (Pig.  108) 
als  Bogen  einer  gewöhnlichen  Parabel  gedacht  nnd  aA,  hB,  cC  als 
drei  gleicbweit  Ton  einander  abstehende  zu  AJ  senkrechte  Durch- 
messer derselben.  Weil  hB  Durchmesser  ist  und  die  Sehne  ac  in  r 
halbirt,  wird  die  Berührungslinie  an  die  Parabel  in  h  der  ac  parallel 
sein.  Des  Weiteren  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel 
jedes  Parabelsegment  des  ihm  umschriebenen  Parallelogramms,  also 
ahcra  =  ^aSTc  =  \(ASTC  ^  AacC)  ^  \  AS^CT  .^^_ 
l---^~--AC  =  ~{2B},—  Aa-  Cc).  Wird  das  gradlinige  Vier- 
eck jlacO  ^  —  f-^la  +  Cc)  zum  Segmente  addirt,  so  entstellt 
AahcC  ^^[2Bb  +  2  .1«  +  \  Cc)  =  -^-  {Aa  +  4:Bb  +  Cc).  Nun 
kann  fortgesetzt  jedes  folgende  Curveustück  cde,  efg,  ghi  als  Parabel- 
bogen betrachtet  werden,  und  ist  fortgesetzt  AB  =  BC  =  CD 
DE  =  EF  =FG  =  GH  =  HJ,  so  erhält  man  neben 


Eef<jG- 


und  als  Summe  AabcdefgMJ= 
~\- A^ißb -\- Dd -\- Ff  +  Hh)}  und  das  ist  die  Simpsonsehe  Regel. 
War  sie,  wie  wir  oben  sagten,  auch  keineswegs  die  bedeutendste  von 
Simpsons  Leistungen,  neu  war  sie  jedenfalls,  und  nicht  jeder  Schrift- 
steller hätte  Simpsons  Bescheidenheit  besessen,  der  in  der  Vorrede 
erklärte^),  sie  sei  von  Newton  erfunden,  von  De  Moivre,  von 
Stirling  und  anderen  vervollkommnet,  er  nehme  für  sich  Nichte  in 
Anspruch  als  das  Kecht,  den  Gegenstand  in  ein  heUes  und  den  Leser 
befriedigendes  Licht  zu  setzen.  Ob  Simpson,  ob  die  von  ihm  ge- 
nannten Vorgänger  Nichts  davon  wussten,  daas  James  Gregory  in 
seinen  Exercitationes  geometrieae  von   1668  Aehnliches   hatte   durch- 

')    Simpson,   Malhmnatkat    disstrtations   pag,   lOH  — IIH.  *)    Ebenda 

Preface  pag.  VH. 
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blicken  lassen'),  wie  wir  (S.  63)  hätten  erwähnen  sollen?  Es  seheint 
fast  so,  und  in  der  That  war  die  Ausdrueksweise  Gregorys  so  wenig 
durchsichtig,  dass  es  eines  besonderen  Studiums  und  besonders  glück- 
lichen Eindringens  in  seinen  Gedankengang  bedurfte,  um  bei  ihm 
wiederau finden,  was  man  nur  in  ganz  anderer  Form  kannte.  Gregory 
selbst  aber  war  1675  gestorben  und  daher  nicht  in  der  Lage,  An- 
sprüche KU  erheben,  als  die  Betrachtungsweise  einer  ku  quadrirenden 
krummen  Linie  als  parabolische  Curve  zweiten  örades  durch  Andere 
in  die  Oeffentliehkeit  gebracht  wurde. 

Auf  das  eui'OpUische  Festland  zurückkehrend  dürfen  wir  in  aller 
Kürze  auf  einen  Brief  Daniel  Bernoullis  an  Euler  aufmerksam 
machen,  welcher  miithniasslieh  1741  geschrieben  ist  und  in  welchem 
wohl  ei-stmals  von  einem  anderen  Mathematiker  als  Euler  der  Buch- 
stabe e  in  der  Bedeutung  der  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems  benutzt  ist*). 

Euler  war  seit  1741  in  Berhn.  Beiträge  aus  seiner  Feder  zu 
dem  1743  gedruckten  VIL  Bande  der  Miscellanea  JBe}olineniiia,  wie 
damals  die  akademischen  Veröffentlichungen  dort  hiessen,  müssen  er 
wähnt  werden.  Da  ist  in  einem  Aufsatze  über  bestimmte  Integrale^ 
die  Summe  sin  s -|~  sin  (s -[- m)  -|-sin  (s  +  2M)-|--"-f-sin(Ä  -|-  (p  —  1)h| 
gefunden*)  und  nicht  minder  die  ^umme  cos  s  -|-  co^  (s  -}-  u) 
-\-  cos(s  -)-  2«)  -{-,■■-[-  cos{s  •}-  ( p  —  1]")  weiche  letztere  in  dop- 
pelter Weise  hergeleitet  ist^),  emmal  unabhängig  von  dei  hormcl  für 
die  Summe  der  Sinusse  der  in  irithmetisuhei  Prcgrcsion  wachsenden 
Bögen,  einmal  mittels  Differentiation  diesei  ersteien  Foimel 

Da  ist  in  einer  Abhandlung  Eulers  De  bimmts  bttierum  reci- 
procarum  ex  potestaUbus  numerorum  natut  ttmm  ortmum^),  über  die 
Summen  der  reciproken  Potenzen  der  Zahlen  dei  natürlichen  Zahlen- 
reihe, die  frühere  Herleitung  der  gleichen  Simme  mittels  der  als 
Gleichung  unendlich  hohen  Örades  betrachteten  Smusieihe  (S.  658) 
bemängelt.  Man  wisse  freilich  dass  die  iattoren  dei  damils  gebil- 
deten Factorenfolge  den  reellen  "W  urzeln  jener  Uleuhung  entstammen, 
aber  man  wisse  nicht,  ob  eben  jene  ttleithung  nicht  auch  imaginäre 
Wurzeln  besitze,  und  sei  dieses  dei  iall  so  seien  alL  fii  bereu  Fol- 
gerungen falsch.  In  einem  Vtr&uehe  an  die  Stelle  der  als  mangel- 
haft  erkannten  Gedaukenreihe  eine  einwandfreie   zu    setzen     ist    mit 


')  G.  Heinrich,  Notizen  zur  Geschichte  der  Simpsonschen  Regel  in  der 
Bihliotkeca  malMaiatim  1900,  S.  90—1)2.  ^  Comnumtarü  Academtae  Petro- 

poUtanae  ad  annrnn  1741— 1T43.     T.  SIII,  4.        ')  Miscellanea  BeroUnenma  VII, 
129—171.  *)  Ebenda  VII,  133.  ')  Kbenda  VII,  142— 14a,  ^)  Ebenda 

VU,  173-lfl2. 
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dürren  Worte»   aiiKgesproclien  ^),  (Jass   e"  =  f  1  -|-     )  ,  und   dass 

si!is=  -    -  ■     Schon  17.'jO  oder  ITiSl  hatte  Euler  erkannt 

[S.  655),  dass  ( 1         =^^log2,  und  von  da  an  war  der  üeber- 

gang  zur  Auffaesung  der  Exponentialgrösae  als  Greiizwerth  angebalint. 
Aileli  der  Zusammenhang  zwischen  trigonometrischen  Ausdrücken  und 
Exponentialgi-össen  mit  imaginären  Exponenten  war  Euler  nachweis- 
lich schon  früher  nicht  entgangen.  Er  hat  1740  von  Formeln 
Gebrauch  gemacht,  welche  dieses  beweisen  (S.  677),  er  hat  in  einem 
in  Stockholm  handschriftlich  aufbewahrten  Briefe^)  an  Johann  Ber- 
noulli  vom  20.  Juni  1740  ausdrücklich  erklärt,  die  Reihenentwick- 
lung von  2  cos  a:  und  von  e'^~'-  -\-  e~^^~^  führe  zu  dem  gleichen 
Ergebnisse  2(1  —  '^„  +  -  J^-..  ^  —■■■),  er  hat  im  folgenden 
Jahre,  am  f).  Deoeraber  1741,  an  Goldbach  geschrieben") :  Ich  habe 
letztens  auch  ein  merkwürdiges  Paradoxon  gefunden,   nehmlich,  dasa 

der  Werth    von    dieser    Expression    —     —     --  q^uam    prosimo 

gleich  sei.^iT,  und  dieser  Bruch  differirt  nur  in  partibus  miliionesimis 
von  der  Wahrheit.  Der  wahre  Werth  aber  dieser  Expression  ist 
der  Cosinus  dieses  arcus  0,6931471805599,  oder  des  arcus  von 
^9'*  42' 51"  52'"  9^'^  in  einem  Circul,  dessen  Radius  =^  1.  Beide 
Thatsachen  verhindern  aber  nicht,  den  Aufsatz  von  1743  als  erste 
nicht  missKU  versteh  ende  deutliche  Verkündigung  der  beiden  merk- 
würdigen Wahrheiten    in    der    Oeffentlichkeit    erscheinen    zu   lassen. 

Eben  dort  findet  sich*)  die  Formel  eoss'=      -  — ,  während 

(f'^''—^  =:  cos  H  -\-  y —  1  siji  s,  eine  so  naturgemässe  Folgerung  aus  den 
Werthen  von  sin  s  und  von  cos  s,  dass  sie  einem  Euler  nicht  ent- 
gangen sein  kann,  nicht  vorkommt. 

Den  Jahren  1743  und  1743  gehört  ein  Briefwechsel  an,  welcher 
für  die  Geschichte  dor  Reiheniehre  von  Bedeut\mg  ist,  der  Brief- 
wechsel zwischen  Niclaus  I  Bernoulli  und  Euler,  oder  rich- 
tiger gesagt,  indem  wir  uns  auf  das  noch  Vorhandene  beschränken, 
vier  Briefe  des  Ersteren  an  den  Letzteren^).  Euler  hat  die  Briefe 
beantvf ortet,  Bernoulli  nimmt  auf  die  Antworten  Bezug,  aber  sie 
scheinen  sieh  leider  nicht  erhalten  zu  haben,  sind  jedenfalls  nicht  ver- 

')  Misceüanea  BeroHrnnsia  Vif,  177.  ^)  Enoström  in  der  Bibliotkeca 

maatematica  18U7  S.  48.  ^)  Üorrcsp.  math.  (Fusa)  I,  lU.  *)  Miscellanea 

Bcrvlhtensia  VH,  179,  '^)  Correnp.  math.  {Fuas)  II,  681—713. 
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offentlicht.  Niclaus  I  Bernoulli,  aus  dessen  Briefen  an  Leibniz 
aus  den  Jahren  1712  und  1713  wir  (S.  369 — 370)  merkwürdig  klare 
Anschauungen  über  Convei^enz  und  Divergenz  von  Reihen  mitzutheilen 
hatten,  ist  in  diesen  seinen  Ansichten  in  den  inzwischen  verstrichenen 
30  Jahren  nur  noch  mehr  befestigt.  Er  zeigt  sich  Überhaupt  in 
seinen  Briefen  als  einen  ungemein  ideenreichen  Kopf.  Schreibt  er 
doch  unter  dem  13.  Juli  1742  in  dem  ersten  der  gedruckten  Briefe 
an  Euler  ^),  er  habe  1728  seinem  Onkel,  das  ist  also  Johann  Ber- 
noulb",  raitgetheiit,  er  sei  bei  Untersuchungen  über  reeurrente  Keihen 


i^-^m'-{^---^y 


zu   der  Fonnel    sin  s  = ■ — -i=r. ■ -—,        ,    gelangt, 

2,/_i  ("=»)   e        o  f 

und   vielleicht   bot   diese  Aeussernng  für  Euler  den  Anlass,   daaa    er 

deutlicher  als  seither  in  dem  oben  erwähnten  Aufsätze  von  1743  die 

Sätze   aussprach,    zu    welchen   er,    der  1728   erat  21  Jahre  alt   war, 

vermuthtich  ziemlich  viel  später  als  Niclaus  I  Bernoulli,   aber  doch 

auch  selbständig  gekommen  war. 

Im  zweiten  Briefe  vom  24.  October  1742  gibt  BernoulH  zwar 
zu  ^),    man    könne    aus    sin  s  ^  s  —  -  -(-  -; — ^ — 5—,-   >  —  ■  •  ■ 

-  s  (1  -  ;!)  (1  ~  £',)  (1  ~  /J,)  .  .  -  die  Folgerung  J  -  -'s  +  ,\. 
-\-  — |-  -f-  .  ■  ■  ziehen,  aber  die  erstere  Ölßichung  erfordere  zunächst 
den  Beweis   der  Convergenz   der  Reihe  s  —      H~  läii  ^ — ■  ■  ■  -  - 

Im  dritten  Briefe  vom  6.  April  1743  schreibt  Bernoulli^):  Ich 
wundre  mich,  dass  Sie  mich  in  einer  leichten,  Ihnen  nicht  unbekannten 
Frage  nicht  verstehen  sollten.  Ich  kann  mir  nicht  vorstellen,  dass 
Sie  annehmen,  eine  divergente  Reihe,  welcher,  auch  wenn  sie  ins 
Unendliche  fortgesetzt  wird,  immer  etwas  fehlt,  gebe  den  genauen 
Werth  des  entwickelten  Ausdruckes.  Als  Beispiel  wird  angeführt, 
es   sei   nicht    etwa      _—-  ^^l'\-x-\-x^ -{-■■■-{- x'",   sondern   -.--_;- 

Auch  im  vierten  Briefe  vom  29.  November  1743  kehrt  der 
gleiche  Gegenstand  wieder^).  Es  heisst  dort:  Ich  halte  den  Begriff 
einer  Summe  oder  der  Vereinigung  vieler  Glieder  fiir  nicht  verein- 
barlieh mit  dem  Begriffe  endlos  weiter  gehender  Glieder  und  sehe 
diese  beiden  Begriffe  als  einander  widersprechend  an.  Jener  schliesst 
daa  Denken  sämmtlicher  Glieder,  des  ersten,  des  letzten,  der  mittleren 

')  Corresp.  matk.  (l'uss)  H.  (iS3.  ')  Ebenda  11,  li'Jl.  ')  Kbenda  H, 

701—71)2.         ')  Ebenda  II,  708-710, 
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ein,  in  diesem  ist  das  Denken  eines  letzten  Gliedes  nicht  eingeschlossen ; 
der  Geist  wird  vielmehr  von  dem  Denken  eines  letzten  Gliedes  ab- 
gezogen und  folglich  auch  von  der  Zusammensetzung  eines  Ersten, 
Mittleren  und  eines  Letzten.  Die  Unterscheidung  zwischen  einem 
absoluten  Unendlichen  und  einem  bestimmten  Unendlichen  gebe  ich 
nicht  zu.  Ich  behaupte,  jedes  Unendliche,  welches  in  Rechnung  trittj 
miiss  als  ein  Bestimmtes  aufgefaast  werden,  und  deshalb  meine  ich, 
dass  die  Eigenschaften  abgeschlossener  algebraischer  Gleichungen,  bei- 
spielsweise die  Gleichheit  des  negativ  genommenen  Coefflcienten  des 
zweithöchsten  Gliedes  mit  der  Summe  aller  Wurzeln,  keine  richtige  ' 
Anwendung  auf  Gleichungen  mit  endlos  fortschreitenden  Gliedern 
finde,  deren  keines  als  das  Letzte  betrachtet  wird,  Gleichnngen  also, 
bei  welchen  der  Begriff  der  Anzahl  ihrer  Wurzeln  wie  der  ihrer 
Summe  fehlt.  Bemonlli  gibt  nun  Beispiele  divergenter  Reihen.  Er  be- 
dient sich  dabei  einer  Kürze  der  Ausdrucksweise,  welche  einem  Euler 
gegenüber  gerechtfertigt  war,  welche  aber  anderen  Lesern  im  ersten 
Augenblick  Schwierigkeiten  bereiten  könnte.  Wir  wollen  deshalb 
nicht  einfach  übersetzen,  sondern  den  Sinn  der  Beispiele  erläutern. 
Nimmt  man  von  der  Beihe  1  —  3-J-5  —  ?-)-■■■  erst  1  Glied,  dann 
deren  2,  3,  4  u.  s.  w.,  so  zeigen  sich  die  Summen  1,-2,  3,  —  4  ■  ■  ■ . 
Die  Summe  der  unendlichen  Reihe  1  —  3-J-5  — .7^...  musa  also 
das  unendlich  ferne  Glied  der  Reihe  1  —  2-j-3^4-|--'-  oder 
—  00  (-  l)"    sein.      Andererseits    ist    durch    Division    -  -    -^^ — j 

=  1  —  3a:  -|-  ?>x^  —  Ix^  -\-  ■■■  und  mittels  a;  =  1  entsteht  -—■ j-- 

1  +  2  +  1 

=  0  =  1  —  3-|-5  —  7-|-...  als  unlösbarer  Widerspruch.  Ein  ähn- 
licher Widerspruch  ist  folgender:   Durch  Division  ist =  1  ~\-  x 

+  a:^  +  a:»  +  ■  ■  -  nnd  j^-^-^,  =  1  -f  a;  +  2»:«  +  Sa^»  +  . .  ■ .  Setzt 
man  in  die  erste  Entwicklung  a:  =  2,  in  die  zweite  x  '=  1,  so  er- 
hält man 

-1-1  +  2  +  4  +  8  +  .. . 
und 

_1  =  1  -I-  1  4-2  +  3-1 . 

Beide  unendliche  Reihen  müssten  also  einander  gleich  sein,  während, 
abgesehen  vom  Anfangsgliede  1,  jedes  Glied  der  ersten  Beihe  grösser 
als  das  ihm   entsprechende  Glied  der  zweiten  Reihe  ist.     Ein  letztes 

Beispiel  bildet  iTL-g^^r^F+a^^  ^ +^3^  + ^^^+ l^'^'  +  4''^  +  "-- 

Setzt    man    a:=l,    so    entsteht    1  =  1  +  3 -|- 8  +  19  +  43 -| 

d.  h.  die  ganze  Reihe  ist  gleich  ihrem  ersten  Gliede,  das  Ganze 
gleich  einem  winzig  kleinen  Theile  desselben. 
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Wir  haben  schon  gesagt,  daas  Eubrs  Antworten  keine  Ver- 
öffentlichung gefundeu  haben,  und  ebensowenig  BernouUis  weitere 
Briefe  über  den  Gegenstand,  der  noch  lange  nicht  abgethan  war. 
Wir  müssen  uns  statt  ihrer  mit  einem  Briefe  Eulers  an  Goid- 
bach  begnügen,  der  die  noch  etwa  anderthalbjährige  Fortdauer  jenes 
Briefwechsels  mit  Niclans  I  BernoulU  bezeugt.  Eulcr  also  berichtet 
an  Goldbach^)  aus  Berlin  unter  dem  7,  August  1745: 

Ich  habe  seit  einiger  Zeit  mit  dem  Herrn  Prof.  Nicoiao  Bernonlli 
zu  Basel  eine  kleine  Dispute  über  die  series  divergentes,  dargleichen 
diese  ist  1  —  1  +  2  —  6  -|-  24  —  120  +  720  +  etc.  gehabt,  indem 
derselbe  geläugnet,  dass  alle  dergleichen  series  eine  determinirte  Summ 
haben,  ich  aber  das  Gegentheil  behauptet,  weilen  ich  glaube,  dass 
eine  jegliche  series  einen  bestimmten  Werth  haben  müsse.  Um  aber 
allen  Schwierigkeiten,  welche  dagegen  gemacht  werden,  zu  begegnen, 
so  sollte  dieser  Werth  nicht  mit  dem  Namen  der  Summ  beleget 
werden,  weil  man  mit  diesem  Wort  gemeiniglich  einen  solchen  Be- 
griff zu  verknüpfen  pflegt,  als  wenn  die  Summ  durch  eine  würkliche 
Siimmirung  herausgebracht  wurde:  welche  Idee  bei  den  seriebua 
divergentihus  nicht  Statt  findet.  Da  nun  eine  jegliche  series  aus  der 
Evolution  einer  espressionis  finitae  entsteht,  so  habe  ich  diese  neue 
Definition  von  der  Summ  einer  jeglichen  seriei  gegeben:  Summa 
cujusque  seriei  est  valor  expressionis  ilüus  finitae,  ex  cujus 
evolutione  illa  series  oritur.  Der  Herr  Bernoulli  hat  diese  De- 
finition vollkommen  approbirt,  zweifelt  aber  noch,  ob  nicht  oftera 
eben  dieselbe  series  divergens  aus  verschiedener  expressionum  fini- 
tarum  evolutione  entstehen  könne,  also  dass  man  nach  dieser  Definition 
verschiedene  Werthe  zugeben  müsste.  Darüber  hat  er  zwar  kein 
Exempel  gegeben,  ich  glaube  aber  gewiss  zu  seyn,  dass  nimmer  eben 
dieselbe  series  aus  der  Evolution  zweyer  wirklich  verachiedener  ex- 
pressionum finitarum  entstehen  könne.  Und  hieraus  folgt  dann  un- 
streitig, dass  eine  jegliche  series,  sowohl  divergens  als  convergens 
einen  determinirten  Werth  oder  summam  haben  muss. 

Für   die  am  Anfange  des  Briefes    angeführte  Reihe   1  —  1  -f"  '^ 

—  0  +  24  —  120  +  720 gibt    Euler    als    Summe    den   Werth 

0,5963475922,  welchen  er  mittels  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch 
sich  verschafft.  Goldbachs  Antwort  *)  (vemiuthiieh  vom  25.  Sep- 
tember 1745)  pflichtet  Euler  in  allen  Dingen  bei  und  macht  dabei 
einen  Vorschlag,  wie  man  eine  divergente  Reihe  in  eine  convergentc 
verwandeln  könne.  Wir  werden  im  112.  Kapitel  sehen,  wie  Eulcr 
auf  Goldbache  Gedanken  einging. 

')  Corresp.  wath.  (Fuss)  I,  333flgg.        ^  Ebenda  I,  y30-:i3l. 
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Aus  einem  anderen  Briefwecbael  Eulers  beiuerlteii  wir  hier,  dass 
Daniel  BernouUi  ihm  unter  dem  20.  September  1741  schrieb^): 
Ich  habe  Ew.  meditata  über  die  series  gelesen,  selbige  smd  freilich 
ingeniös  und  profund,  aber  ich  formire  mir  eme  ganz  andere  Idee 
Ton  den  seriebus.  Ich  glaube  nicht,  da«s  man  allhier  den  calcnlum 
differentialem  und  integralem  ohne  Limitation  j^ebiauchen  dilrfe,  weil 
es  nicht  erlaubt  ist,  eine  seriem  als  quantitates  continuas  aut  fluentes 
zu  betrachten,  indem  es  lauter  quantitates  discretae  sind  Was  Sie 
also  de  Interpolation e  terminorum  sagen,  ist,  meiner  Meinung  nach, 
nicht  proprie  und  stricte  zu  Terstehen. 

Wenn  Daniel  BernouUi  dann  am  7,  März  1742  sagte  ^):  Die 
methodum  series  inveniendi  summabiles  per  mefchodum  integrationum 
et  differentiationum  hab  ich  schon  gebraucht,  ehe  ich  bin  auf  Peters- 
burg kommen,  so  sehen  wir  keinen  Widerspruch  zwischen  den  beiden 
Stellen.  Daniel  Bemonlii  hat,  scheint  uns,  im  September  1741  nicht 
etwa  darüber  Scrupel  empfunden  (wie  man  einen  Äugenblick  glauben 
könnte),  ob  man  eine  unendliche  Reihe  differentiiren  und  integriren 
dürfe,  das  war  ihm  eine  selbstverständliche  Wahrheit,  sondern  nur 
darüber,  ob  von  Beihengliedern  mit  nicht  ganzzahiig  positivem 
Stelleuzeiger  die  Rede  sein  könne. 

In  seinem  Briefe  an  Goldbach  vom  7.  August  1745  hatte  Euler, 
wie  wir  oben  sagten,  von  der  Umwandlung  einer  Reihe  in  einen 
Kettenbruch  gesprochen.  Diese  Stelle  benutzen  wir  als  Brücke,  um 
auf  seither  von  uns  Vernachlässigtes,  auf  die  Lehre  von  den  Ketton- 
brüehen  überzugehen.  Wir  haben  allerdings  schon  früher  (zuletzt 
S.  97 — 98)  derartige  Ausdrücke  von  Mathematikern  benutzt  gesehen, 
aber  die  praktische  Benutzung  war  dabei  überall  das  Hervortretende, 
eine  Theorie  der  Kettenbrüche  war  kaum,  ein  Name  für  dieselben 
überhaupt  nicht  vorhanden.  Beides  verdankt  man  Euler,  der  in 
zwei  Abhandlungen  im  IX.  und  XI.  Bande  der  Commentarii  Academiae 
Petropolitanae  zeigte,  welches  die  Eigenschaften  sind,  um  deren  willen 
die  fractiones  continuae  —  das  sind  eben  die  Kettenbrüche  —  eine 
nähere  Betrachtung  lohnen. 

In   dem   ersten  Aufsatze  De  fradionihus  continiiis^)  ist   sogleich 

der    unendliche    Kettenbruch    '        "   ,   „        definirt.     Dabei    erhalten 
o  +  ß 

c+y 

d  +  Gtc, 

alle    durch   griechische   Buchstaben    bezeichnete   Zahlen    den    Namen 
Zähler,    während    die    durch    lateinische    Buchstaben    bezeichneten 

')  Corresp.  maat.  (Fuss)  11,  47C.  -j  Ebenda  11.  i87— 488.  »)  Com- 

mentarii Academiae  Peti opoUtanae  ad  annum  1737.    T.  IX,  88—137. 
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Zahlen  insgesammt  (auch  a  mit  eingeschlossen)  Nenner  heissen.    Je 
nachdem   miin   a   oder    "  +  5  odej.  '^   '   "  u.  s.  w.   der  Aiisrech- 


h  +  ß 


nung  unterwirft,  erhält  man  die  Werthe 


5_t^'^.+_l? 


welche    abwechsebid 


abcd  +  acd  +  päd  -f  yaö  +  ay 

kleineren  und  einen  grösseren  Betrag,  als  der  des  ganzen  unendlichen 
Kettenbruches  ist,  bedeuten.  Mau  kann  dem  genauen  Werthe  des 
Kettenbruches  durch  Fortsetzung  dea  Verfahrens  beliebig  nahe  kommen  ^). 
Zieht  man  den  ersten  so  gefundenen  Werth  yom  zweiten,  den  zweiten 
vom  dritten,  den  dritten  vom  vierten  u.  s.  w.  ab,  so  erhält  man 
die  abwechselnd  positiven  und  negativen  Differenzen  -"  .  ■ — ■  irrr-^r-^. , 

"Py  _    ___^ "^rö 

(6c  +  ß)(6erf  +  ß(i  +  76)'         (bed  +  ^d-\^ ybj{hcde  +  fde-^  ybe^Sbc  +  ßS) 

u.  s.  w.  Diese  Differenzen  zu  a  hinzugefügt  geben  dann  selbst  wieder 
den  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften  ii.  s.  w.  vorher  ermittelten 
Näherun gs werth,  oder  der  Kettenbrueh  ist  - 


«("e  +  ft 
^ßy_ 


(6c  +  ß)  (Öcd-I-  pd-{-  yh)  (}3cd  +  ^d-\-yh){hcde"-^ßde-Jrybe'+Shc->rPS) 
-|-  ■  ■  ■ .     Hier    kann    man    aber    neuerdings    zusammenfassen         — 

T-Tc ,    a,  =  ■-.  ,1     I    o\  ^''^^  ebenso  je  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder, 

deren  erstes  positiv  und  deren  zweites  negativ  ist,  in  eine  regel- 
mässig positive  Summe.  Man  erhält  dadurch  die  Umwandlung  des 
Kettenbruches  in  eine  heftig  convergirende  Reihe  von  Brflchen,  deren 
Zähler  und  Nenner  einem  nach  dem  Vorhergehenden  sich  von 
selbst    ergebenden    Gesetze    gehorchen^),    nämlich    a  -j-  i   «1  ~H 

75^1  äwiT-j— r-flj  i— T — ^n — r— a-s -|- ■  ■  ■  ■  Die  ßaschheit  der  Con- 
(bc  -i-  ß)  (bcde  -{-  ßde  -\-  ybB  +  3Jic  -i-  ßS'j    ' 

vergenz  hängt  insbesondere  davon  ab,  dass  die  Zähler  k,  ß,  y,  S  ■  ■  ■ 

recht  klein,  die  Nenner  a,  b,  c,  d,  e  ■  ■  ■  recht  gross  gewählt  werden. 

Sind  alle  Zähler  und  Nenner  ganze  Zahlen,  was   durch  Erweiterung 

immer   hervorgebracht    werden   kann,   so    findet    die    rascheste    Con- 

vergenz   der  Reihe,  also   auch   des  ihr   gleichen   Kettenbruches   statt, 

wenn   sämmtliche  Zähler  der  Einheit  gleich  sind.     Euler  verwandelt 


')  Commentarii  Academiae  FetropoliUtnae  ad  amtum  1737.  T.  IX,  I02r 
Ätque  hoc  modo  fractionem  eontinuam  successive  ahmmpendo  alternative  valons 
iitsto  tnaiores  et  minores  prodibunt;  imde  guantumiiis  prope  ad  verwm  fraetionis 
continuae  vdlorem  accedere  licehit.  ■)  Ebenda  T,  IS,  105:  ciiius  nttmeratoritm 

et  dmominatorum  lex  ex  eu^-iore  sponte  se  prodit. 
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nun  gegebene  Brüche  in  Kettenbrücke  der  letzteren  Art  und  sucht 
aus  ihnen  wieder  Näher ungs wer the  zum  ursprünglichen  Bruche  in 
kleineren  Zahlen.  Als  Vorgänger  auf  diesem  Gebiete  wird  aus- 
schliesslich Wallis  genannt^),  die  Arbeiten  von  Huygens  auf 
diesem  Gebiete  (8.  97—98)  müssen  Euler  demnach  nnbekaunt  ge- 
blieben sein. 

Periodische   Kettenbrüche,  für  welche   allerdings  ein  beson- 
derer Name    nicht   angegeben   ist,   werden   dann   ausgewcrthet.     Aus 

wird   geschlossen^),    dass    x  —  f^  =  "t~ r   ~^~    ^'^^ 


_a  +  l 


X  ^=  a  — ■      "F 1/ 1  -f-  ■.- ,  f^'so  z.  B.         ■  ■  ,       =  "|/2 ,     und     ähnlich 

erkennt    man    den   Werth    eines   Kettenbruehes,    dessen    Periodicität 
sieb    über    mehr    ak    nur   je    einen    Nenner    ausdehnt,    z.    B.    x  '= 

",    ,,  =«^^+l/-i-4-T-     Als    wahrscheinlich    erwähnt 

6  +  1  2    '     r    4     '    fc 

c"-f  1 

<:  +  ■■. 

Euler      bei      dieser     Gelegenheit'')     die      Kettenbruchentwicklungen 
2  +  1  ^T:i_3+l  l±l  =  2+l 

1  +  1     '       2  5  +  1  >  e-l  6+j_ 

2  +  1  7  +  1  10  + J_ 

1  +  1  9+..,  14  +  , 

1  +  1 

4  +  ., 

und  manche  andere. 

Eine  Aufgabe,  bei  welcher  gleichfalls  verweilt  wird,  ist  die  der 
Umwandlung  von  Kettenbriichen,  wie  der  für  e  angegebene,  bei 
welchem  liie  eine  arithmetische  Progression  bildenden  Nenner  2,  4 
6,  8  ■  ■  -  durch  andere  periodisch  auftretende  1,  1  unterbrochen  werden, 
in   Kettenbrüche    ohne   periodische  Unterbrechung   des   Gesetzes    der 

Nenner,  z.  B.  in*)  e  =        y  ,   „       ■     Endlich   kommt  Euler  au  Be- 
5+  1 

10+1 

14  +  J^ 

18+   1 

2Ü  +  ■  .  . 

')  Comvtentarii  Academiae  Petropolitanae  ad  anmim  1737.  T,  IX,  112. 
Vgl.  auch  T.  XI,  39.  *)  Ebenda  T.  IX,  117.  ')  Ebenda  T.  IX,  120—122. 

')  Ebead»  T.  IX,  I2tl. 
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Ziehungen  /.wischen  unendlichen  Ketten  briichen  und  gewissen  Dif- 
ferentialgleicliungen  ^),  in  welchen  man  eine  ziemlich  beatimnite  Vor- 
ahnung des  Beweises  derirvafcionalität  vou  e  und  von  c^  erkannt  hat^. 
Eulers  zweiter  Abhandlung  über  Kettenbrüohe  hat  derselbe  Ver- 
fasser eine  solche  über  unendliche  Factorenfolgen:  De  produdis 
ex  infinitis  factoribus  ortis^)  vorausgeschickt,  auf  die  er  sich  alsdann 
bezieht.  Auch  der  in  dieser  Abhandlung  untersuchte  (jegenatand 
sehliesst  sich  der  Reihenlehre  eng  genug  an,  dass  wir  in  diesem 
Kapitel  kurz  darüber  berichten  dürfen,  wie  wir  es  ähnlich  im  vorigen 
Kapitel  gehalten  haben.  Wir  erinnern  an  Eulers  Summirung  reci- 
proker  Potenzreihen  mit  Hilfe  von  Facto ren Zerlegung  (S,  658),  wir 
erinnern  insbesondere  an  die  Untersuchungen  über  eine  transcendente 
Reihe  (S.  Ö52\  Wie  Euler  in  der  Abhandlung  von  1730  Be- 
ziehungen zwischen  Factorenfolgen  und  bestimmten  Integralen  auf- 
deckte, damals  noch  nicht  alles  enthüllend,  was  ihm  bekannt  war, 
indem  er  schon  unter  dem  13.  October  1729  die  Definition  der 
Gammafunction  als  unendliche  Factorenfolge  in  einem  Briefe  an 
Goldbaeh  ausgesprochen  hatte*),  bilden  solche  Beziehungen  auch  den 
wesentlichen  Inhalt  des  Aufsatzes  von  1739.  Euler  entnimmt'')  hier 
der  älteren  Veröffentlichung  die  Formeln  {f-\-<j){f-\-2g)---{j'-{-n<j) 

g"  +  'J  {— log  x'fäx  1 

= ^ ~Yy — ■ "'^^  jV — ^ogx^x  ==     Yti ,  ans  welchen 

er  dann  weitere  Folgerungen  zieht.     Wir    erwähnen   von   letzteren") 

,.     u  1        ^  ('  x^-^dx        /'>  +  ''-^rfie        Ä  /'      dx 

die  tormein  - —  =   /  ■    I  —^   .   ._       -—  =   /  -_„-—■ 

/- ,   so  wie   mancherlei  Factorenfolge  als  Auswerthimg  be- 

stimmter  Integrale  von  der  Gestalt    /  -  - 

./  Vi  ~  ^' 
Wir  haben  gesagt,    dass  Euler  in  seiner  zweiten  Abhandlung 


')  Oommentarii  Äcademiae  Petropolifanae  ad  annum  1737.  T.  IX,  129  8f[q. 
^)  Pringsheim,  üeber  die  ersten  Beweise  der  Irrationalität  von  e  und  «. 
{Sitzungsber.  d.  Bayer.  Akad.  d.  WisBensch,  Mathem.-physik.  Classc  XXVIII,  335 
Vm  337.  1.  August  1898),  ')  Gowmentani  Äcademiae  PetropoUtanae  ad  annmi 
1739.     T.  XI,  3  —  31,  ')  Corresp- mafk.  (Fusa)  I,  3  —  4,  ")  Contmentarü 

Äcademiae  PetropoUtanae  ad  annum  1739.    T.  XI,  r,  und  7.        ")  Eljetida  T,  XI, 
10,  11,  27. 
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über    Kettenbrüclie:     De    fradionibus    continuis    observationes^)    sich 
auf    diese   Et^ebnisse    beKiehe.      Zu    Anfang    ist    allerdings   Ton    be- 
stimmten     Integralen      keine     Rede,      sondern      der     Ketten  bruch 
C  4-  n        ^'^"^  ^^  identisch  mit  der  Reibe  A  =    -      —  -pj-,  + 
"E  +  F_ 

G  -\-  n 

j+  ■. 

BBF       BBPn 


©-B 


BS 


--+■ 


3rklärt,  welche,    so   oft  die  A,  B,  C,  I)  ■ 


alle  positiv,  im  Uebrigen  aber  beliebig  abnehmend  oder  wachsend 
sind,  A&P=C,  Q=^Er^-T),  R=GQ^FF,  S^IIi-\-HQ-- 

ist,  als  convergent  sich  erweise,  weil  jedes  folgende  Glied  kleiner  als 
das  ihm  vorhergehende  werde.  "Wir  bemerken  beiläufig,  dass  die 
Behauptung  der  Abnahme  der  Glieder  an  sich  richtig  ist,  da  z.  B. 
BDFH    BDI'-        HQ  HQ         ^,      ,  ,  ■       „  •      f..      ,- 

-^^'■-(liir  =  -W='ni:^HQ<^'  ^""^^  ^^^"^  ^^«  '^^^^'^  f'^'"  ^^^ 

Convergenz  der  betreffenden  Reihe  trotz  des  von  Glied  zu  Glied 
wechselnden  Vorzeichens  nicht  ausreicht.  Dazu  wäre  nothwendig, 
dass  die  Glieder  beim  Abnehmen  unter  jeden  angebbaren  Werth 
sinken,  was  bei  der  Allgemeinheit,  in  welcher  A,  B,  C,  D  ■■  ■  ge- 
wählt werden  dürfen,  keineswegs  sicher  ist.  Euler  kümmert 
sich   darum   nicht,    sondern   zeigt    nun    rückwärts    die  Verwandlung 

,         ,,  ..         B          BB     ,     BBF          BBFH     .         ,  r.   ,,     ,        , 

der     Keihe     -^   —   ^7;  -\-     ^,-5- tT^—     m     den     Kettenbruch 


i'+  DJ' 

Q—'J)  +  ja^i^J 


und  der  R^'ihe 


ES 


—  ...  jn 


-  FP  +  HQIi 

S-~HQ  +  ■ 


den   Kcttenbi'ueh 


von  welcher   Beispiele  gerechnet 


hr  —  cg  +  hdr' 

CS  ~d-r  +  -._ 
werden.     Eine    eben   solche   Reihe   ist  aber  nicht  selten   das  Ergeh- 
niss   einer  bestimmten  Integration,  und  auf  diesem  Umwege  kommt 
Eoler  dazu,  ein  bestimmtes  Integral  durch  einen  unendlichen  Ketten- 
brucb  auszudrücken.     Beispielsweise^)  ist 

/'x''~''t}x  __  1 


».+(,^i.).t+,(f+,)(»+«)' 

(»'-!•)  +  (— !•)» +  2^(1' +?')?"  +  ">' 

')  Cotiimeiitmi  Academiae  PeU'Ofolitmmc  ad  (rripum  173'J,    T,  XI,  32—80. 
-)  Ktenda  T.  XI,  3Ö. 
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Eine  andere  Gedaukenreihe  fulirt  zu  folgenden  Betrachtungen. 
Waliis  hatte,  wo  er  Brouockers  Kettenbnich  für  %  (Bd.  II,  S.  760) 
mittheilte,   den  Satz  ausgesprochen,   dass  «^  das  Product  der  beiden 

unendlichen  Kettenbräche                         _       .  und 

2-(a~=^)  +  35 

-„-7 — T",-    i   n  sei,  und  Euler  hatte  schon  in  der  ersten 

a(a  +  lj  +  9 ' 

2(« +!)  +  •., 

Kettenbruehabhandlung  an  dieses  Ergebnis»  erinnert^).    Jetzt  kam  er 

neuerdings    auf    den    gleichen    Satz    zurück^).      Gestatten    wir    uns 

(was     Euler     nicht     thut)     die     abgekürzte     Bezeichnung     Ki  = 

_i_ ;-.  _i_ ,,  j  ^0  heisst  der  von  Wallis  ausgesprochene 

Satz  K—\  ■  Äj  =  a},  und  ihm  stehen  augenscheinlich  beliebig  viele 
ähnliche  Sätze  zur  Seite,  welche  man  erhält,  indem  man  a  durch 
a  +  2,  durch  a  -f-  4,  durch  a  +  6  ■  ■  ■  ersetzt.     So  ist  demnach 

(a  +  2)^  =  -^1  ■  -E3 
K,.K,    ^(a  +  if 

und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wie  sie  unter  einander 
stehen  und  Weglassung  der  auf  beiden  Seiten  vorhandenen  Factoren 
K,,  Zg ,  ff^    findet   man  (a  +  2)^  ■  (a  +  6)SÄLi  =  a^  ■  {a  ^  i'fK, , 

■«  +  6' 

Euler  nimmt  nun  an,  ohne  diese  Annahme  ausdrücklich  in 
Worte  zu  kleiden,   dass    man    die   Schlüsse   fortsetze,  bis   rechts  als 

letzter  Factor  — 4^/475  ß^f'lißint,  und  dass  dieser  letzte  Ausdruck 
sieh  bei  wachsendem  jt  niebt  mehr  von  der  Einheit  unterscheidet. 
So  erUll  er  I_.  -  -  +  '  +  l^-_,-^  ^  ,    _^^        _  „  .  _|_  .  ^-±i  . 

2(o-l)  +  Mi 

2(.-l)  +  -.. 

')  Commentarü  Academiat  Petropolüanae  ad  annum  1737.  T.  IX,  lOl. 
*)  Ebenda  1739.    T,  XI,  40, 
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-^r-y  ■  ^jT^  ■  ■  ■  ■  ^^^  '^  ^^^  Abhandlung  über  unendliche  Factoren- 
folgen  gewonnenen  Ergebnissen  entnimmt  nunmehr  Euler,  dass 

fxf+^dx  :  Vi  —  x' 

_j._     aj-4     «  +  4     a  +  %  ^% 

„  +  2     «  +  2     a  +  6     tt  +  li  1 

und  somit  ist  der  wiederholt  von  uns  definirte  Kettenbruch  X_i 
das  «-fache  des  eben  angegebenen  Quotienten  zweier  bestimmter 
Integrale. 

Auch  an  verwandten  Kettenbriieheai  werden  ähnliche  Kunstgriffe 
geübt,  so  daas  der  Kettenbruch  zunächst  in  eine  Facto  renfolge,  dann 
in  einen  Quotienten  zweier  bestimmter  Integrale  umgewandelt  er- 
seheint.    Durch  Einsetzung  besonderer  Werthe  zeigt  sich') 

"^=1  +  1 

1  +  1.1? 

1     +2-3 

^"+3.4 

1     +■■,, 

Als   weitere  Aufgabe  stellt  sich   dann   vor  die  Augen,  derartige 
j  Pdx  und  jPRdx  zu  finden,  dasa  ihr  Quotient 

sich  als  unendlicher  Kettenbruch  darstellen  lasse,  eine  Aufgabe,  welche 
Euler  gleichfalls  in  ziemlicher  Allgemeinheit  löst^),  nm  alsdann  wieder 
besondere  Beispiele  der  Rechnung  zu  unterwerfen. 


111.  Kapitel. 

Enlers  Iiitroductio.     Band  I. 

Zahlreiche  Abhandlungen  hatten  Euler  schon  allbeiiannt  ge- 
macht, auch  seine  als  besondere  Bände  gedruckten  Michnnka  von 
1736  und  MetJwdus  inveniendi  von  1744,  von  welch  letzterer  im 
117.  Kapitel  die  Rede  sein  wird,  waren  in  den  Händen  derjenigen 
Mathematiker,  welche  im  Stande  waren,  den  damals  hiichsten  Ge- 
bieten   ihrer  Wissenschaft    Geschmack    abzugewinnen.     Da    er.sehien 

')  Comwentarii  Aeademiae  Petropolitanae  ad  ammim  1739.  T.  XI,  48. 
')  Ebeada  T.  XI,  Ü9  sqtj. 
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1748  Eulers  Introductio  in  anahjsin  infimiorum''),  von  De  Castülou 
während  des  in  Lausanne  stattfindenden  DruuK-es  beaufsichtigt  (S.  ÖO^)), 
und  dieses  Werk  gab  erst  dem  Namen  Leonhard  Eulers  'den  volks- 
thiimliehen  Klang,  der  ihm  vernmlhlich  für  alle  Zeiter  anhaftet. 

Ein  umfangreiches  Vorwort,  allzu  um  fangreich,  um  es  hier 
abzudrucken,  was  sein  Wortlaut  eigentlich  \eidieute,  erörtert  die 
Absicht,  welche  der  Vet öffentlich ung  zu  Giunde  lag  Euler  will  zu- 
sammenstellen, was  zu  wissen  bei  Eilcmung  der  Inflnitesimalrech- 
nuiig  uothwendig  oder  wenigatens  wunschensweith  %ei,  mau  könnte 
Tielleieht  sagen,  was  Übeihanpt  ohne  Infinitesimalrechnung  erworben 
werden  kann,  und  er  geht  darin  viel  weiter,  als  man  es  gewohnt 
war.  Er  schuf,  um  eine  moderne  Benennung  anzuwenden,  ein  Lehr- 
buch der  algebraischen  Änalysis  sowie  ein  eben  solches  der  analyti- 
schen Geometrie. 

Der  I.  Band  der  Introductio  oder  die  algebraische  Aualysis  zer- 
fällt in  13  Kapitel,  über  welche  wir  in  denkbarer  Kürze  berichten 
wollen.  Wir  bemerken  dabei  ein  für  alle  Mal,  daas  Euler  es  liebt, 
den  Gang  seiner  Untersuchungen  durch  geschickt  gewählte,  lehr- 
reiche Beispiele  zu  unterbrechen. 

Das  1.  Kapitel,  Von  den  Functionen  überhaupt,  erklärt  die 
Function  einer  veränderlichen  Zahlengrössc  als  einen  analytischen 
Ausdruck,  der  auf  irgend  eine  Weise  aus  der  veränderlichen  Zahlen- 
grössc, d.  h.  einer  unbestimmten,  allgemeinen  Zahlengrösse,  welche 
alle  bestimmten  Werthe  ohne  Ausnahme  in  sich  begreift,  und  aus 
Constanten  Zahlengrössen  zusammengesetzt  ist.  Die  Function  einer 
Veränderlichen  ist  wieder  eine  Veränderliche.  Sie  zerfällt  in  ver- 
schiedene Unterarten.  Algebraische  Functionen  stehen  im  Gegen- 
satz zu  Transcendeuten,  unter  den  algebraischen  Functionen  werden 
rationale  von  irrationalen,  unter  den  rationalen  ganze  von  ge- 
brocheneu unterschieden.  Eine  sich  anknüpfende  Sonderung  betrifft 
eindeutige  und  mehrdeutige  Functionen*).  Zur  Bezeichnung 
einzelner  eindeutiger  Functionen  dienen  grosse  Buchstaben  wie  P,  Q, 
Jt,  S,  T.  Des  weiteren  wird  von  graden  und  ungradcn  Func- 
tionen gesprochen.  Jene  behalten  ihren  Werth,  mag  man  ihre  Ver- 
änderliche =  -\-]c  oder  =  —  h  setzen,  diese  nehmen  durch  die  beiden 
erwähnten  Substitutionen  entgegengesetzte  Werthe  an.  Aehn liehe 
Functionen   von  y   und  s  nennt   man    Y  und  Z,  wenn   Y  auf  eben 

')  Eine  deutsche  Uebersetzung  von  Johann  Andteas  Christian 
Michelsen  (Berlin  1788)  hiit  den  ursprünglichen  a  Bänden  noch  einen  3  Band 
Anmerkungen  und  Zusät/e  beigefügt,  besieh ungs weise  ITJi  folgen  lassen,  l^if^ 
deutsche  Uebersetzung  von  II.  Maser  (Berlin  1885)  enthalt  nur  den  1.  BanJ 
der  Introductio.         ^)  FwKtione»  umfonnes,  miiJtiformes, 
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die  Art  durch  y  und  constante  Zahlengrösaen  bestimmt  wird,  wie  Z 
durch  s  und  constante  Zahlengrusaen. 

Das  2.  Kapitel,  Von  der  Umformung  der  Functionen, 
untei-scheidet  zunächst  zwei  Gattungen  \on  Umformungen,  je  nachdem 
dieselbe  Veränderliche  beibehalten  oder  eine  andere  Veränderliehe  an 
Stelle  der  ersten  eingeführt  wird.  Bleibt  die  Veränderliche,  so  bleibt 
auch  die  Art  der  Abhängigkeit  ihrer  Function  von  derselben,  nur 
können  vielleicht  in  der  neuen  Gestalt  manche  Eigeuschaften  deut- 
licher hervortreten.  In  dieser  Beziehung  ist  die  Zerlegung  einer 
ganzen  algebraischen  Function  in  einfache  Factoren  von  besonderer 
Wichtigkeit.  Eine  ganze  Function  Z  von  B,  in  welcher  der  Exponent 
der  höchsten  Potenz  von  2  gleich  n  ist,  wird  n  einfache  Factoren  ent- 
halten, was  ohne  Weiteres  daraus  gefolgert  wird,  dass  f  -\^  gz  -\-  kz^ 
in  zwei,  /'  +  gz  -{-  hs^  -\-  i>*  in  drei  einfache  Factoren,  d.  h.  in  solche 
zerlegbar  sei,  in  welchen  M  nur  in  erster  Potenz  vorkomme.  Mao 
findet  die  einfachen  Factoren  von  Z,  indem  man  die  Wurzeln  der 
Gleichung  2=0  aufsucht.  Aus  jedem  Wurzelwerthe  entspringt  ein 
einfacher  Factor  der  Function  Z.  Die  einfachen  Factoren  des  reellen 
Produetes  Z  sind  theils  reell,  theila  imaginär.  Letztere  treten  immer 
in  grader  Anzahl  anf,  und  zwei  imaginäre  einfache  Factoren  ver- 
einigen sich  dann  zu  einem  reellen  Factor  2'^"  Grades,  den  man  auch 
einen  reellen  zweifachen  Factor  nennt.  Die  ganze  Function  Z  von  z 
ist  eindeutig.  Wird  Z  =  A  bei  ?  =  01  und  Z  =  B  hei  n  =  h,  d.  h. 
geht  Z  von  A  iu  B  über,  während  z  von  a  ia  h  übergeht,  so  kann 
ersterer  Uebergang  nicht  anders  als  durch  alle  zwischen  A  und  ß 
gelegene  Z wischen wei-the  hindurch  erfolgen,  d.  h.  es  muss  einen 
zwischen  z  '=  u  und  s^h  gelegenen  Werth  is  =  c  geben,  der  Z  =  (! 
hervorbringt,  wenn  C  zwischen  A  und  B  liegt.  Mit  anderen  Worten, 
wenn  Z  —  A^=()  und  Z  —  B  =  0  je  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  so 
muss,  wenn  A<C <B  oder  A>  C>  B  ist,  auch  Z  —  C  =  0  eine 
reelle  Wurzel  besitzen.  Ist  beispielsweise  Z  von  ungrader  Hohe, 
d.  h.  2=  3^"+'  -f  «£'*"  +  ßs^"-^  +  ■  ■  -j  so  bewirkt  s  =  00,  dass 
Z  =  ix>  und  s  =  —  c»,  dass  Z  ^  —  00  wird,  mithin  haben  Z  —  cx) 
und  2  +  CO  je  einen  bekannten  reellen  einfachen  Factor  s^oc  und 
2  +  CO.     Alsdann    muss    auch    Z  —  0  =^  2   einen    reellen    einfachen 

Factor    besitzen    oder    £-"+'  + ck^"  +  ^52^»-!  4 =  0   hat   min- 

destens  eine  reelle  Wurzel.  Die  Gleichung  Z  =  is^"  +  az^""^  + 
ß^iin-i  ^  . . ,  _|_  yg  —  ^  =  0  mit  positivem  A  hat  mindestens  zwei 
reelle  Wurzeln.  Die  Annahmen  s  =  —  00  und  z  =  0  liefern  näm- 
lich 2=00  und  Z  =  — ^,  zwischen  welchen  2=0  liegt,  welches 
durch  irgend  ein  negatives  s  =  —  /■  erzeugt  werden  muss.  Anderer- 
seits liefern  ä  =  0  und  s  =  00  die  Werthe  Z  =  —  A  und  2=  00, 

OiKioB,  QsBcliiclite  der  M&theuuitik,  III.  3.   S.  Aufl.  4<i 


y  Google 


702  111-  Kapitel. 

zwischen  welchen  abei-mals  Z^O  liegt,  welches  durch  irgend  ein 
positives  z  ^^  d  erzeugt  werden  muss.  Das  sind  lauter  Sätze,  auf 
welche  Euler  1749  zurückkam  (S.  602).  Nun  kommt  die  Zerfällung 
einer  echtgebrochenen  Function  in  Partialbrüche  an  die  Reibe.  Der 
einfachste  Fall    ■.,  ^  ^ ■-:,,,   wo  S  den  einfachen   Factor   «  —  qz 

nicht   weiter    erhält,  wird    erledigt  durch    die  Annahme    ,..  =  ■—     - 

'  "  N        p  —  i[S 

+  JoderJt/=  lS-]-(p~az)r  woraus  ^  =  -^^"'^1^^^  folgt. 
Hierein  setzt  man  (weil  A  emt  Oonstante  ist,  darf  man  das) 
w  —  (7?  =  U    un4   erhalt   Ä  =  ~  .      Der    verwickeitere    Fall, 

dass  2>  —  ij[$  mehi  als  einmal  als  Factor  in  N  vorkomme,  und  dass 
also  Paiiiialbiuche  mit  den  Nennern  yi — qz,  (p  —  i/«)*,  (;>  —  q^y--- 
zu  ermitteln  sind   beschliesst  ilas  Kapitel. 

Das  3  Kapitel,  Von  der  Umtormung  der  Functionen  durch 
Substitution,  hat    die  Rationalisirung   irrationaler  Ausdrücke    zum 

Zweck.     So   wird  y  =  (ii -\- hz)"   durch   {a-{-bz)"=x   in    rationale 


^.PßY  —  ("  +  '' 


durch  ratio- 


aale   Werthe    von    s    und   y    erfüllt,    indem   man    den    beiden   Aus- 
drücken   gemeinsamen    Werth     in     die    Gestalt    x'""    kleidet.      Bei 

y  =  yia  -f-  bz)  (c  +  dg)     setzt     Euler      "^"S"  =  ■>^^,     ^  =  i,  "!~    n 

worauf  y  =  {a  -\-hz)x=  —.-  ^  ^  j.      wird.      Eine    andere    Methode 


der  Rationalisirung  von  y  =  ]/p  -\-  qg  -{-  rg^  besteht  darin,  dass 
y  ^  xs  -}-  Yp  oder  auch  y  =  x  -\-  ^r  s  gesetzt  wird,  je  nachdem  }' 
oder  r  positiv  ist.  Sind  beide  Constanten  p  und  r  negativ,  und  ist 
zugleich  q^  <  4j)r,  so  ist  y  wesentlich  imaginär.  Ist  dagegen  p  und  r 
negativ,  aber  t^  >  4:pr,  so  ist  mau  im  Stande  p  +  g.^  -j-  i"^' 
=  {a -\- hs)  {e -^  ds)  zu  setzen,  wie  vorher  gelehrt  wurde.  Neben 
dieser  ersten  Anwendung  von  Substitutionen  lehrt  alsdann  Euler  eine 
zweite,  welche  darin  besteht,  dass  er,  wenn  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  z  vorliegt,  eine  dritte  Hilfs veränderliche  x  wählt  und  Be- 
ziehungen zwischen  y  und  x  sowie  zwischen  z  und  x  aufsucht,  ver- 
möge deren  die  ursprüngliche  Gleichung  erfüllt  wird.  Sei  z.  B. 
äff  -\-  hui'  +  ci/'s*  =  0,  so  setzt  Euler  zunächst  y  =  x"'z^  und  erhält 
^j.am^n  j^'^^  j^  cx'''"-si'°-^^  =  0  Und  ÖS  kommt  darauf  an,  n  so  zu 
wählen,  dass  aus  der  neuen  Gleichung  ?  in  :r  gefunden  werden  kann. 
Dazu  liegen  drei  Wege  vor.  Erstens  kann  an==  ß,  »  =^  gesetzt 
werden,  dann   ist  nach  Division    durch  z^  die    weitere  Behandlung 
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augeiischeinlicb.  Zweitens  kann  yn  -\-  d  ^=  ß,  n  =■  gesetzt  und 
abermals  durch  s>*  dividirt  werden.  Drittens  kann  an  =  fn  -\-  d, 
n  =  ■-^-  gesetzt  und  durch  s""  dividirt  werden.  Ändere  Beispiele 
erfordern  und  gestatten  andere  KunstgrÜfe. 

Das  4  Kapitel,  Von  der  Darstellung  der  E'unctionen  durch 
unendliche  Reihen,  ist  schon  durch  den  einleitenden  Paragraphen, 
welcher  zeigt,  wie  Euler  über  Reihenentwicklungen  dachte  von 
höchster  Bedeutung.  Die  Natur  transcendenter  Functionen,  sagt 
Euler,  dürfte  sogar  besser  zu  erkennen  sein,  sobald  dieselben  m  einer 
solchen,  wenn  auch  ins  Unendliche  fortlaufenden  Form  ausgedruckt 
sind.  Denn  ebenso  wie  die  Natur  einer  ganzen  Function  am  besten 
dann  erkennbar  ist,  wenn  sie  nach  Potenzen  von  ?  entwickelt,  "üso 
auf  die  Form  A  -\-  Bs  -\-  Cs^  -\-  Di?  +  ■  ■  ■  gebracht  ist,  so  ist  auch 
diese  Form,  selbst  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  gioss  ist, 
am  geeignetsten,  um  sich  von  der  wesentlichen  Beschaffenheit  aller 
anderen  Functionen  eine  klare  Vorstellung  zu  bilden.  Wir  dürfen 
bei  dieser  Gelegenheit  an  die  Bemerkung  erinnern,  welche  wir 
(S.  465)  an  Newtons  Integration  durch  unendliche  Reihen  knüpften. 
Wenn  wir  dort  eine  nur  unbewusste  Verwandtschaft  mit  heutigem 
Denken  zu  erkennen  vermochten,  so  ist  Eulers  Äeusserung  von  ganz 
anderer  Natur.  Mag  ihm,  wie  wir  mehr  als  nur  einmal  gesagt  haben 
und  künftig  zu  wiederholen  haben  werden,  das  Gefühl  für  die  An- 
forderungen, welche  die  Mathematik  an  die  von  ihr  zu  benutzenden 
unendlichen  Reihen  zu  stellen  hat,  mehr  abgegangen  sein,  als  dieses 
bei  Newton  der  Fall  war,  den  analytischen  Nutzwerth  der  Reihen, 
wenn  wir  so  sagen  dürfen,  klar  ausgesprochen  zu  haben,  ist  Eulers 
Verdienst.  Die  einfachste  Art  der  Reihenentwicklung  ist  die  der 
Division  hei  Umwandlung  eines  Bruches,  und  sie  erzeugt  die  re- 
currente  Reihe,  deren  Namen  und  erste  Untersuchung  nach  Eulers 
Aussige  De  Moivre  angehöre.  Jene  Umwandlung  selbst  braucht 
nicht  durch  Division  vollzogen  zu  werden.  Sie  erfolgt  besser  durch 
Multiplication  des  Bruchnenners  mit  einer  versuchsweise  unter  Be- 
nutzung unbestimmter  Coefficienten  aufgestellten   unendlichen  Reihe. 

Euler  setzt  z.  B.  ^^      =  ^  -f  Bs  +  Cs^  +  i)^'  H und   erhält 

p  =  («  4-  ^s)  (ji^Bz-^  ÜB'  +  7)^3  _^  .  .  .)  =  «^  +  («i?  +  ßÄ)  z 

+  (aC+ j3B)^*  + («0  + j3C>*H ,   woraus    neben   ^="    die 

einander  vollständig  ähnlich  gebauten,  die  Recursion  vermitteladen 
Gleichungen  0  =  «^^-^^,  Q  =  uü-\-ßB,  0  =  «7>  +  j3C  ■  ■  ■ 
hervorgehen,  In  wesentlich  übereinstimmendem  Verfahren  wird  sodann 
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M^^^.-'  =  '^  +  -^^  +  '^^'+-"^'+---  ^''^  <^  +  h^-{a  +  ßz 
+  y^O  (^  +  -B«  +  C^ä  +  i)^^  +  --.)  =  «^  +  («-ß  +  /5X)^  + 
(«0  +  ^5  +  ^^)0^+  {«D+/3C  +  ;'B)^^+  ■■■    gesetzt,    woraus 

eratiicli  die  zwei  Coefficienten  A^  ^  ,  £  ^  —  ^  und  ferner  die 
unmittelbar  nur  a,  ß,  y  aber  nicht  a,  h  enthaltenden  Recuraions- 
gleiehungen  0  =  ßC  +  ;JJ5+j'X,  0  =  «D  +  /5C  +  yiJ  ■•■  entstehen. 
Je  mehr  Glieder  der  Nenner  a  -\-  ß£  -\-  y^  +  ■  ■  ■  besitzt,  um  ao 
zahlreicher  sind  die  Glieder  der  einzelnen  Kecursionsgleiehungen,  und 

die  von  den  Ooeffieienten  des  Zählers  n-\'hs-\ abhängenden  Zahlen 

A,  B  ■  ■  ■  mehren  sich  in  gleicher  Weise.  Voraussetzung  des  Ver- 
fahrens ist  ein  vou  Null  verschiedenes  «,  da  sonst  die  Entwicklung 
mit  A:=  =  oü  beginnen  müsste.  Unter  der  gleichen  erfüllten 
Voraussetzung  einer  von  Null  verschiedenen  Anfangsconstante  des 
Neimers  wird  auch  der  Bruch  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  s 
fortschreitende  recurrente  Reihe  verwandelt,  dessen  Nenner  die 
k'*  Potenz  von  1  —  ccs  ist,  während  im  Zähler  Glieder  bis  zur  Höhe 
von  i?""'  vorkonimen.  Setzt  man  nach  vollzogener  Entwicklung 
«^=s=l,  so  geht  die  Reihe  in  eine  arithmetische  Progression 
K  ■ —  1"*'  Ordnung  über,  welche  somit  auch  eine  recurrente  Reihe  ist. 
Euler  geht  alsdann  zur  Entwicklung  von  Ausdrücken  über,  deren 
Nenner  eine  Potenz  des  Polynoms  \  —  az  —  ßs^  —  ■  ■  ■  ist,  ferner 
zu  dem  bis  dahin  ausgeschlossenen  Falle,  dass  die  Anfangsconstante 
des  Nenners  Null  wird,  und  den  er  dadurch  erledigt,  dass  er  3,  oder 
welche  Potenz  s"  von  ^  dem  wirklich  vorhandenen  Anfangsgliede  des 
Nenners  angehört,  als  Factor  heraussetzt.  Dann  ist  die  ohne  Berück- 
sichtigung dieses  Factors  entwickelte  Reihe  noch  durch  z^  zu  divi 
diren.  Sie  behält  dabei  ihren  Charakter  als  eine  nach  steigenden 
Potenzen  von  s  fortschreitende  Entwicklung,  beginnt  aber  mit  ^^■ 
Nun    folgen    die   Reihen    für    (P  -|"  ö)"    und    allgemeiner    für    die 

Potenz  von  Polynomen.  Von  einem  Beweise  ihrer  Richtigkeit 
ist  keine  Rede.  Der  Binomialsatz  und  Polynomi aisatz  tritt  bei  ge- 
brochenem Exponenten  in  Anwendung,  als  wenn  es  sich  von  selbst 
verstände. 

Im  5.  Kapitel,  Von  den  Functionen  zweier  oder  mehrerer 
Veränderlichen,  fällt  das  Hauptgewicht  auf  die  homogenen 
Functionen,    deren   Name   1726    von  Johann   Bernonlli^)   einge- 


')  Commentarü  Academme  Petropolitanae  T.  I,    abgedmckt   in  Joh.  Ber- 
Ui    Opera   III,  1Ü8  — 124:   De   integrationHus   aequationum   differentialimt. 
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iülirt  worden  war.  lat  V  eine  homogene  Function  w**'  Dimension 
von  y  nnd  ^,  so  wird  die  Substitution  ij^us  zu  dem  Producte  yoii 
s"  in  eine  Function  von  u  fßhren,  Ist  «  =  0,  d.  h.  ist  V  eine 
Function  nuUter  Dimension  von  y  und  e,  so  wird,  wegen  ^**  =  1, 
die  Substitution  1/ =  m2  dahin  führen,  dasa  V  als  Function  von  u 
allein  erscheint. 

Das  6.  Kapitel,  Von  den  ExponentialgrÖssen  und  den 
Logarithmen,  schildert  das  Wesen  der  genannten  Functionen,  wo- 
bei die  Behauptung  auftritt,  ausser  den  Potenzen  der  Basis  a  gebe 
es  keine  Zahl  }>  mit  rationalem  Logarithmus,  nebst  dem  unbewiesenen 
Zusätze,  der  Logarithmus  von  h  könne  auch  keine  irrationale  Zahl 
sein  und  müsse  deshalb  zu  den  Transcendenten  gerechnet  werden. 
Von  den  zur  Anwendung  der  Logarithmen  eingeschalteten  Beispielen 
nennen  wir  zwei.  Einmal  fragt  Euler,  wie  gross  nach  100  Jahren 
die  Bevölkerung  eines  Landes  sein  werde,  welche  jetzt  aus  100000 
Menschen  bestehe  und  sieh  jährlich  um  ihren  dreissigsten  Theil  ver- 
mehre. Wir  erkennen  hier  einen  Vorläufer  der  schon  (S.  360)  er- 
wähnten Untersuchungen  Eulers  von  1760  über  BevÖlkerungs- 
verhältnisae.  Ein  andermal  fragt  Euler  nach  der  Anzahl  x  der 
Jahre,  welche  zur  Tilgung  einer  mit  ;>  Proeent  verzinslichen  Schuld  a 
erforderlieh  sei,  wenn  jährlich  für  Zins  und  Rückzahlung  die  Summe  h 
verwandt  werde.  Unter  Benutzung  der  Abkürzung  — fiin  "  "^  "  ^''^^^^ 
Euler    die    Gleichung    n^a  =  ,    welche    man    neuerdings    die 

Amortisationagleiehung  zu  nennen  liebt,  und  folgert  aus  ihr 
^  ^  log  j>- log (h  -  (n-\)a) 
logtt 
Das  7.  Kapitel,  Von  der  Darstellung  der  Exponential- 
grössen  und  der  Logarithmen  durch  Reihen,  gibt  seinen  In- 
halt durch  die  Ueberschrift  aufs  Deutlichste  an.  Der  Gedankengang 
ähnelt  sehr  dem,  welchen  Hallej  1695  eingeschlagen  hatte  (S,  85), 
ohne  dass  auf  diesen  Schi iftst eller  verwiesen  wäre  Wir  haben  dieses 
Schweigen  wohl  weniger  daiaus  zu  erklaren,  dass  Euler  Hallend 
Abhandlung  nicht  gekannt  hdtte,  als  wahrschemlichei  daiaus  dass  er 
Dmge,  wekhe  seit  mehr  als  fünfzig  Jahren  dei  Oeöentliehkeit  an 
gehörten,  als  wissenschaftliches  Gemeingut  betia<.htete,  von  welchem 
Jeder  ohne  Quellenangabe  Gebrauch  macheu  dürfe     Sei  »,  die  Basis 

In  §  IX  dipser  Abhandlung  heisst  is  p  et  q  deitgmtnt  ftinctioiMS  rationale 

fl  homogeneas  indetenniiuitai  am  1.  t(  v  vimmtitte  uüei  ae  comphcatamm  atque 
petmiaiarum  modo  tudcteriitiuntae  111  singuhf,  tammf  eimdem  haheant  exptmen 
tiMin   summam  propter  guod  /«iictMHW     guae    ita   sunt  compnratae,  vom 

homogeneas 
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des  zu  wählemleü  Logarithmensystems,  grösser  ala  1,  sei  ferner  cj 
eine  unendlich  kleine  positive  Zahl,  so-  wird  o'"  =  1  -j-  ^,  wo  tit 
gleichfalls  positiv  unendlich  klein  ist  und  etwa  =  ha  gesetzt  werden 
darf.  Ist  a"'='\.-\-  1ca,  so  ist  cj  =  log(l  +  ^°^)  in  ^^m  Logarithmen- 
systeme  von  der  Basis  a.  Erhebt  man  «".==  l  •]-  A'w  auf  die 
i**  Potenz  mit  vorläufig  beliebigem  i,  so  wird  n""' =  (1  +^'m)''== 
1  +  Ulm  +  '-^z—Jc^ia^  +  ■  ■  ■■  Ist  aber  i  =  und  2  endlich,  so 
wird  i  =  oü,  zugleich  aber  auch  tai  =  g  und  w  =  "  ■  Diese  Sub- 
stitutionen liefern  «=  =  1  +  ^-g  +  ^^.  l^g^  -f-  ^I^lMt _2)  7.3^3  ^  . , .  _ 

Bei  i  =  00  streichen  sich  die  in  den  Zählern  und  Nennern  auf- 
tretenden i  enthaltenden  Factoren  gegen  einander,  und  man  erhält 
«'  =  1  +  A^  +  j — -  -\-  - — -—  -)-■■■  mit  endliehen  o,  1;,  ^.  Wird 
vollends  «  ==  1,  so  zeigt  sich  der  zwischen  a  und  Ä'  obwaltende  Zu- 
sammenhang 1:1  =  1  -f-  ,  +  T — 2  +  r  2  a  ~t~  '  ' '"  ^^^  Ausdmck 
(('■"■==  (1 -f- A:«)'',  welcher,  wie  wir  sahen,  den  Werth  1  übersteigt, 
kann    als    1 -(- x   bezeichnet    werden.     Alsdann   ist   einerseits    cai  = 

log  (1  +  X),  andererseits  1  +  Ic(o  =  (1  +  xf,  Ica  =  (l^  ^y  —  \, 

einfachen  sich  wieder  die  i  im  Zahler  und  im  Nenner  mit  sich 
führenden  gebrochenen  Coefficienten,  und  mit  Benutzung  von 
ra  i  ^  log  (1  +  x)  erhält  man  log  (1  +  3:)  =  ,,  (x  —  '^  +  ^j  _  .  -  .j  ■ 
Diese  Reihe  verhilft  alsdann  zur  Ermittelung  von  k  aus  a,  was  aus 
«^1+  "J"i~ä~^  ,  .,  „  -(-■■■  nicht  zu  erreichen  war.  Sei  näm- 
lich l+ir  =  (i,  X  ^  a  —  1,  log  (1  +  x)  ^  log  a  =  1,  so  geht  die 
Reihe  über  in  1  ==  p— !d_J- _|_  "  L__-...l  beziehungs- 
weise   in    ^■  =  "■7-^-  — *""'-' +  ^-^-":^-^'-^ .      Bei    a  =  10   wird 

A;  =  —  -^-  -|-  Y  —  ■  ■  ■  eine  Reihe,  von  welcher  Euler  in  fast  naiver 
Weise  sagt,  es  sei  schwer  einzusehen,  wie  sie  den  Werth  2,3025!^ 
haben    könne*).     Dazu    gelangt    er  durch   folgende   Schlüsse.     Neben 

k\og(l-{-  x)  =  X  —  ^  +  ^" wird  bei  negativ  gewähltem  x auch 

')  Euler,  Inlrodwetio  I,  §  120  am  SchluBse. 
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(1-^) 

= 

—  X 

_    ^           _        .  . .  . 

1 

+  ? 

+  s'  +  ---    ' 

iiij  imii  Subtraction  l'ührt  zu 
Jetzt    setzt    Euler    j-"t?  =  a, 
wodurch    bg  r~^  =  1     und     x  =  '^'^    wird.      Danu    zeigt    sich 

'2  '^  «  4-  1  ~^~  a  trt~4-  ])  "'"  5  t,^  i)  +  ■  ■  ■  um]  bei  a  =  10  die  rasch 
zur  Ermittelung  des  entsprechen  den  /,:  führende  Reihe  '^  =  '^~ 
~^  3  (ii)  "^  6  ui)  +  ■  ■  -  Wird  aber  k  als  bekannt  angenommen, 
z.  B.  7.-  =  1,  so  geht  1  +  J ■  +  i^'a  +  r|-ä  +  ■■■  '"  1  +  I  +  /'2 
+  i.Vi)  ~l~  ■  ■  ■  '*''^^'  s'"ß"  Werth,  der  durch  c  bezeichnet  die  Basis 
der  natürlichen  oder  hyperbolischen  Logarithmen  heisst,  und 
den  Euler  auf  23  Decimalatellen  berechnet  angibt.  Durch  a  =  e 
fc  =  1  geht  «""■  =  (1  +  lia)'  aber  in  c"'  =  (1  +  cj)'',  und  da  bei 
Ol  =  j,  (o  =  ^  war,  so  hat  man  c^  =  (1  +  ^V  _  .  Wir  bemerken 
dabei    beiläufig,     dass    der    Sonderfall     (l-  +    ,)  =  I  +  1  -f 

1-2  "'"  iVa.'a  +  ""■  schon  am  30.  Januar  1728  im  Besitze  von  Daniel 
Bernoulli  war,  der  ihn  damals  brieflich  Goldbach  mittheilte'). 

Das  8.  Kapitel,  Von  den  transcendenten  Zahiengrösseu, 
■welche  aus  dem  Kreise  entspringen,  nimmt  die  auf  127  De- 
cimalstellen  angegebene  Zahl  a  und  die  trigonometrischen  Functionen 
in  Untersuchung.  Mitteis  der  bekannten  Formeln  für  den  Sinus  und 
den  Cosinus  zusammengesetzter  Winkel  kommt  Euler  leicht  zu  den 
Gleichungen 

sin  (2y  -i-  s)  =  2  cosij  sin (i/  -(-  ^')  —  sin  z 
cos(2j/  -\-  s)  ^  2  cosi/cos(y  +  s)  —  cos^, 

welche  Recursionen  darstellen,  deren  Fortgang  einleuchtet,  wenn  2 
durch  y  4"  ■^  ersetzt  wird,  was  beliebig  oft  geschehen  kann.  Auch  bei 
AusfÜbmng  der  Multiplication  (coS)/-|-y' — 1  sin j() (cos s  +  V^ — Isiu:^) 
=  cos  (y  -\-  ss)  -\-  ]/—  1  siu  (ij  -\-  s)  bedient  sich  Euler  der  Formeln 
cos  y  ■  cos  2  —  sin  y  ■  sin  ^  =  cos  {y  -\-  s);  cos  y  ■  sin  ^  +  sin  j/  ■  cos  ^  ^ 
sin  (y  -\-  z).  Die  fortgesetzte  Multiplication  führt  allmählich  zu 
(cos  g  +  y —  1  sin  e)"  =  cos  nz  +  Y- —  1  sin  m,  mit  n  als  ganzer  po- 
sitiver Zahl,  was  Euler  allerdings  zu  betonen  unterlässt,  und  dann 
weiter   zu  2  cos  «2  =  (cos  g  +  ]/ —  1  sin  e)"  +  (cos  2  —  Y—  1  sin  s)" 

')  Correap.  math.  (Fusa)  II,  246. 
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und  zu  2)/ — 1  Sinns  =  (cos.^  -|-  "[/ — lain^)"' —  (eoss  _|/™l  sm^')". 
Die  Binomialent Wicklung  der  liier  vorkommenden  n**"  Potenzen  liefert 
Werthe  von  cosnx  und  von  sinwa^  ansgedrückt  durch  Producte  von 
Potenzen  von  cos3  und  von  sin« 


n(n-l){n-2){n^ 


l)---{n~i)  ^, 


Ist  n0  =  V  und  dabei  n  unendlich  gross,  s  unendlich  klein,  so  kann 
cos  is  ^  1,  sin  2  =  ^  ^  -  gesetzt  werden  nebst  denjenigen  Verän- 
derungen der  auftretenden  Brüche  in  Bezug  auf  n,  welche  im  vorher- 
gehenden Kapitel   benutzt   waren.     Man   erhält    die   Reihen   cos  v  = 

^-l'2+   l-l's.i '    Ei..  -„-^  +  ^^'J^     ,-.... 

Werden  diese  Reihen  benutzt,  um  die  Sinus  und  Cosinus  von  Bögen 
unterhalb  -  (=30")  zu  berechnen,  so  findet  man,  da  sin  SO**  ^  „ 
und  somit  sin  (30*  -^  ■^)  =  cos  ä^  —  sin  (30"  —  e)  nebst  cos  (30"  -|-  s) 
^  cos  (30"  —  z)  —  sin  s,  von  den  Functionen  der  kleineren  Winkel 
aus  mit  Leichtigkeit  die  der  grösseren.  Die  gleiche  Substitution 
nz  ^  V  mit  n  ^  i  (infinilum,  unendiichgross),  s  =  -.  lässt  die  für 
2co8n2  und  für  2y —  1  sin  ns  gefundenen  Formeln  in  folgende 
übergehen:  2cos))  =  (l  +  "^7^)'+ (l  — "^7=^)' und  2]/— 1  sine 

=  (j  +  ~-r^—  (i  —  ''^r")'-     ^"^  '^*'"  ^^^''  c=  =  (l  +  •)', 

mithin  ist  auch  e^'=^  =  [\  + '^-T-^j ,  e-=V^=  (^1  — ^-Y  und 

cos  V  =  —ä-~-  —    j    sii  i'  =^ ; 1  e^-'V-^  =  cos  v 

^  _  '^y~'i 

+  sin  py —  1 .      Ferner    war     im     natürlichen     Logarithmensyatenie 

log  (14-*)  =  *  1(1  +  ■^) '  ^  1/  •  Ersetzt  man  i  -]-  x  zuerst  durch 
coa^  -(-  y^  1  sin^,  dann  durch  cos.s  —  "j/—  1  sin^  und  zieht  beide 
Ergebnisse  von  einander  ab,  so  entsteht  log  (coS:?  -|-  "|/—  1  sin  ^) 
—  log  (cos  z  —  y —  1  sin  s)  =  log  — ^  --  ''■-    -  -'"  ^  =  i  [(cos  2  -f 
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Y^^i  aia  ^y  —  (co&  s  —  ]/^^^l  ain^)' J.  Wiewohl  vorhin  die  Her- 
leituiig  der  Formel  2  Y^^l  sin  ns  =  (cos  s  -J-  V —  1  sin  ßf'  — 
(co8^  ■ — y — isin^)"  die  NothwBndigkeit  eines  positiven  ganzzahligen 
n  mit  sich  führte,  welche  wir  deshalb  besonders  hervorhoben,  nimmt 
Euler  nicht  den  geringsten  Anstand  n^^  zn  setzen,  und  er  ge- 
langt    damit     zu     2]/—  1  sin   .   =  (cos  ^  -j-  ]/ —  1  sing)'  —  (cos? 

—  Y^  1  ^^^  ^) '   beziehungsweise    zu    log ~r  r  T — °.;  =  2  Y- —  i  ■ 

i  ■  sin  ~  ■    Wird  *  =  oo,  so  geht  i  si 


erhält  i 


in  i  ■  .  =  s  über,   und  man 

oder   eine   Gleichung,   welche 

den  Logarithmen  einer  imaginären  Zahl  auf  einen  Kreisbogen  zurück- 
führt.     Der    logarithmirte   Bruch    kann    auch    durch    cos  s    gekürzt 

werden,  worauf  z  =  — —-  log  --^~Z    -"?--   entsteht.     Im  7.  Kapitel 
war   g  log  ^  _^  =  j  +  -  -  -|-  '-.   +  -  ■  ■  gefunden  worden.    Einsetzung 


-  1  tng^i    liefert    „  .„^  —  ,        ».  i    . 

«  2     *l--y_itng2        '  V    1 

),     also    auch    ^  =  ^5^  _  ^^  +  ^F^! 

ise     mittels     tnga  =  (,     £  =  arctg  t    auch    arctg  t  = 

j  —  3  ^~  5 ■  ■  ■      D^ese    zahlreichen   Ergebnisse    dos    8.  Kapitels 

sind,  wie  kaum  hervorgehoben  üu  werden  braucht,  weder  in  einwand- 
freier Weise  erworben,  noch  einzeln  genommen  neu.  Johann 
BernouUi  hatte  1702  den  Zusammenhang  zwischen  einem  Ärcus- 
tangens  und  dem  Logarithmen  einer  imaginären  Zahl  erkannt 
(S.  362),  James  Gregory  besasa  1671  die  Reihe  für  arctg  f  (S.  75), 
Leibniz  hat  deren  besonderen  Fall  ,  ^  1  ^  .,  +  ,-  —  „  +  ■  ■  ■  ge- 
funden (S.  79).  Machin  hat  1706  eine  zur  praktischen  Anwendung 
vortheilhaftere' Reihe  für  ^  veröffentlicht  (S.  364).  Euler  selbst  hat 
1737  eine  Anzahl  von  Reihen  zur  Berechnung  von  sr  in  den  Druck 
gegeben  (S.  668).  Jetzt  kam  er  in  der  lutroductio  auf  die  Um- 
formung  der  Ärcustangensreihe  zurück.     Ausgehend  von  tng  {n  -\-  b) 

=      ß"L.j^-^. —    und   von   tng  "  =^  1  findet  er,   dass,  wenn   a  +  Ji 
1  —  tng  II  ■  tng  Ij  *  4  '  '  ' 

:i     ,   ,      ,  tilg  a  A-  tng  h  ■  Tili  —  tnR  "■ 

=        ist,  1  =  ,     ^.    ^—f'  -j     sein    muss    und     tng  ?-  =  r-rT-"-- 

4  '  i  —  tng «  ■  tng  b  ^  1  +  tag  a 
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Mithin    ergibt    sich    aus    tng «  =   -   ein    tng  h  =  i   ^  ■(     ^^'^ 

=  arctg     -|-  aretg     ,    worauf  zweimalige   Anwendung    der  Ärcus- 
tan gen  s reihe  eintritt. 

Das  9.  Kapitel,  TJntersnchnng  der  triuomischen  Factoren, 
kehrt  zu  dem  Gegenstande  des  2.  Kapitels  zurück.  Dort  war  von 
den  reellen  einfachen  Factoren  und  von  den  paarweise  auftretenden 
imaginären  Factoren  einer  ganzen  reellen  algebraischen  Function  die 
Rede,  welche  letztere  einander  zu  einem  reellen  trinoiniseben  Factor 
vervielfachen,  und  auf  sie  wendet  Euler  nunmehr  sein  Augenmerk.  Das 
Trinom  p- — qs-\-re^  besteht  aus  zwei  imaginären  einfachen  Factoren, 
wenn  ipr  >  q^  oder  —  ~  <  1   ist.     Jede  Zahl    welche  kleiner  als  1 

ist,  kann  als    ein   Cosinus   cedacht   werden,   z.B.  — ^  =  cos  ep   als 
^  2Vfr  ^ 

Merkmal,  dass  p  —  qs  -j-  rs^  aus  imaginären  einfachen  Factoren  ent^ 

stand.      Das    Trinom    heisst    alsdann   p  —  2GQaq)Ypr  z  -\-  rz^    oder 

wenn    p    durch    p^   und   r   durch    q^    ersetzt   wird,    p^  —  2pqgmsg) 

_|_  j^^ä  =  [g-^ ^ j,i (cos qj  4-1/^1  sin  9?}]  ■  [qs—'p(cosip — Y — 1  sin^)J , 

und    die    ganze    algebraische   Function   a  -\-  ßs  -{-  ys^  -[-  äz^  +  ■  •  ■  j 

auf  deren  Zerlegung  es   ankommt,  muss  verschwinden,  sowohl  wenn 

s  =  ^  (cos  ^  -f-  y —  1  sin  cp)  als  auch  wenn  s  = ''  (cos  (p  — "[/ — ■  1  sin  qj) 
eingesetzt  wird,  was  unter  Benutzung  von  (cos  ip  +  ]/—  1  sin  tp)"  = 
coswqo  +  y'—  1  sin  nip  zu  geschehen  hat.  Diese  allgemeinen  Vor- 
bemerkungen leiten  über  zur  Zerlegung  von  a"  -j-  s",  bei  welcher  die 
beiden  Fälle  eines  ungraden  und  eines  graden  n  unterschieden  werden. 
Ist  »  ungrad,  so  hat  a"  -\-  s"  ausser  dem  Factor  a  -\-  s  noch  — ^■ 
trinome  Factoren,  ist  n  grad,  so  sind  ausschliesslich  trinome  Factoren 
an  der  Zahl  vorhanden.  Äehnlichos  gilt  für  die  Zerlegung  von 
«"  —  z".  Bei  uDgradem  n  ist  der  Factor  a  —  z  neben  -  - —  trinomen 
Factoren  vorhanden,  bei  gradem  n  vereinigen  sich  die  beiden  ein- 
fachen Factoren  c.  —  s  und  a  -\-  z  mit  — - —  trinomen  Factoren. 
Sodann   sind   die    einzelnen  Factoren   von    a"  -\-  z"  und  von    a"  —  z" 

wirklich    gebildet.      Letztere    heiasen    a^  —  2az  cos \-  z^,    wo   !•' 

alle  positiven   ganzen  Zahlenwerthe  von  0   anfangend  erhält,  bis  das 
Product    der    Factoren    die    nöthige    Dimension    erreicht.      Es    war 
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t''  =  t-(-.~l^i~ä^  1  b'  ä~^ ^''"^  ebenso  ß'-' ==  (1  -j-  "*  J  .  Folg- 
lich muss,  unter  der  Voraussetzung  i  =  oo,  auch  sein  t  -]-  ^  +  ,--  ; 

Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  von  der  Form  «"  —  s",  wenn  a  =  1 
-|-   .,5=1,    n  =  i,   und   die  Factoren  desselben  werden   (i  +     \ 

—  2  (l  +   ^)  cos  ^^'^-  +   1 .       Bei     7^  =  0     erscheint     (l  +   ^)' 

—  2  (l  +  ^)  cosO  +  1  =  (l  +  *  —  l)'=  (*)',  welches  aber  durch 
.   ersetzt  werden  muss,  weil  '    +  ;    i,  +  ,— 'g   ,  +    ■  ■  ^i'^h  nur  durch 

X  (beziehungsweise  .],  aber  nicht  durch  ,r^  (beKieiiungsweise  %f) 
als  theilbar  erweist.  Bei  /.'  >  0  tritt  für  coa  -.—  seine  Reihenentwick- 
lung 1  —  2  (^  ■")  ~f~  ail'  ■")  -^  ■  ■  'j  welche  aber  wegen  i  =  oo 
auf   die    beiden    Anfangsglieder    1  ~-  — ^"    beschränkt    werden    darf 

So    wird    das    Trinom    (^)  -f  ^^  —  ä  (l  +  ^)  cos  ^  +  1  =  ~  + 

ik'n'    .    ik'n'x         it'jf'  /,     ,     X     ,       x'    \  1-1  i      1     11     1 

—ji ) .3—  =^  -  .j —  ( 1  ")-   .  -|-  n.r'ijr  wobei  der  constante  Factor 

^^—  Tin berücksichtigt  bleiben  darf     Somit  zerfällt  C  — -  1  in  unend-' 

lieh  viele  jetzt  bekannte  Factoren,  d.  h.  man  erhält  --  +  -^  +  ,-^—3 

+  ■■■--('+'+£)('+*■  +«1.)  (l.+  l  +  £,)--.  E.>er 
setzt  ausdrücklich  die  Bemerkung  hinzu  ■■):  Obwohl  hierin  die  ein- 
zelnen Factoren  den  unendlich  kleinen  Tbeil  ^  enthalten,  so  darf 
derselbe  doch  nicht  weggelassen  werden,  weil  sich  aus  ihm  nach  aus- 
geführter Multiplication  aller  -  triuomen  Factoren  das  Glied  ' 
ergeben  wird;  Euler  nennt  das  eine  Unbequemlichkeit,  der  er 
aus  dem  Wege  gehen  will,  und  dazu  bedient  er  sich  einer  anderen 

Factorenzerlegung.     Neben    e^  =  f  1  -|-  '^  )=  1  +  ?  +  \-~,  4"  ,  v"  , 

H ist   c—  =  (i  -  ^)'  =  1  —  ■;■  -f  ;'"-  -  j  ^--  H und 

(1  +  y  —  (1  —  "J.')'  =  2  [■J'  +  j-;^~^-  -j ] .      Nun     setzt    Euler 
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(l  +  ")' -  (l  -  ^y  =  «"  -  2%    d.    h.    «  =  1+'J,    ,  =  1_'J, 

n  =  i.       Hierdurch     wird     a^  —  2as  cos  ^''^-  -f  «^  =  2  +  ^  — 

2  /l  —  ^.,  I  coa  --^  ■    Man  kann  wieder  cos  -  -^"  ^  1 ^,-  schreiben 

und  erhält  dann  «^  —  2«^  cos  ^-^'''  +  «^  =  ~  +  -^,-  —  t^*.^'  = 

— ir-  (l  +  ^  —  f,-),  oder  — -^^     =  ^   +  y  H ist  durch  1  + 

l^^  —  ^  theilbar.  Hiervon  aber,  fährt  Euler  fort,  kann  man  sicher 
den  Theil  j^-  weglassen,  weil  derselbe  auch  mit  i  multiplicirt  immer 
noch    unendlich    klein    bleibt.      Somit    ist    also    ermittelt:     f  +  ^ 

Gleichung  dient  selbst  wieder  als  Ausgangspunkt  neuer  Zerlegungen. 
So  lässt  X  =  2]/ —  1  links  die  Sinusreihe  entstehen,  rechts  Factoren 
1  —  ^!^  ^  (l  — r~)  (^  "i"  7~)'  ^^^  daher  bat  man  die  Zerlegung 
sin  if  =  ?  (l  —  ^)  (l  +  ^)  (l  —  J^  (i  _|_  _1)  . . .  Wieder  eine  neue 
Betrachtung    beginnt    mit    ^-^^^ —  =  1  +    *  ,  -|-  ■  —^  .  -      -[--■■ 

= 2       —         mit   «  =  1  4"  ■■■ ,    «  =  1  —  ■  .    n  ='  i.     Man 

erhält  eine  Faetorenzerlegung  von  1  -f  ,    „4 y-w-  .  +  ■ "  >  welche 

mittels  a;  =  ^Y^^  in  cos  ^  =  (l  —  ^  (l  +  "v)  (^  ^  S)  (^  +  K)  ' ' ' 
übergeht.  Auch  die  Ausdrücke  (l  +  ''-"t^)'  +  (t  -f-  ^^V  besitzen 
die  Gestalt  O"  +  z"  und  führen  Facfcorenzerlegungen  herbei.  Die  tri- 
nomen  Factoren  sind,  nachdem  der  auftretende  Cosinus  durch  die 
beiden  ersten  Glieder  der  ihm  gleichen  Reihe  ersetzt  und  ein 
constanter    Factor    unberücksichtigt    geblieben    ist,    von    der    Form 

1  H"  '^i~Tj_/}^__  ^1  ni'!-  ungradem,  beziehungsweise  gradem  m,  je 
nachdem  die  Summe  oder  die  Differenz  der  beiden  Potenzgrössen  zu 
zerlegen  war.  Auch  bei  e^+^  +  e'"*  muss,  damit  eine  wirkliche 
Gleichung  entstehe,   ein  Divisor  hinzutreten,  und  zwar  e''  +  e",  weil 

.-^ — —  durch  a:  =  0   in  1  Übergeht,  wie   alle  Factoren  der  Zer- 

legung  durch  a:  =  0  zu  1  werden.  Besondere  Annahmen  wie  h  ^=  *', 
c  ==  —  c,  x-= 'i  werden  gemacht  und  mittels  c  =  (/"|/ — 1,  )/  =  ii"|/— 1 
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noch  weiter  ausgebeutet.  Schliesslich  entstehen  FaetorenKerlegungen 
för  cos  s  +  t^S  2  ^^^^  ^"^  ^'"^^  '^**^  ^  ~~  '^"'S  a  sin^.  Es  lohnt,  die 
frühere  Herleitung  von  Factorenfolgen  (S.  G58)  zu  vergleichen,  um 
den  Fortschritt  zu  erkennen,  so  ungenügend  uns  vom  gegenwärtigen 
Zustande  der  Mathematik  aus  auch  die  Schlüsse  in  der  Introductio 
noch  vorkommen  mögen. 

Das  10.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauche  der  gefundenen  Pro- 
ducte  bei  der  Bestimmung  der  Summen  unendlicher  Reihen, 
erinnert  gleichfalls  au  Eulers  Abhandlung  von  1734,  Genau  nach 
denselben   Gfrundsätzeu   wie   damals    folgert  Euler  aus  ^  +  r-  +  tzjä 

+  äoto  +  ■  ■  ■  -  (i  +  ,'■')  ('  + 1%)  (i  +  sS)  •  -  ■ .  "»'"'"'  ei»«i">g 

mittel»    x'  -  ,H    k    1  +  ^"  .  <.  +  ^^  .  2>  +  -"^,j  .  8'  +  .  .  .  _ 

(1  +  0  (1  +  l)  (l  +  .;)  ■  ■  ■  '"««■K-'"'  ""»  '^''  is'  5»  ■  ■  ■  "i" 
Summe  der  in  den  einzelnen  zweigliedrigen  Facfcoreu  auftretenden 
Coefficienten  von  s,  ihrer  Producte  zu  je  zweien,  zu  je  dreien  ■  ■  ■ 
sein  musSj  und  nennt  man  P,  Q,  B,,  S,  T  ■■■  die  Summe  der  1**",  2*"', 
3*™,  4*™,  5**"  ■  ■  ■  Potenzen  jener  Coefficienten,  welche  mittels  des 
Girardschen  Satzes  aus     -,   ■--,   -—  hergeleitet  werden,  so  entsteht 

Jt!=— ;;-f-„  -|"^-|----  =  —  ,  und  allgemein   zeigt  sich  - ^ „  -|-    ^ ,, 

4-  --, U  - . .   als   summirbar.     Die  Summe    ist ^ ;:; — ri,  ^er- 

T-  !jB«    I  i-a-3---(an  +  i) 

vielfacht  mit  Constanten,  welche,  wie  JEuIer  bei  dieser  Gelegenheit 
sagt^),  eine  beim  ersten  Anblick  ziemlich  unregelmässige  Reihe  von 

Brüchen  1,  '.  ,    '  ,       -  ,   -r  ■  ■  ■  bilden,  die  bei  sehr  vielen  Ge- 

legenheiten gebraucht  werden.  Jakob  Bernoulli  ist  nicht  erwähnt 
und  ebenso  wenig  wird  der  Beziehungen  gedacht,  welche  zwischen 
den  von  Jenem  beobachteten  Zahlen  (S.  i)47)  und  den  hier  genannten 

obwalten.    Euler  leitet  dann  aus  der  Factor en Zerlegung  von    —  .; 
=  1  +  2"  "l'  24  "^  72T1  +  ■  * "    ähnliche   Reiheusummiruugen   ab,    bei 
weichen  wir  uns  nicht  aufhalten  wollen,  und  ebenso  geheu  wir  über 
die  Herleitnng  von  Reihen  für  die  Tangente  hinweg^). 

')  Euler,  Introductio  I,  §  1G8  am  Ende.        ''j  Ebenda  I,  g  181. 
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Das  11.  Kapitel,  Von  anderen  unenilliclien  Ausdrücken  für 
die  Bögen  und  die  Sinus,  setzt  den  Gegenstand  fort.  Euler  hat 
den  Wallisschen  Ausdruck  (Bd.  II,  S.  904)  J  =  5 r* !  ^Ts  Tt '■  7TT: 
selbständig  hergeleitet.  Er  hat  ihn  durch  Zusammenfassung  von  je 
zwei    Factoren    des    Zählers    und    des    Nenners    „ — -.-,.  ,„      ,  -  ^  = 

i-(äVv '" '''' '^'»*»"  i-('-^)(i-4)(i-.y'- 

gebracht  und  hat  auch  mittels  siu  j  =  -"r  unter  Anwendung  der 
Factorenzerlegung  der  Sinusreihe  1/2=  ,,.-.-  -,,--,,-  gefunden. 
Logarithmiruog  gibt  ihm  log  ^  =  log  (1  —  |  -|-  log  (1  —  ~\ 
+  log  (1 — Aü)  ~\~  '  ' ' '  ^'^  jeder  der  rechts  yom  Gleichheitszeichen 
befindlichen  Logarithmen  sich  vennoge  log  (1  —  a^)  =  —  x  — 
--  ^  -- . —  ■  ■  ■  in  Reihengestillt  anschreiben  lässfc.  So  wird,  wenn 
man  die  mit  den  Coeffieienten  1,  ,  a  '  ' '  vervielfachten  Glieder 
sämmtlicher  Reihen  vereinigt,  logjr  =  log4 —- 1  f      -]-,-!+"-=+ ■■') 

-lQ'  +  h  +  h  +  -)'lQ.  +  i'  +  i-  +  -)--""'  "'1» 

in  Klammern  befindlichen  Summen  sind  dem  Leser  des  10.  Kapitels 
bekannt,  wenn  auch  unser  Bericht,  um  nicht  über  Gebühr  sich  au.'j- 
zudehnen,  sie  übergehen  musste.  Euler  berechnet  mit  deren  Hilfe 
log  re  im  natürlichen  Logarithmen  Systeme  auf  23  Decimalstellen '). 
Dass  auch  die  Logarithmen  eines  Sinus,  eines  Cosinus  von  der 
Factorenzerlegung  der  Sinus-,  der  Cosinusreihe  aus  ermittelt  werden, 
liegt  in  der  Natur  der  Untersuchung.  Den  Schlass  des  Kapitels 
bilden  weitere  Reihen  für  die  Tangente,  welche  aus  denen  im 
10.  Kapitel  dadurch  gewonnen  werden,  dass  in  ihnen  auftretende 
Brüche  abermals  in  Reihenform  gebracht  werden. 

Das  12.  Kapitel,  Von  der  Entwicklung  der  gebrochenen 
Functionen  in  reeller  Form,  kehrt  zu  der  im  2.  Kapitel  be- 
gonnenen Zerlegung  eines  Bruches  in  Parti albr Och e  zurück.  Dort 
war  auf  das  Reell-  oder  Imaginärsein  der  in  den  Nennern  der  Partial- 
brüche  auftretenden  Factoren  des  ursprünglichen  Nenners  keinerlei 
Gewicht  gelegt;  jetzt  vereinigt  Euler  wieder  je  zwei  Partialbrüche 
imaginären  Nenners  zu  einem  einzigen,  in  dessen  Nenner  ein  reelles 
Trinom  zweiten  Grades   erscheint,  d.  h.  es  handelt  sich   um   die  Er- 

')  Euler,  InfrodMtio  i,  §  190  am  Ende. 
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mittlung  der  Brüche  von  der  Gestalt  — ~ .     Heisst 

der  zu  zerlegende  Bruch  j=  ^  ist  zunächst  N  =  [p^  —  2pqg  cos  ip 
+  (J^i'^)if,  wo  Z  durch   das  erwähnte  Trinom  nicht  weiter   theilbar 

sein   soll,   und   setzt  man  ^;  = -^ — ^— -, — i  ^  4- t>  ,    so   zeigt 

'  JY         ß'  —  2pqB  coe  <p  -|-  g^s-    '     Z  '  ° 

sieh  Y  =  —i — ^ — =— ^ ,  welches  aber  eine  gauKO  Function  sein 

muss.  Mithin  muas  der  Ausdruck  M — %Z  ~  aZs  durch  den  tri- 
nomen  Nenner  theilbar  sein  oder  gleichzeitig  mit  p^ — 2^5200391 
+  q^z^  verschwinden,  beziehungsweise  verschwinden,  wenn  s  =^ 
~  (cos  <p  +  y —  1  sin  fp)  iat.  Die  Vollziehung  der  beiden  Substitutionen 
für  3  in  M — %Z—aZe  unter  Anwendung  von  ^  =  y]  (cos  »19 
+  y—i ainnip)  liefert  zwei  Gleichungen,  denen  %  und  a  zu  ent- 
nehmen sind.  Im  weiteren  Verlaufe  des  Kapitels  wird  alsdann  der 
allgemeinere  Fall  erörtert,  dass  2f  das  Trinom  /i-mal  als  Factor  ent- 
hält und  die  ganze  positive  Zahl  ft  >  1  iat. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  recurrenten  Reihen,  kehrt  zu  dem 
Gegenstände  des  4.  Kapitels  zurück.  Dort  war  die  recurrente  Reihe 
ans  einem  ihr  gleichen  Bruche  unter  Anwendung  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  hergestellt,  während  die  Division  als  Ent- 
wieklungs mittel  verschmäht  wurde.  Jetzt  tritt  grade  die  Division 
in  ihre  Rechte.  Zugleich  kann  aber  der  erzeugende  Binach  in  seine 
Pactialbriiche  zerlegt  werden.  Jeder  Partialbruch  gibt  für  sich  eine 
recurrente  Reihe,  und  die  Summe  dieser  Reihen  muss  gleich  der  aus 
dem  unzerlegten  Bruche  hervoi^egangenen  Reibe  sein,  wobei  der  Satz 
iu  Anwendung  kommt,  der  die  eigenthche  Grundlage  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  bildet,  dass  aus  der  Gleichheit  der 
Reihen  ^  4-  B^  +  0^^  +  7)^^  +  ■  ■  ■  =  91  +  SBs  +  ß^-  +  '3)^^  +  .  -  ■ 
mit  Noth wendigkeit  die  Gleichheit  der  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  0  in  beiden  Reihen  folge.  Euler  war  der  Erste  ge- 
wesen, der  diesen  Satz  unmittelbar  aussprach  (S.  6T7),  er  war  auch 
der  Erste,  der  die  Empfindung  der  Noth wendigkeit  einer  Rechtferti- 
gung des  Satzes  besass.  Sein  Beweis^)  besteht  darin,  dass  er  mittels 
Ä  =  0  zeigt,  dass  j4  =  §(  sein  müsse,  dass  er  alsdann  durch  Weg- 
lassung dieser  einander  gleichen  Grössen  aus  der  anfänglichen  Glei- 
chung und  darauf  folgende  Division  durch  2  sich  die  neue  Gleichung 
£  -j-  Cs  +  Ds^  +  .  ■  •  =  99  +  ^.s  +  S)s'  +  ■  ■  ■  verschafft,  aus 
welcher  er  mittels   2  =  0  auf  B  =  95  schliessen  kann  u,  s,  w.     Der 

')  Buler,  Introäuetio  I,  g  2I4. 
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Nutzen  der  von  uns  als  Grundgedanke  des  Kapitels  bezeichneten  Be- 
trachtung liegt  darin,  dass  die  vorhergegangene  Zerlegung  in  Partial- 
brüche  es  vielfach  ermöglicht,  das  an  sieb  undurchsichtige  allge- 
meine Glied  einer  recurrenten  Reihe  deutlich  zu  erkennen.  Eine 
solche  ün durch sicbtigkeit   herrscht    z.  B.   bei   den   Ooefficienten    von 

r-\7-l  s^  =  1  +  4s  +  14^2  +  4(5^»  4-  UiJ0*  +  454^^'  -\ , 

während  ——y^-.  -  ^^  +  5^.  =  (-  1  -  2.-  -  2^r^ -       l 

+  (2  +  2-3g-(-2-3VH )    zeigt,    dass    das    allgemeine    Glied 

(2-3''—2")z"  heisst.  Verwickelter,  aber  kemesweg'^  unlösbar  wnd 
die  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der  einer  Dumon  entstammenden 
recuri'enten  Reihe  zu  finden,  wenn  die  reellen  Nennei  dei  gebildeten 
Partialbrüehe  Trinome  zweiten  Grades  oder  deren  Potenzen  sind. 

Das  14.  Kapitel,  Von  der  Vervielfachung  und  Theilung 
der  Winkel,  ist  die  Fortbildung  der  dem  8.  Kapitel  angehörenden 
Recursions  formet  u 

sin  (2ij  -\-  s)  ^=2  eo3 ;/ .  sin  (ij  -\-  s)  —  sin  « 
cos  (2ri  -{-  e)  =  2  cos  ]/  ■  cos  (y  -\-  s)  —  cos  .r. 

Wie  im  8.  Kapitel  wird  der  Sinus  und  der  Cosinus  des  w-faehen 
Winkels  aus  den  Functionen  des  einfachen  Winkels  gefunden,  aber 
auch  umgekehrt  ist  der  Sinus  oder  Cosinus  des  einfachen  Winkels 
als  Wurzel  einer  Gleichung  h^'"  Grades  aufzufassen,  welcher  eine 
Function  des  «-fachen  Winkels  als  Gleichnngscoustante  dient.  Dem 
algebraischen  Nachweise,  daas  eine  solche  Gleichung  n  Wurzeln  be- 
sitze, steht  die  Tbatsache  zur  Seite,  daas  sin  s  =  sin  (jt  —  s) 
=  sin  (2  ;r  -f-  5)  =  sin  (3  ;r  —  s)  ^  ■  ■  ■  und  da^,  wenn  s  =  '  ist,  auch 
^  =  ___  ^  z  =  — x„  ^  g  = ...  gewählt  werden  dartj  wodurch 

sin  ^  und  cos  2  jedes  so  viele  verschiedene  Werthe  erhält,  als  die 
Zahl  n  angibt.  Jede  zum  voraus  zu  erkennende  Gleichungswurzel 
entspricht  einem  Factor  des  Gleiehungspolynoms,  und  nun  ergibt 
sich  die  Zerfällung  des  öleichuugspolynoms  in  Factoren,  ergibt  sich 
die  Vergleiehung  der  Gleichungscoefficienten  mit  den  Ooefficienten  des 
Produetea  aus  den  erkaunteu  Factoren,  ein  Verfahren,  welches  im 
9.  Kapitel  nicht  angewandt  worden  war.  Die  erwähnten  Recursions- 
formeln  für  Sinus  und  Cosinus  von  in  arithmetischer  Progression 
fortschreitenden  Kreisbögen  führen  *)  zu  sin  a  -f-  .s  ■  sin  («  +  /') 
-\-s:^-3m(a-\-2h)-\ =     ---- \ — „         ,,     ,      -    —■'- und  mittels 


')  Euler,  IntroducHo  I,  g  258. 
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=  1  zur  Summirung  der  unendlichen  Reihe  ain a -f- sin  (a -f- 6) 


Reihe  sin  (o  +  (»  +  1)4)  +  sin  (»  +  (»  +  2)S)  +  sin(a  +  (n  +  Sjh) 

+  ■■■== -j sein,   und  durch  Subtraetion    der  beiden 

nneiidlichen  Reihen  von  einander  entsteht  die  endliche  Reihe  sina-|- 

c„.(.-J)-."(»+(«+!)A 

mn(a-^b)-\-sm(a-j-2b)'i \-sm(a-]-nh')  -  -  ^       -----  ■  ^^^  --    --'-  '- 

^  - -f ■     Es  ist  geradezu  merkwürdig,  wie  Euler 

hier  auf  dem  Umwege  Über  zwei  ganz  unzulässige  Summirungen  di- 
vergenter Reihen  zu  einer  durchaus  richtigen  Summe  einer  endlichen 
Reihe  gelangte.  Wie  für  den  Sinua  verfuhr  Euler  auch  für  den 
Cosinus.     Er   gelangte  ')   zu    dem    unrichtigen    cos  a  -|-  cos  {a  -\-  h) 

H-l) 

+  cos  («  -|-  26)  -|-  ■  •  ■  =  — ^   -    und    von   da   aus    zu    dem 

•  sm  ^ 

richtigen    cos  a  -\-  cos  (a  -j-  7/)  -f  cos  (a  -j-  2/>)  +  ■  -  ■  -{-  cos  («  4-  nh) 


Das  15.  Kapitel,  Von  den  Reihen,  welche  aus  der  Ent- 
wicklung von  Producten  entspringen,  enthält  Untersuchungen, 
welche  man  Anwendungen  der  Reihenlehre  auf  die  Zahlentheorie  zu 
nennen  versucht  wäre,  indem,  wo  seither  alle  ganzen  Zahlen  der  Reihe 
nach  gewählt  wurden,  um  das  Gesetz  einer  Reihe  zu  verwirklichen, 
jetzt  ausschliesslich  Primzahlen  an  deren  Stelle  treten.  Schon  im 
Briefwechsel  Eulers  mit  Goldbach  von  1739  traten  solche 
Dinge  auf^).  Bei  Annahme  gleichen  Werthes  für  die  beiden  unend- 
lichen Ausdrücke  (1  +  a£)  (1  +  ßs)  {l  +  ys)  (1 -{-  Ö2) i  -}-  Az 

+  Jis^  -{•  Gz"  -\-  Dz*  -\-  ■  ■  ■   zeigt  sich  Ä  als   Summe   der   einzelnen 
Zahlen  a-\-ß-\-'y  -\-  ä  -\-  ••■,  B,  C,  I>  ■■•  als  Summe  ihrer  Producte 

')  Euler,  IntrodiKtio  I,  §  260.        ')  Corresp.  math.  (Fuss)  I,  82  sqq. 
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d.  h.  hat  man  die  reeiproken  n^'-"  Potenzen  der  Primzahlen  gewählt, 
so    ist  A   deren   Summe    h.  s.  w.,  und   das   ganze  Product  wird   bei 

'  -  »  -^f  -0  +p  (^  +  .'.)  (l  +  ?)  (>  +  ^0  ■  ■  -  '  +  r 

+  "-„  +    j  H +  -^  H U  . . .    und    die    Nenner    der    addirten 

'    3"         5"         6"         7"  10" 

Brüche  sind  die  «'™  Potenzen  aller  Zahlen,  welche  weder  Potenzen, 
noch  durch  irgend  eine  Potenz  theilbar  sind.  Wird  2  =  —  1  an- 
genommen, so  sind  die  Glieder  der  aus  dem  Producte  entstandenen 
Reihe  absolut  betrachtet  die  gleichen  wie  vorher,  nur  mit  derart 
wechselnden  Vorzeichen,  dass  bei  nngrader,  beziehungsweise  bei 
grader  Factoreuzahl  derjenigen  Zahl,  deren  «'*  Potenz  im  Nenner 
steht,    das   Minuszeichen,    beziehungsweise    das   Pluszeichen    auftritt. 


-C~i)('-^)(-^)('-»- 


=  1- 


,  Dann  kommt  , 


=  l-\-A3  +  Bz^-\-C3'-j-Ds^  +  ---  an  die  Reibe.  Hier  sind  offen- 
bar, sagt  Euler ^),  äie  A,  B,  C,  D  ■  ■  ■  aus  den  k,  ß,  y,  iS  ■■■  so  zu- 
sammengesetzt, dass  A  die  Summe  dieser  Zahlen  einzeln  genommen, 
B,  C,  I)  ■  ■  ■  die  Summe  der  Producte  aus  je  2,  3,  4  -  -  -  ist,  Jedodt 
so,  dasa  bei  der  Eildung  dieser  Summen  diejenigen  Producte,  welche 
zwei  oder  mehrere  gleiche  Pactoren  enthalten,  nicht  ausgeschlossen 
werden  dürfen.  Euler  dachte  sich  muthm asslich  die  Herleitvuig 
mittels  auf  einander  folgender  Division  durch  die  einzelnen  Nenner- 
factoren.    So  bekam  er   -_       =  1  -j-  gä'  -|-  a^z-  -\-  k'ä^  +  ■■-?  'Iiih 

l+i!i±|:j!.-ti!!iL+:;;_l+(„+^),  +  („.+  „i5+^!)^>+(„=+„.,j 

+  „/i'+fl.'+..,  fern»  l±(«+&+(«l+!lö£>!!.t<^+^P+5e-P>a= 

-  1  +  («  +  ^  +  c)«  +  («■  +  ./»  +  (J-  +  «y  +  /S,  +  r'}^'  + 
{^  +  „'ß  +  ap  +  ß'  +  ,i'r  +  «ßr+fr  +  ,>/+ßr'+rV  +  --' 

und  ähnlich  muss  jede  folgende  Division  wirken,  wenn  man  sich  mit 
der  rein  formalen  Bildung  der  Quotienten  in  Gestalt  unendlicher  Reihen 
begnügt.  Auch  hier  setzt  Euler  5  =  1  und  wählt  für  a,  ß,  y,  d  ■■■ 
der  reeiproken  Primzahlen  mit  Ausschluas  der  1.  Die  Reihenentwick- 
lung muss  sämmtliche  Stammbrüche  liefern,  deren  Nenner  Primzahlen 
oder  ans  solchen  durch  Multiplicationen  entstanden  sind,  d.  h.  überhaupt 

'J  Eulei-,  Jniroduäio  I,  §  270, 
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Elllers  Introductio      Band  I, 
alle  Stammbrüche  und  es  miiss  daher  sein 


a(-D{-D(-T: 

-(-■■-.     Nach  dem  gleichen  Verfahren   ; 

- 1  +  '„  + 


-j-    — I ■  +  ■■■,    Kenntniss  des  Werthes  des  im  Nenner  links  vom 

4"  b" 
Gleichheitszeichen  auftretenden  Productes  fflhrt  also  znr  Kenntniss 
der  Reihensumme  rechts  und  umgekehrt.  Femer  kann  auch  rechts 
und  links  die  Logarithrairang  vorgenommen  werden.  Links  ent- 
stehen Summen  von  Logarithmen,  deren  jeder  durch  eine  unendliche 
Reihe  ersetzt  werden  kann,  und  so  kommen  wieder  neue  Reihen  mit 
neu  bekannt  werdenden  Summen,  beziehungsweise  neue  Producte  zu 
Stande.  Eine  Reihe,  welche  in  diesem  Zusammenhange  zum  ersten 
Male  auftritt,  ist 

1  a  S  5^0  7    ~  10  !1  13  ~  14  ~  15 

Das  tresetz  der  Reihe  besteht  darin,  dass  in  ihr  alle  Stammbrüche 
fehlen,  deren  Nenner  einen  quadratischen  Theiler  besitzen,  und  dass 
die  vorhandenen  Glieder  positiv  oder  negativ  sind,  je  nachdem  ihr 
Nenner  das  Product  aus  einer  geraden  oder  ungraden  Anzahl  von 
einander  verschiedener  Factoren  ist.  Nur  das  positive  Anfangsglied  ■- 
weicht  von  dieser  Regel  ah^). 

Das  16.  Kapitel,  Von  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  Theile, 
setzt  die  zahlen  theo  retischen  Betrachtungen  fort  und  zwar  an  einer 
Aufgabe,  welche,  wie  wir  wissen  (S.  617),  vor  1743  von  Philip 
Naude  dem  Jüngeren  gestellt  worden  war.  Euler  bringt  sie  in 
Verbindung  mit  Productenbildungen,  wie  das  15.  Kapitel  sie  gelehrt 
hatte.  Wird  (1  +  x''s)  (1  +  xf^)  (1  +  xrs)  -  ■  •  ==  1  +  Pg  +  Q«^ 
+  -R^°  -\-  . . .  gesetzt,  so  ist  P  =  3f-l-xi^-\-x^ -]-■■■.  Die  nach- 
folgenden (Joefficienten  sind :  Q  die  Summe  derjenigen  Potenzen  von  x, 
deren  Exponenten  die  Summen  je  zweier  verschiedener  Zahlen  aus  der 
Reihe  k,  ßiy  ■■■  sind,  R  die  Summe  derjenigen  Potenzen  von  x,  deren 
Exponenten  die  Summe  je  dreier  verschiedener  unter  den  genannten 
Zahlen  sind  u.  s.  w.  Kann  ein  Exponent  auf  mehrere  verschiedene  Arten 
durch  Addition  hervorgebracht  werden,  so  erhalt  das  betreffende  Glied 
einen   Zahlencoefflcienten.     Das  Auftreten  von  Nx"^""  in   dem   gebil- 


')  Elller,  IntroiJuctio  I,  §277.     Ein   Beweis    von  H.   von    .\(anf,'oiat    i 
i  Sit7,ungsLerichtett  rter  Berliner  Akademie  ISaT  S,  «a.5. 
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deten  Producte  bedeutet  a!so,  dass  n  in  N  verschiedenen  Arten  aus  m 
unter  einander  verschiedenen  Zahlen  der  Keihe  «,  ß,  y  ■■■  additiv  lier- 
gesteilt  wurde,  oder  N  ist  die  Zerlegungszahl  von  n  in  m  verschiedene 
Theiie.  Die  Bedingung  der  Verschiedenheit  der  Theüe  fällt  weg,  so- 
bald der  Quotient  ^— — — w-~— rvr ^-       in  die  Reihe  1  +  I'z 

-{-  Qz^  +  JJs'  +  ■  ■  ■  verwandelt  wird.  Die  Aufgabe  der  Zahlen- 
zerlegung ist  damit  auf  eine  andere  Aufgabe  zurückgeführt.  Zu  ihrer 
Lösung  genügt  die  Möglichkeit,  in  den  beiden  vorerwähnten  Hanpt- 
fällen  die  Coefficienten  P,  Q,  K  ■  •  ■  leicht  ermitteln  ku  können.  Ist 
2=(l+3:2)(l+3;ä^)(l+a^.s)-,  seist  -~^^^  =  (l^x''s){l-\-x^z)-. 
Das  ist  aber  das  gleiche  Product,  welches  entsteht,  wenn  in 
(1  -|-  ^^)  (1  -\-  ^^^)  ■  ■  ■  der  Buchstabe  s  durch  xz  ersetzt  wird.  Das 
Z  genannte  Product  heisst  als  Reihe  1  -\-  Pz  -j-  Qz^  ■  ■  ■ .  Ersetzt 
man   in   ihr  g  durch  xs,   so    entsteht   1  +  Pxz  +  Qx-z'^  _[_...   und 

man  erhält  die  Gleichung  r-j-  =  1  +  Pscs  -\-  Qx^s^  -J ,  woraus 

2  =  (1  +  xz)  (1  +  Pxz  +  Qx^z^  -\ )  =  1  +  (1  +  P)xs  + 

(P  -|-  §)a:^2^  -\-  ...  folgt.  Durch  Gleichsetzuug  der  gleiche  Potenzen 
von  z  in  sich  schliessenden  Glieder  der  beiden  Reihenformen  für  Z 
entsteht   P  =  (1  -f  P)x,    Q  =  (P  ~\-  q)x\   B  =  ($  +  B)x^  -  ■  ■  und 

II  ^         0=—--^—=-  *    —  7J  V"^ ^      _____ 

u.  s.  w.     Der  allgemeine  Ausdruck   für   den  j«'™  Coefficienten   heisst 

'"<"■  + 1) 

Da  nun  der  Bruch 


(f-  X)  {1  -  ^') ...  (l  -  x"")  _  (1  _  a.)  (1  -  :e=)  .  .  .  (l  -  x"') 

in    eine  Reihe   entwickelt  genau    dieselben  Reiheiiglieder   liefert  wie 

derjenige,  welcher  x  ^  im  Zähler  besitzt,  wenn  man  auf  die  Coeffi 
cienten  allein  achtet,  während  freilich  der  Unterschied  der  Exponenten 
von  X  in  einander  der  Rangordnung  und  den  Coefficienten  nach  ent- 
sprechenden  Gliedern   stets  ~-^ö         ist,   da  femer   die  Coefficienten 

die  Zerlegungszahlen  sind,  so  folgt  der  Satz:  Die  Zahl  «  -J --^ 

lässt  sich  auf  ebensoviele  Arten  in  m  ungleiche  Theiie  zerlegen,  als 
die  Zahl  n  aus  den  Zahlen  1,  2,  ■  ■  ■  m  durch  Addition  zusammen- 
gesetzt werden  kann.     Wird  das   dem  Sinne  nach  gleiche  Verfahi-en 

auf  den  anderen  Fall  angewandt,  wo  Z  = -r^^ —  .  _  gT7.~__"3gfr.~: 
=  1  4"  -P'^  +  ö^^  +  ■^•^'  "!"■■■  ^^^';  so  findet  sich  als  allgemeiner 
Ausdruck  für  P,  ^,  ii  ■  -  ■  de 


il~x)tl~x')---{x-x"') 
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daraus  der  Satz:  Die  Zahl  n  -]-  m  lässt  sich  auf  ebensoviele  Arten  in 
m  gleiche  oder  ungleiche  Theile  zerlegen,  als  die  Zahl  n  aus  den 
Zahlen  1,  2,  ■  ■  ■  m  durch  Addition  zusammengesetzt  werden  kann. 

Das  17.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauch  der  rocurrenten  Reihen 
bei  der  Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichungen,  hat  uns 
schon  (S.  643)  den  Anlass  zu  einer  Verweisung  gegeben.  Euler  ver- 
spricht nämlich  In  den  Einleitungsworten  des  Kapitels  eine  sorgfal- 
tigere Auseinandersetzung  der  von  Daniel  BernouUi  im  IV.  Bande 
der  Petersburger  Commentarien  über  denselben  Gegenstand  enthal- 
tenen Untersuchungen.  Unser  Bericht  wird  sich  auf  die  ersten  Para- 
graphen des  Kapitels  beschränken  dürfen,  welche  den  grundlegenden 

Gedanken   erörtern.     Sei   in   dem   Bruche  ■"-     ° ""^  V-,~- -  -.-  --  --'■   der 
1  — «2  — ßü^  —  ya' 

Nenner  das  Product  lauter  von  einander  verschiedener  reeller  ein- 
facher Factoren  (1  —  jts)  (1  —  qs)  (1  —  rz)  ■  ■  ■,  und  sei  der  Bruch 
ebensowohl  in  Gestalt  einer  recnrrenten  Reihe  Ä  +  Bz  -\-  Os^  -)-... 
-{- Ps" -\-  Qsi"~^^ -\- •  ■  ■ ,    als   in    seiner   Zerlegung    in    Partialbröche 

^  -       +  j^-  4"  i  _"  ~.-\ bekannt.   Jeder  Partialbruch  gibt  selbst 

wieder  eine  recurrente  Reihe  wie  j— —  =%-\-  Stps  +  3Ip*a'  -\-  ... 
-\- ^p"  z" -\- •  ■  ■ ,  und  setzt  man  die  Summe  dieser  partiellen  recur- 
renteii  Reihe  gliedweise  gleich  der  aus  dem  ursprünglichen  Bruche 
hervorgegangenen  Reihe,  so  zeigt  sich  P  ^  9fp"  -)-  Sg"  -|-  ©r"  +  -  -  ■ 
und  Q  =  Up''+^  -j-  502"  +  '  +  ©r'+i  +  ■  ■  ■  ■  Ist  nun  p  am  grössten, 
oder  —  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  1 — uz — ßs^ — ys^- — ^■■■  =  0 
und  n  eine  grosse  Zahl,  so  dass  p"  über  q",  *■"-■■  und  p'*+^  über 
q'+i^  j-n-fi  ...  ^g[tj  überwiegt,  so  ist  annähernd  P==9lj5",  §^3tp"+^ 
und  demzufolge  p  =  -p  ein  Werth,  der  um  so  richtiger  ist,  je  grösser 
n  gewählt  wurde.  Zugleich  ist  aber  p  die  grösste  Wurzel  derjenigen 
Gleichung,  welche  aus  i  ^  as  —  ßs^  ■ —  y^*.—  ■  ■  ■  =  0  mittels  der 
Substitution  3  =  -  entsteht.  Die  Zählercoefficienten  a,  h,  c,  d-  ■  ■ 
sind  dabei  vollkommen  willkürlich,  können  somit  so  gewählt  werden, 
daas  die  Rechnung  so  wenig  Mühe  als  möglich  macht. 

Das  18.  Kapitel,  Von  den  Kettenbrüchen,  endlich  beruht  auf 
den  beiden  Abhandlungen  im  IX.  und  XI.  Bande  der  Petersburger 
Commentarien  (S.  G93 — 699).  Neues  ist  so  gut  wie  nicht  hinzu- 
getreten, vielmehr  ist  nur  der  Inhalt  jener  Abhandlungen,  soweit  er 
elementarer  Natur  ist,  klar  und  einfach  dargestellt. 
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Reihen  1749 — 1754.    llie  Grundlagen  der  Diiferentialreclinuiig. 

In  der  lutroductio  war  der  umfassendste  Gebrauch  von  Exponen- 
tialgriissen  mit  complexeo  Exponenten  gemacht.  De  Moivre  (S.  (i4G) 
hatte  1730  einen  für  jene  Grössen  grundlegenden  Satz  ausgesprochen. 
D'Alembert  (S.  586- — 587)  hatte  1746  erörtert,  dass  jede  Function 
einer  imaginären  Zahl  sich  auf  die  Form  A  -\-  By^—^  bringen  lassen 
müsse.  Euler  (S,  601)  bestätigte  in  dem  auf  das  Erscheinen  der 
Introductio  folgenden  Jahre  1749  D'Alemberts  Behauptung.  Eulers 
Bestätigung  wurde  in  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie 
gedruckt  und  in  einer  anderen  Abhandlung  ebendesselben  Bandes 
wandte  sich  Euler  einer  verwandten  Frage  zu,  die  schon  lange  theils 
in  dem  Drucke  übergebeneu  Abbandlungen  von  Johann  BeriKnilli 
(S.  362)  und  Leibniz  (S.  367—368)  angedeutet,  theils  in  dem  Brief- 
wechsel Beider  erörtert  war  (S.  371).  Dieser  Briefwechsel  war  aber 
seit  1745  in  allen  Händen,  und  damit  war  der  Aufmerksamkeit  der 
Zeitgenossen  ein  Gegenstand  empfohlen,  welchen  endgiltig  zu  erledigen 
der  Äugenblick  gekommen  war.  Der  Titel  von  Eulers  Abhandlung') 
lautet;  lieber  die  Meinungsverschiedenheit  von  Leibniz  und  Bemoulü 
bezüglich  der  Logarithmen  negativer  und  imaginärer  Zahlen. 

Euler  beginnt  damit,  über  Bernoullis  Meinung,  man  müsse 
log  ( — x)  =  log  X  setzen,  zu  berichten  und  die  von  ihrem  Urheber 
angegebenen  Gründe  zu  prüfen.  Wenn  Johann  BemouUi  anführe,  die 
nach  X  genommenen  Differentialquotienten  von  log  (—  x)  und  von 
log  X  seien  einander  gleich,  oder,  was  eigentlich  dasselbe  nur  in  geo- 
metrischer Form  besage,  die  Differentialgleichung  der  Curve  ydx  =  ily 
bleibe  unverändert,  wenn  y  durch  —  y  ersetzt  werde,  und  daraus 
folge,  dass  jene  Curve  auch  unterhalb  der  Abscissenaxe  einen  Ast 
besitzen  müsse  (vergl.  Fig.  48  auf  S.  371),  so  könne  dem  entgegen- 
gehalten werden,  die  Gleichheit  der  DifFerentialquotienten  bedinge  die 
Gleichheit    ihrer   Integrale    nur    unter    Zuziehung    einer    Constanten. 

Finde   doch   auch  die  Gleichuns   —^- — i=^-\-°—'  statt,   und   doch 
"         (Ja;  dx  ' 

sei  nicht  log  nx  =  log  x,  sondern  log  nx  =  log  x  -\-  log  n,  und  ahii- 

licherweiae   sei    log  (—  x)  =  log  x  -\-  log  ( —  1).     Wenn    Bernoulü 

sich  fBr  die  Zusammensetzung  der  logarithmischen   Curve    aus    zwei 

')  De  la  contrmKrse  entre  Mrs.  Leibniz  et  Bernouüi  mir  lex  Logarithmen 
des  nombres  negalifs  et  imaginaires  par  M.  Ealer  in  der  Ilistoire  de  l'Äcndemic 
de  Berlin.    Aonöe  1749.    T,  V,  130—179. 
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Aesteit  weiterhin  darauf  stütze,  die  DiffereEtiaigleichung  dx  =  — -  ge- 

höre,  so  oft  n  eine  ganze  ungrade  Zahl  sei,  stets  zu  einer  syminetriacli 
zur  Abscisseiiaxe  zweiästig  verlaufenden  Curve,  und  n  ^  1  könne 
keinen  Ausnabmefall  darstellen,  so  erinnert  Euler  daran,  das  sei 
höchstens  wahr,  so  lange  es  sich  um  algebraische  Curven  handle, 
und  auch  bei  diesen  könne  das  Einsetzen  bestimmter  Werthe  den 
Charakter  der  Curve  wesentlich  ändern.  Aus  y  ^^=Yax  -{-  yö^(&  -|-  xj 
entstehe  z.  B.  durch  Rationalisirung  eine  Gleichung  8"°  Grades,  in 
welcher  y  nur  grade  Exponenten  besitze,  die  Curve  habe  also  zwei 
zur  Absciesenaxe  symmetrische  Aeste.  Werde  der  besondere  Fall 
ii  =;  0  ins  Auge  gefasst,  und  rationalisire  man  y  =  j/oa; -f"  K''^^  j 
so  entstehe  y* — 2axy^  —  Aa^xy -\- a^x^  —  ts^a;  =  0,  und  das  in 
dieser  Gleichung  vorkommende  Glied  —  Aa^xy  beweise,  dass  von 
einer  Symmetrie  zur  Abacissenaxe  nicht  die  Rede  sein  könne.  Wenn 
Bemoulli  endlich  sage,  wegen  (^  af  ^  {+  <if  sei  log  [{— «)-] 
=  Iog[(+«)^]  oder  21og(— »)  =  21og(+a),  also  log(-^a)=log(+rt) 
so  könne  man  mit  genau  gleichem  Rechte  aus  («y —  l)  =  {-\~  n)^ 
und  aus  I      --^- a\  =  (+  «)^  auch  folgern  log«  =  log{a"l/ —  l) 

==  log  f  — -'^^^~— «1-  Dass  aber  log  ("[/ — ^  l)  nicht  0  sei,  habe 
grade  Johann  Bernoulli  einst  selbst  gelehrt,  wo  er  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Logarithmen  imaginärer  Grössen  und  der  Rectifi- 
cation  des  Kreises  in  einer  Weise  erkannte  (S.  362),  welche  auf  die 
Behauptung  log  ("|/^  i]=  '  y"—  1  hinausläuft. 

Auf  der  anderen  Seite  führe  die  Bestreitung  der  BernouUischen 
Meinung  zu  grossen  Schwierigkeiten.  Ist  z.  B.  log  (~  a)  von  log  " 
verschieden,  also  log  ( —  1}  nicht  =  0,  so  sei  log  (—-  1)  =  w.     Nun 

ist  ( — 1)'^  =  „,  u"'^  durch  Logarithmirung  log  j:-|- «=' log '^  —  *:'>, 
oder  w  =  ~  a,  wis  eiupn  Widerspruch  gctjen  die  Behauptung,  oi  sei 
von  0  veischieden,  enthalt 

Euler  geht  sodann  zur  Prüfung  dti  Leibiiizschen  Meinung 
vom  Imagmirsein  \on  log  ( — 1)  ubei  Die  logarith mische  Reihe 
log  (l-j-c")  =  7^„y°+  ^^^~i'^*^"  zeige  bei  ai  =  0,  dass 
log  1  =0  sein  müsse  ^)     betze   man  3  ^  —  "2,  so   komme    man   zu 

')  Histone  de  I  Academte  de  Berlin  Annei  1749.  'i'.  V,  149  achreibt  hier 
inl'olge  eines  offenharen  Diuiklphleis  iio  bubstitution  .c  =  1  anstatt  a;  =■  ü 
vor.  Auf  anderp  üruolitehl  r  die  nicht  gar  selten  sind,  machen  wir  nicht  he- 
sonders  autmerKs^ni 
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log  (—  1)  =  —  2  —  ^  —  ^ und  die  Summe  dieser  divergenten 

Reihe  könne  nicht  ü  sein,  also  sei   log  ( —  1)  von  Null  verschieden. 

Aber  warum,  wirft  Euler  sich  selbst  ein,  sollte  —2  — ■  -  ■ 

von  0  verschieden  sein  müssen  ?  Setze  man  in  ■  ■  =1  —  x 
-\-  x^  —  x^  -^  •  ■  ■  zuerst  X  =  —  3,  dann  a'  ^  1,  so  erhalte  mau 
-^-  =  1  +  3  +  9  +  27  +  ...,    ^=1-1  +  1-1  +  ...,     und 

die  Addition  beider  Entwicklungen  ffihre  zu  0  =  2  +  2  +  10  +  26  +  --, 
was  nicht  weniger  Schwierigkeit  besitze,  als  die  Annahme  0  =  —  2 

—  9  ^  H  — ■■"■  Einen  anderen  Beweis  dafür,  dass  log  (—  1)  nicht 
=  0  sein  könne,  erhalte  man  von  der  Reihenentwicklung  e'-'  =  1 
-\-  .  -\-  ,2  +  ra^  +  ■ ' "  ^"^i  welche  immer  convergire,  eine 
wie  grosse  Zahl  man  auch  für  y  wähle,  so  dass  die  aus  der 
Natur  der  divergenten  lleihen  entnommenen  Gegengründe 
nicht  Platz  greifen^).    Wenn  e^  =  — 1,  )/  =  ]og( — 1)  sein  solle, 

liefere  diese  Reihe  —  1  =  1  -j-  y  +  ,— o  +  ^,  +  ■  ■  ■  und  dieser 
Gleichung    könne    nicht    durch    i/ =  0    genügt   werden,    weil    sonst 

—  1  =  1  sein  müsste.  Aber  auch  hier  weiss  Euier  einen  Einwand, 
der  sich  dahin  ausspricht,  dass  die  Function,  welche  einer  Reihe  als 
Ursprung  diene,  Werthe  besitzen  könne,  welche   in  der  Reihe  nicht 

ihren  Ausdruck  finden.  So  sei  z.  B.  (1  ^ —  x)  ^  =  1  -]-  -  x  -\-  -'-  -x' 
-f-  „  ■  ■  „x^  -\-  ■  ■  ■,  und  die  Reihe  gebe  einen  eindeutigen  Werth, 
während  die  Function  zweideutig  sei  und  ebensowohl  positiv  als  ne- 
gativ genommen  werden  dürfe  ^, 

Nachdem  Euler  so  die  unleugbaren  Schwierigkeiten  hervorgehoben 
hat,  M'elche  sich  ergeben,  mag  man  nun  für  Bernoulli  oder  für  Leibniz 
Partei  ergreifen,  fragt  er  nach  dem  tieferen  Grunde  aller  dieser 
Schwierigkeiten  und  findet  ihn  in  der  bis  dahin  von  Niemand  be- 
merkten Unendlichvieldeutigkeit  der  Logarithmen.  Ist  j/=loga: 
und  X  ==  (i.  -\-  w)",  wo  n  unendlich  gross,  w  unendlich  klein,  so  ist 
bekannt,  dass  y  =  no.  Aber  aus  x  =  (1  -\-  o)"  folgt  ra  =  |/«  —  1, 
na>  =  K  {^x  —  If  oder  loga:"=  «  [yx  —  lJ(,==o,) .  Wie  eine  Quadrat- 
wurzel 2,  eine  Kubikwurzel  3  von  einander  verschiedene  Werthe  hat, 


')  Ilidoire  de  VAcademie  de  Berlin.    Annee  1749.    T.  V,  150.        ')  Bbencla 
T.  V,  152. 
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SO  muss  es  bei  einer  w*^"  Wurzel  n  dergleichen  geben.  In  dem  der 
Aufsuchung  von  loga;  zu  Grunde  liegenden  Fnlle  ist  «  =  oo,  folglich 
gibt  es  hier  unendlich  viele  yx  und  ebensoviele  loga:.  Ist  ins- 
besondere y:  =  1,  so  findet  sich  y  =  log  1  =  0  ("V'l  —  l)  oder 
(1  -(-  '  )  —  1  =  0,  aus  welcher  Gleichung  die  n  Werthe  von  ij  her- 
vorgehen, indem  man  fl  -|-  ^J  —  1  in  n  einfache  Factoren  zerlegt, 
deren  jedes  für  sich  ^0  zu  setzen  ist,  deren  zwei  sich  aber  auch  zu  einem 
reellen  trinomen  Factor  vereinigen.  Nun  weiss  man,  dass  ein  reeller 
trinomer  Factor  von  p"  —  g"  die  Gestalt  p^  —  2pq  cos  '  -f-  'f  be 
sitzt,  wo  A  beliebig  gauzzahlig  ist,  und  diiss  ^i^  —  ä^i^cos'  -\-ij^^=^U 
m  p  =  q(coa  ^  :JzV— '^  ^^'^  J)  führt  In  dem  besonderen  Falle 
von  p  =  1  +  ^^  ,  i;  =  1  wird  also  1  +  f,  =  cos  '^  -  +  |/~1  sin  '^"^  ■ 
Dabei  ist  Ji  =  oo,  folglich  cos--'-  =1,  sin — ~-=  -'-,  mithin  1  -|-  " 
=  1  +  V —  1  ■  '  ind  y  =  +  2l7cy —  1  als  unendlichvieldeutiger 
Logarithmus  von  1,  indem  X  jeden  g.inzzahligen  Werth  annehmen  kann. 
Die  Annahme  X  =  0  liefert  den  einzigen  reellen  log  1  =  0.  Um 
log  (■ —  1)  mit  seinen  unendlich  vi  eleu  Werthen  zu  finden,  hat  man 
y=log(— I)=ii(y — i— l)  zu  setzen,  beziehungsweise  il-j-j  =  —1, 
und  der  in  «  Factoren  zu  zerlegende  Ausdruck  heisst  (l  +  )  -j-  !. 
Die  trinomen  Factoren  von  p"  -\-  q"  sind  p^  —  2p<[  cos  —  — — j-  q'^, 
und    setzt    man   diese   allgemeine   Form    des  Trinoms   =  0,   so   wird 

l>  =  'li  cos'- H-]/ — Isin  "'' — —y    Gegenwärtig  ist  ;»=  1  4- ^  f 

5  =  1,     also      1  -|-   ■'   =  cos  ^^ —  -   +  y—  1  sm  '—    -  '  -  = 

1  +  1/=^-^^^^^  und  ;,  =  log(— 1)  =  +  (2A— l);rV=n:. 
Nan  bleiben  noch  die  Logarithmeu  ira^inärer  Zahlen  xn  bestimmen. 
Jede    imaginäre    Zahl    kann    auf    die    Form    a  -\-  t"|/—  1    gebracht 

werden.     Man  kann  -— -t_^=~  ^  cos  od  ,      — =  =  sin  w  setzen,  und 

das  entsprechende  ip  trigonometrischen  Tabellen  entnehmen.  Setzt 
man  ferner  ■|/«^-|-6^=  t,  so  ist  a  -\- hY—i  =  c(sios q)  +1/^1  sin y) 
=  e''{coS9)-f  y=Isin9>).  Demzufolge  ist  log(«  +  6]/— "l)  =  f,' 
+  log  (cos  y  +  Y—  1  sinq^)   und  es   kommt  auf  die  Auffindung  von 
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,j  =  log  (cos  ip  +  "|/—  1  siij  rp)  au,  zu  welehor  die  Gleichung  (l  +  "X 
—  (cos  qp  +  l/— 1  sin  95)  =  0  fiibren  müsste,  wenn  man  im  Stande 
wäre,   ihr   die   Gestalt  p"  —  9"  ==  0   zu    geben.     Nun   ist  cos  ^  =  1 

(i+''7'X„r'  +  ^>'^-Ä-?J^T  +  -  =  -'^+ 

]/—  i  sin  tp,  d.  h.  die  Umwandlung  /l  +  ^V _  (cos  ?)  +  "|/—  1  sin  y) 
=  (1  +  -Q"  —  (1  +  "^^^  ")"  ist    erfolgt,   und  p  =  1  +  ^ ,    r^  =  ] 

+  ■     Die  einzeluen  Factoren  ergeben  aich,  wenn    fortwährend 

)!  =  00  berücksichtigt  und  deshalb  der  Cosinus  eines  durch  n  getheil 
ten  Bogens  durch  1,  sein  Sinus  durch  den  Bogen  ersetzt  wird,  mittels 
i»  =  9  (cos  ^  +  y-  1  sin  ^-]^)  =  2(1+  ^^]^  V^^\) ,  d.  h.  1  +  J 

=  (1  +  lY^  1)  (1  +  ^]y-\)  =  1  +  '^  +  ^±i^^Y--i 

und  y  =  log  (cos  qs  +  ]/ —  1  sin  ?>}  =  (qc  +  ^  ''• ")  V^  1 )  beziehungs- 
weise log(«  +  ö]/—i)  =  C+ (^ +2^^)^^^,  wo  C-==\o^yä^^¥, 
y  —  arccos  ^,— -^  ^  arcsm  y^-^^  =  arctg  ^  ■ 

Die  Lehre  Ton  den  imaginären  Zahlen  war  damit  plötzlich  um 
ein  Wesentliches  gefördert,  so  wenig  man  vergessen  darf,  dass  der 
erzielte  Fortschritt  allmählich  und  seit  geraumer  Zeit  von  Cotes,  von 
De  Moivre,  von  Euler  selbst  vorbereitet  war.  Aber  in  einem 
Punkte  war  noch  keine  Klarheit  geschaffen.  Das  Imaginäre  galt  nach 
wie  vor  als  unmögliche  Schöpfung  einer  ungezügelten  Einbildung« 
kraft.  Man  hatte  gelernt,  alle  ersinnlichen  Rechnungsarten  an  ima- 
ginären Zahlen  auszuüben,  aber  man  hatte  nicht  gelernt,  sie  selbst 
ZH  versinnlichen.  Den  ersten  Versuch  dieser  Art  machte  Heinrich 
Kühn^)  (1690—17691,  der,  in  Königsberg  geboren,  seit  1734  am 
Gymnasium  in  Danzig  wirkte,  auch  1743  an  der  B^ründung  der 
Danaiger  naturforschenden  Gesellschaft  theilnahm.  Die  Abhandlung 
Medilatioms  de  Quantifatibus  imaginariis  consiruendis  et  radicibus  ima- 
ginariis  exhibmdis,  um  derenwillen  wir  Kühn  zu  nennen  haben,  ist 
von  der  Petersburger  Akademie  veröffentlicht^.  Kuhns  Gedanken 
über  die  Construetion  imaginärer   Grössen  und  über  die  Nach- 


')  Allgemeine  deutsche  Biographie  SVII,  341-  Artiliel  yon  S.  Ciinther, 
')  Novi  Commentarii  Äendemiae  PetropoJitanae  ad  annuiii.  1750  et  17fil.  T,  HI, 
170-223. 
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Weisung    imaginärer  Wurzeln   sind   folgende.     Seien   (Fig.  109)    vier 
congruente  Rechtecke  «,  ß,  y,  d  aus  den  Seiten  a,  6  hergestellt  und 
um    den  Punkt  P   herumgelegt,    eine  Annahme,   deren   erster  Theil 
fast  unmittelbar  dahin  abgeändert 
wird,  dass  die  Recht ecksseiten  als  ^-"S 

gleich  gedacht  und  die  Rechtecke  ^  ^^_^ 

dadurch  au  Quadraten  werden. 
Die  entgegengesetzte  Richtung  der 
Seiten  zwingt  dazu,wennP^^-|-  <*! 
PP=-f-6ist,Pg=  — ö,Pr==— /> 
zu  setzen.  Die  Flächen  der  ein- 
zelnen Rechtecke  sind  demnach 
ß  =  -|-a.-J-fc  =  -f«ö,  ^  =  — fc. 
+  «=  —  ba,   y  ^  —  a-  —  b=  "a.r 

^  1>a,    d^—a-~\~b^  —  ab.  S-^ 

Man  erkennt  a  ^  y,  ß  =  $.    Die  i'Lg  loa 

formell     verschiedene    Anordnung 

der  Factoren  ah,  ha  in  den  Producten  ist  nur  gewählt,  um  äusserlieh 
zwischen  et  und  y,  zwischen  ß  und  S  zu  unterscheiden.  Ist  die  abso- 
lute Länge  von  n  =  d  =  3,  so  haben  die  Quadrate  te  und  y  jeweils 
die  Fläche  9,  die  Quadrate  ß  und  ö  jeweils  die  Fläche  — 9,  und 
+  "j/Ö,  +  j/-^  9  müssen  die  Seiten  jener  Quadrate  sein.  Es  ist  un- 
thunlich,  dagegen  den  Einwand  zu  erheben,  eine  Grösse  wie  +  V^9 
sei  nur  imaginär,  unmöglich  und  unangebbar  ^),  weil  aus  —  a^  in 
keiner  Weise  eine  Quadratwurzel  gezogen  werden  könne,  da  sowohl 
-\-  a  ■  -\-  a  =  -}-  n^  als  auch  —  a  ■  —  a  ^  -\-  a^  sei;  denn  einestheils 
könne  eine  Rechnung,  welche  von  möglichen  oder  reellen  gegebenen 
Grössen  ausgehe  und  in  Uebereinstimmung  mit  unzweifelhaften  Grund- 
sätzen behandelt  sei^),  auf  keinerlei  Weise  zu  Unmöglichem,  oder 
Nichtreellem,  oder  Unangebbarem  führen,  imd  anderntheils  lasse  die 
vorgeschriebene  Constniction  erkennen,  dass  die  Voraussetzung,  alle 
reellen  Quadrate  seien  positiv,  nicht  zu  Recht  bestehe^.  Auch  auf 
quadratische  Gleichungen,  denen  das  Glied  ersten  Grades  nicht  fehlt, 
geht  Kühn  in  fast  zu  ausführlicher  Darstellung  ein,  um  die  Fälle 
zu  unterscheiden,  in  welchen  deren  Wurzeln  imaginär  werden,  dann 
auf  die  Gleichungen  dritten  Grades,  zu  deren  Versinnlichung  er  acht 


'j  Novi  Coiiimentarü  Äcademiae  Petropolitanae  ad   nm>tam  1750   e(  175). 
T.  III,  iZG:    esse  iiiere  imaginarias,  impossOiHes  et  iiiaesignabiles.  '}  Calculm 

fx  datis  possibüibas  aut  Tealibus  profeetm,  et  asioinatibus  indubiis  cimvenienter 
trnetatus.  ')    minus  recfe   etiam   supponi   cidetur,    omnia  quadrata  realiii 

esse  positiva. 
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um  einen  Punkt  <les  lümmes  herumgelagerte  Würfel  benutzt,  deren 
Uauminhalt  absolut  genommen  gleich,  dem  Vorzeichen  nach  ver- 
schieden ist.  Es  sind  das  UnterBuchungen,  welche,  wenigstens  so  weit 
quadratische  Gleichungen  in  Frage  treten,  auch  Wallis  im  66.  bis 
09.  Kapitel  seiner  Algebra  beschäftigten.  Eine  Frage  stellte  WaUis, 
stellte  Kühn  nie  und  nirgend,  auf  deren  Beantwoitung  es  grad  am 
meisten  ankäme:  wenn  das  in  Fig  109  gezeichnete  Quadrat  ß  einen 
negativen  Flächeninhalt  besit/.t,  wo  liegt  dessen  zur  Versinnliehung 
der  imaginären  Zahl  geeignete  Seite?  und  ganz  ähnlich  fehlt  die  ent- 
sprechende Frage  bei  der  Untersuchung  über  die  cubische  Gleichung, 
Mag  der  Verfasser  der  dem  III.  Bande  der  neuen  Petersburger  Cora- 
mentarien  vorausgeschickten  Einleitung,  m  welchei  über  den  Inhult 
der  einzelnen  Abhandlungen  mi-hr  oder  weniger  genügende  Andeu- 
tungen gegeben  sind,  an  Kuhns  Arbeit  mit  den  Worten  vorbei- 
gegangen sein:  Diese  Abhandlung  ist  so  weiihvoll,  dass  wegen  der 
Art  der  Auseinandersetzung  nichts  zu  sagen  ist,  und  wir  vorzögen, 
dass  die  Leser  die  Abhandlung  selbst  in  Augenschein  nähmen^),  so 
hindert  das  von  ihm  ausgesproeheue  übersehwängliche  Lob  doch  nicht 
den  Eindruck,  als  ob  jenes  Lob  eine  Art  von  Verlegenheitsredensart 
gewesen  sei,  hinter  welcher  ein  gewisses  Nicht  verstehen  sich  verbarg. 
Alles  in  allem  wird  man  es  begreiflich  finden,  dass  Kuhns  Verdienst 
die  Frage  nach  dem  sinnliehen  Vorhandensein  des  Imaginären  auf  die 
Tagesordnung  gesetzt  zu  haben,  nachmals  höher  geschätzt  wurde,  als 
die  Art,  in  welcher  er  selbst  sich  mit  der  unleugbaren  Schwierigkeit 
abzufinden  suchte. 

Der  Band  Petersburger  Akademiesehriften,  in  welchem  Kuhns 
ErläuterungR versuch  des  Imaginären  der  Oelfentlichkeit  übergeben 
wurde,  enthält  auch  zwei  Eulersche  Aufsätze,  iu  welchen  der  Lehre 
von  den  Reihen  eine  neue  Seite  abgewonnen  ist.  Deren  erster,  De 
serierum  (Uterminatiom  seu  nova  mefhodus  invcnicnäi  terminos  ^enerales 
serierttm^),  oder  Bestimmung  von  ßeihen  und  neue  Methode,  das  all- 
gemeine Rflihenglied  zu  finden,  beleuchtet  eine  Schwierigkeit  der  Iii- 
terpolation'jaufgaabf  Man  sei,  ^agt  Eulei,  geneigt  anzunehmen, 
dass  der  Veilauf  einei  KeihL  bekannt  sei,  wenn  man  behebig  viele 
Gliedei  derselben  kenne,  aber  dem  sei  nicht  so  Denke  man  sich  die 
einzelnen  Reihenglieder  als  Ordinaten  zu  Abbcissen,  deren  Länge  die 
Ordnungszahl  de=!  betreöenden  Btihengliedc  angibt  so  kann  durch 
die  Endpunkt«  jenei  Ordinaten  eine  unbegienzte  Anzahl  von  Curven 
gezogen  werden,  welche  alle  untei   eimndei  \erschiedLn   darin  allein 

j  Aöir  Comaientaru  icademiae  Petropohtanae  itd  anntini  1750  et  1751. 
T  UI    Tmleitung  p'^g  18         ')  Ebenda  T  III    d6— 85 
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iibereinstimmtii,  (Kss  sie  bei  ganzzahlig  positiver  Abscisse  die  gleiche 
Ordinate  besitzen  Für  die  Interpolation  der  vorgelegteo  Reihe,  für 
die  Aufhndung  eines  Reihengliedes  mit  nicht  ganzzahlig  positiver 
Ol  dnungszahl,  oder  geometrisch  gesprochen  für  den  Verlauf  der  Curve 
zwischen  den  gegebenen  Punkten  sei  gar  nichts  gewonnen.  Soll 
z.  B  bei  jedem  ginzzahligen  Werthe  von  x  die  Ordinate  y  ^x  sein, 
so  wird  dieses  eiieicht,  wenn  y  die  Summe  von  x  und  solchen  Aus- 
drücken ist,  welche  bei  ganzzahligem  x  zu  Null  werden,  wie  z.  B. 
sinKjra;  bei  irgend  ganzzahligem  n.  Man  kann  also  jedes  Reihenglied 
ansetzen  als  ^  =  3;  +  P  ■  sin  a;a;  -]-  (^  -  sin  2%x  +  E  ■  sin  Z%x  +  ■  ■  ■ , 
wo  P,  Q,  R  ■  ■  ■  beliebige  Functionen  von  x  bedeuten.  Euler  geht 
dann  zu  Betrachtungen  über,  welche  zu  tief  in  die  Lehre  von  den 
DifFereutiaigleichungen  eingreifen,  als  dass  sie  hier  besprochen  werden 
Itönnten.  Wir  werden  im  118.  Kapitel  in  Kürze  darauf  zurückkommen. 
Euiers  zweiter  Aufsatz  in  dem  betreffenden  Bande,  ConsideraUo 
qmrundam  serierum  quae  singtdarilius  proprietaUbus  stmt  praeditae^), 
geht  von  einer  besonderen  Reihe  ans,  nämlich  von  - — -  -J — ~-       "  - 


leien  Summe  =  h  ist  wenn  i  =  a  wie  luich  Induction  sich  er 
gibt,  wenn  nach  ein  mdei  j:  =  «*'^1  .z  =  7^  f  =  a°  7^«*asw 
eingesetzt  wird  \hei  diese  Summenbestimmung  hoit  auf  iichtig  zu 
sein  wenn  x  emei  Potenz  von  a  mit  nicht  ganzzahlig  positivem  Es 
ponenten  gleith  gesetzt  wiid  anders  ausgespioehen  a  als  Summe  der 
genannten  Reihe  ist  mcht  immei  ler  Logirithmus  von  x  für  die 
Basis  a  scndern  nui  dann  wenn  /  eine  Potenz  \on  a  mit  ganzem 
pcitiven  Exponenten  ist  Eulei  behieltet  dann  weitei  zu  Umwand 
lungen  der  Reihe  loit  aus  welchen  vielfaltige  Folgetun^en  gezogen 
weiden  deren  wir  nicht  nxher  gedenken  weil  sie  nicht  das  Wesen 
der  Reihen  überhaupt  betreffen 

Anders  steht  es  mit  zwei  Aufsätzen  Eulers  im  V.  Bande  der 
neuen  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie.  Der  Aufsatz 
Suhsidium  calfuh  bitHtum^)  bildet  eine  Ergänzung  zum  8.  Kapitel  des 
I.  Bandes  der  Introductio  (S.  708).  Dort  war  der  Cosinus  beziehungs- 
weise der  Sinus  eines  vielfachen  Bogens  durch  Potenzen  der  Functionen 
des  einfachen  Bogens  dargestellt,  jetzt  wurden  Formeln  abgeleitet, 
welche  Potenzen  der  trigonometrischen  Functionen  einfacher  Bögen 
auf  Functionen  vielfacher  Bögen  zurückführen.     Die  Grundlage  bildet 

')  It'oei  Commentarii  Äcademiae  PetropoUtanae  ad  aniiuin  1750  et  1751. 
T.  III,  813—108,  »)  Ebenda  1T54  et  1T56.    T.  V,  164-204. 
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die  mittels  fortgesetzter  Multiplication  bewiesene  und  demgemäss  « 
als  ganze  positive  Zahl  voraussetzende  Formel  (cosip  +  sin^^y' — l)" 
=^  aos nip  +  sinnfpy —  1,  Wird  abkürzend  cos 9)  +  sing)]/—  1  =  u, 
cos  q>  —  sin  q>Y^  i  =  v  gesetzt,  so  ist  cos  95  ^  "  "V  ''  niid 
2"  ■  cos  9!"  ^=  (u  -\-  v)"  =  «"  -[-  nu''-^v  -\-  -  ■  '  u"-'^v~  +  ■  ■  ■■ 
Offenbar    kann    man   auch   2"  -  cos  <p"  =  (v  -\-  «)"  =  11"  -j~  w""^»  -|- 

—  ,  ■  „ — v"~ä«**  +  ---  achreiben  und  beide  Gleichungen  addiren.  Man 
erhält  2«+»  cos  ?>"  =  (h"  +  v")  +  w(w"-^  + 1)»-^)««  +  !^J'  3,l>(„«  ~  1  _|_ 
jjB-ijySjjS  _|_  . , . .  Leicht  ersichtlich  ist  uv  =  !(^!;^  ==---=  1^  sowie 
M"  -j-  *'"  =  2  cos  «<ip  u.  s.  -w.  Man  gewinnt  dadurch  2"  ■  cos  91"  = 
eosM<p  +  Mcos(«(ip  —  2q))  +  i-~J  cos(Mip^49))  +  •■■.  Die  Reihe 
bricht  ab,  sobald  der  Binomialcoefficient,  der  in  jedem  Gliede  auf- 
tritt, den  Werth  0  annimmt.  Tritt  vorher  ein  t^oaintp  —  m(p)  mit 
^  >  n  auf,  so  ist  zu  erwägen,  dass  cos(wg3  —  m<p)  =  cos{»jg?  — ^^9^). 
Nachdem  die  Untersuchung  so  weit  mit  genügender  Strenge  geführt 
war,  setzt  Euler  plötzlich  und  ohne  die  geringste  Itechtfertigung 
seines  Verfahrens  n  als  negative  ganze  Zahl,  so  dass  die  entstehende 
Reihe  nicht  von  selbst  abbricht,  sondern  ins  Unendliche  fortläuft. 
Mit  verblüffender  Sorglosigkeit  sehreibt  er  -  =  cosqo  ^  co.'tl^ip 
-(-  cos4q3  —  eosfjy  "l~  ■  ■  'i     7~. "s  =  t^os  2g)  —  2cos4qD  -|"  «'ä'^üslig' 

—  4  eos  8g)  -j-  ■  ■  ■;     ü ä  ^  *'*'^  3q;  —  3  cos  bip  -\-  ^y  cos  7g)  — 

10  cos9g) -{- ■  ■  ■  u-  s.  w.  In  beiden  Entwicklungsgruppen,  bei  posi- 
tivem wie  bei  negativem  n,  geht  Eiiler  vom  Cosinus  zum  Sinus  über, 
indem  er  9  ^  «  — ^  schreibt.  Dadurch  wird  cosgi  =  sim/j,  cos2gi 
=  —  eo82^,  eos 3g)  =  —  sinS^,  eos4g)  =  cos4^  u.  s.  w.  Zunächst 
treten  Gleichungen  für  2"'-^  sin^J)"  auf,  in  welchen  wegen  positiv 
ganzzahligem  n  rechts  vom  Gleichheitszeichen'  die  Reihe  abbricht  waA 
vorher  bei  ungradem  n  nur  Sinus,  bei  gradem  n  nur  Cosinus  enthält, 
z.    B.    sin  (!>  =  sin  i>,     4  sin  ^^  =  . —  sin  3^  -{~  ^  *i"  ^1     ^  ^'^  ^^  "^ 

—  cos  2-4)  -\-l,  8  sin  1/1''  =  cos  4^  —  4  cos  Sj/^  +  3  u.  s.  w.  Neben 
diesen  gesicherten  Ergebnissen  steht  in  grösster  Unbefangenheit 
—. — -  =  sin^i  +  sin  3v  +  sin -">!/; -(-sin  70-1 ,       .      j  ==  — cos2((' 

—  2  cos  4 j/-  —  3  cos  6^  —  4  cos  8jfi  —  .  -  ■  u.  s.  w.  War  bis  dahin 
nur  cosg>  =  ^^  unmittelbar  benutzt  und  der  Uebergang  zu  Sinus 
formell!  vom  Cosinus  aus  gewonnnen  worden,  so  liefert  auch  sin  9)=' 
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-— ^=  Stoff  zu  weiteren  Untersuchungen.  Will  man  etwa  sin  90'"' cos  ^i" 
in  Reihengestalt  ansetzen,  ao  genügt  dazu  die  Erwägung,  dass  sin  <p'"  ■  cosy" 
=  -¥^^{y-^Y  ~  ^^+-^-1)".  V  -  J  i^  +  n)  ■  ^"'-  Leihen- 
entwicklmig  des  Ausdruckes  S  =  (1 —  "}"'-  (l+  ")"  lienutzt  Etiler, 
nachdem  er  —  ^  gesetzt  hat,  die  logarithmiache  Differentiation. 
Er    schreibt    log  S  =  m  log  (!  —  «)  +  «  log  (1  +  z),    dann    ^  = 

-  T~  +  r4-.  =  *"  — 'fc  C- +J^i^  ,„d  (1  -  .^)  II  _  /-Ä 

+  g8z  =  0,  wo  die  Ahkürzungen  /'=  n  — ^  m,  (/  =  m  +  "  bedeuten. 
Wird  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  tS  =  1  -f- 
As  -\-  Bs^  -\-  Cs^  +  Dä^  -(-...  angenommen  und  in  die  gewonnene 
Differentialgleichung  eingesetzt,  so  entsteht  (A  —  f)-{-  (2B- — fA-\-g)z 
+  (3C  —  ^  —  /-.B  +  gAy  +  (4Z)  —  25  —  /-C  +  gB)z^  +  ■  -  -  =  0 
woraus  die  einzelnen  Coefficienten  der  E,eihe  für  S  folgen,  welche  die 
Gleichungen  erfüllen  müssen  A  =  f,  2B  =  fA  —  g,  ^0  =  fB  — 
(g  —  1)A,  40  =  fC~  (ß  —  2)B  u.  s,  w.  Bei  der  Wahl  der  Ex- 
ponenten m  und  n  lässt  Euler  sieh  wieder  den  weitesten  Spielraum. 
Er  setzt  unter  Anderen  «  =  —  m,  so  dass  eine  Reihendarstellung  von 

==  tng^)'"  in  Fr^e  kommt.     Am  Schlüsse  des  Aufsatzes   wird 
cos  9 

von  der  Differentiation  sowie  von  der  Integration  unendlicher  trigono- 
metrischer Reihen  ganz  beliebige  Anwendung  gemacht.  Euler  liatte 
gefunden    cos  9)  -}-  n  cos2fj>  -\-  a^  cos  Zip  -\-  ■  ■  •  =  ---p    ^^^  *-    -, 

sin 9)  4"  o,sm2ip  +  n^sinStp  +  ■  ■  '  =  .-qr  '^—Z Einsetzung 

von  (t  =  1,  dann  von  et  =  —  1  liefert  ihm  eosy -|- cosS^ -j- ß^sS^ 
-[-.,.  z:^  —  cos  <p  —  cos  '2(p  ~[-  cos  3  q?  —  -  -  -  =  ^^ ,  sin  9  -^  ain  2  tp 
-\-  sin3q5  -{-■■■  =  - — — ,  sinqo  —  sm'2(p  -|-  sin 3 9s =^     tng  *■ 

2tDg-| 

Differentiation  der  zweiten  Reihe  führt  zu  siinp  —  2Bin2(p  -\-  3sin39P 
■ —  ■  ■  ■  =^  0,  wiederholte  Differentiation  zu  cos  ip  —  4  cos  2tp  -\-  Q  cos  3  <p 

—  ■■  ■  ^  0.  Dagegen  führt  die  Reihe  cos 93  --  cos 2 9»  -]~  aos'dip  —  ■  ■- 
=  „   durch  Integration  zu 

sin  ip  —  „  sin  29)  4-      sin  3  91  —  .  - .  ^  _^ , 

einem  Ergebnisse,  welches  unter  die  vielen  falschen  Angaben,  man 
möchte  fast  sagen,  sich  verirrt  hat.     Die  an  dieser  Stelle  zuerst  auf- 
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tretende   Reihenentwicklung    von        wurde    in   späterer  Zeit  vielfach 
bestätigt.    Wiederholte  Integration  führt  alsdann  zu  coarp  —      0(1329; 
-f-  Q  cos  3<p  —  ...  =  K  ----- -    Die  Congtante  e  wird  gefunden,  indem 

ip  =  0  eingesetzt  wird.  Alsdann  entsteht  1  —  —  -f-^^^...  =  K  und 
da  die  Summe  -  der  mit  wechselndem  Vorzeichen  versehenen  reci- 
proken  Quadratwurzeln   bekannt  ist,  (^  =^  tz;- 

Euler  war  (S,  689—692)  seit  1743  von  Niclaus  1  Bernonlli 
wegen  seines  Gebrauches  divergenter  Reihen  zur  Rede  gestellt  worden, 
und  niemals  hat  er  mehr  Missachtung  der  ihm  gemachten  Vor- 
stellungen an  den  Tag  gelegt  als  in  dem  Aufsatze,  über  welchen  wir 
soeben  berichtet  haben  Vielleicht  war  dieser  Umstand  die  Veran- 
lassung, dass  Eulei  in  unmittelbarem  Anschlüsse  an  den  betreffenden 
Aufsatz  die  allgemein  wichtige  Streitfrage  öffentlich  zu  behandeln 
besehloss,  und  so  entstand  vermuthlich  die  Abhandlung  De  seriehus 
ditet gentibwi^)  Im  ersten  Paragraphen  erklärt  Euler  convergente 
Reihen  als  solche,  deren  Glieder  fortwährend  abnehmen 
und  schliesslich  versehwinden;  Reihen,  deren  Glieder  nicht 
schliesslich  verschwinden,  sondern  entweder  von  endlicher 
Grösse  bleiben  oder  ins  Unendliche  wachsen,  müssen,  weil 
sie  nicht  convergiren,  zu  den  divergenten  Reihen  gerechnet 
werden.  Unter  ihnen  sind  wieder  zwei  Abarten  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  alle  Glieder  gleichen  Vorzeichens  sind  oder  von  Glied  zu 
Glied  abwechselnd  bald  positiv  bald  negativ  auftreten.  Bei  diver- 
genten Reihen  mit  durchweg  positiven  Gliedern  kann  nach.  Eulers 
im  zweiten  Paragraphen  vorgetragener  Meinung  ein  Zweifel  nicht 
bestehen.  Ihre  Summe  wird  immer  durch  einen  Ausdruck  -;  dar- 
gestellt werden.  Um  so  bestrittener  ist  der  Summenwerth  divergenter 
Reihen  mit  abwechselnd  positiven  und  negativen  Gliedern.  Euler 
berichtet  hier  mit  grosser  Unparteilichkeit  über  die  Grunde  und 
Gegengründe,  welche  geltend  gemacht  wurden,  seit  Leibniz  gewagt 
hatte  1  —  1  +  1  —  ■'~l~'''^"y  '■^  setzen.  Die  Gegner  dieser 
Meinung  stützen  sich  wesentlich  darauf,  dass  t-^tt"  =  1  —  a-\-  a^' —  ■ 

—  «"+1  1  "  „'+'       , 

+  «."-]-  -■-;—■■  und  dass  -^  =  1  -f-  tt  -]-«-  -|-  ■■■  +  '"'"+,  ::_-     ^'^h 

und   dass   die  Mantisse  (Euler  versteht  darunter  das,  was  man  heute 


')  Nävi  Conimentarii  Academiae  retropoUtnnae   ad    1 
T.  V,  205—237. 
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Restglied  nennt)  nur  dann  we^elassen  werden  dürfe,  wenn  a  einen 
echtgebrochenen  Werth  besitze.  Nor  in  diesem  Falle  dQrfe  alao  die 
Reihe  rechts  vom  Gleichheitszeichen  als  eine  unendliche  in  Rechnung 
gezogen  werden.  Dagegen  sei  1  —  1+1  —  1-}-...^^  und 
l  +  2-)-4-|-8-)----  =  —  Ij   wovon    das  erste  Ergebniss   aus   der 

Reihe   für   j-q—   durch  «  =  1,  das   zweite  aus  der  Reihe  für 

durch  a  =  2  hervorgehe,  gleich  unstatthaft.  Die  Anhänger  der  diver- 
genten Reihen  behaupten  ihrerseits  theils  mit  Leibniz  (S.  366),  die 
Reihe  1^1  +  1  —  1-|---  an  und  für  sich  ins  Auge  gefasst  habe 
bei  grader  Gliederzahl  die  Summe  0,  bei  ungrader  Gliederzahl  die 
Summe  1,  im  Unendlichen  gebe  es  weder  Gtrades  noch  Ungrades, 
folglich  müsse  dort  der  mittlere  Werth  zwischen  ü  und  1  oder  ^ 
auftreten,  theils  berufen  sie  sich  zur  Erklärung  der  Möglichkeit  von 
—  l  =  l-|-2  +  4-}-8  +  ---  darauf,  dass  zum  Negativen  der  Durch- 
gang durch  das  Unendlichgrosse  nicht  minder  führe,  als  der  Durch- 
gang durch  0.  Sie  schHessen  sich  also  an  Wallis  {Bd.  II,  S.  902) 
an.  Brüche,  sagen  sie,  wachsen  mit  Abnahme  des  Nenners;  wenn 
aber  5  <  j  <  g  <  «  <  j  <  0  '  ^^  müsse  dieses  Gesetz  auch  Geltung 
haben,  wenn  der  Nenner  unter  0  herabsinke,  so  müsse  <  —-  d.  h. 
00  <  —  1  sein.  Jetzt  lässt  Euler  wieder  die  Gegner  der  divergenten 
Reihen  zum  Worte  kommen.  Es  gebe  überhaupt  keine  Summe  der- 
selben. Wenn  man  1  +  „-+.+  „  +  ■  ■  -  ^  2  setze,  so  sei  ea  zu- 
lässig von  einer  Summe  2  zu  reden,  denn  je  mehr  Glieder  der  Reihe 
man  durch  gewöhnliche  Addition  vereinige,  um  so  näher  komme  man 
an  die  2  heran,  bei  divergenten  Reihen  dagegen  sei,  je  mehr  Glieder 
man  durch  Addition  vereinige,  um  so  weniger  eine  Annäherung  an 
einen  bestimmten  Werth  vorhanden,  im  Gegentbeil  unterscheide  sich 
Jede  Summe  beliebig  vieler  Glieder  um  so  mehr  von  der  nächsten, 
eine  je  grössere  Gliederzahl  man  in  ihr  zusammenfasse.  Merkwürdig 
findet  Euler^),  dass  trotz  dieses  Gegensatzes  der  Meinungen  niemals 
ein  durch  Anwendung  divergenter  Reihen  hervorgebrachter  eigent- 
licher Fehlschluss  habe  nachgewiesen  werden  können !  Wo  immer 
man  z.  B,  die  Reihe  1  —  l-f-l^l+--  durch  „  ersetzt  habe, 
Sei  Fehlerloses  hervorgetreten.  Es  gewinne  daher  den  Anschein,  als 
ob   es    sich   nur   um   einen  Wortstreit   handle,   und    in  Wirklichkeit 

')  Novi  Commentarü  Academiae  Petropolitanae   ad   annuin  1754    et  1755. 
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verhalte  sich  die  Sache  so.  Wenn  man  in  der  Analysia  zu  einem 
gebrochenen  oder  zu  einem  transcen deuten  Ausdrucke  gelange,  so 
pflege  man  ihn  in  eine  geeignete  Reihe  zu  verwandeln,  mittels  deren 
die  weiteren  Rechnungen  leichter  ausgeführt  werden  können;  unend- 
liche Reiben  finden  dem  entsprechend  in  der  Analysis  nur  in  so  weit 
eine  Stelle,  als  sie  ans  der  Entwicklung  irgend  eines  geschlossenen 
Ausdrucks  hervorgegangen  sind,  und  deshalb  kann  auch  rückwärts 
an  Stelle  der  unendlichen  Reibe  allemal  die  Formel  gesetzt  werden, 
ans  deren  Entwicklung  sie  entstand,  Der  Fruchtbarkeit  der  Regeln 
zur  Verwandlung  geschlossener  Ausdrücke  in  unendliche  Reihen  steht 
der  grosse  Nutzen  solcher  Regeln  gegenüber,  mit  deren  Hilfe  man 
dem  -  geschlossenen  Ausdruck  auf  die  Spur  kommt,  aus  welchem  eine 
vorgelegte  Reihe  zu  entstehen  vermag,  und  da  dieser  Ausdruck  immer 
ohne  Fehler  an  Stelle  der  unendlichen  Reihe  gesetzt  werden  kann,  so 
muss  der  Werth  beider  derselbe  sein.  Es  gibt  also  keine  unendliche 
Reihe  von  der  Art,  dass  nicht  ein  gleich  werth  iger  geschlossener  Aus- 
druck gedacht  werden  konnte^).  Alle  Schwierigkeiten  verschwinden 
folglich,  wenn  man  den  hergebrachten  Begriff  einer  Summe  dahin 
abändert,  dass  man  sagt;  Summe  einer  jeden  Reihe  sei  der 
geschlossene  Ausdruck,  aus  welchem  sie  durch  Entwicklung 
hervorgebracht  werden  kann.  Nach  diesen  einleitenden  Be- 
merkungen glaubt  Euler  berechtigt  zu  sein,  mit  divergenten  Reihen 
ganz  beliebig  umzuspringen  und  irgend  welche  Kunstgriffe  anzu- 
wenden, welche  zu  einer  zweckmässig  erseheinenden  Umformung  ver- 
helfen. Ist  z.  B.  s^a  —  h-^-c  —  d-\-e  —  /'+■■■  eine  umzuwan- 
delnde Reihe,  so  kann  man  die  aufeinanderfolgenden  Differenzenreihen 
bilden,  deren  jede  entsteht,  indem  man,  absehend  von  den  den  Reihen- 
gliedern vorstehenden  alternirenden  Vorzeichen,  mit  welchen  verbunden 
sie  s  bilden,  jedes  vorhergehende  Reiheuglied  von  dem  nachfolgenden 
abzieht.  Die  erste  Differenzenreihe  besteht  also  aus  b  —  <t,  c- — h, 
d  —  c,  e  —  d,  f — e  ■■-.  Die  zweite  besteht  aus  c — 2&  +  "j 
d  —  2c  -\-  b^  e  —  2d  +  c,  f—2e+d---.  Die  dritte  lautet 
d_3c-j-36  — «,  <!  — 3rf  +  3<;--ft,  /■— 3e4-3d-— c---  u.  s,  w- 
Heissen  a,  ß,  y,  d  •  ■  ■  die  Anfangsglieder  der  aufeinander  folgenden 
Differenzenreihen,  d.  h,  ist  a  =  6  —  a,  ß  ^  i  —  2&  -f~  ">  J'  =  '' 
3c  -i-  U  —  a,  S  =  e  ~  M  +  6e  —  4b  -^  a  u  s  vf  so  ist  ^  —  ^ 
+  l-L+T2  =  "i--'i^  +  ->'-h^+h^     Ble.btmanabei 

'}  Novi  Commentarii  Academtae  Petropotitattae  ad  attnwn  1754  et  n^B 
T.  V,  212:  et  eitm  haec  expressio  semper  sine  errore  toio  senei  tnßmtae  sub^ttui 
possit,  necesse  est,  it(  utriwsque  idem  sit  ea&tr;  ex  quo  efficttttr,  nullam  dari  seneiii 
mfinitam,  ^in  simul  expressio  ßnita  Uli  aeqaivalens  concipi  qwat 


y  Google 


Reihen  1749—1754.     Die  Grundlagen  dpi   DifferPntialrechnunH'  735 

nicht  bei  <5  stehen,  sondern  führt  die  neue  Reihe  nach  dem  in  den 
angeschriebenen  Gliedern  auftretenden  Gesetze  endlos  weiter,  so  er- 
hält man  einen  mehr  und  mehr  mit  s  zu  samm  entall  enden  Werth, 
d.  h.  man  erhält: 


und  diese  Reihe  convergirt  ausserordentlich  viel  rascher  als  die  ur- 
sprüngliche. Auch  eine  Umwandlung  einer  Reihe  in  einen  Ketten- 
brucb  wird  gelehrt,  bei  deren  Erörterung  wir  /uns  die  den  Grund- 
gedanken zur  Erscheinung  bringende  Aenderung  gestatten,  dass  wir 
die  Coefficienten  durch  mit  Stellenzeigern  versehene  Buchstaben  be- 
zeichnen, während  Euler  seine  Rechnung  mit  bestimmten  Zablen- 
coefficienten  führt.  Sei  also  in  dieser  Beziehung  über  Euler  hinaus- 
gehend A  =  1—  c^x  -\-  a^x^  —  a^x^  +  ■  ■  ■  ■     Setzt  man  Ä  ^  - 


»  wird  /i_A_l^r 

A 

I) 

«■  + 

«s^! 

a^="- 

,-..- 

Y^-^p,    beziehungsweise     ^ 

"+^ 

3^3- 

-TT 

vmd 

6'  = 

(1-,.,.+.,:,'-. . .)-(!-;;• 

'  +  a 

3    ,         \       ctj  —  a 

gleichen 

«i3^ 

X'- 

Geda 

H-- 

,              / 

Nun  kann   man   durch  weitere  Anwendung   des 

,nkens 

C'=  ---/  ^-    setzen  und  st 

>  fort. 

Man  erhält  A  . 

^  1 

Beide  UmwandliingSTerfahren   und  Abarten   derselben  werden  an   be- 
stimmten divergenten  Reihen  in  Anwendung  gebracht. 

Etwa  gleichzeitig  mit  der  Einreichung  von  Eulers  Abhandlung 
über  divergente  Reihen  bei  der  Petersbui^er  Akademie  erschien  1754 
!Q  Paris  der  1.  Band  eines  dreibändigen  Werkes  von  D'Alembert: 
M&^terckes  sur  dijfcrens  pomts  importans  du  sysfemc  du  monde.  Schon 
der  Titel  zeigt,  daas  wir  nicht  eingehender  davon  zu  reden  haben, 
nur  eine  einzige  Stelle^)  fordert  unser  Verweilen.  D'Alembert  gab 
nämlich  dort  seine  später  so  berühmt  gewordene  Herleitung  der 
Taylorschen  Reihe  mittels  partieller  Integration.  Taylor 
seibat   wird   dabei    nicht   genannt   und  natürlich  ebensowenig  dessen 

')  D'Alembert,  Rccherckeg  sur  differens  points  importaivt  du  Systeme  du 
■  mmide  I   60. 
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Herleitung  der  Johann  BemouUischen  Reihe  (S.  383),  welche  für 
D'Alembert  vorbildlich  gewesen  sein  könnte.  Sei  (p(d)  eine  Function 
YOn  s,  so  beginnt  D'Alembert  unter  Benutzung  eines  Functional- 
aeichens,  weiches,  wie  wir  im  118,  Kapitel  sehen  werden,  etwa 
20  Jahre  früher  gleichzeitig  von  Eiiler  und  von  Clairaut  erfunden 
worden  war,  Die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienteu  von 
f>(/)  nach  g  nennt  D'Alembert  alsdann  ^{z),  V(2'),  ^{z)  mit  system- 
loser und  dadurch  wenig  durchsichtiger  Auswahl  der  Funcfcional- 
buchstaben,  wie  denn  überhaupt  Klarheit  der  Darstellung  niemals 
eine  henrorstechende  Eigenschaft  D'Älemberts  gewesen  ist.  Man  wird 
uns  gestatten,  zur  leichteren  TJebersicht  uns  der  späteren  Bestriche- 
lung  der  Diiferentialquotienten  bedienen  zu  dürfen,  also  Ä(^)^9)'(s), 
r(2)  =  tp"{ß),  ^'(s)  =  ?'"'(s)  zu  setzen.  D'Alembert  nimmt  weiter 
t,  als  eine  sehr  kleine  Grösse  an,  eine  Annahme,  deren  Nutzen  er 
zwar  in  keiner  Weise  begründet,  welche  ihm  jedoch  vielleicht  die 
Berechtigung  gewähren  sollte,  sich  einer  nach  steigenden  Potenzen 
von  t,  fortschreitenden  unendlichen  Reihe  zu  bedienen.  Nun  setzt 
D'Alembert  <f<(z  ~\- t^)  =  ip(ß) -}- u  und  differentirt  diese  Gleichung 
nach  £,  während  s  constant  bleibt,  was  gestattet  sei"-).  Er  erhält 
(p'{z  +  l)dl  =  du  und  u  =J'p'(z  +  t)<it,  mithin  95(3  +  £)  =  q>(g) 
+y(p'(« +  £)(?£.  Weiter  sei,  fährt  er  fort,  ^'(s  +  £)  =  9»'{?) 
+f<p'Xz  +  t)dt,  ferner  ^"(^  +  0  =  vM  +/9''>  +  t)dt  u.  s.  w. 
Durch  altmähliche  Einsetzung  dieser  Werthe  entstehe:  tp(s~\-^) 
=  9.(^)  +f'p'(^)<it  +fdlf^"iz)d^  +fdlfdlf<p'"(z)dt  +  .  -  -  = 
gi(s)  +  tfp'iz)  +  ^-^^^-  +  ~^7g^  +■■■■  Eine  Integrationsconstante 
fügt  D'Alembert  nirgend  hinzu,  sagt  aber  auch  nicht,  dass  er  von 
0  bis  t,  integrire,  und  dass  deshalb  jene  Constante  =  0  sei. 

Die  nächsten  Untersuchungen  Eulers  über  Reihen  sind  in  seiner 
Differentialrechnung  von  1755  enthalten.  Wollen  wir  diesem  hoch- 
bedeutenden  Werke,  ähnlich  wie  wir  es  mit  dem  I.  Bande  der  Intro- 
ductio  hielten,  einen  ausführlichen  Bericht  widmen,  so  dürfte  es 
gerathen  sein,  uns  zuvor  umzuschauen,  was  inzwischen  im  Laufe  der 
Jahre  aus  der  Differentialrechnung  überhaupt  geworden  war,  und 
zwar  ist  ea  wesentlich  England,  wohin  wir  unsere  Blicke  zu  richten 
haben. 

Mochte  auch  die  Verfehmung  Leibnizens  und  seiner  Schule, 
eine  Frucht  des  Prioritätsstreites,  über  Newtons  Tod  hinaus  manchen 
Engländer  vom  Studium   und   noch   mehr  von   der  Würdigung  fest- 


')  ce  qui  wtm  es(  permis. 
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ländiseher  Werke  zurückhalten,  so  ganz  absperren  konnte  auch  die 
englische  Mathematik  sich  nicht,  und  Edmund  Stone  gab  1730 
A  method  of  fiuxions  heraus,  deren  erster  Theil  nichts  anderes  war, 
als  eine  Uebersetzung  von  L'Hospitals  Analj/se  des  infinimmts  petits. 
Auch  in  anderer  Weise  äusserte  sich  eine  Art  von  Gegenwirkung 
gegen  die  unbedingte  Verhimmelung  Newtons  und  aller  seiner 
Leistungen  auf  mathematischem  Gebiete.  George  Berkeley') 
(1685—1753),  aus  einer  hohen  englischen  Beamtenfamilie  in  Irland 
geboren,  erhielt  seine  Ausbildung  im  Trinity  College  in  Dublin,  dem 
er  zuerst  als  Schüler,  dann  als  Unterlehrer  (fellow)  bis  1713  ange- 
hörte. Dort  liess  er  schon  1707  eine  Äritkmetica  absqm  Alg^a  aut 
EucUäe  demonsPrata  gefolgt  von  Misceüanea  mafhematka  erscheinen, 
eine  herzlieh  unbedeutende  Schrift,  welche  wir  im  vorigen  Abschnitte 
mit  Fug  und  Recht  Übergehen  durften.  In  Dublin  gab  er  auch  1709 
den  Essay  towards  a  new  Theory  of  Vision^)  heraus,  welcher  mehr 
die  Physiologie  als  die  Physik  des  Sehens  zum  Gegenstande  hat,  in 
Dublin  femer  1710  die  Princvßes  of  Human  Knowkdge  und  von 
Dublin  aus  wenigstens  1713  die  Dialogues  J>etivcen  Hylas  and  Phi- 
lonous.  Die  beiden  letztgenannten  Schriften  besonders  die  über  die 
Grundlagen  der  menschlichen  Erkenntniss,  enthalten  Berkeleys  philo- 
sophisches Glauben sbekenntniss,  ein  vollendetes  Leugnen  der  Materie. 
Sie  ist  nicht  vorhanden.  Es  gibt  keine  an  und  für  sich  ausserhalb 
des  Geistes  bestehende  Körperwelt.  Nur  dem  Menschen  und  Gebilden 
innerhalb  seines  Geistes  kommt  wirkliches  Dasein  zu.  Im  Jahre  1713 
beginnen  Berkeleys  Wanderjahre,  welche  ihn  sieben  Jahre  in  ver- 
schiedenen Eigenschaften  in  Frankreich  und  Itahen  umherführten. 
Von  1721  bis  1728  war  er  wieder  in  England,  dann  bis  1731  in 
Amerika,  wohin  seine  neu  angetraute  Gemahlin  ihn  begleitete. 
Schriftstellerische  TMitigkeit  füllte  nach  Berkeleys  abermaliger  Rück- 
kehr nach  England  drei  Jahre  aus,  1734  wurde  ihm  der  Bischofssitz 
zu  Cloyne  in  Irland  übertragen.  Dort  verweilte  er  bis  1752.  Er 
zog  sich  alsdann  nach  Oxford  zurück,  wo  er  nach  einigen  Monaten 
starb.  Seine  letzten  Schriften  waren  medicinischen  Inhaltes  zum  Lobe 
des  Theerwassers,  welchem  er  die  grösste  Heilkraft  nachrühmte. 
Dem  Jahre    1734    gehört  Berkeleys    Schrift   The  Analyst   an,    deren 

')  Gmige  BerUkys  Worl^  t  Bd,n<le  Lundnn  I92n  —  Berkeley,  Die 
Principien  der  mens«. Wichen  Eikenntniös,  uberset/t  und  mit  einer  Eioleitung 
über  Berkelevs  LeLen  und  Schriften  versehen  von  F  Ueberweg.  Berlin  1860 
[n  Band  lon  Kiichmann'J  Phdosophischer  Bibliothek]  —  Friedrich 
Clausen,  Kntieihe  Daistellung  dei  Lehren  Berkeleys  über  Mathematik  und 
NaturwiBBenschaften      Halle  188S  ')  Im  Jahre  nd-t  folgte  Theory  of  vision 

vindicated  and  iijiJained 
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Veröffentlichung  mit  seiner  Uebersiedelung  nach  Cloyne  nahezu  zu- 
sammenfällt, und  um  derenwillen  namentlich  wir  Berkeley  hier  zu 
erwähnen  haben. 

Schon  in  den  Grundlagen  der  menschlichen  Erkenntniss  von  1710 
hatte  Berkeley  im  118.  bis  130.  Paragraphen  von  der  Mathematik 
gesprochen,  inabesondere  von  den  die  Infinitesimalbetrachtungen  eia- 
schlie  SS  enden  Kapiteln  derselben.  Als  ein  Widerspruch  erscheint 
ihm^)  die  Annahme  einer  aus  unendlich  vielen  Theilen  bestehenden 
endlichen  Ausdehnung,  und  die  Lösung  des  Widerspruchs  verlangt  er 
von  dem  Bewusst werden^),  dasa  die  einzelnen  Linien  in  den  zur 
Unterstützung  geometrischer  Untersuchungen  gezeichneten  Figuren 
nur  so  beti-achtet  werden  dürfen,  dasB  man  ihre  Grösse  ausser  Acht 
lässt.  Es  gibt  nichts  derartiges,  sagt  er,  wie  der  zehntausendste 
Theil  eines  Zolles,  wolJ  aber  einer  Meile  oder  des  Erddurchmessers, 
welche  durch  jenen  Zoll  dargestellt  werden  können.  Wenn  ich  also 
ein  Dreieck  auf  Papier  zeichne  und  eine  Seite,  die  z.  B.  nicht  über 
einen  Zoll  lang  ist,  als  Radius  eines  Kreises  wähle,  ao  kann  ich 
diesen  als  in  10000  oder  in  100000  oder  mehr  Theile  getheilt  mir 
vorstellen.  Die  Linie  sei  dann,  meint  er,  ein  blosses  Zeichen  für 
grössere  Ausdehnungen,  bei  welchen  so  viele  oder  mehr  Theile  that- 
aächlich  genommen  werden  können.  In  der  jüngsten  Zeit,  fuhr 
Berkeley  in  dem  Buche  von  1710  fort*),  sind  die  Speculationen  über 
unendliche  Grössen  so  weit  getrieben  worden  und  haben  so  seltsame 
Vorstellungen  erzeugt,  dass  dadurch  nicht  geringe  Zweifel  und  Wider- 
streit der  Meinungen  unter  den  Geometem  der  Gegenwart  veranlasst 
worden  sind.  Berkeley  bezieht  sich  dabei  darauf,  dass  man  sich 
nicht  damit  begnügt  habe,  endliche  Längen  in  eine  unendliche  Zahl 
von  Theilen  zu  zerlegen,  sondern  dass  man  jeden  dieser  unendlich 
kleinen  Theile  selbst  wieder  in  eine  unendliche  Zahl  unendlich  kleiner 
Grössen  zweiter  Ordnung  zerlegbar  sein  lasse  und  so  fort  selbst  ins 
Unendliche. 

Diesem  frühen  Geplänkel  folgte  1734  ein  ernster  Angriff.  Ein 
Freund  Berkeleys  hatte  auf  dem  Krankenbette  geistlichen  Zuspruch 
abgelehnt,  weil  Halley,  der  so  gewandte  Handhaber  von  Beweisen, 
ihn  der  Uubegreif barkeit  der  Lehren  des  Christenthnms  versichert 
habe.  Das  erfuhr  Berkeley,  und  nun  schrieb  er  seinen  Analyst 
oder  Rede  an  einen  ungläubigen  Mathematiker  —  gemeint  war 
Halley  —  in  welcher  geprüft  wird,  ob  Gegenstand,'  Grundlage  und 
Folgerungen    der    modernen    Analysis    deutlicher    zu    erfassen    oder 

')  Berkeley,  Primipks  of  Mumart  Knmvledge  §  124.  *)  Kbenda  §  1^6 

Ijiä  127,        ^  Ebenda  §  130, 
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augeüficheinliclier    herzuleiten    sind,    als    religiöse    Geheimnisse    und 


Er  beginnt  mit  der  Anrede:  Personlich  sind  Sie  mir  fremd, 
aber  nicht  fremd  ist  mir  der  Name,  den  Sie  in  dem  Wissenszweige, 
welcher  Ihr  besonderes  Studium  bildet,  erworben  haben  und  ebenso- 
wenig die  Maehtfülle,  welche  Sie  in  Ihrem  Berufe  ganz  fremden 
Dingen  beanspruchen,  noch  auch  der  Missbraueh,  welchen  Sie  und 
nur  zu  viele  Ihresgleichen  bekann termassen  mit  einer  ihnen  nicht 
zukommenden  Machtfülle  treiben,  um  unachtsame  Persönlichkeiten 
bei  Fragen  von  höchster  Bedeutung  irre  zu  leiten,  bei  denen  Ihr 
mathematisches  Wissen  keineswegs  ausreicht,  Ihnen  die  Eigenschaft 
eines  berufenen  Richters  zu  gewähren. 

Mit  ähnlich  scharfen  Worten  fährt  Berkeley  fort,  schickt  er  im 
§  2  sich  an,  Zweifel  zu  erheben,  ob  denn  der  Mathematiker  als  solcher 
über  ganz  besonders  scharfe  Denkweise  Terfüge,  welche  ihn  befähige 
ein  Riehteramt  auszuüben,  und  prüft  er  Ton  §  3  an  die  Grundlagen 
der  Flusionsmethode  ah  des  Schlüssels,  mittels  dessen  die  modernen 
Mathematiker  die  Geheimnisse  der  Geometrie  und  in  deren  Gefolge 
die  der  Natur  erschliessen.  Ein  Haupteinwurf  geht  gegen  die  Flusionen, 
beziehungsweise  die  Differentiale  höherer  Ordnung.  Wenn  Newton 
die  Fluxion  als  die  Geschwindigkeit  bezeichne,  mittels  deren  Grössen 
erzeugt  werden,  so  möge  das  gestattet  sein;  aber  was  sei  denn  die 
zweite,  die  dritte  Fluxion  und  so  fort  ins  Unendliche?  Was  bedeute 
Geschwindigkeit  einer  Geschwindigkeit  u.  s.  w.'?  An  anderen  Stellen 
erklärte  Newton  die  erste  Fluxion  als  Zuwachs  in  statu  nascmdi. 
Dadurch  sei  der  Schwierigkeit,  einen  Begriff  mit  den  höheren  Ftuxionen 
zu  verbinden,  ebensowenig  abgeholfen.  Leibniz  und  die  Mathematiker 
des  europäischen  Festlandes,  welche,  sich  deutlicher  ausdrückend, 
geradezu  die  unendlich  kleinen  Theile  einer  Grösse  als  deren  Differen- 
tiale erklären^),  lassen  ziemlich  gleichlautende  Gegenbemerkungen 
unbeantwortet.  Ungemein  wichtig  sei  es,  die  Fluxion  eines  Rechtecks 
zu  finden,  und  Newton  mache  das  im  2.  Lemma  des  II.  Buches  der 
Principien  folgendermassen ^.  Er  sage,  Ä  möge  die  eine,  B  die 
andere  Rechtecksseite,  a  und  b  deren  momentane  Zuwächse  sein.  Ein 
dem  'Rechteck  AB  in  der  Entstehung  Torhergehendes  Rechteck  sei 
{^Ä—l)(^B—l)^ÄB—laB^lhÄ+\ab.      Ein    auf    AB 

')  Wir  dürfen  hier  aufmerksam  machen,  dass  Berkeley  Aber  die  Ent- 
atehung  der  Differentialrechnung  als  Engländer  denkt.  Im  §  18  des  Analyst 
stellt  er  Fluxionstheorie  und  CaiculuB  diffei-entialie  einander  gegenüber,  tvhkh 
metkod  is  supposed  to  harn  lern  borroxved  from  the  former  tvitlt  soni«  alteratiom- 
')  Berkeley,  The  Analyst  §  9. 
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folgendes  Rechteck  sei  (^  +  ^)  (b+  ,^)  =  ^_ß  +  .J  »B  +  ^  6^ 
-[-ab.  Ziehe  man  das  vorhergehende  Rechteck  von  dem  nach- 
folgenden ab,  so  bleibe  aB  -|-  hÄ  als  Fluxion  des  Rechteckes.  Aber 
Newton  gestatte  sich  da  ein  unerlaubtes  Kunststück.  Man  müsse  A 
und  B  um  ihre  ganzen  Zuwächse,  nicht  um  halbe  sich  ändern  lassen, 
und  dann  erscheine  (A  -\-  a)  (B  -\-  b)  —  AB  =  aB  -\~bA  ~{-  ab. 
Nachmals  habe  Newton  die  Fluxion  von  x"  durch  ein  anderes  Kunst- 
stück hergeleitet^).    Er  habe  (x-\-o)''  —  ^=^nx"~'^o-\ ^ — x"~^o^ 

-]-■■■  zu  (x  -\-  o)  —  X  =  0  im  Verhältnisa  gesetzt  und  nx^~^  -f- 
-  x"~-o  -\-  ■  ■  ■  gefunden,  welches  bei  o  =  0  in  nx''~'  übergehe, 
Daes  sei  wieder  unerlaubt.  Wenn  x  beim  Fliesaen  den  Zuwachs  o 
erhalte,  so  müsse  dieser  Zuwachs  als  solcher  bestehen  bleiben  und 
dürfe  nicht  nachher  =  0  gesetzt,  d.  h.  als  gar  nicht  vorhanden  be- 
trachtet werden. 

Allerdings  verwahrt  sich  Berkeley  dagegen,  selbst  missverstanden 
zu  werden.  Er  beabsichtige  keineswegs  die  mathematischen  That- 
saehen  anzuzweifeln,  welche  die  Anhänger  der  neuen  Methoden  be- 
weisen. Er  untersuche  nur  die  Rechtmässigkeit  ihrer  Darlegungen, 
deren  Klarheit  oder  Dunkelkeit,  ob  sie  den  Werth  der  Wissenachaft- 
lichkeit  oder  nur  den  eines  Umhertastens  besitzen,  und  er  wolle  dabei 
zeigen,  wie  Irrthum  Wahrheit,  wenn  auch 
nicht  Wissenschaft  hervorzubringen  vermöge^. 
Sei*)  z.  B.  (Fig.  110)  ABN  eine  Parabel, 
deren  Gleichung  y^  =  px  und  TBL  deren 
Berührungslinie  im  Punke  B.  Sei  ferner 
AP  =  x,  FM=dx,  PB  =  y,  RN=dy. 
In  der  Infinitesimalrechnung  nimmt  man  an, 
das  Differentialdreieck  BEN  sei  dem  Drei- 
ecke TFB  ähnlich,  weil  die  Curve  als  Un- 
endlich viel  eck  mit  gradlinigen  Seiten  gedacht 
wird,  deren  eine  BN  mit  der  Berührungs- 
linie zusammenfalle.  Aus  jener  Dreieeks- 
Fi«.  110.  ähnlichkeit  folgt  EN:EB==  BB  :  BT,  also 

Pr=^— ■      Das    ist    aber    falsch,    denn 
nicht  das  Dreieck  BBN,  sondern  BRL  ist  dem  TBS  ähnlich,  und 
g   neissen  iri^  =  -j-  — ''    '''"■ 

^rkeley,  The  Analyst  §  13— 
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vorige  Nenner  war  zu  klein.  Die  Differentialrechnung  folgert  ferner 
ans  y'=^px,  das8  dy  =  ^-^-  Das  ist  abermals  falsch,  denn 
(^ -\r  dyy  —  y^  =  pix -{- dx)  —  px  liefert   2ydy -\- dif  ="pdx   und 


itzt   man   also   in   FT' 


für   den  Nenner 


den  Werth  ~-  ,  so  wird  derselbe  zu  gross.  Man  hat  zwei  Fehler 
begangen,  hat  einen  Henner  erst  zu  klein,  dann  zu  gross  gewählt, 
und  die  beiden  Fehler  heben  einander  auf,  so  dasa  ein  richtiges  Br- 
gebnisB  PT=  -  -  =  2x  herauskommt.  Dass  in  der  That  die  Fehler 
einander  aufheben  können,  dass  s  '^  ~ ,  beweist  Berkeley  wie  folgt. 
Gemäss  der  Eigenschaften   der  Parabel  ist  y^=px,  FT^=2x,  und 


ydx_ 


oben  war  PI'  =  j^-,  -  ■     Demnach 
1/pdx 


L  2x  = 


dy- 


ydx 
also   pdx  =  2ydy  -|-  2ys.     Die   Parabel- 


_  ypdx  pdx 

~     2i/*  ~2y~ ' 

gleichung  liefert  femer,  wie  oben  gezeigt,  2ydy -\- dy^  =  pdx  und 
die  Vergleichuug  der  beiden  Werthe  von  pdx  lässt  erkennen,  dass 
2ys  =  äy^  oder  .s  =  -^  ■  Nun  wirft  sich  Berkeley  selbst  Folgendes 
ein^).  Sei  (Fig.  111)  die  Curve 
AMS  gegeben,  deren  Gleichung 
y  =  X*.  Sei  MBS  eine  Secante 
der  Curve,  LR  deren  Berührungs- 
linie in  li,  MN^^s  die  Sub- 
secante,  LN  die  Subtangente  der 
Curve.  Man  setze  NM  =  y, 
JJV=  X,   NO  =  (!,    PS  =  e. 

Dreiecksähnlichkeit  lässt  er- 
kennen,    dass     —    =  — ,     also 
s  =  —  ■     Wie  y  =  x^,  ist  auch 
y  -^  s  =  (x  -\~  v)^    und    daher 
2=  2vx  -\-  ü^.     Mithin  ist  s  = 

'i     »  =  :: — . —  ■     Bei  unendlich  kleinem  v  geht  die  Subsecante  in 
"ivx  +  v'        21  +  " 

die  Subtangente  mit  dem  ganz   richtigen  Werthe     -   über,  und  hier 

scheint   doch  nur  einmal   ein   Unendlich  kl  ein  es   weggelassen   zu   sein. 

Aber   es  scheint  nur  so!     Eine  Secante  wird  niemals  Tangente,  eine 

I  niemals  Subtangente.     Der  Irrthura  des  Weglassens  von  v 

•)  Berkeley,   The  Analyst  g  2i. 
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wird  durch  den  zweiten  Irrtiium,  MN  und  LN  als  gleicli  anzusehen, 
aufgehoben.  Berkeley  zeigt  dann  noch  an  anderen  Beispielen,  wie 
die  Annahme  verschwindender  Zuwächse  stete  an  dem  Mangel  leide, 
dass  jede  Berechtigung  fehle,  eine  Grösse  o,  aus  deren  Vorhanden- 
sein man  eben  erst  Schlüsse  gezogen  hatte,  plötzlich  =  0  werden 
zu  lassen.  Zum  Schlüsse  kommt  er  wiederholt  auf  die  Schwierig- 
keiten zu  reden,  welche  das  Verständnias  der  Flusionen  höherer  Ord- 
nung bereite. 

Kaum  war  The  Analyst  1734  erschienen,  so  traten  Kämpfer  für 
die  Fluxionsrechnung  auf,  zunächst  Dr.  James  Jurin')  (1084  bis 
1750),  ein  berühmter  Londoner  Arzt  und  Secretär  der  Königlichen 
Gesellschaft.  Ueber  das  Mathematische  zog  Jurin  den  Professor  der 
Universität  Cambridge  Eobert  Smith  zu  Rathe.  Jurin  nannte  sich 
nicht,  sondern  gab  seiner  Schrift  den  Titel  Geometry  no  friend  to 
infidelity  ly  FMlaleOies  Cantahrigiemis.  Ein  zweiter  Vertheidiger  der 
Fluxionsrechnung  war  ein  Dubliner  Professor  Walton,  der  Verfasser 
einer  Vinclieation  of  Sir  Isaac  Newton's  Frinciples  of  Fluxions. 

Wir  kennen  keine  der  beiden  Schriften  aus  eigenem  Augenschein, 
wohl  aber  neue  Entgegnungen  Berkeleys,  und  wenn  diese  nur 
einigermassen  ehrlich  geschrieben  sind,  was  bei  dem  Charakter  ihres 
Verfassers  keinem  Zweifel  unterliegen  kann,  so  muss  man  gestehen, 
dass  die  Vertheidigung  der  Fluxionsreehnuag  nicht  leicht  von  unge- 
schickteren Händen  hätte  geführt  werden  können.  Scheint  es  doch, 
dass  insbesondere  der  pseudonyme  Philalethes,  wie  schon  ans  der  ge- 
wählten Uebersehrift  erheilt,  es  namentlich  darauf  abgesehen  hatte, 
den  Vorwurf  des  Unglaubens  von  den  Mathematikern  abzuwenden, 
der  ihnen  gar  nicht  im  Allgemeinen  gemacht  war.  Einzelne  Mathe- 
matiker, das  hatte  Berkeley  im  Analyst  behauptet,  und  das  wieder- 
holte er  in  der  Defmce  of  freeÜiinliing  in  mafhetnatics ,  missbrauchten 
ihren  Einfluss  auf  Freunde,  um  diese  zu  Zweiflern  an  Glaubenssätzen, 
die  nicht  streng  beweisbar  seien,  zu  machen.  Dem  gegenüber  zeige 
er,  dass  die  Sätze  der  modernen  Infinitesimalrechnung  noch  weniger 
als  jene  Glaubenssätze  beweisbar  seien.  Er  denke  nicht  daran,  ein 
Ketzergericht  gegen  Mathematiker  heraufzubeschwören,  er  wolle  nur 
zeigen,  wie  wenig  grade  diese  berufen  seien,  strenge  Beweisführung 
für  das  zu  fordern,  woran  man  glaube.  Und  nun  kehren  die  im 
Analyst    erhobenen  Einwendungen   wieder^),    eine  Fluxion  sei   etwas 

')  George  A.  Gibson  in  den  Proceeäinqs  of  the  Edinburgh  Mathfmafital 
Soeiety  Vol.  17,  und  ebenderselbe:  Baleleifi  Anali/U  and  it"  ctifin  an  epiwde 
in  the  ilevelopemeftf  of  ffe  doctrine  of  hmtli  in  der  Btbliofheia  iiiathemitlita  18'''' 
S.  6j— 70.        ')  Berkeley,  Defeiiee  of  fieethitdmg  m  inntfiemoftt'.  §  17 
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Unverständliches,  eine  zweite,  dritte,  vierte  Fluxion  sei  noch  unver- 
ständlicher, es  sei  nicht  möglieh,  sich  einen  Begriff  von  einem  ein- 
fach Unendlichkleinen  zu  machen,  noch  vpeniger  von  dem  Unendlich- 
kleinen eines  Uu endlichkleinen.  Berkeley  fordert  "■)  für  den  Leser  ohne 
mathematische  Vorbildung,  aber  mit  gesundem  Menschenverstand  das 
Recht,  darüber  zu  urtheilen,  ob  er  sich  eine  Greschwindigbeit  ohne 
Bewegung,  eine  Bewegung  die  keinen  Raum  durchmesse,  ob  er  sich 
Grössen  denken  könne,  die  weder  endlich  noch  unendlich  seien,  oder 
ein  Ding  ohne  Grösse,  welches  noch  theilbar  sei,  eine  Figur  ohne 
Raumausdehnung,  ein  Verhaltnisa  von  Nichts  zu  Nichts,  ein  wirk- 
liches Product  aus  Nichts  vervielfacht  mit  Etwas,  Die  letzterwähnten 
Worte  zielen  auf  Newtons  im  Analyst  bekämpfte  Herlcituug  der 
Fluxion  eines  Rechtecks.  Sind,  sagt  Berkeley  etwas  später^),  a  und  b 
wirkliche  Grössen,  dann  ist  ab  ein  Etwas  und  bringt  einen  wirklichen 
Unterschied  hervor,  sind  beide  Nichts,  dann  werden  auch  die  Recht- 
ecke zu  Nichts,  in  welchen  sie  als  Seiten  auftreten,  und  das  ganze 
mommtuni  oder  ifn:rementum  ist  gar  Nichts.  Berkeley  versäumt  nicht, 
von  dem  Meinungswechsel  in  Newtons  Schriften  Gebrauch  zu  machen, 
den  er  allerdings  nicht  als  solchen,  sondern  als  Widerspruch  gegen 
sich  selbst  vorführt: 

Sagen  Sie  mir  doch,  scharfsichtiger  Herr!  ob  Newtons  momentum 
eine  endliche  Grösse  ist,  oder  ein  Unendlichkleinea,  oder  nur  eine 
Grenze?  Sagen  Sie  eine  endhche  Grösse,  so  heben  Sie  gefälligst  den 
Widerspruch  gegen  das  Scholium  des  2.  Lemma  des  1.  Abschnittes 
des  L  Buches  der  Principien  auf:  Cave  intelligas  qtiantitates  magmtur 
dinc  dderminatas,  sed  cogita  semiyer  diminuendas  sine  limite.  Sagen 
Sie  ein  Unendlichkleines,  so  heben  Sie  den  Widerspruch  gegen  die 
Einleitung  der  Quadratura  auf:  Volui  ostendere  quod  in  methodo  flit- 
wionum  non  opus  sil  figttras  iiifinite  pa/rvas  in  geometriam  introducere. 
Sf^en  Sie  eine  blosse  Grenze,  so  versöhnen  Sie  das  mit  dem  Aus- 
spruche des  1.  Falles  des  2.  Lemma  des  II.  Buches  der  Principien: 
übi  de  laterihus  A  et  li  diirant  mommtonim  dimidia,  wo  eine  Theilung 
der  Momente  vorgenommen  ist'). 

Wir  sahen,  wie  Berkeley  im  Analyst  das  Erscheinen  richtiger 
Sätze  trotz  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  aus  dem  Vorkommen 
zweier  entgegengesetzter  Fehler  erklärte.  Seine  Gegner  nannten  diese 
Erklärung  alt  und  längst  von  Newton  im  1.  Abschnitte  des  I.  Buches 
der  Principien  vorweggenommen.  Das  konnte  Berkeley  leicht  be- 
streiten.    Erstens,  sagt  er*),  habe   er  mit  diesem  Bruchstücke  seiner 


')  Berkeley,  Defenee  of  freeÜiifiMng  in  malheinatks  g  20,  *j  Ebtuda 

')  Ebenda  §  S6.        *)  Ebenda  @  38—38. 
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Kritik  sich  gar  nicht  gegen  Newton,  sondern  gegen  den  Marquis 
de  l'Höpital  gewandt,  nnd  zweitens  sei  es  unwahr  und  ein  Zeichen 
der  unerreichbaren  ^Vah^he!t^ml'^sal.htang  des  Philalethes  dass  Aehn 
liehes  bei  Newton  sich  vorfinde  Philalethes  wird  öffentlich  heraus 
gefordert,  die  von  ihm  behauptete  Thataache  /u  beweisen  er  werde 
dazu  nicht  im  Stande  lem  Einen  Versu(,h  dazu  machte  Juiin  aller 
dings  mit  der  Schnft  Ihe  mimtü  Matltemahdan  oi  tkt  Freethinhei 
no  Just  Tkinker  (173b),  welche,  wenn  auch  etwas  besser  ah  '^eme 
Geometry  no  friend  fo  tufidelily,  der  Hauptsache  nach  doch  die  alten 
Redenaarten  wiedeiholte  und  von  Berkeley  keiner  Antwort  gewürdigt 
wurde^).  Der  Widerspruch  kam,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden, 
vielmehr  von  Anhängern  Newtons,  von  Benjamin  Robins  und 
George  Pemberton. 

Dem  zweiten  Gegner,  Walton,  widmete  Berkeley  zunächst  nur 
einen  kurzen  Anhang  zur  Defence  of  freeßdnking  in  mathemaUcs. 
Darauf  scheint  Walton  unter  dem  Titel  Füll  answer  erwidert  zu 
haben,  und  ihm  neuerdings  Berkeley  mit  einem  Briefe:  Reason  for 
not  replying  to  Mr.  Walton's  füll  answer.  Das  Hauptgewicht  ist  auf 
die  Frage  gelegt,  ob  Geschwindigkeit  ohne  Bewegung,  Bewegung  ohne 
Ausdehnung,  Ausdehnung  ohne  Grosse  gedacht  werden  könne.  Walton 
sage  Ja.  Die  Geschwindigkeit,  welche  einem  Körper  durch  eine 
stetig  wirkende  Kraft  beigelegt  werde,  sei  nicht  die  gleiche  in  irgend 
zwei  Punkten  des  durchlaufenen  Weges,  ändere  sich  vielmehr  hei 
den  geringsten  Platzwechsel.  Berkeley  spottet  über  diese  Beweis- 
führung, die  nicht  ernst  gemeint  sein  könne^).  Wie?  Wenn  in  zwei 
Punkten  nicht  die  gleiche  Geschwindigkeit  stattfinden  kann,  so  soll 
daraus  folgen,  daas  in  einem  Punkte  eine  Geschwindigkeit  stattfindet? 
Ist  das  nicht  ein  Schluas  von  der  gleichen  Art,  wie  wenn  man  sagte: 
ein  und  derselbe  Mann  kann  sich  nicht  in  zwei  Nussschalen  befinden, 
also  kann  er  sich  in  einer  Nussschale  befinden?  Auf  Berkeleys  Be- 
mängelung der  Fluxion  des  Rechtecks  AB  hatte  Walton  geantwortet, 
in  Ah-\-Ba  bedeuteten  6  und  a  keine  ausgedehnten  Grössen,  sondern 
nur  Geschwindigkeiten.  Was  ist,  fragt  Berkeley  neuerdings^),  ein 
Product  aus  einer  Linie  in  eine  Geschwindigkeit?  Der  Zuwachs  eines 
Rechtecks  kann  nur  wieder  ein  Rechteck  sein,  ein  Product  zweier 
Linien,  also  müssen  6  und  a  Linien  sein  oder  Zuwächse  von  Linien, 
was  dasselbe  ist.  Gegen  die  Bemängelung  der  Flusionen  höherer 
Ordnung  hatte  Walton  sich  auf  das  Beispiel  eines  Würfels  berufen, 
der  sich  vergröaaert  zeige,  möge  man  nur   eine   oder  zwei  oder  alle 


')  Gibson  1.  c.         ')  Berkeley,  Reasim  fw  not  replying  to  Mr.  Walton's 
anmer  g  i.        ')  Ebenda  §  0, 
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drei  in  einem  Eckpunkte  zusammentreffende  Kanten  als  einer  Ver- 
grösserung  unterworfen  denken.  Wo,  entgegnet  Berkeley^),  ist  bei 
Newton  die  Rede  davou,  dass  bei  höheren  Fluxionen  ihm  Würfel 
Torschweben?  Jede  Grösse,  auch  eine  Länge,  muss  zweite,  dritte, 
vierte  Fluxionen  der  Auffassung  zugänglich  machen,  und  wie  kann 
dieses  geschehen? 

Es  lässt  sich  nicht  leugnen,  dass  Berkeleys  Angriffe,  wenn  auch 
nicht  durchweg  neu  (S.  2Ö4),  nicht  durchweg  vernichtend,  immerhin 
den  Grundlagen  der  noch  immer  verhältniss massig  neuen  Methoden 
gefährlich  waren,  und  das  von  Berkeley  erfundene  Hilfsmittel  der 
sich  gegenseitig  aufhebenden  Fehler  wurde  nachmals  1797  von 
Lazare  Carnot  zum  Ausgangspunkte  für  die  Rechtfertigung  der 
Infinitesimalrechnung  genommen. 

Während  die  Streitschriften  zwischen  Berkeley,  Jurin,  Walton 
gewechselt  wurden,  erschien  ein  neuer  Kämpfer  für  die  Fluxions- 
methode  in  Benjamin  Robins^)  (1707 — 1751).  Er  war  ein  in  Bath 
geborener  Quäker,  hatte  ohne  Lehrer  sieh  reiches  mathematisches 
Wissen  angeeignet.  Am  bekanntesten  sind  seine  New  primiples  of 
gumtery  (1742),  in  welchen  seine  Erfindung  des  ballistischen  Pendels 
vorkommt.  Als  General-Ingenieur  der  Ostindischen  Gesellschaft  über- 
wachte Robins  die  Anlage  der  Befestigungen  von  Madras,  erkrankte 
darüber  und  starb  nach  zweijährigem  Hinsiechen  in  Ostindien.  Wir 
haben  es  mit  seiner  (S.  744)  von  uns  angekündigten  Schrift  Ä  dis- 
comsp.  conceming  ike  nafure  and  certainty  of  Sir  Isaac  Newißn's 
methods  of  fluxtons  and  of  prime  and  ulUmate  ratlos  (1735)  zu  thun. 
Bobins  trat  für  Newtons  Anschauungen  ein,  indem  er  sie  besser  als 
jener  selbst  darlegte.    Er  sicherte  zunächst  den  Satz,  dass  die  Fluxion 

von  -^^  sich  zu   der  von  x  wie   — — f  zur  Einheit  verhalte,  durch 

ein  den  Alten  nachgebildetes  Exhaustions verfahren,  also  so  etwa  wie 
Archimed  den  Beweis  geführt  haben  könnte,  wenn  ihm  der  Satz  be- 
kannt gewesen  wäre.  Hierauf  zeigte  er,  dass  die  Fluxionsmethode 
zu  dem  gleichen  Ergebnisse  führe  und  somit  schon  den  Vor/.ug  zu 
erkennen  gebe,  leicht  und  rasch  Richtiges  auffinden  zu  lassen.  Dann 
erst  erörtert  Robins,  was  eigentlich  unter  den  ersten  und  letzten 
Verhältnissen  zu  verstehen  sei.  Der  Kern  der  Darstellung  liegt  in 
folgendem  Satze:  Nähert  sich  eine  veränderliche  Grösse  durch  fort- 
gesetzte Zu-  oder  Abnahme  einer  bestimmten  Grösse,  ohne  sie  je  zu 
überschreiten,   und   kann    der  Unterschied   zwischen   der  bestimmten 


')  Berkeley,  Reason  for  not  replying  to  Mr-  WaUon's  füll  amicer  \ 
•)  Poggeadorff  U,  66C.  —  Gibeoa  1.  n. 


y  Google 


Grösse  und  der  sieh  ihr  nähernden  Veränderliehen  kleiner  als  irgend 
eine  noch  so  kleine  angebbare  Grosse  gemacht  werden,  so  nimmt 
man  an,  die  Veränderliche  weide  ichliessln,h  der  bestimmten  Grosse 
gleich.  An  einer  wenig  ipateren  Stelle  nimmt  Robms  das,  was  er 
TOn  einer  Veränderliehen  au'^gesagt  hatte,  auih  füi  ein  veränderliches 
Verhältniss  in  Anspruch  es  könne  einer  Grenze  sieh  nahem,  ohne 
dass  damit  behauptet  wtrdm  wolle,  dass  die  im  ^erhaltnisie  stehen- 
den Grössen  selbst,  jede  für  sieh,  eine  endliche  Grösse  oder  Grenze 
besitzen.  So  wurde  Roh  ins  der  Begründer  einer  unanfechtbaren 
Grenzmethode. 

Robins'  Discoivtse  war  gegen  Niemand  persönlich  zugespitzt.  In- 
haltlich verwandt  sind  Streitaufsätze,  welche  Robins  und  der  bald 
an  seine  Seite  tretende  Peraberton  gegen  Jurin  losliessen.  Sie 
waren  erzeugt  durch  die  Empfindung,  Jurin  schade  der  Flusions- 
methode  durch  seine  ungeschickte  Vertheidigung  derselben.  Jurin 
nahm  den  neuen  Kampf  auf,  aber  seine  späteren  Aufsätze  sind  nicht 
besser  als  die  früheren,  und  man  braucht  sie  der  Vei^essenheit,  der 
sie  anheimgefallen  sind,  nicht  zu  entreissen. 

Dass  auch  Robina'  Discourse  nahezu  der  Verschollenheit  anheim- 
fiel, war  die  unbeabsichtigte  Folge  des  Erscheinens  eines  grossartigen 
Werkes,  weiches  ebenfalls  die  unanfechtbare  Begründung  der  Fluxions- 
methode  sich  als  erste  Aufgabe  stellte,  aber  weit  über  diese  hinaus- 
ging. Der  Verfasser  war  Maclaurin.  Sein  1742  erschienenes  Lehr- 
buch (S.  678)  A  Ireaiise  of  fluxions  wurde,  wie  es  ausdrücklich  in 
deaeen  Einleitung  ausgesprochen  ist,  durch  den  Analyst  von  1734 
hervorgerufen,  durch  die  dort  sich  kundgebenden  Angriffe  auf  die 
Flusionsrechnung,  deren  falsche  Schlüsse  und  Geheimnisse.  Der 
grösste  Theil  des  I.  Buches  von  Maclaurins  Lehrbuch  war  schon 
1737  gedruckt,  wenn  auch  das  Werk  erst  1742  in  den  Handel  kam. 
Wir  sprechen  nicht  neuerdings  von  den  Kapiteln,  welche  wir  in 
unserem  110.  Kapitel  benutzt  haben,  wohl  aber  müssen  wir,  wie  wir 
dort  zusagten,  über  Anderes  berichten.  Maclaurin  greift  auf  die 
Exhaustionsmethode  der  Alten  zurück,  deren  Wesen  er  in  folgendem 
Satze  kennzeichnet'):  Wenn  zwei  veränderliche  Grössen  AF  und  AQ, 
welche  fortwährend  in  unveränderlichem  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  sich  gleichzeitig  zwei  bestimmte  Grössen  AB  nnd  AD  in 
der  Weise  nähern,  dass  sie  sich  von  ihnen  um  weniger  als  irgend 
ein  Angebbares  unterscheiden,  so  ranss  das  Verhältniss  dieser  Grenzen 
AB  und  AD  das  gleiche  sein,  wie  das  unveränderhehe  Verhältniss 
der  AT  und  AQ.    Erst  nachdem  er  sich  länger  mit  diesen  I 
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beschäftigt  hat,  kommt  Maelaurin  zur  Erzeugung  vou  Gfiössen  mittels 
Bewegung.  Zwei  Prineipien,  sagt  er^),  sind  grundlegend.  Das  erste 
besteht  darin,  dass,  wenn  erzeugte  Grössen  einander  fortwährend 
gleich  sind,  auch  die  erzeugenden  Bewegungen  fortwährend  gleich 
sein  müasen.  Das  zweite  Princip  ist  die  Umkehruug  des  ersten: 
sind  erzeugende  Bewegungen  einander  fortwährend  gleich,  so  müssen 
auch  die  in  gleicher  Zeit  erzeugten  Grössen  einander  fortwährend 
gleich  sein.  Das  erste  Princip  bildet  die  Grundlage  der  directen,  das 
zweite  die  der  inversen  Fluxionsmethode.  Der  Berkeleyache  Vorwurf 
einer  Bewegung  oder  Geschwindigkeit  ohne  Raum  oder  Zeit  wird 
alsdann  entkräftet.  Setzen  wir  voi'aus^),  dass  ein  Körper  in  irgend 
einem  Augenblicke  der  Zeit,  während  welcher  er  sich 
Geschwindigkeit  besitze,  so  ist  damit  keineswegs  vora 
wegung  könne  in  einem  Endpunke,  einer  Grenze,  einem  Augenblicke 
der  Zeit  oder  in  einem  untheilbaren  Punkte  des  Raumes  stattfinden. 
Wir  werden  vielmehr  diese  Geschwindigkeit  stets  durch  den  Raum 
messen,  welcher  durchlaufen  werden  würde,  wenn  die  Geschwindig- 
keit gleichförmig  während  einer  gegebenen  endlichen  Zeit  anhielte, 
und  so  wird  sicherlich  nicht  gesagt  werden,  wir  erhöben  den  An- 
spruch, eine  Bewegung  oder  Geschwindigkeit  ohne  Beachtung  von 
Raum  oder  Zeit  denken  zu  müssen.  Fluxionen  verschiedener  Ord- 
nung erläutert  Maelaurin  mit  Hilfe  der  Bewegungslehre''),  und  hier 
tritt  der  Begriff  der  Beschleunigung  zu  dem  der  Geschwindigkeit. 
Maelaurin  vernachlässigt  überhaupt  keine  Betrachtungsweise,  welche 
sich  dazu  eignet,  die  Fluxionslehre  dem  Verständnisse  näher  zu  bringen, 
und  deshalb  erinnert  er  auch  an  Neper  und  seine  Logarithmen- 
erklärung (Bd.  II,  S.  730).  Deren  Natur  und  Entstehung,  sagt  er*), 
ist  von  dem  Erfinder  nach  einer  Methode  hergestellt,  welche  der- 
jenigen ähnelt,  die  in  der  Fluxionstheorie  zur  Erklärung  der  Ent- 
stehung von  Grössen  jeglicher  Art  dient,  und  er  beschrieb  diise 
Methode  nahezu  mit  den  gleichen  Ausdrücken.  Zu  der  Lehre  von 
dem  Uneudliehkleinen  leitet  die  Bemerkung  hinüber'"),  es  wäre  un- 
verantwortlich, den  Geomefcern  nicht  gestatten  zu  wollen,  sich  eine 
gegebene,  beispielsweise  einen  Zoll  lange,  und  in  der  Entfernung 
von  zehn  Fuss  sichtbare  Strecke  in  mehr  Theilchen  getheilt  zu 
denken,  als  in  dieser  Entfernung  unterschieden  werden  können,  da 
bei  Näherbringung  der  Strecke  eine  grössere  Anzahl  von  Theilchen 
thatsächlich  unterschieden  werden.     Dann   heisst  es  an  einer  anderen 


')  Maelaurin,  Treatise  of  jluxionn  pag.  56.  =)  Kbenda  pag.  .W,  §  H. 

')  Ebenda  pag.  99—103,  §  66—70.         ')  Ebenda  pag.  158,  ^  151.         °)  Kbenda 
pag,  243,  §  291. 
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Stelle'),  die  Infinitesimalbetraclitungeii  seien  nur  andere  Ausdrucks- 
weiaen  für  die  Auffassung  sieh  bewegender  Grössen.  Das  Gleiche 
gelte  für  die  ersten  und  letzten  Verhältnisse.  Allerdings  sei  Vorsieht 
unerläsalich ;  bei  Infinites! mal betrachtungen  müsse  man  namentlich 
darauf  achten,  dass  man  nicht  über  die  Ordnung  des  Unendlich  kleineu 
strauchle;  bei  üebung  der  nÖthigen  Vorsicht  aber  seien  die  vorge- 
worfenen Irrthümer  in  der  Infinitesimalrechnung  wie  in  der  Fluxious- 
methode  gegenstandslos. 

Neben  diesen  der  Begi-ündung  der  Infinitesimalmethoden  gewid- 
meten Stelleu  enthält  Maelaurins  Treatise  of  fluxions  noch  sehr  viel 
Lesenswerthes.  Wir  heben  hier  nur  zweierlei  hervor,  werden  auf  ein 
Drittes  im  118.  Kapitel  zii  reden  kommen. 

Die  Lehre  von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  war 
früher  nur  so  weit  geführt,  dass  man  das  Verschwfiiden  der  ersten 
Ableitung  und  das  Vorzeichen  der  zweiten  Ableitung  derjenigen 
Function,  die  auf  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  untersucht  werden 
sollte,  beachtete.  Sie  erhielt  jetzt  die  Weiterbildung^),  dass  unter 
Umständen  noch  die  folgenden  Ableitungen  hergestellt  wurden,  und 
dass  Maclaurin  zeigte,  daaa,  wenn  ein  Werth  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  sämmtliche  Ableitungen  der  Function  y  von  der  1'™ 
anfangend  bis  zuletzt  zur  m'™  verschwinden  lasse,  ein  Maximum  oder 
Minimum  nur  dann  stattfinde,  wenn  n  ungrad  ist,  bei  gradem  n  da- 
gegen nicht  stattfinde,  und  dass  im  ersteren  Falle  das  negative,  be- 
ziehungsweise positive  Vorzeichen  der  n  +  1""  Ableitung  das  Kenn- 
zeichen eines  Maximum,  beziehungsweise  eines  Minimum  bilde. 

Df^  Zweite,  was  wir  hier  zu  erwähnen  nicht  unterlassen  wollen, 
ist  der  spater  sogenannte  Maclaurinsche  Satz  von  der  An- 
ziehung confocaler  Ellipaoide').  Schon  der  Begriff  der  diesem 
Satze  zu  Grunde  liegenden  Körper,  ja  der  der  entsprechenden  ebenen 
Figuren  war  neu,  und  uns  wenigstens  ist  keine  frühere  Erwähnung 
coneentrischer  und  zugleich  confocaler  Ellipsen  erinnerlich,  als  wenn 
Maclaurin  sagt*);  Seien  ADP,  Pap  zwei  Halbellipsen,  welche  den 
gleichen  Mittelpunkt  C  und  den  gleichen  Brennpunkt  F  besitzen. 
Maclaurin  bat  nun  nach  einander  folgende  Sätze  bewiesen;  1.  Die 
Kräfte,  mit  denen  confoeale  Rotationsellipsoide  -—  Maclaurin  nennt 
sie  durchweg  Sphäroide  —  denselben  auf  ihrer  verlängerten  Rotations- 
axe    liegenden    Punkt    anziehen,    verhalten    sich    wie    ihre 


')  Maclaurin,  Treatise  of  ftusdom  pag.  413— 423,  §495—605.         ')  Ebenda 
pag.  226,  §  261  und  pag,  659,  §  859.  ^  Ebenda  pag,  540,  §  649;   pag.  54), 

§  651;  pag,  543,  g  653.     Vet^l-  F.  Grube  in  der  Zeitschr.  Math-  Phja.  XVi,  3(31 
big  266.        ')  Ebenda  pag.  539,  §  648, 
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2.  Die  Kräfte,  mit  deiien  eonfocale  Rotationsellipsoide  denselben  in 
der  verlängerten  Ebene  ihres  Aequators  liegenden  Punkt  anziehen, 
verhalten  sich  wie  ihre  Massen.  3,  Die  Kräfte,  mit  denen  dreiaxige 
confocale  Ellipsoide  denselben  auf  ihrer  yerläugerten  Äxe  liegenden 
Punkt  anziehen,  verhalten  sich  wie  ihre  Massen.  Die  Beweise  der 
beiden  ersten  Sätze  sind  synthetisch- geometrischer  Natur  und  genau 
durchgeführt.  Der  Beweis  des  dritten  wesentlich  allgemeineren  Satzes 
überlässt  dem  Leser  die  Ausfüllung  einiger  weniger  Lücken,  schliesst 
sich  aber  so  eng  an  die  vorhergehenden  Beweise  an,  dass  es  keinem 
Leser,  der  bis  dahin  verständni ssvoll  folgte,  schwer  fallen  konnte, 
jene  kleinen  Er^nzungen  vorzunehmen. 

Was  wir  übrigens,  von  der  Natur  der  Beweise  zu  den  Sätzen 
über  Anziehung  sagten,  das  gilt  von  dem  ganzen  Werke.  Maclaurin 
hat  sich  fast  äberaU  bemüht,  svnthetisch  geometrische  Beweise  zu 
liefern.  Nicht  allein,  dass  er  dadurch  in  einen  gewissen  Einklang 
mit  Newtons  Principien  kam,  er  konntt  auch  der  niemals  angczwei 
feiten  Exhaustionsmethode  der  Alten  sich  nahein  und  daduiuh  um 
so  sicherer  den  Zweck  erfüllen,  den  ei  (S  746)  sich  al«  eigentliche 
Aufgabe  gestellt  hatte,  die  Infinitesimitlmethode  gegen  Angriffe  zu 
vertheidigen. 

Möglicherweise  wäre  an  dieser  Stelle  ein  Eingehen  auf  Gfeorg 
Wolfgang  Kraffts  1752  in  Petersburg  gedruckte  Schrift  De  infi- 
nito  mathmtatico  ejwsque  natura  geboten,  doch  kennen  wir  dieselbe 
nur  dem  Titel  nach. 


113.  Kapitel. 

Eolers  DiflFereiitialreclinung. 

Wir  sind  bei  Eulers  Differentialreclmung^)  von  1755  angelangt. 
Es  ist  schwer,  so  beginnt  Euler  seine  Vorrede,  die  Differential- 
rechnung und  die  Analysis  des  Unendlichen,  wovon  jene  ein  Theil 
ist,  denen  zu  erklären,  die  darin  noch  gar  keine  Kenntuiss  besitzen. 
Die  Verhältnisse  der  Zuwächse  einer  Veränderlichen  und  ihrer  Func- 
tion, heisst  es  dann  ungefähr,  sollen  unter  der  Voraussetzung  beider- 
seitigen Nullseins  untersucht  werden,  und  die  Differentialrechnung  ist 
nichts  anderes  als  die  Methode    das  Verh'iltnis?  der  verschwindenden 


')  W  r  lielienen     n     d  r     ehr  elretpten   de  tachen   Üebersetsung  vor 

Michelaen  (1790)    aui    velehe  •!    1  le  ^e  ten7ahien  unse    i  A  tuhrungen  le 

Kiehen.      I  e    gl«  c\  fiUs    angegebe  e  1       gi  phoan  mn  e  t    tteit     1       \ 

gleichung  d  s  lat    nische     0  g  nai 
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Zuwächse  oder  laeremente  zu  bestimmen,  welche  die  Functionen  ver- 
änderlicher Grössen  erhalten,  wenn  die  veränderlichen  Grössen,  deren 
Fimctionen  sie  sind,  um  ein  verschwindendes  Increment  vermehrt 
werden^).  Die  Integralrechnung  ist  dann  die  Methode,  aus  dem  Ver- 
hältnisse der  verschwindenden  Incremenfce  die  Functionen  zu  finden, 
von  welchen  sie  dergleichen  Incremente  sind^).  Um  jene  Verhält- 
nisse bezeichnen  zu  können,  hat  man  für  die  verschwindenden  Incre- 
mente Symbole  eingeführt  und  hat  sie  Differentiale  genannt,  nur 
muss  man  dabei  beständig  vor  Augen  haben,  dass  man  daraus,  weil 
sie  im  strengen  Verstände  Null  sind,  nichts  weiter  ableite,  als 
das  Verhältniss  derselben  zu  einander,  welches  man  allerdings  im 
Stande  ist,  durch  endliche  Grössen  anzugeben').  Dass  die  Differen- 
tiale nicht  etwa  unendlich  klein,  sondern  streng  Null  sind,  folgt  aus 
der  Richtigkeit  der  Ergebnisse,  welche  aus  dem  Weglassen  von  Diffe- 
rentialen in  der  Differentialrechnung  gewonnen  werden;  es  müsste 
sonst  irgend  ein  Fehler  entstehen,  es  sei  denn,  dass  man  den  be- 
gangenen Fehler  durch  einen  entgegengesetzten  verbessert  hätte,  und 
das  ist  nicht  der  Fall*). 

So  hat  Euler  sein  Glauben sbekenntniss  gleich  in  der  Vorrede 
niedergelegt.  Er  entfernt  sich  von  Leibniz,  indem  er  von  dem  Un- 
endlichkleinen nichts  wissen  will,  er  nimmt  auch  nicht  mit  Berkeley 
einander  aufhebende  Irrthümer  an,  er  versehmäht  Newtons  Gren/,- 
werthe,  er  sieht  in  den  Differentialen  wirkliche  Nullen,  in  den  Diffe- 
rentialquotienten Brüche  mit  Nullen  im  Zähler  und  Nenner,  welche 
aber  gleichwohl  einen  endlichen  Werth  besitzen. 

Die  Vorrede  ist,  wie  es  meistens  geschieht,  für  solche  Leser  ge- 
schrieben, welche  den  im  Werke  behandelten  Gegenstand  schon  mehr 
oder  weniger  beherrschen.  Die  Ausfuhrung  der  dort  angedeuteten 
Gedanken  gibt  die  Differentialrechnung  selbst. 

Das  1.  Kapitel,  Von  den  Differenzen,  entwickelt  folgende  Be- 
griffe. Ist  y  eine  Function  von  x  und  ersetzt  man  in  ihr  x  durch 
X  -j-  a,  durch  x  +  2«,  durch  x  -j-  3(o,  -  ■  ■  durch  x  +  nco,  so  ent- 
stehen aus  y  die  Werthe  j/^,  j/^^,  j/™^,  ■  ■  ■  y'"',  deren  Differenzen  man 
bildet.  Man  erhält*)  y^—p^Ay,  y"-—y'^Ay'-,  j^°  —  y"-^Ay^'a.s.w. 
mit  erstmaliger  Einführung  des  Differenzenzeichens.  Auch  die 
höheren  Differenzen  hat  Euler  eingeführt  und  symbolisch  dargestellt''): 
AA^  =  Aj/'^  —  Ay,  ÄAi/^  =  Ay"^ — Ai/^,  A"^  =  AAy^ — AAjy  u.s.  w. 
Die   nächstliegenden  Aufgaben   bestehen   darin:    zu  gegebenen  Func- 

')  Euler,  Differentialrechaiuig  T,  S.  LIV.  *)  Ebenda  I,  S.  LVI— LVIl. 

=)  Ebeada  I,  S.  LXIII.  ')  Ebenda  I,  S,  LXXV.  ")  Ebenda  I,  5,   §  4. 

")  Ebenda  I,  G— 7,  §  G. 
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tionen  ihre  Diiferenzen,  zu  gegebenen  Differenzen  ihre  Functionen  zn 
ermitteln.  Die  ei«te  dieser  Aufgaben  wird  stufenweise  gelöst.  Diife- 
renzen .Jeder  Ordnung  einer  Summe  von  Functionen  bestehen  aus  der 
Summe  der  Diiferenzen  der  einzelnen  Functionen.  Diiferenzen  einer 
Constanten  sind  Null.  Differenzen  des  Productes  einer  Function  in 
einen  Constanten  Coefficienten  bestehen  aus  dem  Producte  jenes 
Coefficienten  in  die  entsprechende  Differenz  der  Function.  Die  erste 
Differenz  des  Productes  pq  zweier  Functionen*)  ist  p  ■  Aq  +  q  ■  Aj> 
-\- ^p  ■  Aq.  Dann  kommen  die  Differenzen  aller  Ordnungen  der 
Potenz  x"  an  die  Reihe  und  bei  ihrer  Bildung  erweist  sich  eine 
kleine  Tabelle  als  nützlieh,  welche  in  ihren  Anfängen  folgender- 
1  aussieht^); 


I,  1  (I  0  0 

Aj  0  1  1  1 

A'S,  0  0  2  6 

a>!/  0  0  0  6 

A«<;  0  0  0  0 

A»!(  0  0  0  0 

A«j  0  0  0  0 

A'y  0  0  0  0 


0 


0 

1 

126 


1 

14  30  62  126  264 

36  150  540  1806  5796 

34  240  1560  8400  40824 

0  120  1800  16800  126000 

0  0  720  15120  191520 

0  0  0  6040  141120 


und  deren  Entstehung  der  Art  ist,  dass  jede  ihrer  Zahlen  gefunden 
wird,  indem  man  die  vorhergehende  Zahl  ebenderselben  Zeile  zu  der 
dartiber  stehenden  Zahl  addirt  und  die  Summe  mit  dem  Ordnungs- 
zeiger des  vom  stehenden  Differenzenzeichen  muitiplicirt,  z,  B. 
5(1800  +  1660)  —  16800.  Führt  man  ferner,  woran  Euler  noch 
nicht   dachte,   Abkürzungszeichen    für    die    Binomialcoefficienten   ein, 


schreibt  z.  ] 


„;.-l)...(,-l.-|-l) 


(n,  so  entstehen  die  Gleichungen 


A»-     {• 


=-'  + 


'  +  ■ 


A- j  _  2  g)  ■»'»«->  +  6  Q  ^'x—'  +  14  Q  „'i—  +  - .  ■ 

A'i,  —  6  Q  o%— '  +  36  Q  o%— «  +  160  (")  o%— ■'  H 

A'J  —  24  Q  o'a;— '  +  240  (")  a'x—>  +  1560  g)  o«»—'  -| 

wo  jede  Reihe  fortgesetzt  wird,  bis  sie  von  selbst  abbricht,  was  bei 
ganzzahlig  positivem  «  stets  der  Fall  sein  muss.    Auch  die  allgemeine 

')  Euler,  Differentialrechnung  I,  10—11,  §  12.  ')  Ebenda  I,  111,  g  U 
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Formel  für  A™(af)  ist  Euler  nicht  entgangen^,  und  er  geht  so  weit, 
von  allen  diesen  Formeln  auch  noch  üehraneh  zu  machen,  wenn  n 
keine  ganze  positive  Zahl  ist.  Dann  brechen  freilich  die  für  die  ein- 
zelnen Differenzen  sich  ergebenden  Reihen  nicht  ab,  sondern  laufen 
ins  Unendliche  fort.  Die  gleichen  unendlichen  Reihen  ?..  B.  für 
A(ar"-)  ergeben  sich   auch   folgendermassen.     Ist  y  =  ;r~^^-^,   so 

ist   v^  = -7—, — ^   und   A«=7 — , — -.-- „-■     Verwandelt  man  dann 

■ — -~--i  durch  Division   in  eine  nach  Potenzen  von       fortschreitende 

{X  +  W)=  X 

unendliche  Reihe,  deren  Aufaogsglied  -,   durch i-  vernichtet  wird, 

so  entsteht,  wie  aus  der  allgemeinen  Formel,  A(x~'')  =  —  " , 
+  "  —  6  -[-■■■  ■  Eine  dem  letztgelehrten  Verfahren  nachge 
bildete  Entwicklung  führt  zu  den  Differenzen  tranacendenter  Functionen. 
Der  Zusammenhang  der  auf  einander  folgenden  if,  y\  ■  ■  •  y'"'  mit  A//, 
A^y---  wird  erörtert^)  und  2/'"'  =  )/+ ("]A)/+  \Z\A^y-\-  Qa^?/-( — 
ermittelt.  So  oft  n  ganzzahlig  positiv  ist,  bucht  der  ßeihenausdruck 
für  »/f"',  d.  h.  für  den  Werth,  welchen  y  annimmt,  wenn  x  durch 
X  -\-  wo  ersetzt  wird,  von  selbst  ab,  allem  auch  hier  wird  die  Formel 
mit  grÖsster  Unbefangenheit  als  unendliche  Reihe  benutzt,  um  «/l""' 
zu  ermitteln,  d.  h.  den  Werth,  welchen  '/  in  Folge  des  Ueberganges 
von  X  m  X  —  nio  annimmt.  Als  zweite  Hauptaufgabe  bezeichneten 
wir  es,  die  Function  aus  ihrer  Differenz  zu  finden,  eine  Operation, 
welcher  das  Summenzeichen  _^  dient^).  Wenn  s  =  A^,  so  ist 
y  =  ^£j  genauer  y  =  ^s  -\-  C,  da  die  hinzutretende  additive  Con- 
stanfce  bei  der  Ditferenzenbildung  wegfällt.  Das  ^  einer  Summe 
besteht  aus  der  Summe  der  ^.  Ein  eonstanter  Coefficient  hinter 
dem  ^  kann  vor  dasselbe  gesetzt  werden.  Beide  Regeln  vei-einigt 
führen  zur  Kenntniss  von  ^{x").  Da  nämhch  A(x^)  =  c3,  A(x^} 
=  2raa:  +  <  A(«ä)  =  3(03:=' +  3MV  +  (ijäu.  s.w.,  so  ist  _2Xe*)  =  a', 
^(2a,x  +  Q)=)  =  x^=^(2ax)  +^((^^)  =  2a,^x  +  ax  und 
^-"a;  =  ^  „  ^  .  Ferner  ^(Bmx''  +  3  cj^a;  +  a^)  =  *»  =  ^X^"^) 
+  2(5^'^)  +  2i<^')  =  3»^W  +  Sio'^x  +  <o^^  =  3ü)>V 
+  -":.^-^"^  +  (^^^  =  3(.^(^0  +  X^'-T^     und     3rO 


')  Euler,  Üifferentialrechinuig  1,  17,  §  lü,  ')  Ebenda  I,  25,  S  ^■'■ 

')  Ebenda  I,  27,  §  2C. 
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=  .j^^  —  Y  +  -jj-  u.  s.  w.  Die  allgemeine  Formel^)  zeigt  V(x")  als 
eine  Summe  von  Gliedern  beginnend  mit  3:"+^,  x",  x"-^,  dann  aber 
iimschicbtig  auftretenden  Potenzen  von  x,  als  x'^~^,  x"—^  ■  ■  -.  Auch 
bei  negativem  n  wendet  Eulet  mit  grösster  Gemüthsrnhe  die  Formel 
an,  ausser  in  dem  einzigen  Falle  n  =  —  \.  Das  Glied  der  Entwick- 
lung, welches  x''  +  ''  enthält,  heissfc  nämlich  immer  -  und  würde 
bei  «  =  —  1  in  -■  -  übergehen.  Wesentlich  bequemer  findet  sieh 
das  ^  gewisser  Producte^).  Aus  A\{x  -\-  a})  ■  {z  ~\-  2m)]~2(x>(x  -{-  2e)) 
folgt  _^(x  +  2w)  =  ^^- (x  4-  (0)  (x  +  2ra),  beziehungsweise  ^(x  +  ww) 

=  ^(-^  +  ("  —  l)«^)  (^  +  "«ä)-  A»ä  A[(x  +  {n  -  1)«)  ■ 
{x  -\-  Jio)  ■  (x  +  {»  +  1)  «J  =  3o(^  -}-  »a)  (a;  +  (n  +  1)  K.)  folgt 
V[(^  +  „(,)  (rc  +  («  +  1)0)]  =  i-  (^  +  («  _  l)„)  .  (x  +  tt<o)  .  * 
(j:  +  {»  -^  1)1»)  u.  s.  w.  Auch  bei  den  Differenzen  gebrochener 
Functionen  erweist  dieser  Wog  sich  gangbar.  A  (  -  -~\  = 
_   1 __i — 

—  ■  ■  ■■  ■      Aehnlicherw 


^  V(^  +  «»)  (X  +  (w  +  i)<o)/  «  ^  H 

2j  W-f^HT+(n-flJ^)i^~-f(n  +  2)loj}  =  ^  2^  {x  +  nm}{x,  +  {>i+i^) 
u.  s.  w.  lat  die  Function,  deren  V  gesucht  wird,  eine  echtgebroehene, 
aber  mit  nicht  constantem  Zähler,  so  ist  der  Bruch  in  seine  Partial- 
brüche zu  zerlegen  und  für  jeden  derselben  die  Bildung  des  ^  vor- 
Kuuehmen.  Wir  haben  einen  sehr  ausführhchen  Auszug  aus  dem 
1.  Kapitel  veranstaltet,  weil  in  ihm  erstmalig  ein  Lehrbuch  der  Diffe- 
rentialrechnung eine  leichtverständliche,  wenn  auch  nicht  immer 
gründliche  Lehre  von  den  endlichen  Differenzen  und  Summen  zum 
Ausgangspunkte  nahm.  Wir  glauben  wenigstens  trotz  des  Voraus- 
gehens von  Taylors  Methodiis  incrementorum  diesen  Ausspruch  recht- 
fertigen zu  können,  da  jenes  Werk  kaum  als  leichtverständlich  und 
noch  weniger  als  Lehrbuch  der  Differentialrechnung  wird  bezeichnet 
iverden  wollen. 

Das  2,  Kapitel,  Von  dem  Nutzen  der  Differenzen  in  der 
Lehre  von  den  Reiben.  Es  gibt  Reihen,  bei  denen  in  Folge  von 
so  oft  als  nöthig  wiederholter  Differenzenbildung  zwischen  den  ein- 
zelnen  Gliedern  irgend  einmal   lauter  Nulldifferenzen  auftreten,  und 

')  Eulcr,  DiffereutialredinHiiE  I,  81,  g  20,         ")  Ebeiulii  I,  ;!,-i-35,  g  32—34, 
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andere  lleihen,  bei  denen  dieses  nie  dec  Fall  iat.  Zu  den  letzteren 
gehört  die  geometrische  Reihe,  deren  Differenzen  stets  aufa  Neue  geo- 
metrische Reihen  bilden,  zu  den  ersteren  gehören  die  anthmetisehen 
Reihen  verschiedener  Ordnung,  und  von  ihnen  will  Euler  handeln. 
Bei  ihnen  ist  das  allgemeine  Glied  und  das  summirende  Glied 
zu  finden,  d.  h.  zwei  Functionen  von  x  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  die  erste  das  3^^  Glied  der  vorgelegten  Reihe  liefert,  die  zweite 
die  Summe  der  ersten  x  Glieder  derselben.  Alle  Reihen,  deren  Diffe- 
renzen einer  bestimmten  Ordnung  constant,  oder  die  der  nächsthöheren 
Ordnnng  als  Nnllen  erscheinen,  sind  recurrente  Reihen^),  und  deren 
allgemeines  Glied  kann  gefunden  werden.  Mittels  desselben  findet  sieh 
sogar  der  Werth  eines  Gliedes  mit  gebrochenem  Stellenzeiger,  d.  li. 
die  Interpolation  einer  Reihe  ist  ermöglicht).  Auf  einander 
folgende  summirende  Glieder  bilden  selbst  eine  Reihe,  die  summi- 
•  rende  Reihe,  zu  welcher  die  gegebene  Reihe  als  erste  Differenzen- 
reihe gehört.  Sind  also  die  w*™  Differenzen  der  gegebenen  Reihe 
constant,  so  bilden  diese  die  n  +  1'™  Differenzen  der  summirenden 
Reihe,  welche  folglich  wieder  eine  recurrente  Reihe  ist,  deren  allge- 
meines Glied  daher  gefunden  werden  kann^).  In  eine  Formel  gekleidet, 
spricht  diese  Folgerung  sich  also  aus*):  Sei  X  das  ic"  Glied  der  vor- 
gelegten Reihe,  H  die  Summe  ihrer  x  ersten  Glieder.  Off'enbar  ist 
iS  ■ —  %  die  Summe  der  x  —  1  ersten  Glieder  und  A  (S  —  X) 
=  Ä"  —  (S  —  Z)  =  X,  mithin  S—X=  ^X.  Unter  Hinzufügung 
der  Constanten  C  wird  also  S  =  C  -}-  X  -\-  SX.  wo  C  sich  dadurch 
bestimmt,  daas  augenscheinlieh  bei  x  =  0  auch  S  =  0  sein  mnss. 
Enler  wendet  die  Formel  an,  um  die  Summe  der  n*^"  Potenzen  der 
X  ersten  Zahlen  zu  ermitteln,  wozu  der  im  1.  Kapitel  gefundene  Werth 
von  ^x"  dient.  Euler  macht  dann  darauf  aufmerksam''),  dass  die 
auf  einander  folgenden  Summen  1"  +  2"  -f-  ■  ■  ■  +  iC"  und  1"+' 
_j_  2"+^  +  ■  ■  ■  +  J^""*"^  leicht  aus  einander  gefunden  werden  können, 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  indem  alsdann  von  dem  höchsten  Gliede 
der  Summenformel  anfangend  ein  jedes  mit  n  -\-  l  und  noch  mit 
einem  Factor  vervielfacht  wird,  welcher  der  Reihe  nach  ,  ^:~{ ; 

,    dann  5,  .j    '  ' "   ■>    li^isäfc.     Ist  n  ungrad,   so   heisst  der 

letzt  erscheinende  Zahlenfactor  ,  dann  aber  tritt  in  der  Summen- 
formel der  n  -{-  1*™  Potenzen  noch  ein  neues  Glied  ^x  hinzu.  Die 
Constanfce  q>  findet  man,  indem  x  =^1  gesetzt  wird;  ip  muas  nämlich 

')  Euler,   Differentialrechnung   I,  47,   §  46.  ')   Ebenda  I,  52,  g  ^'i- 

")  Ebenda  ],  53,  §  6.1  ')  Ebenda  I,  67,  §  59  ")  Ebenda  I,  61—62,  §  «■'*■ 
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alsdann  die  übrigen  Coefficienten  der  Formel  zur  Einheit  ergänzen 
Den  gleichen  Sata  hatte  (S.  347)  Jakob  Bernoulli  msgesprochen 
nnd  vermuthlich  ebenso  1         "  "  ' 


Das  3.  Kapitel,  Von  dem  Unendlichen  und  dem  Unendlich- 
kleinen,  leugnet  eigentlich  die  Begriffe,  welche  seine  Ueberschrift 
bilden.  Eine  unendliche  Grösse  gibt  ea  nicht*),  weil  jede  Grösse  ins 
Unendliche  vermehrt  werden  kann.  Eine  Grösse  aber,  die  immerfort 
vermehrt  wird,  wird  nicht  früher  unendlich,  ehe  sie  ohne  Ende  ge- 
wachsen ist,  nnd  was  ohne  Ende  geschehen  muss,  das  kann  man  nicht 
als  schon  geschehen  betrachten.  Ein  Unendlich  klein  es  aber  ist^) 
nichts  anderes,  als  eine  verschwindende  Grösse  und  folglich  in  der 
That  =  0.  Wenn  eine  Grösse  kleiner  sein  soll  als  jede  Grösse,  die 
sich  angeben  lässt,  so  muss  sie  nothwendig  =  0  sein,  weil  sich  wenn 
sie  nicht  =  0  wäre,  eine  andere  ihr  gleiche  Grösse  augeben  liesse, 
welches  wider  die  Voraussetzung  streitet.  Mit  dieser  Vereinheitlichung 
der  beiden  Begriffe,  des  Unendliehkleinen  und  der  Null,  ist  Euler  auf 
dem  Standpunkte  angelangt,  den  er  schon  in  der  Vorrede  als  den 
seinigen  schilderte.  Von  ihm  aus  betont  er  dann  weiter  =),  dass 
«.0  =  0  und  also  w:l  =  0:O  ist,  dass  zwei  Nullen,  ob  sie  gleich 
arithmetisch  betrachtet  in  dem  Verhältnisa  der  Gleichheit 
stehen,  dennoch  jedes  geometrische  Verhältniss  zu  einander 
haben.  Letztere  Möglichkeit  gibt  auch  die  Erklärung  der  Unend- 
lichkleinen verschiedener  Ordnung.  Ist  dx  ein  Unendlich  klein  es,  also 
thatsächlich  ==  0,  so  gilt  das  Gleiche  für  (W,  für  dx^  u,  s.  w.  Es 
gilt  auch,  dass  Unendlichkleines  gegen  Endliches,  Unendlichkleines 
höherer  Ordnung  gegen  solches  niedrigerer  Ordnung  weggelassen 
werden  kann,  beziehungsweise  das  Verhältniss  der  Gleichheit  nicht 
stört,  mag  man  arithmetisches  oder  geom.etrisches  Verhältniss  darunter 
verstehen:  (a  -\-  n  •  dx)  —  a  =^n- dx  ^0  und  "-+-lli'-^  =  1  -f- 
—  ■  rfa:  =  1  bestätigen  diese  Wahrheit  ebenso  wie  {dx  +  dx'^)  —  dx 
=  +  rfa:^  =  0  imd  -"^  1^'  =  1  +  rf«  =  1 .  Wie  rf a^  ein  Symbol 
des  Unendlich  kleinen  oder  der  0  ist,  so  hat  man  (x>  als  Symbol  des 
Unendlichgrossen,  des  Quotienten  eines  Endlichen  dividirt  durch  0, 
aufzufassen.  Ja  es  scheint  aus  der  Gleichung  -  =  oo  selbst  möglich, 
dass  Nichts  mit  Unendlichgross  multiplicirt  eiji  endliches  Product 
gebe,  welches  allerdings  auffallend  sein  müsste,  wenn  man  nicht  durch 
eine   ganz    richtige  Folgerung   darauf  käme').     Jenes  Product   kann 

')   Euler,   Differentiahechnung   I,  73,   g  75.  ^   Eltentla   I,  79,   §  B3, 

')  Ebenda  I,  81,  §  85.  ')  Ebenda  I,  SG,  §  93.    Vorfil,  auch  I,  88,  g  04  am 

Schlüsse. 
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sogiir  uiiRiidlidi  groe.'i  werden,  wie  ca  unendlich  klein  sein  kann: 
-^  -h  ■  da:"'  =  ahdx"'~"  ist,  je  nachdem  m  >  »,  m  =  ii,  m  <  n,  im- 

endliohklein,  endlich,  unendlichgross ').  Dio  Stellung  dei-  0,  aber  mich 
des  Unendlichgrossen,  innerhalb  von  Reihen  endlicher  Grössen  gibt  zn 
raannigfacben  Betrachtungen  Aniass.    Die  nach  rückwärts  fortgesetzte 

Zahlenreihe 4,  —3,  —2,  —1,  0,  1,  2,  3,  A---  führt  durch 

die  0  hindurch  vom  Positiven  zum  Negativen.  Die  Keihc  ■■- 
-__  ,  ^-^ ,  _  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ■  ■  ■  vollzieht  den  gleichen  Ueber- 
gang  durch  das  Unendlichgrosae  hindurch.  Man  hat  ans  Eraterem 
geschlossen,  die  negativen  Zahlen  seien  kleiner  als  0,  aus  Letzterem 
sie  seien  grösser  als  oo  (Bd.  II,  S.  902).  Solche  Schlüsse  sind  vor- 
eilig. Setzt  man  die  Quadrate  der  positiven  und  negativen  Zahlen 
und  deren  Umkehrungen  in  Reihengestalt  an,  so  tritt  in  ( — 4)^, 
(-  3)',  (-  2)',  (-1)>,  0>,  1>,  »,  3',  4»  ,„d  in  (:ij)',  (-t,)",  (J  J)', 
(     -.  1 1  ;;sf    -,,..„,  tt:    <lie    0    zwischen    1   und   1,    aV>er   auch   cxj 

\ —  1/  '    U    '     1  '     4        U  '    Ib  ' 

zwischen  1  und  1,  und  Niemand  wird  von  diesen  Reihen  behaupten 
wollen,  sie  setzten  in  ihren  Gliedern  das  Grösserwerden  regelmässig 
fort,  80  wenig  man   aus  der  Zahlenreihe   ~=^ ,  — —  ,  ~, , 

»  1/^4'    V--3'    y-a'    ]/-!' 

-^,   —p,   -;->  —;- i   ~r    «'Uf    Beziehungen    zwischen    dem    Unendlich- 

yo   yi   y-i   ys   yi  ^ 

grossen  und  dem  Imaginären  seh  Hessen  darf^).  Den  Sehluss  des 
Kapitels  bilden  Erörterungen  Über  den  Begiiif  einer  divergenten  Beihc 
und  ihrer  Summe'')  in  genauer  Uebereiuatimmung  mit  dem,  was  Euler 
kurz  zuvor  im  V.  Bande  der  neuen  Petersburger  Commentarien  aus 
geführt  hatte.  Er  sucht  die  ganze  Schwierigkeit,  deren  Vorhanden- 
sein er  keineswegs  leugnet,  auf  den  Sinn,  der  mit  dem  Worte  Summe 
verknüpft  wird,  überzuladen  {S.  784). 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Natur  der  Differentiale  aller 
Ordnungen,  führt  Enler  zu  den  Ergebnissen  des  l.  Kapitels  Kurück. 
Er  lässt  den  Zuwachs  ro,  welchen  x  erhalten  soll,  ^0  sein  nnil 
deutet  ihn  deshalb  durch  das  Symbol  äw  an,  worauf  Ay  zu  dem 
gleichfalls  nicht  von  0  verschiedenen  dp  wird.  Wie  es  Differenzen 
höherer  Ordnung  gab,  in  welchen  a  einen  Bestandtheil  bildete,  so 
werden  Differentiale  höherer  Ordnung  wieder  durch  m  =  dx  gebildet 
werden.     Die  Bezeichnung   ist   an    und  für  sich   sehr   nebensächlich, 

1)  Euler,  Uifferentialrechnung  1,  'JO,  §  07-  =)  KLenda  I,  Od— S3,  §  "8 

bis  101,         ')  Ebenda.  I,  9;i-100,  §  102—111, 


y  Google 


Kuliirs  Differentialrechnung.  757 

iinil  ea  lohnt  kaum,  darüber  zu  streiten,  ob  man  Newton  oder 
Leibniz  in  Schreibweise  und  Benennung  nachahmen  solle.  Für  die 
Leibnizische  Form  spricht  vorzugsweise  die  Möglichkeit,  ein  Differen- 
tial unbestimmter  Ordnung  juittels  d"y  zu  beKeichuen,  dem  die  eng- 
lische Schreibweise  nichts  Aehnliches  an  die  Seite  stellen  kanii^). 
Freilich  äussert  Euler  nebenbei  einen  Wunsch,  der  leider  unerfüllt 
geblieben  ist.  Als  Wurzelzeichen,  sagt  er^),  gebrauche  man  den  Buch- 
staben r,  dem  man  aber  die  Gestalt  ^  gegeben  habe,  und  dadurch 
sei  r  zu  beliebiger  Verwendung  wieder  frei  geworden.  Wenn  man 
Logarithmus  durch  i,  Differential  durch  d  abkürze,  empfehle  es  sich, 
diese  Buchstaben  gleichfalls  in  etwas  veränderter  Gestalt  anzuwenilen, 
damit  man  sie  nicht  mit  dem  gewöhnlichen  Buchstaben,  durch  welche 
mau  beliebige  Grössen  zu  bezeichnen  wünschen  könne,  verwechsle. 
Die  Differentiale  höherer  Ordnung  von  x  selbst,  welches  voraussetzuugs- 
mässig  sich  durch  immer  gleiche  Zuwächse  dx  ändert,  müssen  wegen 
der  Unveränderhchkeit  von  dx  an  sich  0  sein.  Damit  ist,  sagt  Euler 
bei  dieser  Gelegenheit^),  nicht  etwa  gemeint,  es  seien  d^x  =  ü, 
d^x^O  als  unendlich  Meine  Grössen,  sondern  diese  höheren  Diffe- 
rentiale seien  ebensowohl  jedes  für  sich  0,  als  auch  im  Vergleich  mit 
irgend  welchen  Potenzen  von  dx,  eine  Eigenschaft,  welche  sie 
mit  den  Differentialen  jeder  Ordnung  aller  constanten  Grössen  theilen. 
Anders  verhält  es  sieh*)  mit  den  Differentialen  höherer  Ordnung  der 
Function  y.  Hier  ist  dij  =  pdx,  und  setzt  man  voraus  dp  =  qdx,  so 
wird  d^y  =  qdx^,  d.  h,  das  zweite  Differential  von  y  hat  ein  end- 
liches Verhältniss  zur  zweiten  Potenz  von  dx.  Ganz  anders  lauten 
die  Formeln  der  höheren  Differentiation  von  y  und  werden  z.  B. 
d^ij='pd^x-\-  qdx?,  wenn  dx  nicht  bestandig  ist,  d.  h.  wenn  die 
Werthe  x,  3?-,  2^V  ■  ■  in^lit  m  anthmetischei  Progression  auf  einander 
folgen,  welches  eintrifft,  wenn  x  und  ebenso  '/  Functionen  einer  dritten 
Veränderlichen  sind,  die  selbst  emander  gleiche  Ineremente  eihalt  ) 
Bei  Gleichungen  zwischen  Diffeientnlausd rucken  mu*.'-  Homogenitat 
herrschen,  wobei  diö  Ordnung  dei  Diffeientiale  füi  ihn.  Dimension 
gilt,  und  Glieder  höherer  Dimension  ntben  niedrigeien  additn  lei 
schwinden*').  Das  Kapitel  schlicst  mit  knizen  Bemerkungen  ubei 
einfache  und  wiederholte  Integiatiou,  wekhe  den  Differentiationen 
gegenüberstehen  und  mit  Vorschriften  bezüglich  der  Bezeichnung 
Der  Buchstabe  d  soll  ausschliesslich  zu  dem  ihm  nachfolgenden  ge 
hören,  mit  welchem   er  ein  untrennbares  Ganzes  bildet,  aut  welches 

•)  Euler,  Differentialrechnung  I,  104,   §  WO.  ')  Kbendii  I,  lOß,   §  lli), 

^  Ebenda  I,  109-111,  §  124-1-25.  ')  Ebenda  1,  111,  S  12^.  ')  Ebenda  I, 

112—114,  g  12'J— 130.         ")  Ebenda  1,  IIÜ— 113,  §  134—137. 
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sieh  ein  etwa  auftretender  Exponent  bezieht.  Soli  eine  Potenz  der 
Veränderlichen  differentiirfc  werden,  so  musa  eine  Klammer  oder  ein 
Pünktchen  solches  andeuten  und  d[x^)  ^=  d  ■  x^  von  dx^  =  {dxy 
unterscheiden^).  Auch  von  den  Bezeichnungen  der  Integralrechnung 
iat  die  Rede. 

Das  5.  Kapitel,  Von  der  Differentiation  der  algebraischen 
Functionen  einer  veriinderlichen  Grösse;  das  6.  Kapitel,  Von 
der  Differentiation  der  transcendenten  Functionen;  das 
7.  Kapitel,  Von  der  Differentiation  der  Functionen  zweier 
oder  mehrerer  veränderlicher  Grössen;  das  8,  Kapitel,  Von 
der  ferneren  Differentiation  der  Differentialformeln;  das 
9,  Kapitel,  Von  den  Differentialgleichungen,  beschliessen  den 
I.  Theil  der  Eulei^chen  Differentialrechnung.  Wir  können  verhältnias- 
mässig  rasch  über  sie  hinweggehen.  Euler  lehrt  in  ihnen  das  eigent- 
liche Differentiiren,  mithin  Dinge,  welche  zumeist  schon  in  allen  vor- 
handenen Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  vorhanden  waren, 
wenn  auch  die  Ilerleitung  nicht  überall  in  gleicher  Weise  erfolgte. 
Euler  setzt  den  binomischen  Lehrsatz  als  für  jeden  Werth  des  Ex- 
ponenten unbedingt  giltig  voraus  und  findet  von  ihm  ans  d(x") 
^=  nx''~^dx,  wovon  er  dann  bei  der  Differentiation  verwick eitere r 
Function sformen  Gebrauch  macht.  Er  kommt  dabei  zu  dem  bedeut- 
samen Satze  ^),  dasa  man  bei  Aufsuchung  des  Differentials  einer 
Function  das  Differential  eines  jeden  Theiles  so  nehmen  solle,  als 
wenn  nur  dieser  Theil  veränderlich  und  die  übrigen  alle  beständige 
Grössen  wären,  worauf  man  alle  gefundenen  Differentiale  zu  einer 
Summe  zu  vereinigen  habe.  In  heutiger  Redeweise  entspricht  diesem 
Satze  die  Regel,  dass  das  totale  Differential  einer  Function 
sich  aus  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale  zusammen- 
setze. Der  Satz  wird  z.  B.  auf  die  Differentiation  von  pi  angewandt^), 
später  auf  die  Differentiation  von  Functionen  mehrerer  Veränderlichen*), 
und  wir  finden  auch  ein  erstes  Symbol  partieller  Differentiation 
mittels  Einklammerung.  Euler  schreibt  {-j^),  um  den  partiellen 
Differentialquotienteu  von  Q  nach  x  zu  bezeichnen^),  also  für  das 
heutige  -ß--  InnerLaib  des  7.  Kapitels  erscheint  der  hochwichtige 
Satz^),  der  sich  unter  dem  Namen  von  Eulers  Satz  von  den 
homogenen  Functionen  eingebürgert  hat.  Ist  V  ein  Function 
von  X  und  y  und  dV^  Pdx  +  Qdy,   so  muss   zwischen  i*  und  Q 

')  Euler,  Differentialrechnung  I,  122—123,  g  144—146.  ')  Ebcmln  1, 

146,  §  170,         ^)  Ebenda  I,  164,  §  189.  ')  Ebenda  I,  183— 18ö,  §  213—21". 

')  Ebenda  I,  197—108,  §  231.        ^)  Ebenda  I,  186-192,  §  217—225. 
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Beziehung  obwalten.  Wäre  z.  B.  V  eine  Function  von 
X  und  y  von  der  Dimension  0,  so  rauss,  mittels  y  =  tx,  die  Ver- 
änderliche X  ^änzhch  aus  F  verschwinden,  und  nur  (  noch  in  der 
Function  übrig  bleiben,  die  alsdann  T  heisaen  soll.  Dann  ist 
(iT==Qdt  und  6  eine  Function  von  i.  Aus  y  ^  tx  folgt  ferner 
dy  =  tdx  +  3;rf*,   also  Fdx  +  (^(/y  =  (P  +  Qi)dx  +  g^crfi  =  Grfi, 

d.  h.  P+öi  =  0,  §  =  ^  ^  = -£^  beziehungsweise  Px-\-  (^y^O 

neben  0  =  Qx.  Weil  aber  0  weder  x  noch  j/  enthält,  oder  nulltor 
Dimension  nach  diesen  Veränderlichen  ist,  muss  auch  Qx  nullter  Di- 
mension nach  X  und  y  sein,  und  mit  Hilfe  von  Px  -\-  Qy  =  0  (eben 
der  oben  als  nothwendig  bestehend  angekündigten  Beziehung  zwischen 
P  und  Q)  erkennt  man  leicht,  dass  auch  Px  und  Qy  nullter  Dimension 
nach  X  und  y  sein  müssen.  Die  mehrerwähnte  Beziehung  Px-\-Qy  =  0 
merkt  sich  Euler  in  der  Weise,  dass,  wenn  in  dV ^  Pdx -\~  Qdy 
die  Grössen  dx  und  dy  durch  x  und  »/  ersetzt  werden,  das  Nullfache 
Toa  V  entsteht.  Ist  femer  V  eine  Function  von  x  und  y  von  der 
Dimension  k,  und  setzt  man  auch  hier  y  =  tx,  so  geht  F  in  Tx" 
über,  wo  T  wieder  eine  Function  von  t  allein  und  dT=Qdt  ist 
_  Differentiation  liefert  dann  dV  =  d(Txf)  ^  nx'"-^Tdx  -^  x''dT 
neben  (^F^  Prfa^  +  ^(^?/ =  i»rfa^  4^  gWcr  +  «^^i^^  und  nx'-^T 
=  V  =  -P  +  §',  »  F  =  Pa;  -t-  (^(37  =  Px  +  (?;/.  Abermals  ist 
also  Fdx  +  §<?)/  durch  Einsetzung  von  x  und  y  statt  «fa;  und  röj/ 
zu  verändern  und  dem  «-fachen  von  V  gleichzusetzen.  Euler  hatte 
den  Satz  schon  1736  für  den  Fall  einer  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen in  Besitz  und  deutete  ihn  damals  in  seiner  Mcdmnili^)  so  weit 
an,  dass,  als  derselbe  Satz  von  Fontaine  nachentdeckt  wurde.  Eulers 
Früherrecht  Anerkennung  fand^.  Wir  kommen  im  118.  Kapitel 
darauf  zurück.  Der  Satz  behalt  seine  Richtigkeit,  wenn  F  eine 
Function  von  der  Dimension  n  (worunter  selbstverständlich  wie  oben 
eine  homogene  Function  von  der  Dimension  »  gemeint  ist)  mehrerer 
als  nur  zweier  Veränderlichen  bedeutet.  Aber  auch,  wenn  V  eine 
ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  und  fortwährend  dV  =  Fdx 
+  Qdy  ist,  muss  immerhin  eine  Beziehung  zwischen  P  und   Q  ob- 


walten.    Sie  heisst")  in  heutiger  Schreibweise  ^^  = 


^9. 


g     g    =3    ---  geschrieben  werden  kann*),  und  dieser  Satz  erweitert 
sich  wieder  dahin,  dass  auch  bei  -. — = — .,—  die  ßeihenfolge  der  par- 

')  Euler,  Medinniea  T.  H,  Propositio  14,  §  106.  ')  Histoire  de  rAca- 
dornte  des  Sciences  de  Paris.  Annte  1740  pa^.  323,  Fussnote.  ^  Buler,  Diffe- 
rentialrechinmg  I,  103— 1Ö5,  g  226—228.        ')  Ebenda  I,  196—197,  §  231. 
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tielleii  Differentiation  gleiehgiltig  ist^).  Ist  Fdx -\- Qdy  gegeben, 
ist  aber  -^  von  -,.  verschieden,  so  kann  Pdx  -|-  Qdy  kein  totales 
Differential  sein;  ob  es  aber  unter  der  Voraussetzung  "ä—  =  7^  immer 
ein  totales  Differential  sein  muss,  ist  eine  Frage,  die  erst  in  der 
Integralrechnung  gründlich  beantwortet  werden  kann^). 
Wir  werden  uns  im  117.  Kapitel  überzeugen,  dass  Euler  schon  1732 
von  dem  Dasein  eines  integrireuden  Factors  zum  Mindesten  eine 
Ahnung  hatte,  und  dadurch  vergrössert  sieh  die  Tragweite  des  Aus- 
spruches von  1755,  30  dass  wir  annehmen  dürfen.  Euler  sei  damals 
mit  der  Integration  tottiler  Differentialgleichungen  im  lleineu 
gewesen.  In  dem  8.  Kapitel  ist  ausführlich  von  der  Vertiiuschung 
der  Veränderlichen  die  Rede.  E\üer  kleidet  die  Aufgabe  in  die 
Worte,  es  solle  nicht  dx,  sondern  irgend  ein  anderer  Differential- 
ausdruck,  beispielsweise  ydx^  -\-  dy^  als  beständig  betrachtet  werden, 
was  bei  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Curvenlehre 
häufig  geschehe^).  Das  9.  Kapitel  hat  .es  mit  denjenigen  Aufgaben 
zu  thun,  welche  in  späteref  Zeit  als  Differentiation  impliciter 
Functionen  benannt  wurden.  Unter  Anderem  ist  gezeigt,  wie  mittels 
Differentiation  Constante  aus  einer  Gleichung  entfernt  werden  können*). 
Ist  3:^  -\~  y^  ^=  Saxt),  so  folgt'  mittels  Differentiation  'dx^dx  -\-  3y^dy 
=^  daydx  -f-  5axdy  =  Sa(ydx  -f-  xdy)  =  — ^—  (^dx  -\-  xdy)  oder 
(2x^y  —  y*)dx  -\-  (2xy^  —  a^)dy  =  0.  Eben  diese  Gleichung  erhält 
man  aber  auch  ohne  nachmalige  Elimination  von  a,  wenn  man  zuerst 
die  urspröngliehe  Gleichung  auf  die  Gestalt  — ~^^  =  3«  bringt  und 
alsdann  differentiirt.  Wenn  Euler  in  diesem  Kapitel  ausspricht'^),  es 
sei  möglich,  jede  Differentialgleichung  auf  eine  endliche  Form  zu 
bringen,  worin  bloss  endliche  Grössen  enthalten,  und  woraus  alle 
Differentiale  oder  unendlichkleine  Grössen  weggeschafft  seien,  so  ver- 
steht er  darunter  die  Benutzung  von  Differeutialquotlenten  unter 
Entfernung  der  Differentiale.  Er  gebraucht  dabei  regelmässig  die 
Buchstaben  p,  q,  r  für  die  drei  ersten  Differentialquotienten  von  y 
nach  1:. 

Der  II.  Theil  von  Eulers  Differentialrechnung  will,  seinem  be- 
sonderen Titel  entsprechend,  den  Gebrauch  dieser  Rechnung  in  der 
Analysis  des  Endlichen  sowie  auch  in  der  Lehre  von  den  ßeihen 
zeigen.     Er  besteht  aus  achtzehn  Kapiteln. 

')  Euler,  Differentialrecbaung  I,  200—201,  §  236.  ^  Ebenda  I,  'J05. 

S  240.  =)  Ebenda  I,  239,  §  26i).  ')  FIbenda,  I,  250,  §  289.  ^)  Ebenda 

i,  2ä-J,  g  2S1). 
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Das   1.  Kapitel,  Von    dor  "Umformung  der  Reihen,  bedient 
sichi)  nach  einander  der  doppelten  Substitution  x==-^—,  y  =   ■  ^ 
deren  zweite  die  unmittelbare  Folge  der  ersten  ist,  indem  nur  zwischen 
der   ersten    und   zweiten   Substitution    die  vorkommenden  Brüche  in 
unendliche   Reihen    verwandelt    werden.      Die   Reihe    S  =  ax -\- hx^ 

4-ca^'H wird    demnach    S  = -A— +  — "— +  — ^^  4- ■  ■  ■ 

=  <y  —  f'^f~->/  +  f ]  +  %ä_  2yä  +  3j/*  —  4«^  +  . .  .J 

+  e[3/3_3y*+Cy- \-\- ■■■  ==  ay^{h~a)y^ +  {c—2h  +  d)if 

+  ■"'  ^  j^TT^  +  "(jT^T^jiT  +  — (i  — 4-'""  +  ■■■■  Die  hier  auftreten- 
den Coefficienten  a,  h  ^  a,  c  —  2ii  +  a  .  -  ■  sind  aber  die  Differenzen 
verschiedener  Ordnung,  welche  aus  den  Coefficienten  a,  b,  c  ■  ■  ■  der 
ursprünglichen  Reihe  gebildet  wurden,  und  sie  können  durch  a,  An, 
A^a  ■  ■  ■  bezeichnet  werden.     Folglieh  ist  S  =  (cc  +  hx^  -\-  cx^  -\.  ... 

=  rr^**'i"(r^'^=^'*+ (i"!^»^^'^  H ■    Sind  die  Coefficienten 

a,  bj  0  ■  ■  ■  80  beschaffen,  dass  sie  zu  constanien  Differenzen  irgend 
einer  Ordnung  führen,  so  bricht  die  umgeformte  Reihe  nothwendig 
irgend  einmal  ab,  d.  h.  sie  stellt  eine  Summenformel  der  ursprüng- 
lichen Reihe  dar.    Die  Reihe  Ix  +  4x^  -f-  9a;'  +  16x^  -| 1-  n'^itf' 

H z.  B.  besitzt  3,  5,  T,  9  ■  ■  ■  als  erste  Diiferenzen  der  Coefficienten, 

"2,  ?.;  2  ■  ■  •  als  deren  zweite  Differenzen,  mithin  ist  Ix  -f-  4a.^  +  9.1^ 
+  16..  +  ...  +  »...  +  ...  =  jA_  +  _^^'_  +  _I^_  =  .■>.■_. 

Ist  eine  ähnlich  gebaute  abgeschlossene  Reihe  ax  -\-  hx^  -\-  ex"  -\-  •■■ 
-{-  osf  zu  Summiren,  so  bildet  man  die  beiden  Summen^)  der  unend- 
lichen Reihen  ax  +  bx^  -\.  cx^  -i^  . . .  -und  px"-^^  -\-  53;''+^  +  ra:"+' 
-!-■■■==  sf(j}X  -\-  q^x^  -\-  rx^  +  ■■■)?  deren  erste  uns  schon  bekannt 
ist,  während  sich  die  zweite  in  der  Gestalt  ,  ^-  ■'■""i>  +  ,,  f  ,,=  ■'•■"  Aji 
+  7^— -— aa^'Ä^p -}-  ■  ■  ■  darstellt.  Der  Unterschied  dieser  beiden 
Summen  bildet  den  Werth  der  abgeschlossenen  Reihe,  mithin  ax  -J- 
hx^  -f  ^^^  +  . .  -  +  0.,-  =  -^  -^{a  -  rp)  +  ~^,(Aa  -  x"hp) 
+  7^-_'  ;s  (A^ß  —  3""A^j»)  -)-■■■.  Eine  grade  für  Euler  höchst  auf- 
fallende Bemerkung  bezieht  sich  auf  Reihen,  deren  Coefficienten  nicht 
zu  constanten  Differenzen  irgend  einer  Ordnung  führen,  bei  welchen 
also  die  umgewandelte  Reihe  nicht  abbricht.  Ist  alsdann,  heisst  es 
wörtlich^),  3:  <1  in  der  Reihe  ax-\-  bai^  -\'ex'^ -\-  ■■■,  und  in  diesem 

')  Euler,  Differeotiiilreohnung  11,  4—7,  S  ü— 4,         ')  äübenda  II,  7—9,  g  !,. 
')  Ebenda  ![,  9,  §  G. 
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Falle  findet  die  Summation  im  eigentlichen  Veratande  allein 
statt,  so  ist  _  >  X,  und  die  gefundene  Keihe  conTergirt  woniger 
als  die  g^ebene.  Entgegengesetzt  verhält  es  sich  mit  Reihen,  deren 
Glieder  abwechselnde  Vorzeichen  haben,  und  welche  ans  den  vorher- 
gehenden entstehen,  indem  man  x  negativ  nimmt  ^).  Dann  geht  S  = 
ax  —  hx^  4-  cx^  —  ■  ■  ■  in  S  =  ■.  -,■■■■-  a  —  j-—. — -^  Aa  +  -— ■; — r^  A^a 
—  ...  über,  und  diese  Umwandlung  ist  immer  vortheilhaft,  weil  bei 
positivem  x  unter  allen  Umständen  t,  ■  <  1,  die  gefundene  Reihe 
also  stärker  als  die  gegebene  convergirt.  Bei  x  =  l  wird  a  —  &  -|" 
c  ■ ■ .  =  ff.  —  Affl  -|~  s  ^^'*  "!"'■■»  ^^^  diese  Formel  dient  als- 
dann zur  Summirung  divergenter  Zahlenreihen  wie  1  —  1  -|-  1  —  1 
+  •  . .  _  i  ,  1  -  4  +  9  -  16  +  .  ■  ■  _  J  -  J  +  '  -  0  u.  s.  w. 
Bricht  die  umgewandelte  Reihe  nicht  ab,  so  bedingt  das  Verfahren 
an  Keihen  mit  wechselndem  Vorzeichen  ausgeführt  mindestens  die 
Herstellung  einer  neuen  convergenteren  Reihe,  deren  Summirung 
diireb  Addition  näherungsweiae  gelingt^),  z.  B.  1 —  -j"  s^j  -|--- 
= }-  :;— r-i  +  zi-^ci  +  ■  ■  ■ .    Ausser  den  Substitutionen  x  =  --  -   , 

y  =  :  -_      nimmt  Euler  im  Verlauf  des  Kapitels  noch  andere  vor. 

Das  2.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  summirbarer  Reihen, 
bedient  sieb  vorzugsweise  der  Differentiation  von  abgeschlossenen 
oder  unendlichen  eine  allgemeine  Grösse  enthaltenden  summirbaren 
Reihen,  um  neue  Reihen  ähnlichen  Charakters  zu  erhalten.  Eine 
Verallgemeinerung  des  Verfahrens  tritt  ein,  wenn  die  gegebene  Reihe 
und  ebenso  ihre  Summen  forme!  vor  der  Differentiation  noch  mit 
irgend  einer  Potenz  der  allgemeinen  Grösse  vervielfacht  wird.  Auch 
gliedweise  Vervielfachung  einer  summirbaren  Reihe,  welche  nach 
den  Potenzen  von  x  fortschreitet,  mit  je  einem  Gliede  einer  schliess- 
lich auf  constante  Differenzen  führenden  Zahlenreihe  liefert  neue 
summirbare  Reihen,  wovon  wir  ein  einfachstes  Beispiel')  anfuhren. 
Sei  S  ^  ax  -\-  hx^  -J-  ca:*  -|-  ■  ■  ■ .  Multiplication  mit  x"'  und  Diffe- 
rentiation nach  X  bringt  -^^ — -  =  mx"'—''S  -[-  x'"  [„=('»+  1)»^'" 

-|-  („i  _|_  2)iiif+^  +  {m  +  d)cx"'+'^  -| hervor,  und  Division  durch 

a^-'  liefert  mS -\- x^  =  (m  +  l)ax  +  (m  +  2)bx^  +  (m  +  3)c3;» 


■)  Euler,  Differentialrechnuiig  II.  9— l'i,  §  7—9.        *)  Ebenda  II,  IG,  i 
»)  Ebenda  II,  30,  §  24, 
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H .    Nun  sei  m  =  "-~lP,  so  entstellt  nach  dieser  Substitution  und 

nachfolgender  Multiplication  mit  ß  die  Reihe:  aax -\- (a -\' ß)bx- 
+  («  +  2ß)cx'  +...:=(«-  ^)&.  +  ^^||. 

Das  3.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Differenzen,  will 
die  Differenzen  der  Functionen  mit  Hilfe  ihrer  Differentiale  berechnen, 
also  die  Umkehrung  der  im  ersten  Bande  erledigten  Aufgabe  der  Auf- 
findung der  Differentiale  mit  Hilfe  der  Differenzen  bewerkstelligen i). 
Euler  versteht  darunter  die  Herstellung  der  Taylorschen  Reihe, 
welche  er  fast  wörtlich  so  vollzieht*)  wie  der  Erfinder,  dessen  Ver- 
fahren wir  (S.  381—382)  mitgetheilt  haben.  Die  Veränderung,  welche  x 
erleiden  soll,  nennt  Euler  +  co,  und  er  findet  als  den  Werth  der  Func- 
tion j/,  der  dem  veränderten  Werthe  von  x,  also  x  +  e},  entspricht, 

^^"'dx^  YI^^±~6  dx"  +  ä4  dx'  ±  ■  ■  ■  ■  Die  Differenz  von  y, 
auf  deren  Aufsuchung  das  eigentliche  Bestreben  gerichtet  ist,  findet 
sich  naturgemäss  durch  Subtraction  des  ersten  Werthes  von  y  von 
dem  nachfolgenden  zweiten  Werthe  oder  Aij  =  y^  —  y.  Ersetzt  man 
a:  durch  x  +  2w,  durch  a;  -f  3ro  ■  ■  -,  so  entsteht  y^,  j/"r  ...  und 
daraus  A^y  =  y"  —  2/  +  y,  A?y  =  y'''^^  —  3i/"  -j- Sf  —  y  u.  s.  w., 
beziehungsweise  unter  Anwendung  der  Taylorschen  Reihe  f(ir  y^, 
für  y'-^,  fflr  y^^  ■  ■  ■  AusdrÖcke  für  die  höheren  Differenzen  von  y, 
in  welchen  die  Differentialqaotienten  von  y  nach  x  vorkommen '). 
In  der  Reihe,  welche  den  Werth  von  y  unter  der  Voraussetzung, 
dass  X  durch  x  —  to  ersetzt  werde,  angibt,  nimmt  Euler  co  =  ,e 
d.    h.    eigentlich    a:  '=  0.      Er    erhält    den    entsprechenden    Werth 

von    y    in    Gestalt    der    Reihe*)    «  — '^  ^  +    "^^t ^  <i'y 

+  j- „-„-- 7 -j-^j  —  ■  ■ -.  Das  ist  die  von  Johann  BernouUi  her- 
rührende Reihe  (S.  228),  welche  als  Sonderfall  der  Taylorschen  Reihe 
auftritt. 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Umwandlung  der  Functionen  in 
Reihen,  wendet  die  Bernoullische  und  die  Taylorsche  Reihe  auf  be- 
stimmte Functionen  an.  Die  binomische  Reihe  entsteht  z.  B.  mitteis 
der  Taylorschen  Formel^),  allerdings  ein  Kreisschluss,  da  im  ersten 
Bande  die  Differeuzirung  von  x"  mittels  des  Binomialsatzes  gewonnen 
worden   war  (S.  758).     Enler   zieht  aus  {x  +  o)"  =  a;"  -f  i^\  rf-'w 


^)  Euler,  Differentialrechnung  II,  üä,  §  41.  *)  Ebenda  II,  52  —  56,  §  45 
bis  49.  ■)  Ebenda  11,  68—60,  g  52—53.  ')  Ebenda  II,  74,  g  67.  ')  Ebenda 
n,  80—82,  g  72—73. 
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■^ci)^  -^  .  -  -  eine  geistreiche  Folgerung. 


■-     Division  durch  s^"  liefert  {x  -\-  m)"""  =  x""  ■ 

I  3^"  -. — 7 — T-,  —  ■  ■  ■ .     Wird  nun  «  =  —  m  gesetzt,  so  eraeheint 


(a-  +  uY  =  3f'  +  '"  af"  ~ 1-  ^^^-+Jl  3f"      "       -I eine  lleihe, 

welche  ins  Unendliche  fortlauft,  wenn  m  positiv  ist,  und  welche  yoii 
selbst  abbricht,  wenn  m  ganzzahlig  negativ  ist.  Auch  auf  gebrochene 
■n  wird  die  Reibe  für  («  +  t^)"  angewandt  und  mit  ihrer  Hilfe  der 
Werth  verschiedener  Wur7.elgrössen  gesucht.  Dann  kommen  transcen- 
dente  Functionen  an  die  Reihe,  Logarithmen,  Arcussinus,  Areus- 
cosinus,  Areustangens,  Sinus,  Cosinus,  Tangens  u.  s.  w. 

Das  5.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Summen  der  Reihen 
aus  dem  allgemeinen  Gliede,  bringt  Untersuchungen,  welche  Euler 
im  VI.  und  VIII.  Bande  der  Petersburger  Commentarien  angebahnt 
hatte  (S.  656  und  ti64)  mit  welchen  auch  Maclaurin  sich  unabhängig 
von  Euler  beschäftigt  hatte  (S.  685).  Sei  y  das  a:"  Glied  einer  Keihe 
und  Sy  die  Summe  der  x  ersten  Glieder,  mithin  0,  wenn  a;  =  0. 
Ist  y  =  p  -^  (^  -|-  )■  -f-  ■  ■  ■ .  so  ist  selbstverständlich  By  =  S-p  -\-  Sq 
-j-  iSV  -| .  Das  X  —  1'*  Reihenglied,  welches  y  unmittelbar  vorher- 
geht, heisse  u,   so  dass   also  v  aus  y   entsteht,  wenn   darin  x   durch 

X  — -  1    ersetzt    wird.      Daraus    folgt    v  =  y r  -  +  „  -,— ^  ^  ,.  t  "^ 

-|-  --.''  —  ■■  ■  neben  Sv  =  Sy  ■ —  y  -\-  A,  insofern  das  Summen- 
zeichen jS  sich  stets  über  x  Glieder  zu  erstrecken  hat.  Man  muss 
nämlich  alsdann,  um  Sv  überhaupt  bilden  zu  können,  noch  ein  uuUtes 
Glied  der  ursprünglichen  Reihe,  welches  A  heissen  soll,  nach  rück- 
wärts hinzudenken,  oder  mit  anderen  Worten,  A  ist  eine  Snmmations- 
constante.  Summirt  man  jetzt  gliedweise  die  für  v  aufgestellte  Reihe, 
so  wird  neben  &v  =  Sy  —  'J  -\-  A  auch  Sv  =  Sy  —  S-r^  4"  '^' «  t^j 


6  dx'    '        24  d,r'  dx         ■'  '         'i  da-' 


S  .-.,-}-  S  .  ,  —  ■  -  ■ ,  worin  die  Constaute  A  am  einfachsten  der- 
art bestimmt  wird,  dass  man  x  ==  0  setzt,  wodurch  die  Ausdrücke 
auf  beiden  Seiten   des  Gleichheitszeichens  verschwinden  müssen.     Ist 

^  =  ^,   so   wird  '    ^  =  '      -      und    «=  izäx,    in   welches   unbe- 

dx  '  ,tx"'        da-!"-'-  •'       'J  ' 

stimmte  Integral    die   Constante  —  A   mit  inbegi-iffen  werden   kami, 
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und    man    erhält    Sz  =  f  zdx  -f  .,  S-^^  —  „  S-j—^  4"  ^  S^~,  —  ■  ■  -, 
./  '     'i      dx        6      dx-    '    24      dx'  ' 

da  Zahlencoefficienten  wie  ,  a»'"  augenscheinlicli  dem  Summen- 
zeichen  Yoi^esetzt  werden  dürfen.  Die  nicht  ausdrücklich  angeschrie- 
bene Integrationsconstante  zu  fzdx  ist  ao  zu  wählen,  dass  a;  ^  0 
die  Summe  Ss  zum  Verschwinden  hringe.  Entsprechend  der  Beihe 
für  Sz  findet  man:    S^^  ==  2  +  J  S~,  —  ]  sf-  -\ ,    Sp-,  = 

'.--  -\-  ,  S-,-,  —  ,.  (S-r^,  +  •  .  .  u.  s.  w.  Einsetzantt  dieser  Werthe 
dx    '     2      rfa-'        6      du-*    '  ° 

verwandelt  aber  die  Reihe  für  Se  in 

Ss=  ßdx  +  as  +  ß^  -i-  v'p,-^-  äp^-\ , 

./  '  '    "^  dx    '    '  dx'    '       dx'    '  ' 

und  wird  rückwärts  statt  jedes  Werthes  dieses  neuen  Ausdrnckes  die 
ihm  gleiche,  Summenzeichen  enthaltende  Form  benutzt,  wii-d  also 

/•   ,  „  1  „dz    ,    1  ^~,d^£         1   „  i/'5    . 

2       '<■(■    '     b.      dx-         'ii       dy-    ' 

,      ^  C^  "  o^    I     "  Q'iy  ... 

""  "      d:r         t       dx'  "T"   ü   *"   dx' 

rrf.^  i"     ,y;f-        a      dx'   ' 

geset/.t  und  nach  Addition  aller  dieser  Gleichungen  die  links  vom 
Gleichheitszeichen  entstehende  Summe  gegen  das  zu  rechter  Hand 
sich  findende  Sä'  gestrichen,  so  sind  die  noch  übrigen  rechts  stehen- 
den Glieder  nur  dann,  ohne  Itücksieht  auf  die  Art  wie  s  von  x  ab- 
hängt. =  0,  wenn  die  /ahlencoefficienten  der  einzelnen  Summen  =0 
sind,  d.  h. 

—  _^  -|-  K  =  (I     oder     «  ^  „ 

^  —  "  -j^  ^=  0     oder    ^  =  Vi 

Die    nächsten  Werthe')   sind    0  =  —  -^^-^,   f  =  I'   ".s.w.     Man  hat 

d'-z  ,  iV: 

damit  f    und  «    d.  h.   die  Zahlencoefficienten    von   ■,-^,   und  von   ^^-^., 

')  KuIpi',  niffei-PutialroflmuDg  II,  latl     IST,  S  1"-' — H'^- 
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als  0   erkannt,   und   Euler   will    nunmehr    allgemein    beweisen,    dass 

jedes    — ^j-    den    Zahlencoefficienten    0    besitzen    muss^}.     Zu   diesem 

Zwecke  setzt  er  V  =  1  -{-  uu  -i-  ßu"  -\-  yu^  +  ■  ■  ■  und  hebt  hervor, 
dass  vermöge  der  Recursionsgieichungen,  welche  a,  ß,  y  ■■■  verbinden, 
die  Reihe  für  V  eine  recurrente  sein  müsse,  und  zwar  dieselbe, 
welche  aus  der  Division  V  == r —  sich  ergebe. 

Bekanntlich  ist  e~"  =1  —  m  -f-  ^  u^  —  ,■''*+  o,  ***  —  ■  ■  ■  iiiitl 
daraus  1  —  e""  =  u  —  >,  w^  +  k  "*  ^  «I  "^  +  '  "  '  j  beziehungsweise 
=  1  —  a  "  "^  6  '^^  —  24  **^  "'"'''  ■      ^^    '^^    gefunden    V  = 

:rz  und  V o  =  — _—-—._-      = __.     Man  verwandeU 

den  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  durch  Miiltiplication  mit 

^  und   erhält   V~  "  =  "  V~— ."      Aber   e^  =  1  +  "  +  _^  (';)' 


+  a-i)  +iu)  +■■■  -^  ^  ^=i-;  +  a;)  --«G) 

+  Ä  (2)* ■      Demzufolge    ist    ,^ -\- e    ^  =  2  [l  +  ^-  (^)'  + 


?*                    2-42-4-6'8 
Also    endlich    V —      ==  — ~—j -,  — ~ ■     Vollzieht    man 

*  "*~  4~^  "'"  4  ■  6 . 8  ■  10  "'"■■■ 
die   rechts  vom   Gleichheitszeichen    angedeutete  Division,   so  können 
im    Quotienten    nur   Potenzen    von    u    mit    gradem    Exponenten    er- 
scheinen.    Andererseits   war   k  =     ,   also    V —    -  =  Y—  au  =  ^ 

+  ^m'  -f-  yu^  +  ÖM*  +  Bu^  H ,  und  da  nach  dem  soeben  Bewiesenen 

Potenzen  von  u  mit  ungradem  Exponenten  in  der  Entwicklung  nicht 
vorkommen  können,  so  muss  y  =  e  ==■--  =  0  sein.  Ausserdem  gibt 
der  Bruch,  dessen  Werth  1  -f  ^m^  +  du*  -[-■■■  durch  die  letzte  Er- 
örterung bekannt  geworden  ist,  neue  Recursionsgleichungen  zwischen 
ß,ä  ■•■ .  Euler  zieht  vor,  in  der  Reihe  für  S0  wechselnde  Vorzeichen 
auftreten  zu  sehen,  und  schreibt  sie  deshalb,  nachdem  a  durch  seinen  be- 

')  Killer,  Differentialrechnung  II,  127—1211,  §  IIS— 116, 
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knnnten  Zahleiiwerth  J  ersetzt  iai,  Sg  ^  ßdx  4-  ^  z  4-  A—  ~ B  ^- 
j_pd>^  d'z    ,  .-'  a      ^      da:  da:' 

"t"  '^  rf:r^  ~  ■'-'  ^V  +  ■  ■  ■ '  «'ährend  A,S,C,D--  die  Werthe  besitzen, 

welche  aus  der  Entwicklung l:^__^^±Jj_^  _  ¥■  i^-s~jö^j2^    ■ 

_  ^  4^6  +  i-6-8.Ül  ~  4  .  6  .  8  .  10  .  IgTü  +  '  ■ 

'"i",^^"   -  £m^  -  CV  -  Dm« sichergeben').    Aber  Zähler 

«rnd   Nenner   des    hier   auftretenden   Bruches   sind   bekannte  Reihen: 

~  3  •  4  +  äTiT^Tg  --  2/4.0  ."8"ioT"i2  H =  CS  "  ,      ^  —  i"*^  "f 

I^ßTgTly       ^T'eT  8  .  lö  ■  12 .  14  +  ■  ■ "  =  „  '^i'^  a   lind  daher  '^*  cotg  "  = 

1        ^M^  —  B«''  —  Cu^  —  Dm*  —  ■  -  - ,    beziehungsweise    ^  cotg  "  = 

^— Au  ~  Bu^ —  Cu''~  Du' —  -..    oder    die   Zahlen   ^,5,0, 

])•■■   treten    als   Coefficienten    in    der    Ootangensreihe   auf. 

Setzt  man  l-Au  —  Bu^—C^-lhi' =  s  oder  ;'  =arccotg2s 

und  differentürt  nach   m,  wo   erhalt  man    ^  =  — ~  ^     -''"'      4!'''  _(_  1 
'i         1  -j-  4,1'  ,i\i'         du     ' 

-f  4,s"  =  0.  Aber  jeder  der  Ausdrücke  4 1^  und  4.s^  kann  in  Reihen- 
form  berechnet  und  in  4 ^^ -+  1  +  4-^^  =  0  eingesetzt  werden,  welche 
Gleichung  bei  allgemein  gelassenem  Werthe  von  m  nur  dann  erfüllt 
werden  kann,  wenn  die  Zahle ncoefficienten  aller  Potenzen  von  u 
verschwinden.  Diese  Bedingung  liefert  die  Recuraionsgleichungen 
Ä  ~  ^       R        -1'      ^r        --l^Ä      „        ^AG  -\-  B'  ,  „    ,. 

'^     13'  ^^T'  ^'^^r~'  ^'^       u       **■  '"'^  ^■'^  ^»'1* 

aus  diesen  Formeln  sehr  deutlich  in  die  Augen,  dass  jeder 
dieser  Werthe  positiv  sein  muss^.  Buler  setzt  alsdann 
l-2j:=9t,  l-2-3-4B=S,  1  .2 -3.  4-5 -(56'=  e,  1  ■2-3.4 
■  5  -  Ö  ■  7  ■  8D  ^  3)  ■■■  und  nennt  diese  letzteren  nach  dem  Namen 
ihres  Erfinders,  Jakob  Bernoulli,  die  BernoulliBchen  Zahlen, 
deren  15  erste  er  angibt"),  während  Bernoulli  nur  5  derselben  er- 
mittelt hatte. 

Wir  dürfen  nicht  weiter  ähnlich  eingehend  berichten.  Wir 
müssen  das  6.  Kapitel,  Von  der  Summation  der  Progressionen 
durch  ohne  Ende  fortlaufende  Reihen;  das  7.  Kapitel,  Fort- 
führung der  Summation  der  Progressionen  durch  unendliche 
Reihen;    das   8.  Kapitel,  Von  dem  öebraueh   und  dem  Nutzen 

')  Euier,  Differentiakechnung  II,  13i~-13a,  §  IIa.  ')  h^benila  II,  133, 

S  119.         =)  Ebenda  H.  137,  S  1^2- 
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der  Differentialrechnung  bei  Bildung  der  Reihen,  als  solche 
kennzeichnen,  welche  die  allgemeinen  Sätze  des  5.  Kapitels  anwenden. 
Im  8.  Kapitel  kommen  vielfach  Entwicklungen  folgender  Art  vor. 
Es  seien  Z,  N,  S  drei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen, 
deren  letzte  hypothetisch,  d,  h,  mit  unbestimmten  Coefficienten  an- 
genommen   ist   und  -^  =  S.     Logarithmirung  und  darauf  folgende 

Differentiation  liefern  — „—  —  "n'  —  "ö"  ^  **!  beziehungsweiso 
mNSdZ — nZSdN — ZNdS  ^^0,  und  bei  Ausrechnung  der  links 
vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Ausdrücke,  deren  Nullwerden  auf 
dem  Versehwinden  der  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  a- 
beruht,  erscheinen  zahlreiche  Gleichungen,  welche  die  Coefficienten 
in  iS  zu  bestimmen  gestatten.  In  eben  diesem  8.  Kapitel  erscheinen 
zum  ersten  Male  die  Seeantencoeffieienten^). 

Das  9.  Kapitel,  Von  dem  Nutzen  der  Differentialrechnung' 
bei  der  Auflösung  der  Gleichungen,  behandelt  zuerst  die  Au 
Wendung  der  Tajlorschen  Reihe  auf  Gleichungen.  Ist  y  eine  Function 
von  X,  welche  durch  x^f  zu  Null  wird,  d.  h.  hat  j/ =  0  die 
Wurzel  X  =^f  =^  X -\- {f  —  x),  so  ist  nach  der  Tajlorschen  Entwiek- 
l„ng  0  _  j,  +  (f  -  »)  ^  +  '^  -  ""'  p,  +  'l-.J'l  p,  +  ...,  und 
kennt  man  ein  von  dem  wahren  Werthe  /'  nicht  sehr  abweichendes  a", 
welches  f  —  x  und  noch  mehr  dessen  höhere  Potenzen  sehr  klein 
werden  lässt,  so  kann  man  näherungsweise  ^  ~j-  (/' —  x)  ,-  =  0  oder 
«/  ~|-  (/■  .^  a:)  ^  +  -—^  j^  =  ^  setzen  und  daraus  einen  ange- 
näherten Werth  von  f  finden,  der  dann  selbst  wieder  für  x  an- 
genommen eine  weitere  Annäherung  gestattet.  Man  kann  aber  auch 
sagen*),  es  sei,  wenn  y  eine  Function  von  x  ist,  auch  x  eine  Function 
von  y,  deren  Werth   unter  der  Voraussetzung  y  =  0   gesucht  wird. 

Dann  mu..  .nst.tt  0  _  »  +  (/ -x)g  +  <t*£»  +  <'-„"' ^^ 
-(-■■■  eine  andere  Gleichung  stattfinden,  welche  /'  für  0  und  0  für  /, 
«/  für  X  und  x  für  y  erscheinen  lässt,  d.  h.  die  Gleichung  Z^^— "!/,/,, 
+  y  j4  —  -1  j4  +  ■  ■  ■  -  Ein  zweiter  Gegenstand,  der  im  9.  Kapitel 
zur  Behandlung  kommt^),  ist  das  Auftreten  mehrfacher  Wurzeln  einer 
Gleichung.  Euler  geht  hier  von  der  Annahme  aus,  man  wisse,  dass 
eine  Gleichung  zwei  um  a  verschiedene  Wurzeln  besitze,  dass  also  .' 

')  Eulei-,  Diff^rentialreohnuiig  H,  aS'J— 260,  g  22i.  ')   Ebenda   II,  iTI 

bis  273,  S  234— 2S5.        »)  Ebenda  U,  287—294,  %  244— 24S. 
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nndx-{-n  beide  geniifrön,  iiiti  )/  =  0  werden  zu  lassen.  Der  besordere 
Fall  « =  0  enÜiüllt  alsdanji  die  bekannten  Merkmale  raehrfachur 
Wuraeln. 

Das  lÜ.  Kapitel,  Von  den  grössten  und  kleinsten  Wertbeii 
der  veränderlichen  Grössen,  gibt  seinen  Inhalt  durch  die  Ueber- 
schritt  deutlich  genug  zu  erkennen.  Dass  es  in  ihm  nicht  an  lehr- 
reichen Beispielen,  noch  an  lesenswerthen  Einzelheiten  fehlt,  bedarf 
kaum  der  Erwähminfr.  Wir  machen  nur  etwa  auf  die  Auffindung 
des  Maximum  oder  Minimum  von  i/ =  1'  aufinerksam'),  wo  di/ ^ 
^1—  ^  "^  '  '  ""  ^°  U  =  <)  den  Werth  vwn  j;  liefert, 
welcher  ein  Masimum  oder  Minimum  von  ?/  hervorbringt,  je  nachdem 
rfü^O  ist. 

Das  11.  Kapitel,  Von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen 
der  vielförmigen  Functionen  und  der  Functionen  mehrerer 
veränderliehen  Grössen,  ist  gleichfalls  in  der  Ueberschrift  deutlich 
gekennzeichnet.  Bei  vielförmigen  Functionen  betont  Euler,  dass  sie 
ihre  Versinnücbung  in  (Jnrven  besitzen,  weiche  aus  so  vielen  Schenkeln 
bestehen,  als  y  für  jedes  x  Werthe  besitzt,  und  dass  jeder  solche 
Schenkel  für  sieh  auf  grösste  und  kleinste  Werthe  der  Ordinate  iß 
zu  untersuchen  sei  *).  Bei  vielförmigen  Functionen  gibt  es  aber 
auch  eine  Art  grösster  und  kleinster  Werthe,  welche  nicht  mitteis 
^—  =  0  gefunden  werden  ^).  Es  sei  ;/  eine  zweiförmige  Funetioji 
von  X,  und  zwar  seien  ihre  beiden  Werthe  reell  und  verschieden  bei 
X  <  f\  ihre  beiden  Werthe  reell  und  gleich,  etwa  =  g,  bei  x  =  f 
ihre  beiden  Werthe  imagimir  bei  x>f,  so  ist  ij  ^  fj  ein  Masimum 
oder  Minimum,  ohne  dass  y-  =  0  wäre.  Wir  werden  im  11(5,  Kapitel 
hierauf  zurückzukommen  haben.  Ist  eine  Function  uweier  Veränder- 
lichen X  und  y  auf  ihre  grÖsaten  und  kleinsten  Werthe  zu  prüfen, 
so  ist  der  Fall  der  einfaebste,  in  welchem  die  Function  X  -\-  Y  heisst. 
wo  X  ausschliesslich  von  x,  Y  ausschliesslich  von  y  abhängt*). 
Diese  Summe  wird  Masimum,  beziehungsweise  Minimum,  wenn  so- 
wohl X  als  i'  für  sich  diese  Eigenschaft  besitzt,  wogegen  Werthe 
von  X  und  y,  welche  die  eine  der  beiden  Functionen  X  und  Y  zu 
einem  Maximum,  die  andere  zu  einem  Minimum  machen,  für  die 
Summe  X  -\-  Y  weder  ein  Masimum  noch  ein  Minimum  hervor- 
bringen. Ganz  ähnliche  Betrachtungen  ruft  die  Function  X  —  Y 
hervor.     Ist   JJ  eine  ii^endwie  beschaffene  Function  von  ,/■  und  y,  so 

')  Ealer,  Differentiahechnung  HI,  38,  §  266.  ')  Ebenda  III,  46.  g  'i'-S. 
^  Ebenda  IH,  66—66,  §  378.        *)  Ebenda  III,  69—70,  §  a86. 


y  Google 


770  113.  Kapitel. 

ist  die  Behandlung  folgendermasaeu  *).  Diü'eveittiatioii  möge  ä(J^= 
Pdx  -\-  Qdy  hervorbringen,  wo  P,  Q  die  partiellen  Diflerentialquo- 
tienten  von  (7  nach  x  und  y  sind.  Wäre  der  Werth  von  y  bekannt, 
der  TJ  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  und  nur  der  ent- 
sprechende Werfch  von  x  gesucht,  so  wäre  JJ  nach  x  allein  zu  differen- 
tiiren  und  dieser  Differentialquotient  von  JJ  nach  x,  mithin  P  =^  0 
zu  setzen.  Desgleichen  vfäre  ^  =  0  zu  setzen,  wenn  der  Werth  von 
X  bekannt  wäre,  der  V  zu  einem  Masimum  oder  Minimum  macht, 
und  nur  der  zugehörige  Werth  von  y  in  Frage  stünde.  Wenn  also 
sowohl  a;  als  j/  veränderlich  sein  sollen,  so  mnss  gleichzeitig  P  =  0 
und  §  =  0  sein.  Darüber,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von 
ü  vorhanden  ist,  würde  in  den  beiden  getrennt  besprochenen  Fällen 
das  Vorzeichen  von  ^  =^%-^  und  von  ^  =  >,  ,  den  Ausschlag 
geben.  In  dem  allgemeinen  Falle  müssen  wieder  diese  beiden  Aus- 
drücke befr^  werden,  und  sie  müssen  gleichen  Vorzeichens  sein, 
sonst  kann  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  von  U  stattfinden. 
Von  der  in  späterer  Zeit  hinzugetretenen  Bedingung  bezüglich  a  ,v, 
ist  noch  keine  Rede,  was  man  Euler  nicht  so  hoch  anrechnen  dartj 
da  die  ganze  Frage  nach  grossten  und  kleinsten  Werthen  von  Func- 
tionen zweier  Veränder liehen  in  seiner  Differentialrechnung  zum  ersten 
Male  allgemein  gestellt  ist. 

Das  12.  Kapitel,  Von  dem  (Gebrauche  der  Differentiale 
bei  der  Erforschung  der  reellen  Wurzein  der  Gleichungen, 
bringt  hauptsächlich  den  Satz,  daas,  wenn  s=x"  —  Ax""^ -]- Bx''~^ 
—  Cx"—^  -\-  ■•■ ,  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  ^  ^  0  mit  der 
Anzahl  der  Maximal-  oder  Minimalwerthe  von  s  in  Zusammenhang 
stehe,  und  diese  wieder  mit  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von 
-j-  =  0.  Hat  2  =  0  etwa  m  reelle  Wurzeln,  so  hat  -.--^  ==  0  deren 
gewiss  mindestens  m  —  1,  und  das  Vorhandensein  von  weniger  als 
m  —  1  reellen  Wurzeln  von  j—  =  f  lässt  erkennen,  dass  z  =  (^ 
weniger  als  m  reelle  Wurzeln  besitze,  wie  viele  weniger  ist  unbe- 
kannt, da  die  Wurzeln  von  « =  0  sogar  insgesammt  imaginär  sein 
können,  während  die  von  j-  =  *>  insgesammt  reell  sind*).  Ein  sicherer 
Schluss  von  den  Wurzeln  von  ;r ,  "^  *'  *"f  ^'*'  ^*"i  .a  =  0  läast  sich 
nur   dann   ziehen,  wenn  von  den  beiden  Werthen  von  s,   die  durch 

')  Euler,  Differentialrechnung  III,  63—76,  g  i;88— a90.  =)  Kbenda  III, 

91—93,  §  29a 
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Einsetzung  Sülcher  Wertlie  von  x  erscheinen,  welche  benachbarte 
Wurzeln  von  ^-  =  0  sind,  der  eine  positiv  der  andere  negativ  ist^). 
Von  diesen  grundlegenden  Sätzen,  welche  mit  solchen,  ubei  welche 
im  105.  und  106.  Kapitel  berichtet  wurde,  mannigfache  Aehnlichiieit 
besitzen,  werden  dann  zahlreiche  Anwendungen  auf  bestimmte  Glei- 
chungen gemacht,  namentlich  auf  solche  des  2*^"  i  ™  und  4'™  Grades 
und  dann  auch  auf  trinome  Gleichungen  ^).  Das  12.  Kapitel  lehrt 
mittelbar  auch  die  Anzahl  der  imaginären  Gleichungs wurzeln  erkennen, 
welche  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  w'™  Grades  zn 
n  er^nzea  muss. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  Kennzeichen  der  imaginären 
Wurzeln,  sucht  deren  Anzahl  unmittelbar.  Es  kann  genügen  zu 
wiederholen,  was  Euler  selbst  ausspricht^),  dass  es  sich  um  die 
Wiedergabe  der  Regeln  handelt,  welche  Newton  aufstellte,  Campbell 
ei^änzte. 

Das  14.  Kapitel,  Von  den  Differentialen  für  besondere 
Fälle,  erörtert  Dinge,  vpelche  seitdem,  wenigstens  in  der  von  Euler 
gewählten  Form,  der  Differentialrechnung  nicht  mehr  angeboren. 
Wenn  unter  Annahme  eines  bestimmten  Werthea  von  x  das  Differen- 
tial dy  einer  Function  zu  verschwinden  scheint,  so  kann  es,  meint 
Euler,  darum  doch  als  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  vorhanden 
sein.  Nach  Taylors  Satze  ist  y  -\-  äy  oder  der  Werth,  den  y  an- 
nimmt,  wenn   x   in    x  -^  dx   übergeht,    durch   die    Reihe   gegeben; 

:'  +  '"-t  +  ''4-B  +  '4-U+--y  +  ''y  +  \'f<i  +  \-^''j 

-\ und   dy  =  dy  +  ^d^y  -\-  ^^d^y  ^ .     Für  gewöhnlich  läaat 

man  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  hinter  d>j  nachfolgenden 
Glieder  einfach  weg,  weil  sie  als  nnendlfcbklein  höherer  Ordnung 
gegen  dy  verschwinden.  Ist  aber  bei  irgend  einem  bestimmten  Werthe 
von  X  das  rfj/ =  0,  so  ist  das  wahre  Differential  von  y,  d.  h. 
also  der  unendlichkleine  Zuwachs,  den  y  erhält,  während  x  um  das 
unendlichkleine  dx  gewachsen  ist,  thatsächlich  durch  d'^y  dargestellt. 
Der  Nutzen  dieser  Auffassung,  von  der  wir  nur  nicht  sehen  können, 
wie  sie  mit  dem  Grundgedanken  der  Eulerschen  Differentialrechnung, 
die  Differentiale  seien  wirkliehe  Nullen  und  nicht  Unendlichkleines, 
in  Einklang  zu  bringen  ist',  trete,  sagt  Euler  unter  Anführung  von 
Fällen,  die  sich  auf  transcendente  Functionen  beziehen,  in  der  Lehre 


')  Eulor,  Differentialrechnung  HI,  92—93,  §  399.        *)  Ebcndii  II!.  111  bja 
g  310.        ^  Ebenda  UI,  13i,  g  326. 
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von  den  Curven  oft  hervor  i).  Er  denkt  dabei  an  die  Untersuchung 
von  Singularitäten  einer  gewissen  Gattung.  Die  Ciirve  if  '^  x^—  .-  — 
biiginnt  beispielsweise  im  Co ordinatenaufiingsp unkte.  Sie  setzt  sich 
von  ihm  aus  steigend  nach  der  positiven  Äbscisaenrichtung  fort,  ohne 
dass  man  von  einem  im  Coordinatenanfangspimkte  vorhnjidenes  Mini- 
mum reden  künnte.  Ein  gewöhnliches  Minimum  finde  dort  iiiclit 
statt,  weil  y  keinen  nächstvorhergehenden,  einem  negativen  x  ent- 
sprechenden Werth  besitze,  und  ein  Minimum  zweiter  Art  (S.  769") 
sei  dort  auch  nicht  vorhanden,  weil  die  Curve  sich  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte  aus  nur  in  einem  Zweige  und  nicht  in  deren  zwei 
fortsetze. 

Das  15.  Kapitel,  Von  den  Werthen  der  Functionen,  die  in 
gewissen  Fällen  unbestimmt  zu  sein  scheinen,  gestattet  Euler 
eine  zweite  Anwendung  des  im  14.  Kapitel  Erörterten  zu  machen. 
Wenn  „  ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler  und  Nenner  bei  x  =  n  gleich- 
zeitig verschwinden,  ao  setze  man  statt  x  zunächst  x-\-<iXf  was 
eigentlich  wegen  dx^O   keine  Veränderung  ist^).     Die  Substitution 

verwandelt    „    in    ,.T'     ,   und   dieses  geht  bei  *  =  (/   in   ^-^r   Über. 
Q  Q  +  dQ'  e  dg 

Man  muss  aber  hier  die  wahren  Differentiale  von  P  und  <^ 
wählen,  weil  nur  dann,  d.  h.  wenn  man  weiss  von  welcher  Kleinheits- 
ordnung rfjP  und  «?Q  ist,  der  Werth  von  ;-j  richtig  ermessen  werden 
kann.  Kach  mannigfaltigen  Beispielen,  bei  welchen  auch  wohl  wieder- 
holte Differentiation  des  Zählers  und  des  Nenners  nöthig  fällt,  geht 
Euler  zw  den  Formen  0-  oo,  oo  —  oc  über^),  deren  Auswerthung 

er,  80  viel  uns  bekannt  ist,  zuerst  lehrte. 

Auch  im  16.  Kapitel,  Von  der  Differentiation  der  iuespli- 
cablen  Functionen,  und  im  17.  Kapitel,  Von  der  Interpolation 
der  Reihen,  spielen  die  sogenannten  wahren  Differentiale  eine  Rolle, 

Inexplicabel  heisst  für  Euler  eine  Function  wie  1  +  .,  +  .>+■'  ' 
+  ,  die  zwar  von  x  abhängt,  aber  auf  keine  Weise  entwickelt 
werden  kann,  wenn  x  keine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Um  sie 
zu  differentiiren ,  muss  gleichwohl  ein  auf  das  x"'  Glied  X  (in  dem 
erwähnten  Sonderfalle  j  folgendes  Glied  Z  ermittelt  werden,  welches 
mit   dem   Stellenzeiger   x  -^  dx    versehen   ist,   und   welches    sich   als 

')  Euler,  Dilferentialreohming  IIl,  166,  g  358,  1.  Beispiel.  ')  Kbewia 

ID,  175,  g  357,         ä)  Ebenda  III,  l'Jä— 195,  g  363—304, 
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Z  =  dS  za  erkennen   gibt,  wenn   S  =  Ä -{■  B -\-  C  -^ \-  X  die 

inespiicable  Function    imd  S  •{-  dS  =  Ä  -\-  B  +  C  -] [-  X -\-  Z 

ihr  nächster  Werth  ist.  Die  in  der  üebersclirii't  des  1 7.  Kapitels  ge- 
nannte Interpolation  nimmt  gleiclifaUs  eine  ans  x  Gliedern  bestehende 

Reihe  S=A-{-Ji-{-C-\ f-  X  an   und  sucht  deren   Glied  mit 

dem  Stellenzeiger  3;  +  a,  wo  «  ein  echter  Bruch  ist. 

Das  18.  Kapitel,  Von  dem  Gebrauche  der  Differential- 
rechnung bei  Auflösung  der  Brüche,  endlich  lehrt  die  Zer- 
legung in  Partialbrüche  ausgehend  von  der  einfachsten  Aufgabe:  den 
Partialbnich  -f^rj^  der  Zerlegung  von  J  zu  finden,  wenn  ^  = 
if-\-ff'^)S    und    S    den   Factor    f+(/x    nicht    mehr    enthält.      Sei 

P  91  y  p nie; 

<^  =  f  +  gj:  +  S'  ^^  *''*^8t  y=--fZfj^>  und  "la  Feine  ganze 
Function  sein,  muas,  so  ist  noth wendigerweise  I'~%S  dui-eh  /'-j-  f/x 
theilbar,    d.h.   f -\- gx  =- 0   oder   x=—  '    macht    P— SlS=0. 

■" 
Daraus   folgt  aber,    dass   ST  =  , , ,   wenn   in    diesem   Bruch  ^  =  —  ' 
*  fl 

eingesetzt    wird.     Zuyerlässig    ist    ^  =  ^^UlI'":'  ^  ^'^1'  +  S-'-''     ^-^^^ 
-^  o(/  +  g.v)  Q  ' 

Form,  welche  mittels  j,  =  ■  s 
Answerthung  findet.  Der  wahre  Werth  ist  daher  ^^^-'.^^' "t  3_-^ 
wenn  darin  x  =-  —  '  geaet/.t  wird,  oder  noch  einfacher  'Ü.  =  ^-^^'^ 
nach  Einsetzung  von   x  =  —     ■ 
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Was  dem  Leser  unseres  Berichtes  über  Eulers  Dift'erentialrechnimg 
aufgefallen  sein  mnaa,  ist,  dasa  bei  alter  Äehnlichkeit  des  Inhaltes  mit 
demjenigen  späterer  Difterentialrechnungen  zwar  auf  geometriselie  An- 
wendungen hie  und  da  hingewiesen  ist,  diese  selbst  aber,  wie  z.  B. 
Berührungen,  Krümmungen,  Abwicklungen  u.  s.  w.  nie  näher  erörtert 
werden.  Lag  es  in  Enlers  Absicht  ein  besonderes  Werk,  etwa  unter 
dem  Titel:  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  Geometrie,  zu 
schreiben?  Es  will  fast  so  scheinen,  wir  werden  auch  im  nächsten 
Kapitel  eine  Art  von  Bestätigung  dieser  Vermuthiing  finden,  aber 
bestimmte  Angaben  fehlen.  Nicht  als  ob  zu  den  Anwendungen, 
welche  schon  bei  De  L'Hospital  vorkamen,  nicht  inzwischen  Neues 


wird  und  nach  Kapitel  15  iJire 
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hioBUgetreten  wäre.  Eiiler  und  vor  iiml  nach  ihm  zalilrüiche  andere 
Schriftsteller  haben  früher,  haben  auch  in  der  Zeit  von  1727 — ^.^8 
die  Lehre  von  den  Curven  und  Oberflächen  bald  ohne  bald  mit  Be- 
nutzung der  Infinitesimalbetrachtiingen  mächtig  gefördert,  wie  wir 
jetzt  in  einigen  Kapiteln  zu  zeigen  haben. 

Guido  Grandi  veröffentlichte  schon  1723  in  den  P.  T.  eine 
Abhandlung  Florum  ijeometricortmi  manipulm^'j,  eine  Handvoll  geo- 
metrischer  Blumen,  welche  bereits  (S.  445)  kurze  Erwähnung  fand. 
Welche  ebene  Curven  unter  diesen  Blumen  gemeint  sind,  hat  Graudi 
dann  1728  noch  ausführlicher  erörtert  unter  Erweiterung  seiner  Con- 
atructionen  auf  den  Baum.  Er  gab  nämlich  1728  in  Florenz  eine 
besondere  Schrift^:  Floren  geometrid  ex  lUiodoiieariihi  et  Oleliarum 
curvarum  descripUone  resuttantes  zum  Drucke,  gewidmet  der  Gräfin 
Cleiia  Borromei,  weil  sie  im  Stande  sei,  den  Geruch  dieser  geo- 
metrischen Blumen  zu  empfinden  und  zu  schätzen.  Die  Bhodoneen 
smd  innerhalb  eme^  Kieises  gezeichnete,  aus  vielen  Buttern  be- 
stehende und  dadurch  an  eine  Kose  erinnernde  ebene  Curven,  die 
Clelien  sind  ähnlich  gestaltete  Curven  auf  einer  Kugeloberfläche. 
Ein  einzelnes  Blatt  einer  Rhodonea  entsteht  so:  In  einem  gegebenen 
KiPise  {Fig  112)  wird  dei  Halbmesser  (JD=  r  unter  dem  Winkel  fl- 
mit  dem  der  Lage  nach  gegebenen 
Halbmesser  CA  gezogen.  CCr  soll 
dann  mit  CA  einen  Winkel  bilden,  zu 
welchem  ■&■  in  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse a  :  b  steht,  d,  h.  i  G  CA  =  — 
Dann  ist   GH  =^  r  •  sin —  und  nimmt 

man  auf  CD  ein  Stück  CJ=  GH=& 
ab,  so  soll  J  ein  Punkt  der  Khodonea 
sein,  deren  von  Graudi  nicht  her- 
gestellte Gleichung  in  Polarcoordinaten 
p  =  r  -  sin  —  lautet.  Später  hat  dann 
Grandi  1737  in  Neapel  noch  eiue  Sectionum  conicarum  Synopsis^), 
eine  Uebersicht  über  die  Kegelschnitte  herausgegeben. 

Pierre  Louis  Moreau  de  Maupertuis*)  (1698—1759)  hat 
1729  in  der  Zwischenzeit,  während  welcher  er,  nach  Austritt  aus  der 
französischen  Armee  und  vor  seiner  Aufnahme  in  die  Pariser  Aka- 
demie,  als   Privatmann    in  Paris   lebte,  einen  Aufsatz;    Sur  quelques 


')  P.  T.  XXSII,  355—871,  Nr.  S78  for  the  mmths  of  July  and  Awgmt  1723. 
')  Kliigel  XV,  296.        ^  Poggendorff  I,  940.        ')  Ebenda  11.  84—85. 
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affectkina  des  eambes')  veröffentlicht.  Äjf'ccüon,  Beschaffenheit  oder 
anhaftende  Eigenschaft,  nannten  die  französischen  Geometer  dej-  da- 
maligen Zeit  das,  was  man  später  mit  dem  Namen  Singularitäten 
der  Curven  belegt  hat.  Maupertuis  erinnert  daran,  dass  man  seit 
langer  Zeit  In  flexi  onspuniite  und  Kückkehrpvmiite  kenne.  Nun  sei 
aber   augenscheinlicli    auch    eine   Aufeinanderfolge   zweier   Intlexions- 


punkte  K  (Fig.  113)  oder  zweier  Kückkehrpuiikte  K  (Fig.  114;  oder 
eines  Rüekkehrpunktes  K  und  eines  Inflexionspunktes  K  (Fig.  115) 
möglich,  in  deren  Niihe  eine  Gerade  GH  die  Curve  AF  in  vier 
Punkten  sehneide,  woraus  folge,  dass  die  Curve  mindestens  vom 
vierten  Grade  sein 
müsse.  Die  vier  Durch- 
schnittspunkte können 
durch  besondere  Ge- 
staltung der  Curve 
naher  und  näher  bei 
einander  liegen,  in  der 
äussersten  denkbaren 
Nähe  zusammenfallen. 
Das  Auge  merkt  dann 

nichts  davon,  da-,s  nx  diesen  (»ren^f  tllen  die  Rtiuhrende  (iH  vier 
beieinander  liegende  Punkte  mit  dei  Curve  gemein  hat  Den  Punkt 
BCDE  nennt  Maupeituis  in  den  diei  gtnanntpn  UnterfiUen  einen 
point  de  serpentcminf  (SchSngelungspunkt),  pnnt  dt  dmbli,  pointc 
(Doppelapitze),  point  di  }<^toubsonent  di  h  t^ecomk  borte  (Schnabel). 
Die  analytische  Bedingung  besteht  dann,  dans  ^J,  in  einem  solchen 
Punkte  0  oder  oo  weiden  muss  Iigend  em  bestimmtes  Beispiel  gibt 
Maupertuis  nicht  an. 

')  Mütoire  de  VAcademie  des  Scwnces  de  Paris.   AnrnJe  1720,  pag,  377— 28'J, 
Vergl.  in  demselben  Bande  den  Abschiutt  Histoire  pag.  44—50. 
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In  demselben  Bande  der  Pariger  Abhandlungen,  von  welchem 
wir  reden,  befindet  sich  auch  ein  Aufsak  von  Fran9ois  Nicole: 
Traik'  des  lignes  du  troisieme  ordre^).  Nicole  beruft  sich  gleich  am 
Anfange  desselben  auf  die  Vorarbeiten  von  Newton  (S.  421 — 426), 
von  Stirling  (S.  430—435),  von  Maclaurin  (S.  435—444),  von 
denen  er  Gebrauch  zu  machen  nicht  unterlassen  habe.  Dem  ist  in 
der  That  so,  und  zwar  in  einem  solchen  Umfange,  dass  wir,  da 
Neues,  wenn  überhaupt,  nur  in  unerheblicher  Menge  vorkommt,  uns 
weiterer  Berichterstattung  entheben  dürfen.  Am  Schlüsse  verspricht 
Nicole  eine  Fortsetzung  in  einer  weiteren  Abhandlung.  Vielleicht 
hat  man  zwei  Aufsätze^)  von  1731  als  Theile  dieser  Fortsetzung  ku 
betrachten. 

Der  erste  derselben,  Sur  las  secUons  cüniques,  betrachtet  die 
Kegelschnitte  als  solche,  d.  h.  Nicole  denM  sich  zwei  mit  der  Spitze 
zusammentreffende  grade  Gegeniregel  von  kreisförmiger  Basis  und 
deren  beide  in  einer  und  derselben  Ebene  befindlichen  Axendreiecke 
Senkrecht  zu  dieser  Ebene  lässt  er  eine  zweite  Ebene  duith  enien 
Punkt  A  der  Seite  des  Axendreiecks  gehen,  und  diese  Ebtne  bringt 
auf  der  Kegeloberfläche  einen  Schnitt  hervor,  welcher  andere  und 
andere  Eigenschaften  zeigt,  weim  die  schneidende  Ebene  immer  senk 
recht  zum  Axendreiecke  bleibend  um  Ä  in  Drehung  vei  setzt  wird 
Das  ist  die  älteste  schon  von  den  griechischen  fieometern  benutzte 
Entstehung  der  Kegelschnitte,  und  Nicole  weicht  von  diesen  seinen 
um  zwei  Jahrtausende  älteren  Vor^ngem  nui  dann  ab  dass  er 
bewusstermassen  Coordinaten  benutzt  und  mit  diesen  rechnet,  bis  er 
zur  Gleichung  der  Curve  gelangt,  was  nach  unseiei  Ueberzengung 
den  Griechen  fem  lag,  wenn  auch  selb  st  verstand  In.  h  die  Ergebnisse 
nicht  von  einander  abweichen 
können 

Der  zweite  Äulsatz  heisst: 
McHifre   dengendnr   dav<    un 
iotpi>  •'oltd''  tmites  les  hfpies  du 
troim^tne  orihe     Eine  dei  von 
Newton  sogenannten  divergi- 
renden   Parabeln    dritter   Ord- 
nung sehneide  (Fig.  116)  die  Abscissenaxe  EOF  in  den  drei  Punkten 
I,  II,  III.     Um   das  Abseiseenstüek  II  III  als  Durchmesser   stellt 
die  Curve   ein  Oval  vor,  von    dem  Punkte  I  aus   geht  sie  oberhalb 


')  Hisloire  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris,    Annee  1729,  pag.  194—324. 
Vergl.  in  demselben  Bande  den  Abachnitt  Hisloire  pag.  37—44.  ')  Ebenda. 

Annfie  1731,  pag,  130—143  und  pag.  494—510. 
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und  unterhalb  der  Abscissenaxe  in  zwei  symmetrischen  Aesteii  ins 
Unendliche.  Ist  MP  =  y  eine  Ordinate,  0  der  Coordinatenanfangs- 
punkt,  E  ein  auf  der  Abscissenaxe  gegebener  fester  Punkt,  so  ist  die 
kennzeichnende  Eigenschaft  der  Curve  in  der  Gleichung  OE  ■  PM^ 
=  PI  ■  PII  ■  Pill  enthalten.  In  0  wird  senkrecht  zur  Ebene  der 
Curve  eine  Gerade  OC  errichtet,  von  deren  Punkte  C  aus  Gerade 
nach  aUen  Curvenpunkten  gehen,  welche  also  eine  Kegelfiäche  bilden, 
und  nun  untersucht  Nieole  die  auf  diesem  Kegel  durch  ebene  Schnitte 
hervorzubringenden  Cuiren.  Es  sind  Schnitte  eines  Kegels  von 
anderer  Ordnung  als  die  im  ersten  Aufsatze  behandelten,  aber  immer- 
hin Schnitte  eines  Kegeln,  und  damit  ist  der  von  Nicole  selbst  be- 
tonte Znsammenhang  der  beiden  Aufsätze  hergestellt.  Nicoles  Zweck 
ist  es,  die  von  Newton  in  seiner  Enumeratio  behauptete,  aber  weder 
von  ihm  noch  von  Stirling  oder  Maclaurin  bewiesene  Erzeugung 
aller  Curven  dritter  Ordnung  als  Centralpi-ojeetionen  (Schatten)  der 
fünf  divergirenden  Parabeln  gleicher  Ordnung  sieher  zu  stellen.  Er 
erfüllt  seine  Absicht  mittels  analytischer  Rechnung  für  die  aus  der 
gegebenen  Parabel  herzuleitenden  Curven.  Die  Untersuchung  der 
von  den  vier  anderen  divergirenden  Parabeln  abhängigen  Curven 
stellt  Nieole  wiederum  als  Gegenstand  eines  späteren  Aufsatzes  in 
Aussicht.     Ein  solcher  ist  aber  niemals  erschienen. 

Der  njlehste  von  uns  zu  erwähnende  Schriftsteller  ist  der  Abbe 
Ohristophle  Beruard  de  Bragelongne^)  (168ff— 1744),  der  in 
seinem  17.  Jahre  sich  der  t reundsthaft  Mallebrancbes  erfteute  in 
dessen  Nähe  er  der  Erholung  bestimmte  Stunden  und  Tage  zubi  achte 
Schon  1708  Teröffentlichte  Biagelongne  m  dem  Journal  des  Si^'^V'^"^ 
einen  Artikel  über  Newtons  Zeichnung  dei  (.urven  S'™  und  4'™  Giadei 
mit  Doppelpunkten.  Der  Akademie  legte  er  dann  1711  eine  erste 
Abhandlung  über  Quadraturen  vor  Eine  kirchliche  Stellung  in 
Brjoude  (Haute-Loire)  nötbigte  ihn  zur  Entfernung  von  Paris,  wahrend 
seine  Ernennung  zum  Ässocie  libre  es  ihm  seit  17äH  ermöglichte 
die  Beziehungen  zur  Paniei  Akademie  von  Bnoude  aus  autiecht  /u 
erhalten.  Von  dort  schickte  er  17  !0  den  Anfang  einei  grossen  Ab 
handlung^)  über  Curven  4'^  Grades  ein  Im  folgenden  Jahre  kam 
die  Fortsetzung').  Eine  weiteie  lortset/ung  konnte  173^  nitht  mehi 
unter  die  eigentlichen  Abhandlungen  aufgenommun  werden  Man  l)e 
gnügte  sich  mit  einer  sehr  abgekürzten  Inhaltsangabe'')  und  mit  dei 

')  Histoire  de  l'Acade'mte  dei  Stteme--  de  Paus  Annee  1744  Histoire 
pag.  65—70.  =)   Ebenda,      ianee    17S0     i-ag    15S— 2Jt.    und    pag    161—434 

Vergl.    auch   Histmre   pag.  68— R7  '    T-benda      Annee   ITSl     pig    10— 4") 

Voi'gi.    auch    Histoire    pag.    4')  — 'ii  j    Hendi       ^nnif     1712       Hiitmt 

pag.  0:i— 70. 


y  Google 


778  114.  Kapitel. 

Zusage,  die  ganze  TJntersuclmng,  welche  immer  weitere  Auadehiiung 
gewann,  werde  künftig  als  besonderer  Band  im  Drucke  erseheinen, 
eine  Zusage,  die  freilich  niemals  erfüllt  worden  ist.  Bragelongnes 
Verfahren  ist  durchweg  analytisch.  Er  hat  die  Vorarbeiten  von 
Newton,  von  Stirling,  von  Maclaurin  gründlich  in  sich  aufge- 
nommen und  erkannt,  dass  es  bei  den  höheren  algebraischen  Curven 
wesentlich  darauf  ankomme,  ihre  vielfachen  Punkte  der  Art 
und  der  Anzahl  nach  zu  erforschen.  Er  hat  bei  dieser  Unter- 
suchung eine  grossere  Mannigfaltigkeit  solcher  Punkte  entdeckt,  als 
jemals  vor  ihm  bemerkt  worden  war,  und  hat,  was  einen  besonderen 
Vorzug  seiner  Aufsätze  bildet,  sich  nicht  mit  Aeusserung  allgemeiner 
Gedanken  begnügt,  sondern  überall  mit  bestimmten  Beispielen  seine 
Behauptungen  belegt.  Eine  Eintheilung,  beziehungsweise  Aufzählung 
der  Curven  4'™  Grades,  beginnt  erst  in  dem  vorerwähnten  Auszüge 
von  1732.  Zu  den  von  Bragelongne  bennt^ten  Eintheilungsgründeii 
gehört  seine  Classenzahl,  welche  so  zu  verstehen  ist:  eine  Curvo 
H**"  Grades,  deren  Coordinaten  x  und  y  hefssen,  besitzt  die  allge- 
meinste Gleichung  agi/"  -\-  («j  -|-  fc^a;)*/"'"^  +  '  ■  ■  +  (««  — i  +  ö«— i'' 
-\-  ■■■  -\-  ln-\X''~^')y  +  («„  +  6n3;  -|-  . . .  -|-  m,,^')  =  0,  und  vermöge 
des  Verschwindens  auftretender  Coefficienten  können  Potenzen  von  // 
ganz  in  der  Gleichung  fehlen.  Kommt  'f  vor,  so  ist  die  Curve  von 
der  K*™  Glasse.  Ist  y""^  die  höchste  vorkommende  Potenz  von  ;/, 
so  ist  die  Curve  von  der  n  —  1""  Claese.  Sie  gehört  der  l"*"  Classe 
an,  wenn  tj  nur  als  y^  vorkommt.  Beispielsweise  ist  die  Parabel 
ay  —  ic*  =  0  cme  Curve  2'™  Grades  und  1*^'  Glasse,  die  Ellipse 
ii  -\-  T  — 1  =  0  eine  Curve  2'™  Grades  und  2"^'  Classe.  Einen  an- 
deren Unterscheidungsgrund  bilden  für  Bragelongne  die  Asymptoten. 
Jeder  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Curvenast  besitzt  nämlich, 
wie  er  behauptet,  eine  gradlinige  oder  eine  krummlinige  Asymptote, 
und  auf  diese  ihre  Verschiedenheit  lässt  sich  abermals  eine  Ein- 
theilung gründen. 

Alexis  Claude  Clairaut')  (1713 — 1765)  war  das  zweite  von 
21  Kindern  eines  Mathematikers  in  Paris  und  wuchs,  wie  man  sagen 
darf,  als  Mathematiker  unter  Mathematikern  auf.  Schon  im  Jahre 
1726  reichte  er  mit  V2^l^  Jahren  der  Pariser  Akademie  einen  Aufsatz 
ein,  welchem  Nicole  und  Pitot  als  Berichterstatter  das  Lob  spen- 
deten, er  lasse  grosse  Erwartungen  auf  den  jugendlichen  Verfasser 
setzen.      Der    Aufsatz    wurde    1734    in    den   Veröffentlichungen    der 

')  Hisloire  de  VAcadeime  des  Sciences  des  Paris.  Anuee  17G5.  Ilinttnre 
pag.  144—169. 
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Berliner  Akademie  gedruckt^).  Er  beschäftigte  sich  mit  den  vier  Ourven 
4"™  Grades,  deren  Gleichungen  a^  =  n^(x^  -j-  jy*),  x^(x^  -\-  y^  =  a*, 
x^{a^  -—y^)'=  a*,  x*  =  a^(a^  —  y^)  heissen,  und  welche  mit  den 
Hilfsmitteln  der  Infinitesimalrechnung  discutirt  werden.  Die  so  rege 
gemachten  Hoffnungen  täuschten  nicht.  Mit  kaum  16  Jahren  reichte 
Clairaut  der  Pariser  Akademie  eine  grosse  Abhandlung  ein,  welche 
von  De  Mairan  und  Nicole  geprüft  wurde.  Ihr  Urtheil  vom 
23.  August  172!)  ging  dahin,  es  stünden  viele  merkwürdige  und  neue 
Dinge  in  der  Abhandlung,  welche  in  dem  Verfasser  sowohl  Erfindungs- 
gabe, als  Kenntnisse  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  ver- 
rathen.  Weit  lobender  drückte  sich  am  3.  Juni  1730  Josef  Privat 
de  Moliferes^)  (1077—174^)  aus.  Ihm,  der  seit  1721  der  Akademie 
angehörte,  und  von  dessen  mathematischen  Leistungen  eine  Methode 
zur  Auffindung  der  Primzahlen,  von  der  behauptet  wird^),  sie  habe 
in  Zeit  von  2^3  Stunden  sämmtliche  Primzahlen  unterhalb  25  000 
ermitteln  lassen,  am  Anfange  des  98.  Kapitels  hätte  erwähnt  werden 
müssen,  wenn  nur  die  leiseste  Andeutung,  worin  die  Methode  be- 
stand, vorhanden  wäre,  wurde  die  Arbeit  Clairauts  zu  abermaliger 
Berichterstattung  vom  Minister  übergeben.  Die  geschicktesten  Mathe- 
matiker der  Gegenwart  und  der  Vergangenheit,  sagte  er,  würden  eine 
Ehre  darein  gesetzt  haben,  Verfasser  dieser  Schrift  zu  sein;  sie  ver- 
diene nicht  nur  gedruckt  zu  werden,  man  müsse  sie  als  ein  Wunder- 
werk der  Phantasie  und  der  Fähigkeit  anstaunen. 

Der  Druck  erfolgte  1731  unter  dem  Titel  Meckerches  sur  Us 
cowrhes  ä  double  courbure  in  einem  Bändchen  von  173  Nummern  auf 
119  Seiten  mit  G  Figurentafelu,  Clairauts  Name  fehlt  auf  dem. 
Titelblatte,  ist  dagegen  in  den  auf  die  Vorrede  folgenden  Gutachten, 
welche  wir  erwähnt  haben,  genannt.  Die  Vorrede  ist  so  bemerkens- 
werth,  daas  wir  uns  nicht  enthalten  können,  einige  Stellen  in  Ueher- 
setzung  mitzutheilen. 

Descartes  dürfte  der  Einzige  sein,  der  solche  (d.  b.  auf  ge- 
krümmten Oberflächen  beschriebene)  Curven  ins  Auge  gefasst  zu 
haben  scheint.  Was  er  von  ihnen  sagt,  belehrt  uns  einfach  darüber, 
dass  man,  um  sie  zu  prüfen,  von  jedem  ihrer  Punkte  Senkrechte  auf 
Kwei  selbst  zu  einander  senkrechte  Ebenen  zu  fällen  und  ihre  Punkte 
dann  auf  die  Punkte  der  Curven  zu  beziehen  habe,  welche  man  solcher- 
weise auf  den  beiden  Ebenen  gebildet  hat Ich  glaubte  dergleichen 

Curven  Curven  doppelter  Krümmung  nennen  zu  sollen,  weil  sie. 


')  Miseellanea  Bm-oKmnsia  T.  IV,  143—152  (Berlin  1734).  *)  Histnire 

<lf   l'Acad^ie   des  Sciences    de  Paris.     Anm^e  1742.     Hisloire  pag.  196 — 205. 
')  Ebenda.     Aim^e  1705.    Histmre  pag.  81. 
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in  der  geschilderten  Weise  betia  htet  immer  sj  zu  agen  an  dpi 
Krümmung  zweier  Curven  theilnehmen  auch  hat  man  ihnen  diesen 
Namen  in  einem  der  Akademie  vcrgtlegten  Aufsatze  gegebtn  yt 
man  sie  den  Geometern  als  einen  dei  Untersuchung  würdigen  Greven 
stand  vorschiägt^)  .  . .  Ich  beabsichtige  m  einiger  7eit  eine  Schritt 
über  gekrümmte  Oberflächen  hezauazugeben  zu  welcher  diese 
als  Vorbereitung  dienen  kann  Ich  halte  den  Gegenstan  1  nicht  fui 
minder  neu  als  die  Curven  doppeltei  Kiummung  uni  bekannt  dürfte 
darüber  nur  die  Darstellung  gekrümmter  Oberflächen  mittel«  emei 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  sein  von  dei  ich  erfahre 
dass  sie  gelegentlich  in  einer  Abhandlung  des  berühmten  Herrn  Ber 
noTilIi   in    den   Leipziger  Acten   erwähnt   uei  W^     die   <  uiven 

doppelter  Krümmung  betrifft,  deien  Coordmaten  von  einem  Punkte 
ausgehen^),  oder  deren  Coordinaten  krumme  Linien  sind,  so  ver- 
langen diese  eine  besondere  Methode  und  können  den  Gegenstanil 
einer  anderen  Schrift  bilden,  welche  ich  mir  zu  veröffentlichen  Rech- 
nung mache. 

Aus  diesen  Worten  gebt  hervor,  dass  Clairaut  kannte,  was 
Descartes  (Bd.  II,  S.  815),  was  Pitot  (S.  445)  über  Raumgeometrie 
geäussert  hatten,  dass  seine  Gewährsmänner  dem  Aufsätze  Johann 
Bernoullis  in  den  A.  E.  von  1698  (S.  242  und  244)  die  Bedeutung 
beilegten,  als  zeuge  er  schon  von  einer  Benutzung  dreier  Raumcoor- 
dinaten  bei  Oberflächen,  dass  er  nicht  kannte,  was  Parent  (S.  418) 
in  dieser  Beziehung  geleistet  hatte.  Für  die  Wahl  der  Benennung 
der  Curyen  doppelter  Krümmung  gibt  Clairaut  einen  ganz  anderen 
Grund  an  als  den,  der  nach  unserer  Ansicht  wenigstens  (S.  446), 
Pitot  zu  demselben  Namen  führte.  Sollte  Clairaut  die  Meinung  Pitoi^ 
richtiger  als  wir  erkannt  und  wiedergegeben  haben?  Wir  glauben  es 
kaum,  denn  wenn  Pitot  die  Curve  doppelter  Krümmung  eine  solche 
nennt,  welche  man  sieh  auf  der  krummen  Oberfläche  eines  Körpers 
gezeichnet  denkt,  so  ist  doch  bei  ihm  in  keiner  Weise  von  Projec- 
tionen  der  Curve  die  Rede,  und  ebenso  wenig  behauptet  Clairaut,  in 
Pitots  Sinne  den  Namen  gewählt  zu  haben.  Wir  verstehen  Clairauts 
Aeusserungen  vielmehr  nur  so,  dass  sie  zwei  von  einander  unab- 
hängige Dinge  aussprechen:  erstens  er  nenne  die  Curven  doppelter 
Krümmung  so,  weil  sie  zwei  Curven  als  Projectionen  haben,  zweitens 
komme  der  Name  schon  früher  einmal  vor.  Was  Clairaut  von  einem 
Punkte  ausgehende  Coordinaten   nennt,  dürften   Raiimpolarcoorfli 


')  «"est  Toeme  te  «om  gu'on  leur  dornte  dum  «n  mmiioire  de  l'Acadmiiif 
Boyale  des  Sciences  oü  nn  les  propose  comme  tm  nfyjel  digne  des  reehercke»  den 
Oiowetre^.        ')  dont  Jes  eourdomties  parteni  d'wn  point. 
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naten  sein.  Die  in  Aussicht  genommenen  besonderen  Arbeiten  über 
dieses  Coordinatensystem  und  über  Oberflächen  sind  nicht  erschienen. 
Der  1.  Abschnitt,  Ueber  die  Art,  Curven  doppelter  Krüm- 
mung zu  betrachten  1),  ist  für  sich  schon  eine  Zusammenstellung 
wichtiger  raumgeometriseher  Lehren.  Wird  aus  drei  zu  einander 
senkrechten  Geraden  ein  Coordinateneck  gebÜdet,  dessen  drei  Ebenen 
die  der  x  und  */,  der  x  und  z,  der  y  und  z  heissen'),  und  projicirt 
maji  eine  Raumcurve  auf  diese  drei  Ebenen,  so  entstehen  Curven, 
denen  Gleichungen  zwischen  x  und  y,  zwischen  x  und  z,  zwischen 
y  und  s  angehören.  Zwei  dieser  Gleichungen  genügen  zur  Bildung 
der  dritten  und  zur  Bestimmung  der  Raumcurve').  Auch  anders 
gebildete  Gleichungen  können  diesen  letzteren  Erfolg  haben,  aber 
immer  müssen  es  zwei  Gleichungen  sein,  die  möglicherweise  aus  den 
Gleichungen  zweier  Projectionscurren  durch  Vereinigung  hei^eleitet 
sind.  Eine  einzelne  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z 
gehört  einer  Oberfläche  an*).  Die  Gleichung  ersten  Grades  zwischen 
X,  y,  s  ist  die  einer  Ebene'^).  Lassen  also  die  Gleichungen  der  Pro- 
jectionscurven  eine  solche  Vereinigung  zu,  dass  eine  Gleichung  ersten 
Grades  entsteht,  so  ist  die  Curve  nicht  doppelte!  Kiummung,  sondern 
liegt  in  einer  Ebene*).  Zwei  Gleichungen  zwischen  J,  y,  ^  lassen 
die  Raumcurve  als  Durchschnitt  zweier  Oberflj,chen  ci  scheinen '). 
Clairaut  zeigt  nun,  welche  Gleichungen  den  bekanntesten  Oberflächen 
angehören*^.  Er  findet  bei  der  Kegeiaäche^),  dass  untei  Annahme 
der  Kegelspitze  als  Coordinatenanfengspunkt  die  Gleichung  aus  lauter 
homogenen  Gliedern  nach  x,  y,  s  mit  Zahlencoefficienten  veivielfaeht 
besteht,  oder,  um  Clairauts  Worte  zu  gebrauchen,  dass  die  Gleichung 
alsdann  keinen  Parameter  enthält,  d.  h.  aussei  der  Längeneinheit 
keine  Strecke,  deren  Kenntniss  in  der  Gleichung  als  nothwendig 
vorausgesetzt  ist.  Clairaut  entwickelt  die  Gleichung  der  Kugel,  des 
Kegels  mit  kreisförmiger  Basis,  des  Paraboloids,  anderer  Rotations- 
flächen, allgemeiner  Kegelflächen.  Er  stellt  diese  Gleichungen  in 
homogener  Gestalt  her,  indem  er  z.  B.  (j/^  -\-  z^f  =  x^  durch 
(i/^  -j-  z^Y  =  a*x^  ersetzt,  wobei  a  statt  der  Einheit  eintritt'").  Dann 
wird  der  allgemeine  Lauf  einiger  durch  ihre  zwei  Gleichungen  ge- 
gebenen  Raumeurven   besprochen")   und   zum   Schlüsse    darauf   auf- 

')  Clairaut,  Sßciwrches  aur  ies  &mrbes  ä  dow^fc  cowrlture  pag.  1  —  39, 
J'remiire  Secliwi,.  De  la  manmv  de  comülerer  Ies  courbes  «  ilouble  couriwe. 
Nr.  1—67.  ')  Jlbenda   pag.  20,   Nr.  42.  ^)    Ebenda  pag.  2—3,   Nr.  4. 

*)  Kbenda  pag.  ö,  Nr.  8.  °)  Ebenda  pag,  «,  Nr.  10  imd  pag.  3B,  Nr.  CÜ. 

°)  Ebenda  pag.  e— 7,  Nr.  12.  ')  Ebenda  pag.  7,  Nr,  13,  ")  Ebenda  pag,  8 
bia  19,  Nr.  15—41.  '^  Ebenda  pag,  14,  Nr,  Hl).  ">)  Ebenda  pag,  11,  Nr.  52: 
en  mettcmt  a  pour  l'unite.        ")  Kbeniia  p^.  28—34,  Nr.  60—65. 
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merksam  gemacht,  wie  mau  von  der  Geatalt  einer  Oberfläche  eine 
Vorstellung  gewinne,  indem  man  unterauche,  was  aus  der  Ober- 
fläehengleichung  werde,  wenn  man  jede  einzelne  Coordinate  für  sich 
bald  zu  Null,  bald  nnendliehgroas  werden  lasse'). 

Der  2.  Abschnitt  ist  der  Von  der  Anwendung  der  Differen- 
tialrechnung bei  Curven  doppelter  Krümmung  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  Beruhrungslinien  und  Normallinien^).  Ist  JV 
ein  Punkt  der  Curve  doppelter  Krümmung,  n  ein  zweiter  unendlich 
nahe  bei  N  gelegener  Punkt  derselben,  sind  M  und  m  die  Projec- 
tionen  dieser  Punkte  in  der  Ebene  der  x  und  der  y,  so  ist  Nn  ein 
Theil  der  Berührungslinie  an  die  Curve  doppelter  Krümmung,  Mm 
ein  Theit  der  Berührungslinie  an  die  Projectionscurve.  Da  nun  Nn 
und  Mm  der  Ebene  Nß^mn  angehören,  so  werden  die  verlängerten 
Nn  und  Mm  sich  in  t  in  der  Ebene  der  x  und  der  ?/  schneiden, 
und  das  rechtwinklige  Dreieck  NMt  nebst  einem  ihni  ähnlichen 
unendlich  kloinen  Dreiecke,  dessen  Hypotenuse  Nn  ist,  und  dessen 
Katheten  dz  und  Ydx^  -\-  dy^  sind,  lassen  Mt^  -j-Ydx^  -\-  dy^  und 
JV(  =  ^"j/da;*  +  ^j/*  4"  rf^^  finden^).  Die  Subtangente  Mt  lässt 
auch  die  Schreibweise  Jff  ^T/Istt)  +  V^^^  '"J,  d.  h.  sie  ist  so 
gross  wie  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Ka- 
theten die  Subtangenten  der  Projectionscurven  in  der  xs-  und  doi- 
y^'- Ebene  in  den  Projectionspunkten  von  N  sind^).  Neben  der  Sub- 
tangente ist  auch  die  Subnormale  hergeleitet.  Nach  zahlreichen  Bei- 
spielen von  Tangenten  an  bestimmte  Curven  doppelter  Krümmung 
ist  der  Satz  ausgesprochen,  dass  die  Tangenten  an  zwei  auf  einer 
Oberfläche  in  einem  Punkte  durch  zu  zwei  Coordinatenaxen  senk- 
rechte Ebenen  herausgeschnittene  Curven  die  Tangentialebene  an  die 
Oberfläche  in  eben  jenem  Punkte  bestimmen").  Was  Clairaut  als 
Beweis  des  Satzes  anführt,  ist  allerdings  recht  dürftig.  Die  Ober- 
fläche wird,  sagt  er,  durch  die  genannten  Ebenen  in  den  Curven 
N  Q,  NP  geschnitten.  Auf  jeder  der  beiden  Curven  ist  ein  Punkt  n 
unendlich  nahe  bei  N  vorhanden,  und  es  ist  klar,  dass  die  Tangential- 
ebene an  die  OberMche  in  N  diejenige  sein  muss,  welche  das  Drei- 
eckchen Nnn  entMlt^).     Der  Satz  wird  etwas  später  erweitert^),  iii- 

')  Clairaut,  SechertAes  sur  les  eowbes  ä  double  couriwe  pag.  35 — ."19, 
Nr.  66 — 67,  ')  Ebenda  pag.  40^G0.  Seeonde  Section.  Usage  du  ealcul  diffi- 
rentid  dans  les  eourbes  ä  double  cowbare  par  rappoti  ä  leurs  fangentes  et  ä  leurn 
perpendiculaires.  Nr.  68— fl2,  ')  Ebenda  pag.  40—41,  Nr.  68—69.  ')  Ebendii 
pag.  43,  Nr.  74.  ")  Ebenda  pag.  49,  Nr.  81.  °)  il  est  clair  que  le  plan 

tanyetit  de  la  surfaee  mi  point  N  ext  celui  qui  passe  par  ce  petit  triangk- 
')  Clairaut,  Recherche»  nur  les  com'bes  ä  double  courbure  ^ag.  62,  Nr.  84. 
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dem  von  der  Tangente  einer  Ourve,  die  als  DurehscLnitt  irgend 
zweier  krummen  Oberflächen  gedacht  ist,  behauptet  wird,  sie  müsse 
der  Tangentialebene  jeder  der  beiden  Oberflächen  in  dem  Punkte,  in 
welchem  die  Berührungslinie  an  die  Curve  gesucht  wird,  angehören. 
Andere  Aufgaben  verlangen  die  Orte  der  Durchschnittpunkte  aller 
Tangenten')  und  aller  Normalen ä)  an  eine  Curve  doppelter  Krüm- 
mung mit  einer  Coordinaten ebene  zu  finden. 

Der  3.  Abschnitt  ist  der  Anwendung  der  Integralrechnung 
auf  Curven  doppelter  Krümmung,  deren  Reetifieation,  der 
Ausmessung  der  durch  sie  bestimmten  Räume  u.  s.  w.^)  ge- 
widmet. Die  Reetifieation  wird  durch  /"|/rfx^  -f  dy^  -{-dz'  geleistet^). 
Die  zweite  Aufgabe  verlangt  die  Complanation  einer  Oberfläche  be- 
sonderer Art.  Ist  nämlich  in  der  »/^-Ebene  eine  Curve  gegeben,  auf 
welcher  als  Basis  ein  gerader  Cylinder  errichtet  ist,  ist  auf  diesen 
Cylinder  eine  Curve  doppelter  Krümmung  gezeichnet,  und  wird  der 
Fläehenraum  des  gemischthnigen  Dreiecks  aus  Abacis-senase,  Curve 
doppelter  Krümmung  und  obere  Leitcurve  der  Cylinderfläche  gesucht, 
so  findet  Clairaut  für  denselben  den  Ausdruck^)  jdxJYdy^  -{-  dz^. 
Zieht  man  dieses  Dreieck  von  der  ganzen  graden  Cylinderfläche  ab, 
80  bleibt  ein  zweites  gemischtliniges  Dreieck,  dessen  Fläche  unmittel- 
bar durch  die  Formel  jxYdi/'j-ds^  dargestellt  ist*),  während  die 
Cylinderfläche  sich  als  xjYdtf^  +  dz'^  ermittelt  und  durch  die  Gleichung 
xjydy^  +~(7sä  __Jj.y,iy2  _j_  ^{g^  =jdxjydi/  +  ds'^  eine  Prüfung 
der  Ergebnisse  gestattet.  Eine  weitere  Aufgabe  ist  die  folgende'). 
Die  Curve  doppelter  Krümmung  befindet  sich  wieder  auf  einer  zur 
j/^-Ebene  senkrechten  Cylinderfläche.  Wird  nun  die  Cylinderfläche 
auf  die  a;3-Ebene  abgerollt,  so  wird  dabei  die  Curve  doppelter 
Krümmung  in  eine  ebene  Curve  verwandelt  und  diese  wird  gesucht. 
Endlich  werden  auch  Cubituren  aufgesucht"),  welche  aber  ebenso 
WLnig  wie  die  (.omplanatirnen  ni  allgemenistei  Weise  aufgefasst 
sind,  sondern  mindestens  theilwei-<e  zu  eiuei  (.  oordiuaten ebene  senk 
rechte   Cylmd erflachen    voraus? et/ en      Wii    haben    kaum   noth wendig 

')  Clalr^ut  Hechetehea  si*r  let  cwirbet  i  doubJe  oaibuie  pig  f3  Nr  86 
')  Ebenda  pag   57    Nr   81  ')  Ebenda  pag   bl— i)G      Iioiiieir4  iychtm      liiage 

1u  eakul  tnffgral  dana  If  coxirbes  a  double  aiulvri.  por  rappoit  /  leid  retUfi 
cattotM  a  la  quadtatuie  ks  fpitces  queVei  düemtintatl  eti  Nr  93—136 
')  Ebenda  pag  61—62   Ni   9i  "j  Ebenda  pag  6S— 96   Ni   98         ")  Ebenda 

[ag   69—70    Nr   101— -KU  )  Hjendi  pag   74   ^l    108  ')  Fbenda  pag   78 

bii^  7<t  Nr  11^  I  lg  M^  — »<  Nr  121  I  ig  '*''  SJ  f-r  1  h  l'l  paf,  JO  Iib 
91,  Nr.  131. 
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zu  sagen,  dass  auch  im  3.  Abschnitte  jedem  Satze  Anwendungen  auf 
bestimmte  Curvea  zugesellt  sind. 

Das  Gleiche  gilt  für  die  Sätze  des  4.  und  letzten  Abschnittes, 
Ueber  einige  allgemeine  grundlegende  Betrachtungen  bei 
Bildung  von  Curvea  doppelter  Krümmung  und  Erforschuug 
ihrer  Natur^).  Die  Curve,  deren  Gleichungen  ermittelt  werden  ist 
bald  durch  einen  Zirkel  mit  gegebener  Weite  auf  emei  gegebenen 
Oberfläche  beschrieben,  indem  die  eine  Zirkelspitze  m  einem  ebenfalls 
gegebenen  Punkte  der  Oberfläche  haftet,  bald  ist  sie  dei  f,eometrische 
Ort  der  Endpunkte  gleicher  Strecken,  welche  auf  den  Eryeugung« 
geraden  einer  beliebigen  Kegelfläche  mit  doppelt  gekiummter  Leit 
curve  von  jener  Leitcurve  aus  von  der  Kegel^pitze  siih  entfeinend 
abgemessen  werden  u.  s.  w. 

Die  Leser  unseres  Auszuges  werden  wohl  gleich  uns  in  das  ent 
zückte  Lob  einstimmen,  welches  in  dem  Urtheile  von  Molieres  ^"5  77*^) 
sich  kund  gab,  und  welches  bald  durch  eine  Thatsache  bekräftigt 
wurde,  welche  vereinzelt  dastehen  dürfte.  Nach  den  Satzungen  der 
Pariser  Akademie  war  die  Aufnahme  in  dieselbe  nicht  vor  dem  Ab 
Schlüsse  des  zwanzigsten  Lebensjahres  möglich,  Claitaut  hätte  also 
erst  im  Mai  1733  auf  diese  Ehre  Anspruch  erheben  dürfen.  Die 
Akademiker  richteten  an  den  König  die  Bitte,  bei  Clairaut  eine  Aus- 
nahme von  der  Kegel  zu  gestatten,  und  nach  Genehmigung  dieses 
Antrages  wählte    man    den   erst  Achtzehnjährigen   am   14.  Juli  1731. 

Der  Band  der  Veröffentlichungen  der  Pariser  Akademie  für  das 
Jahr  1731  enthält  zwei  Aufsätze  Clairauts^).  Der  erste  leitet  den 
Schwerpunkt  eines  ebenen  llanmgebildes  (sei  es  einer  Fläche  oder 
eines  Curvenbogens)  ab,  indem  das  Rauragebilde  um  ein  Differential 
vergrössert,  der  Schwerpunkt  um  ein  Differential  verschoben  wird 
und  alsdann  der  Satz  in  Anwendung  kommt,  dass  der  Schwerpunkt 
der  Vereinigung  zweier  Gebilde  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
Schwerpunkte  der  einzelnen  Gebilde  liegt,  von  jedem  derselben  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Gewichtes  des  betreffenden  Gebildes 
entfernt.  Der  zweite  Aufsatz  will  die  Curve  kennen  lehren,  welche 
auf  irgend  einer  Oberfläche  durch  eine  schneidende  Ebene  erzeugt 
wird  Clairaut  nimmt  an  (Fig  117),  A  sei  Coordinatenanfangspunkt, 
AP  AQ  AR  seien  die  Axen  der  J,  der  ;/,  der  e,  UV  sei  der  Durch- 
schnitt dei  a  y  Ebene  mit   der  die  gegebene  Oberfläche  in  N  schnei- 


')  (  lairaut  Secherche-,  vur  /es  inirbe'  i  rimihle  eimriywre  pag.  97 — 111' 
Qwatrifme  bection  ^uelguef  pnnmpe'i  gSneraux  pour  fwwer  de^  cmirhcx  A  dmihle 
cowlmte  et  pnu)    en  ti  mer  la  nnlwe   Nr   137     116.  ')  Hintoire  de  l'Ata- 

demie  de'!  Setenee'>  de  Pani     Annte  ITdl   p^  169— IC2  und  pag.  483 — 493. 
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(ienden  Ebene,  welche  als  eine  neue  Coordinatenebene   gewählt    ist. 
Der  Anfangspunkt   der   neuen   Coordinaten    ist   in  B,  und  BL  ^  u 
LN=s  sind   die  neuen  Coordinaten  von  N,  dessen  frühere  Coordi- 
naten leicht  ersichtlich  ^P=  x 
Pilf=)/,JfA"==s  waren.  Da- 
mit die  Schnittebene  VLN  be- 
kannt sei,   mi 


.  sein 
A  B=(j,  cotg  FBr=^!=  '", 

cotgiViM==^-^=.-^, wobei 

wir  den   auffälligen  von  Clai- 

raut     gebrauchten     Ausdruck 

Oeffnung   eines   Winbela^) 

für  deren  Cotangente  bemerken.     Unter  Benutzinig  der  ;/,  m,  n,  p,  5 

gelingt  es,  x,  y,  b  durch  s  und  u  in  Verbindung  mit  jeneu  fünf  Con- 

~NLM~    '  3 
Aehnlicherweise 


eos  FSr  = 


stanten  auszudrücken.    Aus  cotgJViilf 
und  sin2ViM=  ^  =-=!__  ,    also  4 

«      v'p'  +  g' 

miLM=    -^~..-..     Fenier   iiots,VBT  = 

^^^',    BE=   -  "*" 

LC  =  1:T  =  B2'  —  BE  =  )/  —    ,-^^,  C'71/  =  LD  = 

B^  +  AB  =  ;--'".  ^^^  +  ,,/  +  X.    Nun  steht  LÜ  auf  7«  und  il/L 

auf  VB  senkrecht,  d.  h.  A  VüL  '^  LCM  und  ^'  =  -^  =  sin  V BC 


sowie     i^  = 


Weiter    ist 
-LE  + 


VI. 


LM  " 


=  sin  VBT  = 


also    V  = 


Aus    derselben    Dreiecksähnlichkeit 


yp'+a" 

-  <j.      Setzt   man 


beziehuncsweise  a:  ^  — —    .-     -  —       —        ' 

]/,«»  + n'l/2>'  +  ,'  ym'  +  ^. 
endlich  die  Werthe  von  x,  y,  0  in  die  Gleichung  der  gegebenen 
Oberfläche  ein,  so  entsteht  die  Gleichung  der  ebenen  Schnittcurve 
mit  den  Veränderlichen  11,,  s.  Wir  brauchen  kaum  hervorzuheben, 
dass  Clairauts  Verfahren  nichts  Anderes  ist,  als  eine  Coordinateu- 
veränderung,   bei   welcher  die  Schnittebene  der  u,  s  eine   der  neuen 


Aanöe   1731,    pag',  484  = 
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Coordinateii ebenen  ist,  die  man  als  im  Punkte  _Zi  zw  einem  Coordi- 
nateneck  zusammenatossend  zu  denken  hat. 

Wir  erwähnen  aus  dem  nächstfolgenden  Bande  der  Pariser  Ver- 
öffentlichungen^) zwei  nicht  sehr  bedeutende  Aufsätze  über  diejenige 
Curve,  YOn  welcher  (S.  215)  unter  dem  Namen  der  Tractorie  die 
Rede  war.  Pierre  Bouguer*)  (1698 — 1758),  am  bekanntesten  durch 
seine  Theilnahme  an  der  Gradmessungsreise  nach  Peru  von  17i}5,  ist 
der  Verfasser  des  ersten,  Maupertuis  der  des  zweiten  Aufsatzes. 
In  beiden  ist  von  früheren  Bearbeitungen  des  Gegenstandes  keine 
Bede,  in  beiden  führt  die  Curve  den  Namen  der  Verfolgungslinie, 
courbe  de  poursuite.  Clairaut  hat  dann  1736  die  Kraft  untersucht, 
mit  welcher  der  Faden  fortbewegt  werden  muss,  damit  der  an  ihm 
befestigte  Korper  dem  Zuge  folge,  und  ebenderselbe*)  hat  sich  1737 
mit  der  Gestalt  der  Tractorie  unter  der  Voraussetzung  beschäftigt, 
dass  der  die  Curve  besehreibende  Punkt  in  einer  anderen  Ebene  seinen 
Weg  vollziehe  als  die  ist,  in  welcher  der  andere  Endpunkt  des 
ziehenden  Fadens  sich  längs  einer  gegebenen  Curve  bewegt.  Auch 
Euler  und  Vincenso  Riccati  haben,  der  Erstere  1736  in  den 
Petersburger  Abhandlungen''),  der  Zweite  1752  in  einer  in  Bologna 
gedruckten  Abhandlung  De  tisu  ttwtus  traciorii  m  consfmictiom 
aequationum  differentkdium  commcntarius  und  1755  in  den  Veröffent- 
lichungen der  Akademie  von  Bologna^)  über  die  Tractorie  geschrieben, 
beziehungsweise  über  deren  Anwendung  zur  Construction  von  Diffe- 
rentialgleichungen ''), 

öleichfalle  nur  beiläufig  gedenken  wir  eines  Aufsatzes  von 
Jakob  Hermann  über  OberflächengJeichungen  ^) :  De  superficiä>us 
ad  aequationes  loca,les  revocaUs  variisque  earum  aff&:tionibus  aus  dem 
Jahre  1732.  Könnte  man  daraus,  dass  von  Clairauts  1731  ge- 
druckter grundlegender  Schrift  mit  keinem  Worte  die  Rede  ist,  die 
an  sich  nicht  unwahrscheinliche  Folgerung  ziehen,  Hermann  habe 
deren  Binfluss  nicht  empfunden  und  ganz  selbständig  gearbeitet,  so 
müsste  man  ihn  mit  unter  die  Schriftsteller  zählen,  welche  zur  Ver- 
breitung der  Kenntniss  von  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
beitragen.  Hermann  gibt  die  Gleichung  der  Ebene  as  -\- hp  -j-  ex 
—  e^  ^  0   und  bestimmt  sie   genau,  indem   er   die  Punkte  F,  E,  H 

')  Histoire  de  l'Academie  des  Scieixes  de  Paris.  Anni^e  1732,  pag.  1—14 
und   15—16,    sowie  Histoire   pag.  66—60.  *)  Fogg&ndorit  I,  254  —  355. 

')  Histoire  de  l'Acaditnie  des  Sciences  de  Paris.  Ann^e  1736,  pag.  1  —  22, 
')  Miscellanen  SeioUnettsia  V,  33 — 35.  ')  Commentarii  Academiae  Petropoli- 

tanae   ad   amrnm    1736.     T.  VIII,  65—85.  «)   Commentarii  Bonon.  T,  III. 

')  Klügel  V,  90—91,  ")  Commentarii  Academiae  PetropoHtanae  ad   aTmant 

1732  et  1733.     T,  VI,  36—67. 
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finden  lehrt,  deren  Coordinaten  ^  =  y  =  0,  ^  =  ^-';  ^  =  ^  =  0 
^==c'  «  =  ^  =  0,  i/  =  *j  sind,  d.  h.  die  Punkte,  in  welchen  die 
drei  Coordinatenaxen  durch  die  Ebeue  getroffen  werden.  Er  gibt 
auch  die  Gleichung  verschiedener  kranamer  Oberflächen,  von  Curven 
doppelter  Krümmung  aber  nur  die  kürzesten  auf  einer  gegebenen 
Oberfläche  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  zu  ziehende  Linien. 

Das  Jahr  1733  brachte  eine  in  London  gedruckte  Abhandlung: 
Uxercitatio  geotmtrica  de  descripUme  Uneamm  curmmm.  Dem  Namen 
des  Verfassers  William  Braikenridge  ist  die  Bezeichnung  als 
Eedesiae  Anglicanae  presbyter  beigefügt,  und  dieser  Titel  nebst  einigen 
geringfügigen  Angaben  iu  der  Vorrede  ist  Alles,  was  über  die  Per- 
sönlichkeit bekannt  ist.  Auch  eine  Besprechung  des  Buches  in  den 
Ä.  E.^)  geht  nicht  über  das  hinaus,  was  in  der  Vorrede  gesagt  ist, 
und  ebensowenig  ein  Aufsatz  von  Braikenridge  in  den  P.  T.  für  1735 
und  1736.  Der  Vorrede  entnehmen  wir,  dass  Braikenridge  172G  in 
Edinbuj^  war  und  dort  die  wesentlichsten  Sätze  seiner  Curvenerzeu- 
gung  fand.  Er  theilte  sie  einem  dortigen  Geistlichen  George  Martin 
mit,  dann  auch  1727  in  London  einem  der  Mathematik  sehr  kundigen 
Mann,  J.  Craig,  worunter  offenbar  John  Graig  {S.  56)  zu  verstehen 
ist,  der  Schotte  und  längere  Zeit  Geistlicher  war  und  1731  in  London 
starb.  Damals  (1727)  befand  sich  auch  Maclauriu  vorübergehend 
in  London,  erfuhr  aus  Craigs  Munde  die  von  Braikenridge  gefundenen 
Sätze  und  sagte  diesem  selbst,  den  er  gelegentlieh  sprach,  er  habe 
auch  Aehnliches  gefunden.  Maclaurin  zeigte  dabei  Braikenridge  eine 
gewisse  Handschrift  ^j,  die  er  ihm  allerdings  nicht  in  die  Hände  gab, 
und  in  welche  er  ihm  auch  nicht  den  flüchtigsten  Einblick  gestattete. 
Nun  wollte  Braikenridge  —  wann?  sagt  er  nicht  —  nach  Schottland 
zurückkehren,  und  er  gab  vor  seiner  Abreise  ein  Papier,  welches 
seine  Sätze  enthielt,  an  Georg  Gordon,  der  es  Desaguliers^) 
(1683^1744),  abermals  einem  Theologen,  damals  mit  der  Abhaltung 
physikalischer  Vorlesungen  in  London  beauftragt,  und  dieser  wieder 
der  Royal  Society  vorlegen  sollte.  Durch  irgend  ein  Missverstandniss 
ging,  wie  Braikenridge  erfuhr,  jenes  Papier  zu  Grunde.  Ausserdem 
meldet  die  Vorrede,  in  der  ganzen  Schrift  sei  beweislos  der  Satz  als 
wahr  vorausgesetzt,  dass  eine  Curve  j»'°"  und  eine  solche  n**"  Grades 
einander  in  mn  Punkten  schneiden.    Georg  Campbell  besitze  einen 


')  Nova  Acta  Emditorum  arrno  1736  pifblicata,  pag,  38 — 30,  *)  M.S.i 
ostendit,  quo  innuebat  inventa  sm«  contifieri,  sed  qua  ratione  ductus  neicio  i 
manua  mea«  nvn  tradidit  nee  licuit  in  ilhid  vel  leviter  inspkere.  ')  Poggen 
dorff  1,  553-554, 
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Beweis  dieses  Sutzes,  uuf  dessen  Veröfl'entüchung  in  Bälde  zn  hofEeii 
sei.  Der  Satz  selbst  war  (S.  444)  in  Maclaurins  öeometria  organica 
zuerst  ausgesprochen.  Der  von  Braikenridge  genannte  Georg  CampViell 
ist  offenbar  derselbe,  von  welehetn  (8.  564)  ein  algebraischer  Aufsatü 
von  1728  herrührt,  und  dessen  Persönlichkeit  uns  ebensowenig  näher 
bekannt  ist,  als  die  seines  Freundes  Braikenridge. 

Braikenridges  Schrift  zerfällt  in  drei  Äbsehnitte.  Der  I.  Abschnitt 
ist  bezeichnet  als  über  die  Ciirven  erster  Art  oder  die  Linien  2*™  Grades 
imd  ihre   Construction ^).     Dessen  erster  Satz  ist  folgender'').     Seien 


(Fig.  118)  drei  Punkte  A,  B,  0  in  einer  Ebene  gegeben.  Drei  Gerade 
äSN,  BSO,  CON  sind  am  jene  Punkte  drehbar  und  bilden  bei 
ihrer  Drehung  die  Durchschnittspunkte  S,  N,  0.  Richtet  man  die 
Drehungen  so  ein,  dass  S  und  JV  je  eine  Gerade  DSK  und  BKN 
durchlaufen,  so  beschreibt  0  einen  Kegelschnitt.  Man  sieht  leicht 
den  Fortschritt,  der  in  dieser  Construction  gegen  diejenige  enthalten 
ist,  welche  Newton  in  seiner  Enumeratio  vorschlug  (S.  424),  welche 
Maclaurin  in  seiner  Geometria  organica  bewies  (S.  436  —  438). 
Jene  hatten  den  immerhin  verwickeiteren  Apparat  zweier  Winkel, 
welche  in  Drehung  versetzt  waren,  während  Braikenridge  sich  mit  in 
Drehung  versetzten  Geraden  begnügte.  Braikenridges  Beweisführung 
ist  analytisch  und  verfolgt  den  gleichen  Weg,  welchen  Maclaurin  bei 
dem  Beweise  für  die  Newtonsche  Entstehung  der  Kegelschnitte  ein- 
gesehlagen hatte.  Es  wird  gezeigt,  dass  zwischen  den  Coordinaten 
des  Punktes  0  eine  quadratische  Gleichung  stattfinde.  Die  Figur  ist 
so  zu  verstehen:  Die  Punkte  A,  B,  C,  die  Geraden  DSK,  BKN 
sind  beliebig  gegeben.    Die  von  A,  B,  C  ausgehenden  Geraden  ASN, 


')! 


^ikeniidge  pag.  1 


')  Ebenda  pag-,  1—3. 
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BSO,  VON  gehorchen  keiner  anderen  Bedingung,  als  dass  ihre 
Durchschnittspunkte  S  und  N  auf  den  vorgenannten  Geraden  liegen, 
welche  kurzweg  die  Träger  heisaen  mögen,  während  Braikenridge 
keinen  Namen  für  sie  besitzt.  Die  drei  Punkte  A,  B,  C  dagegen 
nennt  er  Pole.  Durch  A,  B  wird  eine  Gerade  gezogen,  welche  die 
Träger  in  B  und  R  schneidet,  desgleichen  eine  zweite  Gerade  durch 
A,  ü,  welche  die  Träger  in  g  und  W  schneidet.  Damit  ist  die  Gerade 
WNKB  gegeben  nebst  ihrem  Durchs  eh  nittspunkte  Z  mit  der  CB. 
Als  eigentliche  Hilfslinien  sind  noch  OB,  8L,  NB,  KG  sämmtlich  \\CA 
und  CMS\\AB  gezogen.  Bra'ikenridge  bedient  sieh  folgender  Ab- 
kürzungen: AB  ^  a,  AR^b,  AB  =  d,  Äü  =- c,  AB  ==  ii, 
AL^^,  AB^x,  OB  =  y.  Die  Dreiecke  KGB,  BKG  sind  aus 
gegebenen  unveränderlichen  Stücken  hergestellt,  das  Verhältniss  ihrer 
Seiten  zu  einander  ist  mithin  bekannt  und  kann  durch  ^!1=  "  und 
DG        a  GX        3 

Xfk^  k   «^s-i'gestellt  werden.    Nun  ist  AKiiR'-^NBE  und  ABKG 

■^DSL,  also  -JJ=f «        ^-''-^■.    1>0_DL_AD  +  AL 

'  GK        JiN  BN       '    GK        LS  LS         "^^^ 


_l^_ 


,LS^'- 


Femer  ist  AABN'^ALS,  also  ^j^^  jT^    oder 

daraus  s  =     —  '-^,,-  ■     Andererseits   folgt  aui 
'■"j  —  )/»  —  "''* 

Ji.ss5--P_™  oder  '-'--'■  ^  »i^  „,,J  ._«'!/  +  'ltx-»it 
Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  j  gefundenen  Ausdrücke  liefert 
»  =  Mr;^5SÄgfi|Ä.T.-    "»■"»  ■='  A  ÜMO  ~  CHN. 

„.  „      CM  GH         ,  AP  AE  ,  .,: 

^'^•^     MO=HN     «"^«^     OP-   CA-  NE -CA     «^^«^     ,-.= 

n  —  nt). 
I      -  —  ,     woraus    ii  = —     - 


~AL 
bf-J'-^^ir^,-     Andererseits   folgt  aus  ABBO^^BLS, 


woraus   a  =  -^^     -i-      .     Jetzt   endlich  werden   die 


beiden  für  u  gefundenen  Werthe  einander  gleichgesetzt  und  liefern 
Jiach  WegschafFung  der  Brüche  mittels  Multiplication  mit  beiden 
Nennern  eine  in  x  und  y  quadratische  Gleichung.  Als  Zusatz  ist 
bewiesen  '■),  dass  die  Gleichung  sich  in  den  Punkten  K,  B,  B,  C,  Q 
erfüllt,  dass  diese  fünf  Punkte  folglich  dem  Kegelschnitte  angehören, 
und  noch  14  andere  Zusätze  folgen,  die  sieh  meist  auf  besondere 
Lagen  der  Punkte  A,  B,  C  und  der  Träger  DSK,  RKN  beziehen. 
Zwei  Aufgaben  schliessen  sich  dann  an.  Die  erste  verlangt  einen 
Kegelschnitt  mit  Hilfe   eines  gegebenen  Durchmessers,  des  Winkels, 

')  Braikcnridgo  pag.  3. 
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welchen  er  mit  dem  ihm  conjugirten  Durchmesser  bilden  soll,  uad 
des  Parameters  zu  zeichnen.  Braikenridge  löst  sie^)  für  die  Ellipse, 
die  Hyperbel,  die  Parabel,  indem  er  in  jedem  einelnen  Falle  die  drei 
Pole  lind  die  zwei  Träger  ermittelt,  die  zu  der  im  ersten  Satze  ge- 
lehrten Construction  verwandt  den  jedesmal  verlangten  Kegelschnitt 
liefern.  Die  zweite  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  durch  fünf  gegebene 
Punkte  B,  C,  K,  Q,  R  zu  zeichnen,  wii-d  in  dem  gleichen  Sinne  der 
Auflösung  zugeführt').  Werden  davon  zwei  Punkte  B,  C  als  Pole 
gewählt,  so  findet  sich  der  dritte  Pol  A  als  Durch schnittsp unkt  von 
BR  und  CQ,  während  B  und  Q,  mit  dem  fünften  Punkte  K  ver- 
bunden, die  beiden  Träger  KJ{,  KQ  liefern. 

Der  II.  Abschnitt  von  der  Beschreibung  von  Curveu  jeden  Grades 
mit  Hilfe  von  Curven  niedrigeren  Grades^)  benutzt  ebenfalls  drei 
Gerade,  drei  Pole,  zwei  Träger,  wählt  aber  die  letzteren  nicht  gerad- 
linig. Schneiden  die  um  die  Pole  A,  B,  C  drehbaren  Geraden  ASN, 
BSO,  CNO  einander  in  N,  S,  0  und  lässt  man  N  eine  Gerade,  S 
eine  Curve  n*""  Grades  als' Träger  durchlaufen,  so  beschreibt  0  eine 
Curve  2«.'™  Grades^).  Der  Beweis  ist  nach  zwei  Methoden  geführt, 
deren  erste  dem  oben  ausführlich  berichteten  Beweise  des  ersten 
Satzes,  die  zweite  den  Beweisen  der  Geometria  organica  für  die  Ent 
stehung  von  Curven  höheren  Grades  nachgebildet  ist,  in  welchen 
es  sich  um  Abzahlung  der  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  und 
einer  Curve  handelt.  Wird  der  eine  Ti^er  vom  m'™,  der  andere 
vom  M**"  Grade  gewählt,  so  ist  2mn  der  Grad  der  durch  den  dritten 
Durchschnittspunkt  der  drei  drehbaren  Geraden  erzeugten  Curve*). 
Geht  unter  der  Voraussetzung  eines  geradlinigen  Trä^rs  und  eines 
Trägers  li^"  Grades  der  letztere  durch  einen  Pol,  so  entsteht  eine 
Curve  2«  —  1*™  Grades*).  Ist  der  eine  Tr^er  j»*™  Grades  und  geht 
durch  einen  Pol,  der  andere  )i'™  Grades  und  gebt  durch  einen  zweiten 
Pol,  so  wird  die  Curve  2 mit  —  m  —  «""  Grades  erzeugt')  u.  s.  w. 

Der  HL  Abschnitt,  in  welchem  Kegelschnitte  durch  mehrere  um 
Pole  drehbare  Gerade  erzeugt  werden  *•),  gelangt,  von  Sonderfällen 
beginnend,  zu  dem  allgemeinen  Satze'-'),  dass,  wenn  n  Gerade  sich  um 
ebenso  viele  Pole  drehen,  und  wenn  von  ihren  — -^ —  Durchschnitts- 
punkten, deren  n  —  1  auf  geradlinigen  Trägem  bleiben,  die  übrigen 
-^ Durchschnittspunkte    lauter    Kegelschnitte    beschreiben. 


')  Braikeni-idge  pag.  15—21.  ')  ElieiKla  pag.  21— '23.  ^)  Ebenda 

pag.  21—59.         *)  Ebenda  pag,  a4— 26.  "}  Ebenda  pajf,  28—29,  ')  Ebeoiia 

pag.  30-32.         ')  Ebenda  pag.  41—42,  ")  Ebenda  pag.  60—70,  ^  Ebenda 
pag.  66, 
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Wir  haben  (S.  787}  einen  Aufsatz  Braikenridges  in  den  P  T 
erwähnt.  Ea  ist  ein  Brief»)  an  den  königlichen  Leibarzt  Benjamin 
Hoadlj")  (1706-1757),  welcher  seit  1727  Mitglied  der  Royal  Society 
war.  Braikenridge  wiederholt  hier  den  eraten  Satz  aus  seiner  Exer- 
afaUo  geometrim  und  fügt  ihm  andere  hinzu,  ohne  sie  weithäiifig  zu 
beweisen,  aber  mit  Angabe  der  betreffenden  Sätze  der  genannten 
Schrift,  auf  welche  der  Beweis  sich  gründe.  Es  handelt  sich  um 
Pole,  um  welche  Gerade  in  Drehung  versetzt  sind,  nm  geradlinige 
Träger  emjger  Durchschnittapunkte,  nm  Erzeugung  von  Ourven  mittels 
eines  beschreibenden  Punktes,  der  mit  anderen  Durchschnittspunkten 
der  um  die  Pole  gedrehten  Geraden  in  Verbindung  steht.  Das  t 
Beispiel,   dessen  Anführung  hier  genügen  ] 

DPO  die  vier  um  die  Pole 
A,  B,  C,  D  drehbaren  Ge- 
raden; seien  dir  und  ü^  zwei 
geradlinige  Träger  der  Durch- 
schnittspunkte S  und  JV;  der 
dritte  Durchschnittspunkt  0 
der  um  die  Pole  Ä,  B,  (! 
beweglichen  Geraden  ist  mit 
dem  vierten  Pole  D  durch 
DO  verbunden  und  diese  1)0 
schneidet  die  JVS,  d.  h.  die 
Verbindungsgerade  der  auf  den  beiden  Träger  verbleibenden  Punkte 
in  B.     Dieses  F  beschreibt  alsdann  eine  Ourve  dritten  Grades. 

Sechs  Monate  später  sah  Maclaorin  sich  veranlasst,  eine  Er- 
klärung abzugeben*).  Er  habe,  sagt  er,  schon  1721  an  einem  Nach- 
trage zur  Geometria  organivc  drucken  lassen,  aber  nach  Vollendung 
einiger  Bogen  sei  der  Kest  nicht  fertig  geworden  und  die  Schrift 
nicht  zum  Verkaufe  gelaugt.  Inzwischen  liabe  Braikenridge,  der 
emige  Jahre  hindurch  in  Edinbnrg  Privatunterricht  in  der  Mathe- 
matik ertheilte,  sich  mit  Curvenerzeugung  beschäftigt  und  ihm  ein- 
mal einen  Lehrsatz  gezeigt,  der  schon  in  der  Geometria  organica 
vorkam,  ein  Zusammentreffen,  welches  Braikenridge  nicht  bemerkt 
zu  haben  scheine,  wie  denn  in  der  That  derartige  Methoden  sich  oft 
ah  mit  einander  übereinstimmend  erweisen,  ohne  dass  man  es  beim 
W'sten  Anblick  erkennt.     Dann   habe  etwas  später  1727 


')  P.  T.  XXXIX,  :i5— 36,  Nr.  436,  Januar,  Februar,  März  1735,        ')  Poggen- 
Äorff  I,  1115,  ä)  P,  T.  XXXIX,  143—166,  Nr,  43it,  October,  November,  De- 

cember  1735.     Bei  Poggendorff  II,  6  fehlt  Jie  Angabe  dieses  Auisatzes. 
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zu  ihm  von  neuen  Lehrsätzen  gesprochen,  und  er  habe  ihm  sofort 
auch  diese  in  seinen  Papieren  gezeigt.  Wir  bemerken  beilanfig,  daas 
Maclfturin  nicht  sagt,  wo  diese  spätere  Unterredung  stattfand.  Es 
war  jedenfalls  dieselbe,  weiche  Braikenridges  Bericht  (S.  787)  nach 
London  verlegt.  Jetzt,  fährt  Maclaurin  fort,  müsse  er  wenigstens 
Einiges  von  dem,  was  er  nach  1711'  gefunden,  der  Oeffentlichkeit 
übergeben,  damit  man  ihm  nicht  später  den  Vorwurf  der  Aneignung 
fremden  Gutes  machen  könne.  So  habe  er  im  November  1722 
näheres  Augenmerk  auf  das  zwanzigste  Lemma  im  5,  Abschnitte  des 
L  Buches  von  Newtons  Principien  geworfen  imd  habe  erkannt,  dass 
ihm  die  Entstehung  eines  Kegelschnittes  mittels  dreier  um  ebenso 
viele  Pole  drehbarer  Geraden  unmittelbar  entnommen  werden  könne, 
da  das  Lemma  selbst  nur  einen  besonderen  Fall  dieser  Entstehung 
bilde.  Später  habe  er  noch  Vieles  über  Berührungslinien,  über 
Asymptoten,  über  zwei-  und  mehrfache  Curvenpunkte  entdeckt,  aber 
nicht  gro^  beachtet,  weil  er  darin  keinen  Fortschritt  über  das  iu 
seinem  Buche  Behandelte  hinaus  fand.  Er  habe  des  Weiteren  1727 
iu  einem  Kapitel  seiner  in  Edinburg  sehr  bekannten  Algebra^)  einen 
algebraischen  Beweis  des  Falles  der  Benutzung  von  drei  Polen  ge- 
liefert, sowie  auch  die  Con- 
f-  struction  eines  Kegelschnit- 

tes durch  fünf  gegebene 
Punkte  mit  dem  Zusätze, 
dass  bei  Anwendung  von 
noch  mehr  Polen  und  um 
dieselben  sich  drehenden 
Winkeln  oder  Geraden 
immer  ein  Kegelschnitt 
entstehe . 

Aus    der    Ueber sieht 
über  Maclaurina  Entdeck 
''"'«  ""■  ungen  nach  1719  begnügen 

wir  uns  ein  mit  dem  Ver- 
merk Nancy  M7.  Noveinher  i722  versehenes  Bruchstück  in  lateini- 
scher Sprache  hervorzuheben^).  Um  die  Pole  C,  B,  D  (Fig.  120) 
werden  die  Geraden  Üd,  Bm,  Dr  bewegt  und  der  Durchschnitt  der 
Bm,  Dr   wird  längs    der   gegebenen   Geraden  PG,   der  der  Cd,  Dr 


')  In  1727  I  added  to  a  Charter  of  my  Algebra,  whieh  is  very  piAliek 
in  this  place.  Da  die  Algebra  nicht  vor  1748  gedruckt  wurJe,  so  kann  dei- 
Satz  nur  entweder  bedeuten,  daes  die  handschriftliehe  Algebra  von  Vielen 
benutzt  wurde,  oder  eine  Bei'ufung  aut  gehaltene  Vorlesungen  sein,  *)  f.  T, 
XXX,  163, 
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lanfTs  dei  gleichlalis  gegebenen  Ueradm  P(^  gefühi-t,  alsdann  be- 
schreibt der  Durchschnitt  der  (  d,  lim  einen  Kegelschnitt  i). 

Dei  Streit  wurde  unseres  Wissens  nicht  weiter  geführt  Wir 
glauben  nicht  irre  zu  gehen,  wenn  wii  da',  allgemeine  Urtheil  dahin 
fassen,  dass  Niemand  auch  nui  den  leisesten  Verdacht  he^e,  Maclauria 
könne  sich  eine  fremde  Entdeckung  angeeignet  haben  Aber  auch 
fui  Biaikenndge  wird  man  selbständige  Aibeit  anerkennen  raössen, 
die  nur  zufällig  mit  Maclaurms  Eigebnissen  zusammentraf,  wie  dieser 
Letztere  es  seibat  zugab 

Bin  fianzooischer  Officiei  und  Ingenieur  Frezier  (16H2— 1773) 
iHt  we^en  eines  1738— 17^(t  in  Strassburg  ei^chienenen  zweibändigen 
Welkes  La  fheorie  et  (a  praüque  de  la  toupi  des  pierres  et  des  höh, 
QU,  traite  dr.  i,taeofomw  zu  nennen.  Eine  zweite  Auflage  folgte  in 
3  Bänden  (Paris  1754,  1768,  1769).  Wir  haben  (Bd.  II,  S.  675—676) 
imter  den  Händen  Ton  Desargues  und  von  Bosse  die  deacriptive 
Geometrie  entstehen  sehen,  die  damals  freilieh  diesen  Namen  noch 
nicht  führte.  Auch  Fre'zier  kannte  ihn  noch  nicht,  bezeichnet  aber 
m  Jeder  anderen  Beziehung  einen  grossen  Fortschritt.  Wir  selbst 
haben  freilich  sein  Werk  nie  gesehen  und  berichten  nach  zweiten 
Quellen^).  Damach  ist  bei  Frezier  die  Theorie  von  der  Praxis  ge- 
trennt und  ersterer  nebst  den  Beweisen  der  erörterten  Dinge  der 
ganze  I.  Band  eingeräumt. 

Zur  Darstellung,  liescriptim,  dient  hauptsächlich  die  senkrechte 
i'arallelprojection,  die  man  sich  durch  herabfallende  Tropfen  Tinte 
veranschaulichen  könne.  Die  Projectionsebeue,  iüm  de  desßriptim, 
ist  entweder  horizontal  zur  Aufnahme  des  Grundrisses,  pro^eetum  hori- 
zontale oder  ichnographie,  oder  vertical  zur  Aufnahme  des  Aufrisses, 
Orthographie.  Unter  den  Oberflächen  sind  auch  die  windschiefen, 
mrfaces  gauches,  hervorgehoben.  Diese  werden  durch  parallel  zu 
einer  Ebene  fortgefilhrtes  Hingleiten  einer  Geraden  längs  zweier 
nicht  derselben  Ebene  angehörenden  Linien  erzeugt,  welche  Linien 
beide  gerade,  oder  die  eine  gerade,  die  andere  gekrümrat,  oder  beide 
gekrümmt  sein  bönneji.  Frezier  rechnet  zur  den  windschiefen  Flächen 
auch  noch  die  durch  ein  ähnliches  Gleiten  einer  krummen  Linie 
erzeugten  Flächen,  welche  heute  nicht  mehr  als  windschief  gelten. 
Einen  weiteren  Oegenatand  von  Freziers  Untersuchungen  bildet  die 
Durchdringung  von   Körpern   und  die  Abwickelung   solcher  Flächen, 


')  Auf  Maciauriiis  Figur  in  <ieu  P.  T.  sind  uwei  Buchstabea  imriclitig, 
welche  wir  mit  dem  Teste  in  EiuHang  gebtacüt  haben.  *)  Cbaslea,  Aper';w 
hist.  pag.  Söii  (deutBCh  B.  a7(i)  und  besonders  Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  dar- 
"l-eUenden  Geometrie  I,  '23—24,  dem  wir  fast  wüttlich  folgen. 
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welche  aus  einer  ondiichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Ebenen  ge- 
bildet era  eh  einen. 

GleichMls  in  Frankreich  erschien  1740  das  Buch:  Usayv  ik 
l'anah/se  de  Descartes  pour  decouvrir,  sans  le  secour  du  calml  diffe'ren- 
tiel,  les  proprietes  Ott  affecUons  principales  des  Ugnes  geometriques  de 
tous  les  ordres  von  Jean  Paul  de  Gua  de  Malves,  Wir  haben  es 
schon  (S,  577  und  605)  wegen  des  algebraischen  Dreiecks  als  Ersatz 
für  das  Newtonsche  Parallelogramm  erwähnt,  auch  (S.  577)  eine 
darin  vorkommende  Eiiminationsmethode  geschildert.  Das  Buch  von 
De  Gua  wurde  gleich  dem  von  Clairaut  (S.  779)  durch  Privat  de 
Moliferes  geprüft,  der  es  am  3.  November  1739  als  des  Druckes 
würdig  bezeichnete.  Das  Buch,  im  kleinsten  Formate  gedruckt,  zer 
fällt  in  drei  Abschnitte  von  sehr  ungleicher  Ausdehnung.  Der  1.  Ab- 
schnitt geht  von  S.  1—24,  der  IL  von  S.  24—347,  der  III.  von 
S.  348 — 454.  Ein  Inhaltsverzeichuiss  irgend  welcher  Art  fehlt,  wo 
durch  das  Zurechtfinden  ungemein  erschwert  ist,  während  die  nichts 
weniger  als  klare  Schreibweise  dem  Studium  des  Buches  in  der  Zeit, 
a!a  es  erachien,  ganz  besonders  hindernd  in  den  Weg  getreten 
sein  muss. 

Der  I.  Abschnitt  handelt  von  den  Mittelpunkten  der  Curven. 
d.  h.  der  algebraischen  Curven,  von  welchen  allein  die  Rede  ist,  und 
auf  welche  sich  auch  die  Titelworte  der  geometrischen  Linien  jeder 
Ordnung  beziehen.  Als  Mittelpunkt,  centre  general,  wird  der  Punkt 
bezeichnet,  in  welchem  alle  durch  ihn  hindurchgehenden  Sehnen 
halbirt  werden,  oder  von  welchem  aus  ein  Auge  alle  einander  dia- 
metral gegenüberliegende  Curvenpunkte  als  symmetrische  Punkte 
sehen  würde*).  De  Gfua  verlegt  nun  zunächst  das  Coordinatensystem, 
auf  welches  die  Curvengleichung  sich  bezieht,  durch  Parallelvei- 
schiebung  nach  einem  anderen  Anfangspunkte  und  dreht  alsdann  die 
Ordinatenaxe.  Heissen  die  ursprünglichen  C'oordinaten  x,  y,  so  wird 
die  Verschiebung  durch  x=^-\-  p,  y  =  '^i  -\-  q,  die  Drehung  durch 
ij  =  «iM,  I  =  z -\- nu  vollzogen,  die  ganze  Ooordinatenveränderung 
beruht  also  auf  den  Gleichungen  x=p  -{-  0  -\-  nu,  ij  =  q-\-  mn 
mit  u  und  z  als  den  neuen  Veränderlichen  und  m  und  n  als  von 
der  Neigung  der  Ordinatenaxe  abhängigen  Constanten.  Ist  der  neue 
Coordinatenanfangspunkt  ein  Mittelpunkt,  so  muss  bei  jeder  Neigung 
der  Ordinalen  zur  Abscissenaxe  im  Mittelpunkte  eine  ebensogrossc 
positive  als    negative   Ordinate    eines   Curvenpunktes  entstehen,   d.  h. 


')  De  Gua,  Usage  de  l'analyse  de  Descartes  pag.  ä:  s?'  Von  nuppose 
oeil  pkic^  dam  le  centre  giniral  d'une  Courbe  queleonque,  les  parties  diawetn 
vient  opposees  dt  eetfe  Courbe  priaenteront  en  fotU  sens  une  symelrie  parfaite. 
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wenn  ^  =  0  gesetzt  ist,  muss  eine  Gleichung  in  n  erschemeü,  welche 
ebensoviele  positive  als  negative  Wurzeln  von  absolut  genommen 
gleichem  Werthe  besitzt.  Das  kann  nur  dann  der  Fall  SPin.  wenn  m 
der  entstehenden  Gleichung  in  u  keine  Potenz  von  u  mit  ungradem 
Exponenten  auftritt,  d.  h.  wenn  solche  Potenzen  alle  den  Coefficienten  0 
besitzen.  Anstatt  x  =  p -^  z -\- nu,  y  =  q  ^  mu  und  dann  ^  =  0 
zu  setzen,  kann  man  aber  sofort  die  Substitution  x  ^  p  -\-  nii, 
1/  =  g  +  »MM  vornehmen,  worauf  die  Coefacieuten  ungerader  Poteuzeu, 
von  u  gleich  Null  gesetzt  die  Werthe  p  und  q  der  Coordmaten  des 
Mittelpunktes,  wenn  es  einen  solchen  gibt,  unabhängig  \on  m  und  n 
finden  lassen  müssen').  Wäre  z.  B.  x^  —  2ax  -\- y^  =  {)  zu  unter- 
suchen, 80  verwandle  man  die  Gleichung  in  (»w*  +  «*)m^  +  {2wg 
-\-2np~2an)u  +  (2)^-j-q^  —  2ap)  =  i)uTiA  setze  2mq-{~2n(p  —  a} 
=  0.  Bei  willkürlichem  m  und  n  kann  diese  Gleichung  nur  mittels 
g  =  0,  ^9  =  «  erfüllt  werden,  imd  in  der  That  hat  der  Kreis 
(x  —  ay  +  ?/ä  =  »3  bg;  j.^a^  1/  =  0  einen  Mittelpunkt.  De  Gua 
behandelt  dieses  Beispiel  allerdings  ganz  anders*).  Er  differentiirt, 
die  Curvengleichung,  wodurch  er  2(x  ~  u)(lx -\- 2i/dy  =^  0  erhält, 
und  setzt  die  Coefficienten  von  dx  und  von  dy,  jeden  für  sich,  =  0, 
wobei  sich  x  =  a^  y  =  0  ergibt,  Dass  man  so  verfahren  kann, 
beruht  auf  der  Entwicklung  des  Gleichungspolynoms  x^  —-  2ax  -f-  //* 
=  F{x,  y),  in  welchem  x{y)  den  Zuwachs  dx{dy)  erhalten  hat,  nach 
dem  Tajlorschen  Satze.  In  dieser  Entwicklung  erhalten  dx  und  dy 
die  Coefficienten  '  ,  -=--- ,  die  man  zum  Verschwinden  zu  bringen 
hat,  wenn  die  ersten  Potenzen  von  dx  und  dy  in  der  Entwicklung 
nicht  vorkommen  dürfen^).  Ist  die  Curvengleichung  von  höherem 
als  dem  zweiten  Grade,  so  muas  die  Differentiation  und  die  Null- 
setzung von  partiellen  Differentialquotienten  fortgesetzt  werden,  wie 
Saurin  (S,  429)  erkannt  hatte,  und  führt  ausser  zu  den  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  auch  zu  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Con- 
stanten der  Curvengleichung,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  ein 
Mittelpunkt  vorkomme. 

Der  II.  Abschnitt  gibt  die  allgemeine  Lehre  von  den  singulären 
oder  merkwürdigen  Punkten*)  der  Curven  und  dergleichen  mehr. 
Der  Name  eines  singulären  Punktes  dürfte  hier  erstmalig  erscheinen, 
während  Saurin  (S,  427)  nur  von  einem  singulären  Falle  der  Be- 
luhiung   gespioehen   hatte      War  im  I  Abschnitte  infolge  von  Coor- 

'■)  De  ijua,    Usaqe   de   fanalyse   de  Descaitei  pag,  3-7,  ')    Ebenda 

pag    10  s)  Ehemla  pag   7—8  und  Addtüon  pag  455—457,  *)    Ebenda 

pag  72  des  points  btnffttlieri  ou  Remariiwables  Auch  in  der  Vorrede  pag,  X 
ist  von  den  Potnts  Singvlters  die  Eede 
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dinatenveräiiderungen  der  etwaige  Mittelpunkt  einer  Curve  anm 
Coordinatenanfangspunkte  geworden,  so  gebraucht  De  Gua  im  U,  Ab- 
schnitte  ein  ganz  ähnliches  Verfahren.  Er  verlegt  den  neuen  Coordi- 
Datenanfangspunkt  nach  einem  singulären  Punkte.  Im  Anfang  de« 
Abschnittes  erscheint  das  mehi^enannte  algebraische  Dreieck  mit 
seiner  Verwendung.  Dahin  gehört  die  Darstellung- von  y  oder  einer 
Potenz  von  y  durch  eine  nach  Potenzen  von  cc  mit  steigenden  Ex- 
ponenten geordnete  Reihe,  die  sich  in  unmittelbarer  Nähe  des  ge- 
wählten Anfangspunktes,  wo  x  unendlich  klein  ist,  auf  das  erste  Glied 
beschränkt*).  Daraus  folgert  De  Gua  weiter^)  die  ümwandelbarlteit 
des  Gleichungspolynoms  der  Curve  ebendort  in  y'"  —  Ax± "  mit  po- 
sitiven A,  m  und  «,  oder  in  ein  Produet  solcher  Ausdrücke.  Da  ein 
singulärer  Punkt  der  Curve  als  Coordinatenanfangspunkt  gewählt 
wurde,  d.  h,  da  3;  =  0,  y  =  0  einen  Curvenpunkt  darstellt,  so  muss 
mindestens  ein  Factor  des  Gleichungspolynoms  unter  dieser  Voraus- 
setzung verschwinden,  d.  h.  x  und  y  müssen  gleichzeitig  positive  Ex- 
ponenten besitzen,  der  erwähnte  Factor  muss  y"'  —  Aj'"  heissen^j. 
Nun  seien  drei  Falle  zu  unterscheiden.  Ist  erstens  )»  grad  und  n 
ungrad,  so  entspricht  auf  der  positiven  Abscissenseite  jedem  x  ein 
tives  und  ein  negatives  y  von  gleicher  Länge,  auf  der  negativen 
cissenseite  sind  die  y  imaginär.  Ist  zweitens  m  und  n  ungrad, 
so  wird  dem  positiven  x  ein  positives  y,  dem  negativen  x  ein  nega 
tives  y  entsprechen,  und  die  singulare  Coordiiiatenanfangspunkt  ist 
Inflexionspunkt.  Ist  drittens  m  ungrad  und  n  grad,  so  entspricht 
dem  positiven  wie  dem  negativen  x  ein  gleichgrosses  positives  y,  und 
im  Coordinatenanfan^punkt  ist  ein  Rüekkehrpunkt  erster  Art,  eine 
Spitze,  erkannt.  Der  vierte  Fall,  dass  _m  und  n  beide  grad,  etwa 
jM  =  2/1,  n  =  2v  wären,  lässt  die  weitere  Zerlegung  y^"  —  Ax'^''  == 
iy  —  yAX')  (3/"  -f-  yAx')  zu,  die  einen  der  drei  früheren  Fällf 
herbeiführt,  oder,  wenn  auch  ft  und  v  noch  beide  grad  sind,  hei 
weiterer  Zerlegung  schliesslich  herbeiführen  muss*).  Ein  Rüek- 
kehrpunkt der  zweiten  Art,  ein  Schnabel,  ist  also  nach 
diesem  Beweis  a  priori  nicht  möglich'').  Auf  diese  Behauptung' 
legte  De  Gua  ein  solches  Gewicht,  dass  er  sie  in  seiner  Vorrede  auf- 
nahm'*).  An  Figuren,  welche  wir  so  getreu  als  möglich  nachbilden,  um 
unseren  Lesern  eine  Vorstellung  von  den  Figurentafeln  von  De  Guas 
Buche  zu  geben,  zeigt  der  Verfasser  zuerst  (Fig.  121),  wie  der  Rück 
kehrpunkt  zweiter  Art  nach  der  Meinung  De  L'Höpitiils  aus.sehi;'). 


Absc: 


')  De  üua,  üsage  de  Vanalyse  <k  Deseartes  p.i 
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um   dann   spdtei   zu   behaupten^)     eine  solche  Zeiclinung  sei  nur  als 
Hälfte     einer    audeien    ("Fig    122)    aufzufasien,    von    -welcher    aber 
De  LHopital  vermöge  dt,r  Evolnten,  die  er  sich  zeichnete,  ein  Theil 
entging     Das  116   Kapitel  wird  un?  mit 
der  Widerlegung  diesei  Meinung   welche 
nicht  ausbheb   bekannt  inathen     Ist  die 
Curveiigleichung  nach  Potenzen  von  y  mit 
fallenden  Exponenten   geordnet,   welchen 

nach    i    geordnete  Polynome   als   (  oefh  j^j^.  ig,  pig,  ,22 

cienten   dienen,   ao  zeigt   das  Fehlen  der 

niedeisten  Gliedei  in  v  an*),  dasa  dei  f nordinatenanfangspunkt  der 
Curve  als  vielfichei  Punkt  angehört  Aehnliche  Beziehungen  finden 
zwischen  dem  Fehlen  der  dem  Grade  der  Curveugleichuug  nach  mög- 
lichen höchsten  Glieder  "in  ^  und  dem  Vorhandensein  von  unendlichen 
CuiTenäaten  und  Asymptoten  statt').  Wenn  auch  die  von  De  Gua 
hervorgehobenen  Thatsaehen  bekannt  waren  (S.  431  und  440),  so 
hatte  man  doch  die  Frage  nach  einem  inneren  Zusammenhange  der- 
selben noch  unterlasBen.  De  Gua  stellte  sie*)  und  beantwortete  sie 
durch  eine  Einführung  neuer  Veränderliehen  auf  Grundlage  der  Glei- 
chungen X  =  =j^ ,  y  =  ^^1  ei"  Verfahren,  welches  er  eine  Pro- 
jection  nennt  und  mit  dem  Schatten  von  Newtons  Enumeratio 
in  Ueber  ein  Stimmung  findet^).  De  Gua  folgert  daraus  später'*)  den 
von  Newton  (S.  423)  ausgesprochenen,  von  Nicole  (S.  777)  und 
Clairaut  (S.  784 — 785)  bewiesenen  Satz,  dass  alle  Curven  3"°"  Grades 
als  Projeetionen  einer  der  fünf  divergirenden  Parabeln  ä"^"  Grades 
anzusehen  sind,  und  ans  den  sogenannten  Schatten  ei^ibt  sich  ihm 
der  neue  Satz,  dass,  wenn  eine  Gurve  3'^°  Grades  drei  In- 
flesionapunkte  besitze,  dieselben  auf  einer  Geraden  liegen 
müssen.  De  Gua  legt  auf  diesen  Satz  grosaes  Gewicht,  so  dass  von 
ihm  in  der  Vorrede  und  an  zwei  Stellen  des  Buches  die  Rede  ist'). 
Hatte  De  Gua  bisher  immer  darauf  geachtet,  einen  singulären  Punkt 
zum  Coordinatenaufangspunkte  zu  wählen,  ao  wendet  er  sich  im 
weiteren  Verlaufe  der  Aufgabe  zu,  ausserhalb  des  Coordinatenanlängs- 
punktes  befindliehe  vielfache  Punkte  zu  ermitteln")  und  gelangt  zu 
den  Saurinschen  Ergebnissen  (S.  42fl).  Er  verbindet  mit  diesen  Er- 
örterungen Bemerkungen  gegen  De  L'Höpital,  gegen  Leibniz  u.s.w., 
bei   welchen   das  Recht  nicht  auf  seiner  Seite   i.st.     Den  Schluss  des 

')  De  Gua,  Usage  de  l'analyse  de  Descartes  pag.  81.  ')  Ebenda  pag.  91 
big  «2.  ^)  Ebenda  pag.  148  sqq.  ')  Ebenda  pag.  198.  ")  Kbenda  pag.  20-2: 
i'igwation   de   l'Ombie   0«  de   la  Frojeetiou  cherctiee,  ")  Ebenda  pag,  22a- 

')  Ebenda  Priface  pag.  XVIII,  pag.  225  und  313.        ')  Ebenda  pag.  236. 
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II.  Äbschuibtes  bildet  der  Satz'),  dass  der  Uebergang  von  einem 
gradlinigen  Coor diu atensy steine  zu  einen  anderen  den  örad  einer 
Cnrvengleichung  nicht  verändern  könne. 

Der  III.  Abschnitt  wendet  die  allgemeinen  Lehren  des  II.  Ab- 
schnittes auf  bestimmte  Aufgaben  an,  welche  zwar  keineswegs  des 
Interesses  entbehren,  uns  aber  doch  nicht  zur  Berichterstattung  yer- 
pfiiehten.  Die  Bemerkung  mag  genügen,  dass  dort  De  (Juas  Elimi- 
nation s  verfahren  (S.  577)  mehrfach  zur  Anwendung  gelangt. 
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Analytische  Geometrie  1740— 1748.  Maclauriii.   Eulers  Introductio, 
Band  II. 

Etwa  zur  gleichen  Zeit,  in  welcher  De  Guas  Üsage  de  Tanalyse 
de  Descartes  in  den  Buchhandel  kam,  gab  Edmund  Stone  in  den 
P.  T.  zwei  Curven  3**°  Grades  an,  welche  Newton  und  Stirling  in 
ihrer  Aufzählung  übersehen  hatten"),  und  anderthalb  Jahre  später 
dürfen  wir  einen  in  derselben  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsatz  von 
De  Oastillon  über  eine  besondere  Gurve  4**''  Grades  erwähnen"), 
welcher  er  den  Namen  der  Oardioide  beilegte,  naöhdem  Louis 
Carre*)  (1663—17111,  ein  Schüler  von 
Varignon,  im  Februar  1705  die  Curve 
zum  Gegenstande  einer  Untersuchung  ge- 
macht hatte^),  in  welcher  nicht  einmal 
ihre  Gestalt  vollständig  erkannt  war,  und 
in  welcher  ein  gewisser  Koenersma  als 
Vorgänger  auf  diesem  Gebiete  erwähnt 
wurde.  Derrichtige  Name  dürfte  Koersma 
sein,  wahrscheinlich  ein  Holländer  Jacob 
Koersma,  von  welchem  eine  kleine  Druck- 
Pig.  las,  achrift  von  1690  bekannt  isf"').     Die  De- 

finition der  Curve  (Fig.  123)  lässt  sie  als 
den  Ort  des  Punktes  N  erkennen,  der  auf  irgend  einer  won  dem 
festen  Punkte  A  einer  gegebenen  Kreislinie  ausgehenden  Sehne  ge- 
funden wird,  wenn  von   dem   zweiten  Kreiadurchschnitte  M  aus  dem 


')  De  Gua,  Usage  de  l'anahise  de  DescaHen  pag.  340.  *)  P.  T.  XLl, 

319—320,  Kr.  456,  für  Jannar  bis  Juni  1740.  =)  Ebenda  778—781,  Nr.  4U1, 

fiii'  August  bis  December  1741.  ')  Hisloire  de  l'Academie   des  Sdencen  de 

Paris.     Aiiuue    1711.     Hisloire  pag,  102—107.  '■)   Ebenda.     Annee  ITOö, 

pag.  56—61.        ")  Eneström  in  der  BiUiotheca  mathemiUica  1898  S.  Bö. 
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Durehmeaaer  AB  des  Kreises  gleiche  Strecken  MN  nach  beiden 
Seiten  abgeschnitten  werden. 

Der  1742  erachienene  IV.  Band  der  Gesammtwerke  von  Johann 
Bernoulli  würde  uns  veranlassen  müssen,  an  dieser  Stelle  einen 
Aufsatz  über  die  kürzeaten  Linien  auf  gekrümmten  Oberflächen  bu 
besprechen,  wir  ziehen  es  aber  vor,  ihn  nebst  theils  früheren,  theils 
späteren  Abhandlungen  ähnlichen  Inhaltes  von  Euier  und  Clairaut 
ini   in.  Kapitel  zu  behandeln. 

Eine  Schrift  von  Patrick  Murdoch^)  (f  1774)  über  Newtons 
Schattenerzeuguug  der  Curven^)  gelangte  1746  zur  Ausgabe,  ist  uns 
aber  nie  zu  Gesicht  gekommen. 

Wir  haben  im  106.  Kapitel  über  die  Algebra  Maelaurins  be- 
richtet, deren  Dnick  174«  sich  vollendete.  Wir  haben  dort  gelegent- 
lich (S.  589)  von  einem  aus  65  Seiten  bestehenden  geometrischen 
Anhange  gesprochen,  und  gegenwärtig,  wo  wir  im  Begriife  sind, 
unsere  damalige  Zusage  erfüllend  den  Inhalt  des  Anhanges  zu  schil- 
dern, müssen  wir  zugleich  unsere  Leser  daran  erinnern,  dass  Maclaurin 
Braikenridge  gegenüber  von  einem  geometrischen  Zusätze  zu  einem 
Kapitel  seiner  Algebra  gesprochen  hat  (S.  792).  Wir  müssen  daran 
erinnern,  um  zu  betonen,  dass  der  1748  gedruckte  Anhang  sich  nicht 
vollständig  mit  Maelaurins  Ankündigung  deckt,  eine  auch  uns  etwas 
räthaelhafte  Thatsache.  Man  kann  den  Herausgebern  von  Maelaurins 
nachgelassener  Algebra  nur  beipflichten,  dass  aie  dem  Anhange^)  eine 
□eu  beginnende  Seitenzählung  verliehen,  denn  es  handelt  sich  in  ihm 
nirgend  um  algebraische  Dinge,  man  kann  aber  ebenso  nur  einver- 
standen damit  sein,  dass  die  Schrift  als  Anhang  zur  Algebra  gedruckt 
wurde,  denn  die  in  ihr  gezogenen  Schlussfolgerangen  sind  trotz  des 
geometrischen  Inhaltes  durchaus  algebraisch.  Maclaurin  hat  selbst 
die  Trennung  durch  einen  Wechsel  in  der  Sprache  herausgefordert, 
indem  er  die  Algebra  englisch,  den  Anhang  lateinisch  verfasste. 
Dessen  Titel  lautet:  De  (inearum  gei)melricanmi  proprietatilrus  genera- 
libus.  Nach  einer  Einleitung  von  1'/;  Seiten  folgt  ein  I.  Abschnitt 
über  geometrische  Linien  im  Allgemeinen*),  ein  II.  Ab.schnitt  von 
den  Kegelschnitten^),  ein  III.  Abschnitt  von  den  cuhischen  Curven"). 
Aus  dem  I.  Abschnitte,  welcher  die  Grundlage  der  beiden  anderen 
bildet,    heben   wir   Folgendes    hervor.     Die    Gleichung    einer    Ourve 

')  Poggendorff  I!,   240  —  241.  ')   CliasieR,   .Ajteif«   hüt.  |Mg.  146 

(deutach  14a).  ')  Eiae  französiBche  UeberBetziing  des  „Appmidisr"  mit  Noten 

und  ZuaüUen  findet  sich  iu  E.  de  Jonqnieres,  Melange«  de  giomitrie  pure 
(1866)  pag,  lö7— 261.  ')  Maclaurin,  Appendix  |»ag,  2— 2!t:    l)e  linets  geo- 

melrieia  in  genere.  ')  Ebenda  pag.  30~3G:    J?e  Imein  gfcwndi  ordinis  sive 

^ecUombus  eonieis.  ')  Ebenda  pag.  37—65;  De  lineiF  lertii  wdinig 
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y     geordnet, 
=  0    heissen. 


Durch    die    Substitution 


n*'"     Grades     wird,     nach 
{cx^  -~  dx  -\~  e)f— 

y  =  M  -| ^^    entsteht   eine   nach  m   geordnete   Gleichung  wieder 

vom  B*™  Grade,  in  welcher  aber  kein  Glied  m"~'  Torkommt,  d.  h. 
die  Summe  positiver  und  negativer  m,  welche  zu  einem  bestimmten  x 
geholfen,  ist  0,  beziehungsweise  die  ■  Äbscissenaxe  der  Oorve  ist  ein 
Durchmesser  derselben^).  Stirling  hatte  (S.  434)  den  gleichen  Satz 
fast  genau  ebenso  bewiesen,  und  an  Stirling  (S.  435)  ermnert  auch 
der  Beweis  des  Newtonschen  Satzes  von  den  Producten  der  Ab- 
schnitte einer  Curventransversale  gestützt  aut  das  von  y  freie  letzte 
Glied  der  Curvengleichung^).  Nun  kommt  Maelaurin  zu  einem  wich- 
tigen von  ihm  entdeckten 
Satze.  Seien  (Fig.  124)  von 
P  aus  drei  Gerade  FABC, 
Fahc,  FDIE  bis  zum 
Durchschnitte  mit  einer 
Curve  gezogen,  welche  bei- 
spielsweise als  3'""  Grades 
angenommen  wird ,  dann 
stehen  nach  dem  eben  er- 
wähnten Productensatze  A  P 
■  BPCPund  aFhPcF 
in  einem  constunten  Verhält- 
nisse. Die  logarithmischen  Differentiale  solcher  Produete  sind  aber, 
wie  Maelaurin  in  einem  Zwischensatze  behauptet  (natürlich  ohne  dieses 
Wortes  oder  der  Differentialzeichen  sich  zu  bedienen,  statt  deren  er 
von  Fluxionspünktchen  Gebrauch  macht),  einander  gleich,  d.  h.  es  ist 
Eine  weitere  Zwiachen- 


dbP 


dAP    I    dBP    ,    dCP  _  daP 

AP   '^   SP     '      O'P  '^  •.-- 

bemerkung,  von  Maelaurin  ohne  Beweis  und  ohne  Unterstützung  durch 

eine  Figur  als  etwas  ganz  Bekanntes')   ausgespi ochen,   ist  folgende: 

Zieht  man  (Fig.  125)  in  A   die  Berühr ungslime  AK,  verschiebt  AP 

unendlich   wenig  parallel  zur  Anfangslage,  so   i9t       ,   =  p^, 

A'L  =  dÄP,    AL  =  PP'=dEP,   also   %i^^=^i^^  und    '^^^ - 


aber 


dEP 

PK  ' 
daP 


dEP 

Weise    ergeben    sich 

u.  s.  w.    Das  Lemma  von  dem  logarithmischen  Ditferen- 


Auf    ganz    ähnliche 
dEP 


-  pj^   u^«     ^p 

dBP  _  dEP 
BF  PI-   ' 


')  Macla 
tisgimtim. 


,  Appendix   pag.  i 


')  Ktienda  p^g.  7— 
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tiale    der   Producte    führt  also  ; 

beziehungsweise  zu  p-^^  ^  ^^.^  ^  J^  = 
Pj7  +  57  +  p  i '  '■*'i'3  "iiß  Summe  dieser  reciprokeii  Werthe  ist  auch 
rn  "'"  Pl  ''^  I'E'  ^"  Worten:  Weiiu  man  durch  einen  in  der  Ebene 
einer  geometrischen  Curve  lie- 
genden festen  Punkt  eine 
Transversale  zieht,  welche  die 
Curve  in  so  vielen  Punkten 
triift,  als  sie  Dimensionen  hat, 
darauf  in  diesen  Punkten  Tan- 
genten an  die  Curve  zieht 
und  endlich  durch  den  festen 
Punkt  eine  zweite  öerade  in 
willkürlicher  Kiehtung,  die 
aber  unveränderlich  Meibt,  legt, 

so  wird  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Abstände  von  dem 
festen  Punkte  nach  den  Durchschnittspnnkten  der  genannten  Tan- 
genten mit  der  festen  Geraden  constant  sein,  nämlich  gleich  der 
Summe  der  reciproken  Abstände  des  Punktes  von  den  Durchsehnitts- 
pnnkten  der  festen  Geraden  mit  der  Curve').  Ein  anderer  Satz*) 
hatte  sich  in  den  nachgelassenen  Papieren  von  Cotes  aufgefunden, 
woher  Robert  Smith  ihn  Maclaurin  mittheilte,  der  dann  seinerseits 
einen  Beweis')  dazu  erfand.  Der  Satz  heisst:  Wenn  man  um  einen 
festen  Punkt  F  eine  Transversale  in  Drehung  versetzt,  welche  eine 
geometrische  Curve  in  so  vielen  Punkten  A,  B,  C  ■  •  schneidet,  als 
sie  Dimensionen  hat  und  man  auf  dieser  Transversalen  in  jeder  ihrer 
Lagen  einen  solchen  Punkt  M  annimmt,  dass   irnt  "las  arithmetisi '  ■ 

Mittel  aus  pj ,   p^,  pc  '  "  '^^' 
geometrischen  Orte  eine  ge 
rade  Linie.    Maclaurm  nennt 
dabei  PM  dai   harmonische 
Mittel,  medium  Jun 
von  PÄ,  PB,  PC 

Im  II,  Abschnitte  dürfte 
folgender  Satz  Maclaurins 
Eigenthum    sein.     Seien   (Fig.  12Ü)  A 


'  PM 
hat   der  Punkt  M  zu   seinem 


•)1 


,clai 
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Kegelschnittes,  P  der  Durchschnitfcspuukt  cler  Geradei)  Aß,  FG, 
TT  der  ÄG,  BF,  so  schneiden  die  Tangenten  AK,  FK,  beziehungs- 
weise BL,  GL,  einander  in  Punkten  K,  L,  welche  mit  I*  nnd  TT  auf 
einer  Geraden  liegen ').  Das  Pascalsche  Sechseck  ist  kurz  erwähnt"''), 
Maclauriti  hatte  es  schon  früher  in  seiner  Abhandlung  in  den  P,  T, 
von  1735  und  wiederholt  in  den  Treatise  of  fluxions  von  1742 
behandelt. 

Im  III,  Abschnitte  sind  viele  Sätze  bemerkenswerth.  Wir  be- 
schränken unsere  Auswahl  auf  einige  wenige  und  kürzen  den  Wort- 
laut dahin  ab,  dass  wir  die  (Jurve  3"°°  Grades  einfach  Curve  nennen. 
Schneidet  eine  Gerade  die  Curve  in  drei  reellen  Punkten,  zieht  niau 
an  jeden  Durchschnittspi\nkt  die  Tangente,  welche  noch  einen  wei- 
teren Punkt  mit  der  Curve  gemeinsam  haben  wird,  so  liegen  diese 
drei  neuen  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden^.  Werden  aus 
einem  Curvenpunkte  zwei  Berührungslinien  an  die  (^lurve  gezogen, 
schneidet  dann  die  Berührungssehne  die  Curve  in  einem  weiteren 
Punkte,  und  werden  an  diesen  und  an  den  ersten  Punkt  die  Be- 
ruh rungsl  in  ien  gezogen,  so  schneiden  letztere  einander  in  einem 
Curvenpunkte*).  Die  Verbindungsgerade  zweier  Inflexionspunkte  der 
Curve  geht  durch  den  dritten  In  flexi  onspunkt  ^).  Das  ist  der  Satz, 
welchen  De  Gua  schon  1740  veröffentlicht  hatte  (S,  797),  was  aber 
Maclaurin  sehr  gut  unliekannt  geblieben  sein  kann.  Auch  diese 
unsere  sehr  knapp  gewählten  Auszüge  bestätigi-n  das  Urthcil  des  be- 
rufensten Kenners*),  der  den  Anhang  ein  Werk  von  bewunderungs 
würdiger  Eleganz  und  Präciaion  genannt  hat. 

Das  Jahr  1748,  in  welchem  Maclaurins  Anhang  bekannt  wurde, 
war  auch  das  der  Veröffentlichung  von  Eulers  Introductio,  und 
wenn  wir  ihrem  zweiten  geometrischen  Bande  auch  nicht  ein  ganzes 
Kapitel  widmen,  so  verlangt  er  doch  eine  einigermassen  ausführliche 
Berichterstattung  über  seine  zweiundzwanzig  Kapitel  einer  analytischen 
Geometrie  der  Ebene,  denen  ein  Anhang  von  den  Oberflächen  in 
sechs  Kapiteln  nachfolgt. 

Das  1.  Kapitel,  Von  de»  Curven  überhaupt,  unterscheidet 
zwischen  algebraischen  oder  geometrischen  und  transcendenten,  zwi 
sehen  ein-  und  mehrdeutigen  Curven,  bespricht  die  imaginären  Durch- 
schnittspunkte der  Cnrven  mit  der  Abscissenaxe,  die  nur  paarweise 
auftreten,  und  ebenso  die  gleichfalls  paarweise  auftretenden  unend- 
lichen Aeste. 

')  Maclaurin,  Appenilix  pag.  Hl,  ')  Ebenda  pag,  33,  g  H.  ')  EbeniiB 
pag.  39,    g  57.  ')   Ebenda    pag,  4Ü,   §  üB.  *)   Ebendn   pikg.  44,    §  fl? 

'j  Chaales,  Aperi-u  hist.  pag,  146  (deutsch  S.  143), 
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Das  2.  Kapitel,  Von  dtsr  Veränderung  der  Coordinaten, 
setzt  nur  geradlinige  Coordinaten  voraus,  und  zwar  zunächst  recht- 
winklige. Die  Coordinatenveränderung  wird  bei  Verlegung  des  An- 
fangspunktes zu  den  Gleichungen  x^t  —  f,  y  =  u  —  g  führen,  bei 
hierauf  vorgenommener  Drehung  des  rechtwinklig  bleibenden  Coordi- 
natenkreuzes  um  den  Winkel  g  zu  den  Gleichungen:  ^  =  m  ■  sin  g 
+  i  ■  cosg  —  /;  j/  =  M  -cosg  —  ;.  sing  — (/  oder  a;  =  mu-\-  nt~f\ 
y  ^  nu  —  mt  —  g  mit  m^  +  ?i*  =  1 .  Wendet  man  sie  z,  B.  auf  die 
der  Abscissenaxe  in  der  Entfernung  a  parallele  Gerade  an,  welche 
die  Gleichung  y  =  a  haben  muss,  so  erseheint  a=^nii  —  int  —  <j 
oder  nhti  -  mkt  —  h{g  -\-  a)  =  0,  beziehungsweise  au-{-ßt-\-h  =  0 
als  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden  im  rechtwinkligen  Coordi- 
natensysteme.  In  zweiter  Linie  wird  von  der  Eecht winkligkeit  des 
Coordinatensystems  Abstand  genommen  und  stufenweise  die  Umwand- 
lung eines  rechtwinkligen  Systems  in  ein  schiefwinkliges  unter  Bei- 
behaltung der  Richtung  der  Abscissenaxe  oder  in  ein  beliebiges 
schiefwinkliges  System  vorgenommen. 

Das  3.  Kapitel,  Von  der  Eintheiluug  der  algebraisrhen 
krummen  Linien  in  Ordnungen,  zeigt  den  Grad  der  Gleichungen 
als  naturgemässen  Bintheilungsgrund,  weil  derselbe  durch  Wahl  eines 
anderen  Coordinatensystems  nicht  verändert  wird.  Wohl  aber  kann 
die  Art  der  Gurve  innerhalb  derselben  Ordnung  sich  verändern,  je 
nachdem  ein  oder  das  andere  Coordinatensystem  zu  Grunde  liegt. 
Die  Gleichung,  welche  z.  B.  im  rechtwinkligen  Systeme  die  eines 
Kreises  ist,  bedeutet  in  einem  schiei'winkligen  Systeme  eine  Ellipse. 
Die  durch  eine  Gleichung  dargestellte  Curve  ist  folglich  nur  dann 
vollständig  gegeben,  wenn  man  das  zu  Grunde  liegende  Coordinaten- 
system kennt.  Auch  bemerkt  Euler,  dass  die  allgemeinste  Gleichung 
n^"  Grades  zwischen  x  und  y  aus  '-T_'A"_T  _'  Gliedern  bestehe, 
und  dass  Gleichungen,  deren  Polynome  in  reelle  t'actoreu  zerfallen, 
eine  Verbindung  mehrerer  von  einander  verschiedener  Linien  be- 
deuten. 

Das  4.  Kapitel,  Von  den  vornehmsten  Eigenschaften  der 
Linien  einer  jeden  Ordnung,  nennt  als  Wissenswürdigstos  bei 
jeder  Curve  die  iVnzahl  der  Punkte,  in  welchen  sie  durch  eine  Gerade 
geschnitten  wird,  und  die  bei  der  Curve  m**"  Grades  höchstens  n  ist. 
Man  kann  also  aus  dem  Vorhandensein  von  n  Durchschnittspunkten 
einer  Curve  mit  einer  Geraden  nur  folgern,  dass  sie  nicht  algebraisch 
von  niedrigerem  als  dem  n**"  Grade  sei,  denn  sie  kann  auch  algebraisch 
von  höherem  Grade  oder  auch  transcendent  sein.  Zur  Bestimmung 
der  —--     -  --        Glieder  der  allgemeinen  Gleichung  »(""  Grades  ge- 
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1  = 


als  Einheit  gewählt  werden  darf.  Die  -  ■'T  ■  Bedingungen  können 
ebensoviele  Punkte  sein,  durct  welche  die  Curve  hin  durch  nugehen 
hat,  und  man  wählt,  wenn  solche  Punkte  gegeben  sind,  die  Coordi- 
natenaxen  vortheilhaft  so,  dasB  einer  der  gegebenen  Punkte  Coordi- 
natenanfangspunkt  werde,,  ein  zweiter  auf  der  Abscissenaxe,  ein 
dritter  auf  der  Ordinatenaxe  liege. 

Das  5.  Kapitel,  Von  den  Linien  der  zweiten  Ordnung,  geht 
von  der  allgemeinsten  Gleichungsform  u -\-  ßx  -\-  yy  -\-  Sx^  -\-  exy 
+  ly^  ==  0  oder  y^  -f-  ^^-^—y  -\ — g_±_P^  T  "  ^^  o  ^yg^  welche  er- 
kennen lässt,  dasH  zu  jedem  x  zwei  reelle  y  gehören  oder  gar  keines. 
Bei  £  =  0  fällt  allerdings  das  eine  j/  =  oo  aus.  Schneidet  (Fig.  127) 
die  Ordinate  NMP  die  Curve  wirklich   in   zwei  Punkten  N  und  M, 


so  sind  die  Ordinaten  NP,  MF  diejenigen,  welche  zu  x  =  AF  ge- 
hören, und  ihre  Summe  ist  der  entgegengesetzt  genommene  Coefli- 
cient  von  >/  in  der  nach  y  quadratischen  Gleichung,  d.  h.  PM  -\- 
PN=~- — y^"  -^"^  andere  Ordinate  nm  \\  NM  liefert,  da 
ihr  Stück  2>m  negativ  ist,  pn  ~ pm  =  —  ^■'■■■■^■^'^  und  durch  Sub- 
traction  beider  Gleichungen  von  einander  entsteht  FM-\-pm  + 
PN^pn  =  **-^p^.3  =  'Lp!.  Wird  m/i  \\  nv  \\  AF  gezogen,  so 
zeigt  sich  PM  +  pm^PN-'i)n^Mfi  +  Nv  und  ^''^-^''=J, 
wo  die  einzigen  Voraussetzungen  in  dem  Parallefisraus  von  MN  und 
7iin  und  von  nv,  mfi  und  von  AP  bestanden.  Nun  schiebe  man 
(Fig.  128)  die  MN  sich  selbst  parallel  so  weit  fort,  bis  M  und  N  in 
C  zusammenfallen  und  die  Sehne  zur  Berührungslinie  wird,  während 
immer  noch  mn  ||  MN\\  Jü  und  CD  die  Ase  darstellt,  die  parallel 
den    mif   MJ,   NK,  nh    verläuft.      Während   aber   vorher   M(i,  Nv 
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nach  gleicher  Richtimg  sich  erstreckten,  ist  bei  CJ,  CK  nnd  bei 
Ci,  Ck  das  Entgegengesetzte  der  Fall,  so  dass  dem  vorigen  Er- 
gebnisse jetzt  die  Gleichungen  entsprechen  '^"'^j—  =  '  und 
""mt  '  =  f  -  aus  welchem  Ci~  Ck  =  ~^(CJ—  CK)  folgt.  Wählt 
man  die  von  vomhereiii  an  keinerlei  Bedingung  geknüpfte  Lage  vou 
CD  so,  dasB  die  ihr  parallelen  MJ  und  jV^  derart  in  JK  eintreffen, 
dass  CJ-=  CK  oder  CJ—  CK=  0  wird,  so  muas  auch  C*  —  CJl;  =  0 
sein;  oder,  weil  CLMJ,  ÜLNK,  Olmi,  Clnk  lauter  ParaUelo- 
grainme  sind,  folgt  aus  CJ=  CK  nicht  bloss  LM=  LS,  sondern 
auch  Im  =  In,  d,  h.  die  Gerade,  welche  von  einem  Cnrvenpunkte 
ausgehend  eine  der  Berührungslinie  an  jenen  Curvenpnnkt  parallele 
Sehne  halbirt,  muss  auch  jede  andere  ihr  parallele  Sehne  halbiren 
und  ist  ein  Durehmesser  der  Curve.  Euler  bezeichnet  diese  Eigen- 
schaft der  Curven  2«°  Grades,  die  aus  der  Betrachtung  des  Coeffi- 
cienten  der  ersten  Potenz  von  y  in  der  Curvengleichung  ermittelt 
wurde,  als  erste  Haupteigenachaft,  welcher  eine  zweite  zur  Seite  steht, 
zu  der  er  von  dem  y  nicht  mehr  enthaltenden  Gliede  ^■"'-+^-i'^d:J! 
aus  gelangt.  Wenn  (Fig.  127)  die  zur  Abscissenaxe  gewählte  AP 
die  Curve  in  zwei  Punkten  E  und  F  schneidet,  so  ist  dort  »/  =  0, 
und   weil   ebendort  die  Curvengleichnng  erfüllt  wird,  so  muss  in  i.' 

und  F  auch  *— +P±X"  =  ü  sein,  d.  h.  diese  letztere  Gleichung 
hat  die  zwei  reellen  Wurzeln  x  =  AE  und  x  ^  AF  oder  es 
ist  ^^^--i^±^  ^  ^^- (:,:-.  AE)U>-  — AF).  Derselbe  Ausdruck 
-j--  -  ist  abur  bei  jedem  .r,  z,  R.  bei  x  =  AP,  wodurch 
X  -  AE^—  FE,  ./■  AF^  —  PF,  '^^{x  —  AE)  {x  ~  AF) 
=  „  PF-  PF  wird,  das  Product  der  beiden  dem  x  =  AP  ents 


den    y   (PM   und    PN).     Man   hat   also    ^  PF  ■  PF  =  PM  ■  PN, 

l'M  ■  PN        S  S 

pp    py  =  f  ,    *vo    der   Bruch         ausschliesslich   von    dem  Winkel, 

welchen  die  beiden  Coordiuaten  mit  einander  bilden,  abhängt. 
Bleibt  dieser  unverändert,  indem  z.  B.  mn  [[  MN,  so  muss  auch 
pW  F^°  r  ^^^^'  J^"™"**  folgt  leicht,  dass,  wenn  Kwei  parallele 
Paare  einander  sehneidender  Sehnen  einer  Curve  2"''  Grades  gegeben 
sind,  der  Quotient  aus  dem  Producte  der  Abschnitte  der  einen  Sehne 
getheilt  durch  das  Product  der  Abschnitte  der  anderen  Sehne  bei 
beiden  Paaren    der   gleiche    sein   muss,   und   dieser  Satz  bildet  nach 
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Euler  die  zweite  Haupteij^enschaffc  der  Curveii  2""  Gi'ades.  Be- 
trachtet man  einen  Durchmesser  CD  (Fig.  128)  als  die  eine  Sehne 
und  wählt  sie  zugleich  zur  Ähseiaaenase  mit  0  als  Anfangspunkt, 
nimmt  man  ferner  die  Eerührungslinie  CK  in  6'  zur  Ordinatenaxe 
und  betrachtet  eine  ihr  parallele  Sehne  MN  als  die  von  CD  in  // 
geschnittene,  so  ist  „^^ — j-^,  von  eonstantem  Werthe,  der  etwa 
-r  heissen  mag.  Nun  sei  CD  =  a  die  Länge  des  Durehmessers  bis 
zu  seinem  zweiten  Durchschnitte  mit  der  Cnrve,  CL=^x,  also 
LD  ^=  n  —  X,  ]\tL  ^  LN^=^  y,  so  erscheint  if  =  ,  [ax  —  x^)  als 
Gleichung  der  Curve  2'^"  Grades.  An  einer  späteren  Stelle  wird 
y^  ^  a  -\-  ßx  -\-  yx^  als  Gleichung  irgend  einer  Cnrve  2*™  Grades, 
bezogen  auf  einen  Durehmesser  als  Abscissenaxe  und  die  durch  ihn 
halbirten  Sehnen  als  Ordinaten,  gefunden,  weil  in  diesem  Coordinaten- 
systeme  zu  jedem  x  zwei  gleiche  einander  entgegengesetzte  y  gehören 
müssen,  weshalb  in  der  Curven gleich ung  die  erste  Potenz  von  y  nicht 
vorkommen  kann.  Wir  würden  über  das  ganze  Kapitel  Satz  für  Satz 
berichten  müssen,  wollten  wir  Alles  angeben,  was  Euler  an  merk- 
würdigen, wenn  auch  an  sich  nicht  neuen,  doch  meistens  in  neuer 
Weise  hergeleiteten  Ergebnissen  in  ihm  vereinigt  hat.  Wir  erwähnen 
nur  in  aller  Kürze  den  Nachweis  des  Vorhandenseins  zweier  zu- 
sammengehöriger Durchmesser,  eines  Mittelpunktes,  zweier  recht- 
winklig zusammengehöriger  Durchmesser,  endlich  zweier  Punkte  auf 
dem  grösseren  Hauptdurchmesser,  welche  symmetrisch  zum  Mittel- 
punkte liegend  die  von  Euler  zuerst  als  Definition  benutzte  Eigen- 
schaft besitzen,  die  von  ihnen  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  CuiTe 
gezogenen  Strecken  rational  durch  die  auf  dem  Hanptdurchmesser 
selbst  gemessenen  Abscissen  jener  Durchschnittspunkte  ausdrücken 
KU  lassen,  und  welche  Brennpunkte  heissen. 

Das  6.  Kapitel,  Von  den  Arten  der  Linien  2*""  Grades,  steht 
dem  5.  an  Eigenartigkeit  und  Neuheit  der  Behandlungsweise  keines- 
wegs nach.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  y^  ^=^  k  •\-  ßx  -\-  yx^, 
welche  man,  da  sie  nur  zwei  zusammengehörige  Durchmesser  als 
Coordinatenaxen  voraussetzt,  durch  Wahl  eines  Hauptdurchmessers 
zur  Abscissenase  auch  als  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteni 
bezogen  betrachten  kann,  folgert  Euler  ein  wesentlich  verschiedenes 
Aussehen  der  Curve,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  oder  Null  ist. 
Bei  j'  >  0  besitzt  die  Curve  vier  ins  Unendliche  fortlaufende  Aeste, 
weil  sowohl  a;  ^  oo  als  a^  =  —  oo  zu  //  ^  +  oo  führt.  Bei  y  <  0 
besitzt  die  Curve  keinen  Punkt  im  Unendlichen,  weil  y  imaginär 
wird,  wenn  a:  ^  +  oo.     Bei  }■  =  ü  besitzt   die  Curve  zwei  ins  Un- 
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endliche  fortlaufende  Aeste,  weil  ^  =  +  00  wird,  wenn  ßx  im  Un- 
endlichen positiv  ist,  während  y  imaginär  ist,  wenn  ßx  im  Unend- 
lichen negativ  ist.  Die  drei  Ciirvenarten  werden  Hyperbel,  Ellipse, 
Parabel  genannt,  nnd  nunmehr  hat  Euler  das  Recht  erlangt,  sie  ein- 
zeln jede  für  sieh  zn  betrachten,  was  in  der  Reihenfolge;  Ellipse  mit 
dem  Kreise  als  Sonderfall,  Parabel  als  Ellipse  mit  unendlich  grosser 
Axe,  Hyperbel  mit  ihren  beiden  Asymptoten  geschieht.  Die  Tangenten- 
eigenschaften ergeben  sieh  aus  im  5.  Kapitel  bereits  ermittelten 
Gleichungen.  Von  den  Merkmalen,  welche  sonst  zur  Unterscheidung 
der  drei  Curvenarten  gebraucht  werden,  und  die  sich  unter  Annahme 
der  CEleicbungsform  af  +  ßxy  -f  yx^  +  d*/  -f  «3:  +  t  =  0  auf  die 
Werthe  von  ß^  —  4ay  beziehen,  ist  hier  noch  nicht  die  Rede. 

Das  7.  Kapitel,  Von  den  ohne  Ende  fortlaufenden  Äesten, 
füllt  diese  Lücke  aus,  und  zwar  von  einem  öesiehtspmikte,  der 
weit  über  die  Curven  2*™  Grades  hinausreicht.  Euler  betrachtet  die 
allgemeinste  Curve  m*™  Grades,  dereu  Gleich uagspolynom  in  w  +  1 
Gruppen  zerfällt,  in  deren  jeder  solche  Glieder  vereinigt  sind,  welche 
die  beiden  Veränderlichen  zusammen  in  gleicher  Dimension  aufweisen. 
Die  höchste   Gruppe  wird  also   sein   P  =  aif -\' ßy"-^x -\- yij''~''x? 

-\ |-|it".   Die  Kweithöchste  Gruppe  soll  Q,  die  dritthöchste  li  \i.h.v/. 

heissen,  die  Gleichung  selbst  also  P  +  ^  +  R  -f  S  H =  0.    Nun 

kann  P  theile  aus  reellen  einfachen  Factoren,  theils  aus  Faetoren 
2*™  Grades  A'^n'^  —  2ABxy  coa^ -j- B^x^  bestehen,  welche  letztere 
nur  in  imaginäre  einfache  Eactoren  zerfallen.  Dass  P  ausschliesslich 
solche  Faetoren  2""  Grades  besitze,  verlangt  ein  grudes  n,  mindestens 
«='2.  In  solchem  Falle  kann  die  Curve  keinen  Punkt  im  Unend- 
lichen besitzen,  denn  mag  x  '=  00  oder  y  =  00  oder  x  =  oo  und  »/  =  00 
gesetzt  werden,  immer  ist  — 2 ABxy  cos  (p  kleiner  als  das  wesent- 
liche positive  Ä^y^  -j-  B'^x^,  so  dass  der  betreffende  Factor  unter 
jenen  Annahmen  00^  wird  und  mit  ihm  auch  P  unendlichgross  werden 
muss.  Gegen  P  verschwinden  aber  die  Gruppen  von  niedrigerer  Ab- 
messung Q  -]-  B  -\-  S-\ ,  und  die  Curve  kann,  wie  vorausgeschickt 

wurde,  keinen  Punkt  im  Unendlichen,  also  auch  keinen  ohne  Ende 
fortlaufenden  Ast  besitzen.  Bei  «  =  2  ist  P  ^=  ccif  -\-  ßxy  -\-  yx^, 
und  dessen  beide  einfache  Faetoren  ccy -{-  iß -^'^ß'^  ■ — iay)  und 
y-^~{ß — Yß'^ — 4tay)  sind  imaginär,  wenn  ^^— 4ßy<0.  Darin 
besteht  also  das  Merkmal  für  die  nur  im  Endlichen  verlaufende  Ellipse. 
Nun  besitze  zweitens  P  ausser  dem  aus  lauter  in  grader  Anzahl 
vorhandenen  imaginären  einfachen  Faetoren  gebildeten  Ausdrucke 
M  noch  den  reellen  einfachen  Factor  p  =  ay  —  fix,  d.  h,  die 
Gleichung    heisse   pM  +  Q  -^  li  +  S  -\ =  0.     Daraus   folgt 
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gegen  Q,  und  es  bleibt  p  ^  —  ~,  wo  y  und  M  von  gleicher  Ab- 
messung sind  und  einen  endlichen  von  x  und  y  unabhängigen  Quo- 
tienten geben  können,  wenn  nur  das  Verhältniss  von  y  zw  x  gegeben 
ist,  welches  aus  p  =  ay  —  hx  =  ü  sich  als  -  =  ergibt.  Mit 
anderen  Worten:  die  Curve  geht  im  Unendlichen  in  ay — ix  =  0 
Über,  in  eine  Uerade,  welche  der  Curve  von  ungradem  Grade  als 
Asymptote  dient,  der  sie  sich  mit  zwei  nach  entgegengesetzter  Richtung 
ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Äesten  nähert.  In  einem  dritten 
Falle,  wo  P  =  pqM  und  M  sich  aus  in  grader  Anzahl  vorhandenen 
imaginären  einfachen  Faetoren  zusammensetzt,  während  p  =  ai/  —  ix, 
q  =  cy  —  dx  von  einander  verschiedene  reelle  Faetoren  sind,  gibt 
es  zwei  Asymptoten  ay  —  l}x==Oj  cy  —  dx  =  (i  bei  vier  ins  Un- 
endliche sich  erstreckenden  Äesten.  Die  Annahme  si  =  2  liefert  hier 
die  Hyperbel,  so  oft  die  beiden  Faetoren  von  ay^  -\-  ßxy  -\-  yx^  reell 
und  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  so  oft  ß^  —  4ttj'>0,  Die 
Parabel  entsteht  bei  n  =  2,  ß^  —  4«^  =  0,  d.  h.  wenn  die  reellen 
einfachen  Faetoren  p  und  q  identisch  sind.  Geradlinige  Asymptoten 
hat  eine  solche  Curve  p^M -\-Q-\-R^S-\----  =  fi  nicht,  wohl 
aber  eine  parabolische.  Auch  bei  diesem  Kapitel  müssen  wir  es  bei 
verhältniss  massig  geringen  Andeutungen  bewenden  lassen.  Euler  geht 
viel  weiter.  Er  löst  aus  P  mehr  und  mehr  reelle  einfache  Faetoren, 
die  theils  von  einander  verschieden  sind,  tbeils  nicht,  und  die  im 
letzteren  Falle  zu  krummlinigen  Asymptoten  von  der  Gleichungaform 
yi^  =  Ax^'  führen. 

Das  8.  Kapitel,  Von  den  Asymptoten,  dringt  tiefer  in  den 
gleichen  Gegenstand  ein  und  unterscheidet  die  ins  Unendliche  sich 
erstreckenden  Curvenäste  in  hyperbolische  und  parabolische,  von 
welchen  nur  die  ersteren  geradlinige  Asymptoten  besitzen. 

Das  9.  Kapitel,  Von  der  Eintheilung  der  Linien  3"™  Grade« 
in  Arten,  benutzt  als  Eintheiluugsgrund  das  Verhalten  der  ins  Un- 
endliche sich  erstreckenden  Curvenäste  und  zur  Ermittelung  des- 
selben die  cubischen  Glieder  des  allgemeinsten  Gleichungspolynoms 
'^y^  "f"  ßy^^  +  Ttf^^  ~\~  ^^^-  Dieser  Ausdruck  besitzt  entweder  einen 
oder  drei  reelle  einfache  Faetoren.  Im  letzteren  Falle  sind  wieder 
drei  Möglichkeiten  zu  unterscheiden:  die  Verschiedenheit  der  drei 
Faetoren,  die  Gleichheit  von  zweien  derselben,  die  Gleichheit  aller 
drei.  So  kommt  Euler  unter  Berücksichtigung  einiger  anderer  Be- 
dingungen zu  im  Ganzen  16  Geschlechtern,  wie  er  zu  sagen  vor- 
schlägt, um  einer  Verwechslung  mit  Newtons  Arten  vorzubeugen. 
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Das  10.  Kapitel,  Von  deu  Tornohmsten  Eigenschaften  der 
Linien  3*™  Grades,  er^utert  die  Durchmesser  dieser  Curven  in 
dem  von  Newton  (S.  422)  dem  Worte  beigelegten  Sinne,  beschäftigt 
sich  mit  der  Frage,  wann  jene  Curven  einen  Mittelpunkt,  wieder  in 
Newtons  Sinne,  immlich  einen  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  ihrer 
Durchmesser,  besitzen,  und  mit  der  Natur  ihrer  ins  Unendliche  sich 
erstreckenden  Äeste. 

Das  11.  Kapitel,  Von  den  Linien  4*™  Grades,  will  för  diese 
die  gleiche  Aufgabe  lösen,  welche  im  9.  Kapitel  für  die  Curven 
3'™  Grades  behandelt  worden  war.  Den  Ausgangspunkt  liefert  die 
Zerlegung  des  Ausdrucks  af  +  ^fx  +  yfx^  +  ^x^  +  ea^  in  seine 
theils  imaginäre,  theils  reelle,  theils  verschiedene,  tbeils  gleiche  ein- 
fache Factoren,  nnd  die  acht  in  dieser  Beziehung  denkbaren  Fälle 
führen  zu  nicht  weniger  als  146  Geschlechtern. 

Das  12.  Kapitel,  Von  der  Erforschung  der  Gestalt  der 
krummen  Linien,  gebt  nur  in  aller  Kürze  auf  die  an  wenigen  Bei- 
spielen erörterte  P'rage  ein,  wie  die  Curve  im  Endlichen  aussehe,  ob 
und  wie  viele  reelle  Ordinalen  einer  gegebenen  Abscisse  entsprechen, 
und  ob  solche  Ordinalen  auch  unter  einander  gleich  werden  können, 
was  einen  vielfachen  Curvenpunkt  anzeigt,  der  auch  ein  einzelner 
conjugirter  Punkt  sein  kann. 

Das  13.  Kapitel,  Von  den  Eigenschaften  der  Curven,  sucht 
Curven  niedrigeren  Grades  auf,  welche  in  der  Nähe  eines  bestimmten 
Curvenpunktes  der  Gestalt  der  in  Frage  stehenden  Curve  sich  an- 
schmiegen. Niedrigsten  Grades  ist  die  geradlinige  Berührungslinie, 
welche  folgendermassen  ermittelt  wird.  Weiss  man,  dass  x  =  j), 
y  =^q  ein  Punkt  der  betreffenden  Curve  ist,  an  welchen  die  Be- 
riibruugslinie  gesucht  wird,  so  verlegt  man  dorthin  den  Anfangspunkt 
des  in  seiner  Richtung  unveränderten  Coordinatensystems,  indem  man 
in  die  Curvengleichung  x='  p  -\-  t,  y  ^  q-\-  u  einsetzt.  Da  die  neue 
Gleichung  durch  i  =  m  =  0  erfüllt  werden  muss,  so  kann  ein  con- 
.stantes    Glied    nicht    mehr   in    ihr   vorkommen,    sie    muss   vielmehr 

heissen   0  =  Ät  -\-  Bu  -\-  üf  -j-  Diu  -\-  Eu^  -\ .     Bei    unendlich 

kleinen  t  und  u  verschwinden  sammtliche  Glieder  gegen  die  beiden 
ersten,  d.  h.  die  Gerade  0  ^=  Ät  -{-  Bu  stellt  die  Gestalt  der  Curve 
im  neuen  Co ordinatenanfangsp unkte  dar,  berührt  sie  daselbst.  Ist 
allerdings  der  ursprünglich  ^  (J  gesetzte  Ausdruck  in  der  Gleichung 
der  Cnrve  keine  rationale  ganze  Function  von  x  und  y,  so  geht  die 
Umwandlung  in  die  gewünschte  Gleichung  in  (  und  «  nicht  ganz  so 
leicht  vor  sich,  und  solchen  Schwierigkeiten  zu  begegnen  war  der 
Anlass  zur  Erfindung  der  Differentialrechnung.  Wir  wollen  deshalb, 
setzt  Euler   in  %  290  hinzu,   die  Methode,  die  Tangenten  zu   finden, 
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wenn  die  für  die  Curve  gegebene  Gleichimg  keiae  rationale  und 
ganze  Gleichung  ist,  der  DiEEerentialrechnung  aufbewahren.  Das  ist 
die  Stelle,  welche  wir  (S.  773)  im  Auge  hatten,  als  wir  von  einer 
Bestätigung  der  Eulerschen  Absicht,  geometrische  Anwendungen  der 
Differentialrechnung  zu  sehreiben,  sprachen.  Nach  der  Berülirungs- 
linie  im  neuen  Coordinatenanfangspunkte  sucht  Euler  die  Normallinic 
ebendort,  dann  bespricht  er  den  Fall,  daas  bei  der  vorgeschriebenen 
Verschiebung  des  Coordinatenkreuzes,  nicht  bloss  die  Gleichungs- 
constante,   sondern   auch  A   und  S  verschwindet,  dass  also   die  neue 

Gleichung  0  =  Cfi  -\-  Dtii  -j-  En^  -| heisst  und  die  Curve  folglich 

in  der  immittelbaren  Nähe  des  Nullpunktes  die  Gestalt  der  Curve 
Q  =  et* -\- Diu -\- Eu^  besitzt.  Hier  ist  V^  —  AOE  für  diese  Ge- 
stalt ausschh^gebend.  Bei  Iß-  4f'E<0  ist  der  neue  Ooordinaten- 
anfangspuntt  ein  conjugirter  Punkt  der  Curve;  bei  Iß  —  46'£><l 
ist  er  ein  Doppelpunkt  mit  zwei  verschiedenen  Berührungslinien ;  bei 
7)^  — 4CE  =  0  haben  die  beiden  in  dem  Nullpunkte  zusammen- 
treffenden Curvenäste  dort  nur  eine  Berührungslinie,  berühren  ein- 
ander. Das  Wegfallen  der  quadratischen  Glieder  in  Verbindung  mit 
dem  Wegfallen  der  Conatanten  und  der  Glieder  ersten  Grades  und 
die  Beziehungen  dieser  analytischen  Erscheinung  zum  Vorhandensein 
eines  dreifachen  Punktes  u.  s.  w.  werden  dann  erörtert. 

Das  14.  Kapitel,  Von  der  Krümmung  der  Curven,  wendet 
sich  der  Lehre  von  den  Osculationen  zu,  d.  h.  nachdem  der  Coordi- 
natenanfangspunkt  auf  die  Curve 
selbst  gelegt  ist,  wird  nicht  die 
Gerade  At  -\-  Bu  ^  0,  sondern 
die  krumme  Linie  At  -f  Bii 
-{-  Cf  +  Diu  -j-  Eti^  =  0  oder 
—At—Bti  =  Cfi--\-DtU'\-Eu' 
untersucht,  welche  in  der  Nähe 
des  Nullpunktes  sich  an  die 
("urve  anschmiegt.  In  dem  ge- 
wählten rechtwinkligen  Coordinatejisysteme  (Fig.  129)  ist  Mq  =  ', 
qm  =  ti.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  At-\-Jiu  =  0  Gleichung 
der  Beruh ruugslinie  fiM  ist,  welche  in  (i  erfüllt  sein  muss,  ist 
^^  =  —  /.  Nun  sei  MN  die  Normallinie  an  die  Curve  in  ü/ 
und   mr  \\  MT,    während   Mr  =  r,   mr  ^=  s   heisst.     Nennen    wir   t 

den  Winkel  MTP,   so    ist   tanifT  =  ,  =  —  -„  ,    cos  r  =  — -. -  . 

sin  T  ^  —       — und  nach  den  Formeln  der  Coordinatendrehung, 


2.    Kapitel     hergeleitet    hat     (S.    803),    ist 
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,_  Bf  — Ar  -  Ai.  —Br 

''  —  i/^i_i  jRi'  "  "^   i/J^4:"ß!  '  was  Elller  ohne  weitere  Begründung, 

hinsehreibt.     Er  findet  aWann  )■  = --Ü^^^"     s=^i=--^.    Nun 

yA'-~\-B^  '        yA*-fB' 

war  —At  —  Bw  =  Cfi-{-  Vtu  -\- Eu^ -\ angenommen,  d.  h.  der 

Ausdruck  für  r  ist  von  mindestens  zweiter  Dimension  nach  t  und  u 
während  der  für  s  nur  von  erster  Dimension  ist.  Daraus  folgt,  wenn 
t  Hnd  u  beide  unendlichkieine  Grossen  sind,  dass  r  unendliehmal 
kleiner  als  s  sein  muss.  Nach  diesen  Vorerörterungen  setzt  Euler 
die  gefundenen  Werthe  von  t  und  m  in  —  Ät  ~  Bu  ^  Cf -[- Btu 
+  £wä  ein  und  findet  r  V':4^"+ Ji^  =  4!£_i_^^^+^!^\.«  ^ 
A'B  -  B''I}-'iABC +  'iABE  A*E  -  ABI)  ^  ISH:  ,       ,       ,. 

Gleichung  ist,  vermöge  der  erwähnten  Kleinheitsbeziehung  zwischen 
r  und  «,  das  Glied  links  vom  Gleichheitszeichen  unendhchkleiii 
2""  Ordnung,  während  die  Glieder  rechts  der  Reihenfolge  nach  un- 
endlichklein  A^',  3'«',  2*"  Ordnung  sind,  so  dass  die  beiden  ersten 
Glieder  rechts  neben  dem   dritten  verschwinden  und  nur  rl/X^  +  if- 

=  A^+B'  «d«-  '-A^^-Ä-i-Bi-BHf  «bng  bleibt, 

die  Gleichung  einer  Parabel,  weiche  ihren  Scheitel  in  M  besitzt 
und  die  Normallinie  nebst  der  Benihrungslinie  in  M  als  Coordi- 
natenaxen  benutzt.  Die  Curve  aber  hat  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  M  ebensolche  Krümmung  wie  diese  Parabel,  deren  Parameter 

Ä*~E^ÄBD  +  B^C  ^^^'  '^'^^  kann,  heisst  es  im  §  308,  die  Kröm- 
mmig  keiner  Curve  so  deutlich  und  leicht  erkannt  werden,  als  die 
des  Kreises,  weil  dieselbe  allenthalben  gleich  und  desto  grösser  ist, 
je  kleiner  der  Halbmesser  wird.  Deshalb  ist  es  wünschenswerth, 
die  osculirende  Parabel  durch  einen  osculirenden  Kreis  zu  ersetzen. 
Man  macht  das  so.  Der  Mittelpunkt  des  osculirenden  Kreises  oder 
Kriimmungskreises  liegt  offenbar  auf  der  Normallinie  in  einer  Ent- 
fernung MN^  a  von  M,  und  dieses  a  ist  dann  der  Halbmesser  des 
Krümmungskreises  oder  der  Krümmungshalbmesser.  Man  denkt  sich 
die  ursprüngliche  x-Axe  durch  N  gelegt,  und  deren  Anfangspunkt  A 
um  a  von  N  entfernt,  so  dass  der  Krümmungskreis  ausser  durch  M 
auch  durch  A  hindurchgeht.  Euler  sagt  das  Alles  zwar  nicht  aus- 
drücklich, aber  er  nimmt  die  Gleichung  des  Krümmungskreises  in 
der  Gestalt  i/^  =  2ax  ■ —  ^^  an,  woraus  jene  Bedingungen  sich  ablesen 
lassen.  Der  Punkt  M  hatte  die  Coordinaten  x^p,  y^'Q,  also  muss 
auch  2^  =  2a2)  —  p^  sein.  Die  Vei-schiebung  des  Coordinatenkreuzes 
erfolgte   mittels   j.-  =  p  -{-  t,   y  =  q  -j-  ii.     Die  Kreisgleichung  heisst 
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+  2qii  +  M^  =  2ap  +  2«^  —  p^  —  2pt  —  fi,    oder    nach 

Tilgung  von  q^  links  gegen  2ap  —  2*^  rechts,  auch  0  ^=  {2a  —  2p)t 

—  2qu  —  f  —  M^     Vergleicht  man  diese  Form    mit  0  =^  At  ~\-  ßii 

+  C/*  -f-  Dty,  -\-  E'ti},    so    ergibt   sich:    A  ^2a  —  2p,  B  ^  —  2q, 

6'  =  E  =  —  1,     fl^O.      Dann     wird     aber     unter     abermaliger 

D     ■-  1    ■  LI'  ä        o  s        !■    i.     {A*  4- B^y A'' -Y  B'' 

öerucksiehtigung    von    q' =  Jap — ■  p"   sotort   X'T-'—^l  B/J-ü  ß'r '^ 

Kreis  vom  Halbmesser  a  wird  folglich  im  Scheitel  einer  Parabel  vom 
Parameter  2a  sich  innig  mit  ihr  berühren,  und  umgekehrt  ersetzt 
sich  die  Osculation  einer  Parabel  vom  Parameter  b  durch  einen 
Krümmungakreis  vom  Halbmesser  ,  mithin  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  0  =  ^(  -+-  Bm  -f  C'f^  +  Diu  +  £m^  H im 

Nullpunkte  durch  rjrpziz  äbJ)  4-  BH^  gegeben,  eine  durchaus  eigen- 
artige Herleitung,  über  welche  wir  darum  ausführlich  berichtet  haben. 
Um  so  mehr  müssen  wir  uns  mit  vorübergehender  Erwähnung  der 
weiteren  wichtigen  Ergebnisse  des  14.  Kapitels  begnügen.  In  der 
Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  kommt  die  Quadratwurzel 
yA'^  -f-  B^  vor,  die  als  solche  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Euler 
zeigt,  dass  dieses  mit  der  Art  der  Wölbung  der  Curve  zusammen- 
hängt. Er  zeigt  femer,  dass  A^E  ~  ABB -{-- J^C  =  0  die  Be- 
dingung für  das  Uuendlichgrosswerden  des  Krümmungshalbmessers 
ist,  und  dass  dieses  in  Inflesionspunkten  eintrifft.  Bei  endlichem 
Krümmungshalbmesser  kann  weder  ein  Inflexionspunkt  noch  eine 
Spitze  vorhanden  sein,  wenn  auch  umgekehrt  das  TJnendlichgro ss- 
werden des  Krümmungshalbmessers  nicht  immer  das  Auftreten  solcher 
sichtbar  merkwürdigen  Punkte  bedingt. 

Das  15.  Kapitel,  Von  den  Curven,  die  einen  oder  mehrere 
Durchmesser  haben,  erörtert  die  Fragen,  welche  bei  einer  sym- 
metrischen Gestaltung  der  Curven  auftreten,  und  welche  zum  Theil 
schon  im  Voraus  errathen  lassen,  wie  die  Gleichungen  solcher  Curven 
aussehen  können. 

Das  16.  Kapitel,  Von  der  Erfindung  der  Curven  aus  ge- 
gebenen Eigensehafteu  der  Ordinateu,  behandelt  Gleichungen 
wie  f—Py'j'Q  =  0,f—Ff+Q^~B  =  0  u.  b.  w.  mit  von  w 
abhängenden  P,  Q,  R  ■  ■  ■ ,  deren  algebraische  Beziehungen  zu  den 
abermals  von  x  abhängenden  Wurzelwerthen  y=p,  y  =  q,  y  =  ^''' 
über  manche  Eigenschaften  der  Cur\-e  Auskunft  geben,  über  das 
Vorhandensein  von  Durchmessern,  Über  Proportionen  von  StreckeJi- 
producten  a.  dergl. 
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Das  17.  Kapitel,  Von  lier  Erfindung  der  CurYen  aus  anderen 
Eigenschaften,  ist,  so  weit  wir  miB  entsinnen  können,  die  erste 
geschichtlicli  bekannte  umfassende  Behandlung  von  Curven,  die 
keine  Spirale  sind,  mittels  Polarcoordinaten,  wenn  auch  ein 
Name  für  dieses  System  nicht  eingeführt  ist.  Die  Entfernung  des 
festen  Punktes  0  von  dem  L'ui  veii punkte  M  bezeichnet  Euler  durch  s, 
den  Winkel  der  VM  mit  einer  testen  Ueraden  CA  durch  y,  und  ist 
C  zugleich  Anfangspunkt  emei  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der 
X,  y  mit  GA  als  Abscissenaxe,  so  findet  der  Uebei^aug  aus  dem  einen 
Systeme  in  das  andeie  durch  x  =  s  cos^j,  )/  =  3  ■  sin^p,  x^-^-  y^=^s^ 
statt.  Allerdings  ist  für  Euler  die  Anwendung  dieser  Polarcoordi- 
naten  doch  nur  Mittel  zum  Zweck,  und  der  Zweck  ist  die  Bestim- 
mung von  Curvcn,  welche  durch  eine  von  C  ausgehende  Gerade  nur 
einmal,  b eai eh ungs weise  zweimal  geschnitten  werden,  den  Punkt  0 
selbst,  falls  er  dei  Var\e  angehoit,  nicht  als  Schnittpunkt  mitge- 
rechnet. Dann  wird  bei  zwei  Schnittpunkten  M  und  JV  die  Frage 
nach  der  Curve  gestellt,  welche  CM^  +  CN^  constant  sein  lasse  u.  s,  w. 

Das  18.  Kapitel,  Von  der  Aehiilichkeit  und  Verwandt- 
schaft der  Curven,  schickt  gleich  in  seinem  ersten  Paragraphen 
(§  4'i6)  den  wichtigen  Satz  voraus,  daas  eine  Gleichung  mit  geo- 
metrischem Sinne  homogen  sein  müsse,  wenn  constitnte  Strecken,  so- 
genannte Parameter,  von  welchen  eine  auch  als  Einheit  dienen  kann, 
hei  der  Zählung  der  Dimensionen  mitgerechnet  werden,  und  daas 
eine  nur  zwischen  den  Coordinaten  x  und  if  ohne  Parameter  statt- 
findende homogene  Gleichung  überhaupt  keine  Curve,  sondern  eine 
Vereinigung  von  Geraden  bedeute.  Das  ist  also  der  Satz ,  dass 
jede  homogene  rationale  ganze  Function  n*""  Grades  von 
zwei  Veränderlichen  in  n  reelle  oder  imaginäre  Factoren 
1'™  Grades  zerfällt.  Ist  nur  ein  Parameter  n  in  der  Curven- 
gleiehung  neben  x  und  y  vorhanden,  so  entstehen  je  nach  Wahl 
dieses  a  lauter  einander  ähnliche  Curven,  welche  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  homologe  Abscissen  und  Ordinaten  in  gleichem  Verhält- 
nisse stehen.  Heissen  etwa  x,  j/  die  Coordinaten  der  einen,  X,  Y 
die  Coordinaten  der  anderen  ihr  ähnlichen  Curve,  so  muss  x  =  nX 
und  y  =  »Zsein.  Ist  dagegen  a:  =  w(X  und  y^nY,  so  sind  die 
beiden  Curven  immerhin  verwandt,  und  Euler  betrachtet  nun  ver- 
schiedene Formen  solcher  Verwandtschaft.  Auch  von  Curven  mit 
mehreren  Parametern  ist  in  diesem  Kapitel  die  Rede,  wo  die  Ver- 
änderung von  einem,  von  zwei  . . .  Parametern  eine  Schar  von  Curven 
in  der  Anzahl  von  unendlich,  von  unendlich  mal  unendlich  , . .  her- 
vorbringt, welche  durch  gewisse  Bewegungen  zu  erzeugen  sind. 

Das    19.   Kapitel,   Von    den    Durchschnittspnnkten    der 
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Curven,  ist  dasjenige,  von  welchem  schon  (S.  59G)  die  Rede  war 
als  wir  ihm  zwei  Bliminationametliodeii  entnahmen.  In  der  That  ist 
das  Aufsuchen  von  Durchschnittspunkten  stets  nur  eine  Eliminations- 
aufgabe,  insbesondere  wenn  neben  den  reellen  Durchschnittsp unkten 
auch  die  imaginären  Berücksichtigung  finden,  in  welchen  nicht  beide 
Coordinaten  reell  sind. 

Das  20.  Kapitel,  Von  der  Construetion  der  Gleichungen, 
benutzt  das  vorher  über  die  Durchschnittspunkte  der  Curven  Gesagte 
zur  graphischen  Darstellung  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit 
nur  einer  Unbekannten,  welche  zu  diesem  Zwecke  als  das  Ergehniss 
der  Elimination  einer  zweiten  Unbekannten  zwischen  zwei  Curven- 
gieichungen  aufgefasst  wird.  Es  steUt  sieh  heraus,  dass  zwei  Gerade 
zur  Auflösung  einer  Gleichung  ersten  Grades  fähren,  eine  Gerade  und 
ein  Kreis  oder  auch  zwei  Kreise  zur  Auflösung  einer  quadratischen 
Gleichung,  zwei  Xegelsclmitte  zur  Auflösung  einer  biquadratisehen 
Gleichung. 

Das  21.  Kapitel,  Von  den  transcendenten  Curven,  kann 
selbstverständlich  das  Gebiet  der  aus  ti-anscendenten  Gleichungen 
hervorgehenden  Curven  nicht  entfernt  erschöpfen.  Nur  einzelne  Bei- 
spiele sind  behandelt.  Unter  ihnen  heben  wir  die  in  §  519  erÖi-terte 
Curve  XV  =  if  hervor.  Mittels  ij  =  tx  und  (  —  1  =  verwandelt 
sich  die  Gleichung  leicht  in  das  Gleichungspaar  ,«  =  (1  -f-  )  > 
?/  =^  ( 1  -)-  )  ,  welches  Punkte  der  Curve  auffinden  lässt.  Man 
erhält   z.  B.  als   zusammengehörige  Werthe:    m  =  1,  x  =  2,   )/  =  4; 

Das  22.  Kapitel,  Auflösung  einiger  den  Kreis  betreffende!! 
Aufgaben,  beschliesst  den  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
gewidmeten  Theil,  mit  welchem  es  eigentlich  gar  nichts  zu  thun  hat. 
In  diesem  Schlussbapitel  handelt  es  sich  ausschliesslich  um  näherungs- 
weise Auflösung  gewisser  transcendenter  Gleichungen  mit  Hilfe  eines 
doppelten  falschen  Ansatzes,  Die  erste  dieser  Aufgaben  verlangt  die 
Auflösung   von  a  =  coss,  die  neunte  und  letzte   die  von    s  =  tng.s. 

Wir  sind  bei  dem  Anhang  von  den  Flächen  angelangt,  bei 
dessen  1.  Kapitel,  Von  den  Oberflächen  der  Körper  überhaupt. 
Nach  einer  rühmenden  Erwähnung  von  Glairauta  Abhandlung  über 
die  Curven  doppelter  Krümmung,  deren  Lehre  aber  niehfc  gesondert 
vorzutragen,  sondern  sie  mit  der  von  den  Flächen  zu  verbinden  in 
Eulers  Absicht  liege,  werden  die  krummen  Oberflächen  in  ihrem 
.tze  zu   der  Ebene   als   solche   erklärt,  die   es   nicht  gestatten. 
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durch  irgendwelche  vier  Punkte  derselben  eine  Ebene  zu  legen.  Das 
dreiaxige  rechtwinklige  Raumcoordinatensystem  der  x^  y,  s  wird  ein- 
geführt, und  es  wird  gezeigt,  wie  eine  Oberfläche  als  Verainnlieliung 
einer  Gleichung  Kwischen  «,  ij,  s  zu  betr.tchten  sei.  Die  acht  Octanten 
des  Ilanmes,  welche  mit  Bezug  auf  die  Coordinatenaxen  entstehen, 
werden  unterschieden. 

Das  2.  Kapitel,  Von  den  Schnitten  der  Flächen,  wenn 
Ebenen  durch  sie  gelegt  werden,  lehrt  znnächat  die  Gleichungen 
einer  bestimmten  Flächen  kennen,  von  denen  hier  nur  die  Knge!, 
die  Cylinderfiächo,  die  Kegelfläche,  die  Umdrehungsfläche,  die  Fläche 
zweiten  Grades  genannt  sein  mögen,  und  zeigt  dann,  dass  ein  ebener 
Schnitt  gefunden  wird,  wenn  man  in  die  Gleichung  der  Fläche 
X  =  t  ■  cos  ^  -\-  V  ■  cos  q^  ■  sin  ö',  */  =  «  -  cos  fp  ■  cos  9  —  i  ■  sin  ■S-  — ■  /*, 
s  =  v-sia<p  einsetzt.  Als  Kegelflächen,  gebildet  durch  eine  von  A 
ausgehende  Gerade,  welche  sich  (Fig.  130)  längs  des  Umfangs  MSTsm 
irgend  einer  Curve  hinbewegt,  geben 
sicli  diejenigen  Flächen  zu  erkennen, 
deren  Gleichung  in  den  Coordinaten 
X,  y,  z  homogen  ist,  also  z.  B. 
2^  =  msx  -\-  x^  -\-  y^.  Jede  einer  der 
drei  Coordinatenebenen,  etwa  der 
a;i/- Ebene  APQ,  parallele  Ebene 
2  =  h  schneidet  die  Fläche  in 
/(ä  =  mhx  -|-  ir^  -j-  »/^,  und  diese 
Schnitte  sind  alle  einander  ähnlich, 
sowie  sie  auch  von  dem  der  Fläche 
angehörenden       Coordinatenanfangs-  Fi«  iw- 

punkte   A   aus   in   dem  Verhältnisse 

ihrer  Entfernung  von  der  Ebene  A'PQ  wachsen.  Auf  die  pavaraeter- 
lose  Homogenität  der  Gleichung  einer  Kegelfläehe  hatte  auch  Clairaut 
(S.  781)  aufmerksam  gemacht. 

Das  3.  Kapitel,  Von  den  Cjlinder-,  Kegel-  und  Kugel- 
schnitten, wendet  das  im  2.  Kapitel  Gelehi-te  auf  die  in  der  Ueber- 
schrift  genannten  Flächen  an  und  zieht  insbesondere  die  Kegelschnitte 
in  Betracht. 

Das  4.  Kapitel,  Von  der  Verwechslung  der  Coordinaten, 
enthält  die  Gleichungen,  welche  als  die  Eulerschen  Formeln  zur 
Veränderung  von  Eaumcoordinaten  bekannt  sind.  Euler  gelangt 
alhnählieh  zu  denselben,  indem  er  erstlieh  eine  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes mittels  x  =  t-\-a,  )/  =  m  +  &,  s  =  «  +  c  vornimmt,  zweitens 
drei  Drehungen  von  Geraden  und  von  Ebenen  nach  einander  voll- 
ziehen   lässt,    welche     zn    den    Endfonneln    's  ==  p  (cos  £  ■  cos  9-  — 
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sin  g  ■  sin  ö'  ■  cos  i;)  -|-  q  (cos  £  ■  sin  9-  -[-  sin  g  -  cos  &■  ■  cos  r^)  —  r  sin  £  - 
sin  i;  +  «;  1/  =  —  ^)(siii  £  ■  cos  d-  -|-  cos  g  •  sin  3'  ■  cos  i/)  —  ^(sin  ^  -  sin  & 
—  cos  £  ■  cos  &■  ■  eos  tj')  —  r  cos  §  ■  sin  »;  +  5;  ^  =  —  p  sin  Q-  ■  sin  jj 
+  2  coS'S  ■  sin  )j  -[-  r  cos  i/  +  c  führen.  Die  Coordinateneeke  des  ui-- 
spi-iinglicben  wie  des  umgewandelten  Systems  ist  rechtwinklig.  Der 
Grad  der  Gleichungen  bleibt  unverändert.  Aehnlichenreise  zeigen  <Iie 
im  2.  Kapitel  des  Anhangs  entwickelten  Formeln,  dass  der  ebene 
Schnitt  einer  Fläche  von  gleichem  Grade  wie  die  Fläche  selb.'^t  ist. 
Die  Fläche  1"*"  Grades  kx  -\-  ßy  -\-  ys  ^=  a  kann  mithin  durch  eine 
Ebene  nur  in  einer  Linie  1**"  Grades,  »I.  h.  in  einer  Geraden,  ge- 
schnitten werden,  und  dadurch  bestätigt  sich,  dass  die  Fläche 
jten  (Jj-aies  eine  Ebene  sein  muss. 

Das  5.  Kapitel,  Von  den  Flächen  2'™  Grades,  wagt  sich  an 
die  vor  Euler  niemals  gestellte  Aufgabe,  die  allgemeine  Gleichung 
as'  +  ßys  +  yxß  +  dy'  +  ^xy  +  ^x'  -{-  r^s  -\-  &y  +  ,x  -l-  «  =0 
auf  ihren  geometrischen  Sinn  zu  befragen,  beziehungsweise  Unter- 
scheidungen je  nach  dem  Werthe  der  einzelnen  Coefficienten  zu  vei'- 
Kucheii.  War  bei  den  Curven  die  Frage  nach  dem  Vorkommen  un- 
endlicher Aeste  für  die  Eiiitheilung  der  Curven  von  Wichtigkeit,  so 
stellt  sich  auch  bei  Flächen  die  Frage  nach  unendlich  fernen  Flächen- 
punkten  ein.  Sie  erfordern,  dass  mindestens  i  ine  Toordinate  unend- 
lich gross  werde,  und,  da  man  bei  Benennung  dei  Axen.  freie  Wahl 
hat,  so  sei  s  =  oo  in  einem  unendlich  leinen  Punkte.  Dort  kommt 
tjs  -\-  X  gegen  k^^,  d^y  gegen  ßye,  ta-  gegen  yxs  nicht  mehr  in  Be- 
.tracbt,  und  die  im  Unendlichen  den  Ausschlag  gebenden  Gleichungs- 
glieder verntindem  sich  auf  as^-\- ßys-\-yxs-{- dy^  -{- exy-j- ^x^  =  0, 
welches  zwar  eine  von  der  ursprünglichen  Fläche  verschiedene  Fläche 
ist,  die  aber  gleichwohl  hei  ^  =  oo  mit  jener  zusammenfällt,  ähn- 
licherweise wie  Asymptoten  mit  Curven.  Da  alle  Glieder  der  neuen 
Gleichung  vom  2'™  Grade  nach  x,  y,  z  sind,  so  hat  man  es,  wie 
im  2.  Kapitel  des  Anhangs  gezeigt  worden  war,  mit  einer  Kegel- 
fläche zu  thun,  welcher  der  Name  des  Äsymptotenkegels  bei- 
gelegt wird.  Aus  dessen  Gleichung  folgt  ^us  =  —  ßy  —  yx  -\r_ 
yHß^  —  4ßd)y=  -i-  2(ßy  —  2aB)xij  -\-  (y^  —  4at)x^].  Ein  unendlich 
ferner  Flächenpunkt  in  der  Richtung  der  s-Ooordiuate  ist  nicht  vor- 
handen, wenn  der  Asymptotenkegei  nur  aus  dem  Punkte  x=^(), 
^  =  0,  s  =  0  besteht,  d.  h.  wenn  jede  Wahl  für  x  und  y  ausserhalb 
des  Nullpunktes  ein  imaginäres  s  hervorbringt.  Die  Bedingungen  dafür 
sind  4a§>/,  4^0  >  ß\  4d£  >  k^,  ßys-\-ia^^>Ki^-\'Sy^-i'tß^ 
deren  Eintreten  eine  rings  begrenzte,  im  Endlichen  verlaufende  Fläche 
anzeigen.  Das  Fehlen  auch  nur  einer  dieser  Bedingungen  beweist 
das  Vorhandensein  eines  Asymptotenkegels,   der  also  sicherlich  scltoti 
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iib  Folge  von  cib^ -^  dy -\- ^ß^  :>  ßys  -]- 4:t(St  sieh  ergibt.  Ist 
cce^  -(-  äy^  -\-  ^ß^  =  ßys  -]-  4ud^,  so  wird  die  Gleichung  des  Asjm- 
ptotenkegela  ■m2as  =  ~ßy~yx  +  [yy(ß^~^^£uä)  +  x'Yi^^'^^'Ul)], 
d.  h.  sein  Gleichungspolynom  zerfällt  in  zwei  Factoren,  die  reell  ver- 
schieden, oder  imaginär,  oder  reell  einander  gleich  sein  können.  Im 
Ganzen  sind  folglich  fünf  Geschlechter  von  Flächen  2'™  Grades 
zu  unterscheiden.  Nach  Gewinnung  dieser  Erkenntnias  wendet  Euler 
eine  Drehung  der  Coordinatcnecke  unter  Anwendung  seiner  aus  dem 
4.  Kapitel  des  Anhangs  bekannten  Formeln  an,  wahrend  eine  Ver- 
schiebung zunächst  unterbleibt,  also  «  =  ?*  =  c  =  0  sind.  Die  drei 
Winkel,  welche  in  jenen  Formeln  vorkommen,  können  so  gewählt 
werden,  dass  drei  Coefficienten  in  der  neuen  Gleichung  verschwinden, 
und  dass  diese  bei  aller  Allgemeinheit  nur  noch  Äp^  -\-  Bq^  ~\-  Cr^ 
+  ('P  +  ^i  +  Jr  +  -ff  =  0  heisst.  Die  in  diesem  Augenblicke  vor- 
genommene Vei-schiebung  der  Coordinatcnecke  gestattet  aiich  die  Coeffi- 
cienten der  ersten  Potenzen  der  Coordinaten  zum  Verschwinden  zu 
bringen,  und  alsdann  bleibt  die  noch  immer  allgemeine  Gleichung 
Ax^  -\-  By^  -\-  Cb^  =  a^  übrig.  Aus  ihr  folgt,  dass  Jede  der  drei 
Coordinatenebenen  eine  Diametralebene  der  Fläche  sein  muss,  d.  h. 
zu  jedem  Punkte  einer  Coordinatenebene  gibt  es  zwei  zu  ihm  sym- 
metrisch liegende  Flächenpunkte.  Der  Coordinatenanfangspunkt  selbst 
ist  Mittelpunkt  der  Fläche,  ob  er  gleich,  setzt  Buler  in  §  115  des 
Anhangs  sofort  hinzu,  in  einigen  Fallen  unendlich  weit  entfernt  ist. 
Die  Unterscheidung  von  Geschlechtern  der  Fläche  legt  die  Vorzeichen 
der  Coefficienten  Ä,  B,  C  und  deren  Versehwinden  zu  Grunde.  Man 
sieht,  dass  Euter  bei  seinem  ersten  Versuche  einer  Discussion  der 
Fiächengleichung  2"™  Grades  der  Hauptsache  nach  bereits  den  Weg 
ciageschlagen  hat,  der  noch  heute  vielfach  gewählt  wird,  um  die 
gleiche  Aufgabe  zu  lösen. 

Das  G.  Kapitel,  Von  den  Durchschnitten  zweier  Flächen, 
ist  die  Einlösung  des  von  Euler  in  der  Einleitung  zum  Anhange  ge- 
gebenen Versprechens,  die  Curven  doppelter  Krümmung  von  den 
Hächen  aus  behandeln  zu  wollen.  In  der  That  bilden  irgend  zwei 
Flächen,  deren  keine  eine  Ebene  ist,  bei  ihrem  Durchschnitte  eine 
Curvß  doppelter  Krümmung,  und  will  man  dieselbe  genauer  kennen 
lernen,  so  löst  sich  diese  Aufgabe  dadurch,  dass  man  zwischen  den 
beiden  Flächengleichungen  der  Reihe  nach  2,  y,  x  eliminirt  und  so 
drei  Gleichungen  erhält:  eine  zwischen  x,  y,  eine  zweite  zwischen  x,  z, 
eine  dritte  zwischen  \j,  s,  von  welchen  aber  nur  zwei  gegeben  zu  sein 
brauchen,  da  die  dritte  als  Folgerung  aus  diesen  beiden  entsteht. 
Erschiene  dabei  eine  Projeetionsgleichung,  welche  geometrisch  keinen 
öinn  besitzt,  wie   z.  B.  a;^ -^  J/^  ~H  **^  ^  ö,  so  wäre  dieses  ein  Kenn- 
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zeichen  dafür,  (lass  die  beiden  Flüchen  sich  iiirgoml  schnei  den.  Führt 
die  Projectionsgleichung  zu  einem  Punkte  als  bildliche  Darstellung, 
so  berühren  die  Flileheii  einander  in  einem  Punkte.  Berührung  der 
beiden  Flächen  in  einer  Linie  verlangt  dns  Auftreten  einer  Projections- 
gleichung des  Durchschnittes  mit  gleichen  Wurzeln.  In  einem  Bei- 
spiele wird  der  Schnitt  der  Kugel  s^  +  y*  +  *'°  =  *^  °^'*'  "iß^  Ebene 

as  -\-  ßy  -{-  yx  =  f  gesucht.     Einsetzung  von  s  = - — —  in  die 

Kugelgleichung  gibt  als  a;i/-Projection  des  Durchschnittes  die  Ellipse 
p-~a'a'~2ßfy~2yfx+(a'  +  ß')f  +  2ßyxy-\-{a'  +  Y')x'^Q,^a, 
welcher  y  ^  ßf^ßj^^}^i<^±±J3^_l^pif'^-(^'  +  P'  +  y!M  ent^ 


steht.  Nimmt  man  nun  an,  es  sei  /'=  ffy«^  +  /3^  +  y',  so  geht  der  Werth 

von  y  über  m  j/  =  '^    '■■-  ■■  '■- — '-'  ■  ■   '^' — ^,3^,3  ^ — - — "^    ■     -  , 

welches  nur  dann  reell  ist,  wenn   die   imaginäre  Quadratwurzel  ver- 
schwindet, d.  h.  wenn  x  =  —--   .^-"-.  ___  ■  Alsdann  wird  m=  - —       -—- 
V^'+ß'  +  V'  V^'  +  P  +  f 

und  s  =  — ^  _      -~i^^ ,    d.  h.  Ebene  und  Kugel  haben  nur  den  einen 

Punkt  gemein,  welcher  ihr  Berührungspunkt  ist.  Als  leichtestes 
Mittel,  die  BerÜhrungsehene  einer  Flüche  in  einem  bestimmten 
Punkte  31  zu  finden,  wird  gelehrt,  man  soUe  die  Fläche  in  dem  Be- 
rührungspunkte durch  eine  Ebene  schneiden  und  die  Berührungslinie 
an  die  Schnittcurve  in  M  suchen,  diese  müsse  in  der  die  Flache  hc 
rührenden  Ebene  liegen.  Nehme  man  dann  einen  zweiten  durch  M 
hindurchgehenden  ebenen  Schnitt  mit  seiner  Beruhiungulmie  m  M, 
so  bestimmen  die  beiden  Beruhiungslinien  die  gesuchte  Beiuhrungs 
ebene.  Wir  erinnern  uns  auch  dieses  Satzes  bei  Claiiaut  (&  T'^S) 
und  Eulers  Beweisführung  in  §  147  des  Anhangs  ist  um  nichts 
schärfer  als  die  Clairauts.  Allerdings  könnte  für  Euler  eine  gewisse 
Entschuldigung  leichter  als  für  Clairaut  gefunden  werden.  Dieser  näm- 
lich bediente  sieh  aller  Hilfsmittel,  welche  die  Infinitesimalrechnung 
ihm  bot,  während  Euler  ohne  dieselben  auskommen  wollte.  Er  beab- 
sichtigte vielleicht,  wie  wir  wiederholt  gesagt  haben,  eine  höhere 
Geometrie  als  besonderes  Werk  zu  schreiben,  und  in  diesem  Sinne 
könnten  die  letzten  Worte  des  Auhaugs  verstanden  werden  müssen: 
Reicht  das  Bisherige  nicht  hin,  so  ist  dazu  die  Analysis  des  Unend- 
licheu  erforderlich,  wozu  die  gegenwärtigen  Bücher  den  Weg  bahnen. 
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Eulers  Iiitroduetio ,  ein  Werk,  dem  wir  jetzt,  nachdem  wir  über 
beide  Bände  berichtet  haben,  die  Bezeichnung  als  eines  der  Inhalte 
reichsten,  der  schönsten,  der  fruchtbarsten,  die  jemals  die  Presse  yer- 
liessen,  verleihen  dürfen,  ohne  Widerspruch  von  unseren  Lesern  zu 
befürchten,  war  wahrscheinlich  noch  im  Drucke  begriffen,  als  Eulcr 
der  Berliner  Akademie  zwei  zusammenhängende  Aufsätze  einreichte, 
durchaus  geeignet,  bei  den  Geometern  im  engeren  Sinne  dieses  Wortes 
Aufsehen  zu  erregen.  Die  Ueb  er  Schriften  lauten:  Sur  un^  contra- 
didwn  apparentc  dam  la  äodrine  des  lignes  courhes'-'),  ubei  einen 
scheinbaren  Widersprach  in  der  Curvenlehre,  und  Dcmoni>hatwn  ■^ur 
le  nomhre  des  points  m  dmx  lignes  d'un  ordre  quelcanque  peuient  se 
couper^),  über  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  Curven  beliebigen 


Der  im  ersten  Aufsatze  gemeinte  Widerspruch  ist  folgender. 
Eine  Curve  w'™  Grrades  besitzt  in  ihrer  allgemeinsten  Gleichung 
— ^—  Coefficienten,  ist  also  durch  ebensoviele  Punkte  bestimmt, 
z.  B.  eine  Curve  2**°  Grades  durch  5  Punkte,  eine  Curve  3'""  Grades 
durch  9  Punkte.  Eine  Curve  m^'^  Grades  und  eine  solche  «'"''  Grades 
können  einander  höchstens  in  mn  Punkten  schneiden,  zwei  Curven 
3'™  Grades  also  in  9  Punkten.  Dann  gibt  es  aber  zwei  Curven 
3'™  Grades,  die  durch  9  gegebene  Punkte  gehen,  und  die  9  Punkte 
bestimmen  die  Curve  nicht.  Noch  auffälliger  ist  der  Widerspruch 
bei  Curven  von  höherem  als  dem  3'="  Grade,  bei  welchen  immer 
n^  >  ~-\2~—  ist.  Euler  zeigt,  daas  hierdurch  nur  der  Beweis  geliefert 
ist,  es  sei  nicht  immer  wahr,  dass  —^ —  Punkte 
zur  Bestimmung  einer  Curve  n*""  Grades  ausreichen, 
weil  diese  Bestimmung  auf  die  Aufiindbarkeit  von  ,;_  ^^  f^ 
~z — ■  Coefficienten  aus  ebensovielen  Gleichungen 
1'™  Grades,  welche  die  erwähnten  Coefficienten  als  y'  h'  i- 
Unbekannte  besitzen,  beruht,  während  jene  Auffind-  vjg.  131. 

barkeit  nur  dann  vorhanden  ist,  wenn  die  betreffenden 
Gleichungen  alle  von  einander  unabhängig  sind.    Seien  z.  B.  (Pig.  131) 
9  Punkte  a,  h,  c,  d,  e,  /',  ff,  h,  i   quadratisch   geordnet,    und   sei   tt 

')    Histoire    de    rAcademie   de   Berlin.      Ä.nii«e    17i8,   T.    IV,    219  —  233. 
')  Ebenda  T.  IV,  384—348, 
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die  Entfeniimg  von  je  zwei  neben  einander  odti  ■•eukieilit  uutei 
einander  liegenden  Punkten^).  Sei  e  der  Anfingspunkt  dei  recht 
winkligen  Coordinaten  mit  der  Äbscissenaxe  d(f  und  der  Ordinattn 
axe  hell.  Man  erl:ennfc  sofort,  dass  die  Cuivo  myiif  —  k| 
^  nx(x^  —  K^)  durch  die  9  Punkte  hindurchgeht  d  h  dass  die'ip 
Gleichung  durch  die  Coordinaten  der  9  Punkte  eiluüt  ist,  welchen 
Zahlenwerth  auch  m  und  n  besitzen.  Wühlt  min  also  einmil  jii^ 
lind  «1 ,  ein  andresmal  )Hj  und  Hg  u.  s.  w.,  so  eih  ilt  min  behebig 
viele  Curven  3**°  Grades,  die  alle  durch  jene  9  Punkte  hindurchgehen, 
und  die  mit  Ausnahme  der  Fälle  m  =  0,  oder  n  =  0,  oder  m  =  n, 
oder  m  =  —  n  wirkliche  Curven  -iind  In  jenen  Ausnahmefällen  hat 
mau  es  mit  drei  Geraden,  oder  mit  emer  Geiadtn  und  einer  Ellipse 
zu  Ibnin,  da  die  Gleichungen  aKdann  1(1  -^  c)  (x  —  a)  ^  0^ 
?/G/  +  «)  (J/  —  ß)  =  0,  ((/  —  a )  (1/  -\- x,j -{•  ic' —  a')  =  0,  (y -\- x)  ■ 
(y^  ~—  xy  -\~  x^  —  ft^)  =  0  heisaen 

Der  zweite  Aufsatz  versucht  den  allgemein  als  wahr  angenom- 
meneu, aber  niemals  streng  bewiesenen  Satz  von  den  mn  Dureh- 
schnittspunkten  einer  Cuive  ?h'™  Giades  mit  empi  solchen  w'*°  Grades, 
wofern  man  die  im  Unendlichen  liegenden,  sowie  die  imaginären 
Durchschnittspunkte  mitzählt,  Curven  dagegen,  die  m  einzelnen  grad- 
linigen oder  krummlinigen  Aesteo  zusammenfallen,  nicht  als  einander 
schneidend  auffasst,  zu  sichern.  Wir  haben  wiederholt  von  diesem 
Satae  gesprochen,  haben  auch  über  Eulers  versuchten  Beweis  von 
1748  bei  Gelegenheit  der  Aufgabe,  eine  Unbekannte  zwischen  zwei 
Gleichungen  zu  eliminiren  (S.  598),  berichtet  und  damals  hervor- 
gehoben. Euler  acheine  selbst  die  Empfindui^  von  der  Unzulänglich- 
keit seiner  Folgerungen  besessen  zu  haben. 

Auch  in  dem  unmittelbar  folgenden  Bande  der  Berliner  Ver- 
öffentlichungen^) begegnen  wir  einem  Aufsätze  Eulers:  Sur  Je  potnt 
de  rebroussement  de  la  seconde  especc  de  M.  le  Marquis  de  VHöpital. 
Es  ist  eine  Rechtfertigung  von  De  L'Höpitals  Kückkehrpunkten 
zweiter  Art,  die  einem  Schnabel  gleichen^),  gegen  De  Guas 
Angriffe  (S.  796).  De  Gua  sei  allerdings  berechtigt  gewesen  anzu- 
nehmen, eine  Curvengleichung  lasse  sich,  wenn  die  AbseisBenaxe  die 
Curve  im  Coordinatenanfangspunkte  berühre,  in  die  Form  y  ==  Ya 
+  Ax"'  +  Bx''  +  C:t^  zh  '  ■  "    bringen,    aber    die   weitere    Folgerung, 

■)  Bei  Eulei  heisst  dio  Kntfemung  a.  Wir  wählten  a,  um  die  Ver- 
wechalung  mit  dem  Punkte  a  auszuachliossen.  ■)  llistoire  de   VÄcaäeraie 

de  Berlin.    Asrnie  1749.    T.  V,  204—221,  ^)  semUables  h  un  hee  d'mseau 

sagt  Eulcr  in  §  1  aeinea  Äulsatzes  unter  erstmaliger  Anwendung  dieses 
Ausdrucks. 
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jene  GleiciiuDg  gehe  in  unmittelbarer  Nähe  jenes  Aufangspuiiktes  in 
y  _,  über,  und  deshalb  müsse  die  Curve  auf  der  positiven  und 
auf  der  negativen  Abacissenaeite,  unmittelbar  nach  wie  unmittelbar 
vor  dem  Anfangspunkte,  genau  die  gleiche  Gestalt  haben,  sei  irrig. 
Die  Glieder  mit  höheren  Exponenten  verschwinden  gegen  x*  nur, 
wenn  sie  reell  sind,  d.  h.  wenn  m,  n,  Je  ■■■  ganze  Zahlen  oder  Brüche 
mit  ungradem  Nenner  sind.  Sei  etwa  1/  ==  3;  +  xyx  die  Gleichung 
einer  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehenden  Curve.  Nach 
De  Gnas  Auffassung  müsste  die  Curve  mit  der  Geraden  ij  =  x  nahe- 
zu zusammenfallen,  also  im  Anfangspunkte  die  Abscissenaxe  unter 
einem  Winkel  von  45"  sehneiden.  Das  findet  aber  nur  nach  der 
positiven  Abscisaenseite  zu  statt,  wahrend  auf  der  negativen  Seite 
y  =  —  X  —  xy^j  imaginär  ist  und  das  Aufhören  der  Curve  im 
Coordinatenanfangspiinkte  anzeigt.  Die  Curve  (y  —  xy^x^  erstreckt 
sich  nur  nach  der  Seite  der  positiven  x  und  hat  im  Coordinaten- 
anfangspnnkte  einen  Rückkehrp\inkt  erster  Art.  Nun  betrachte  man 
iy  —  tcx^y  =  ß^x^  oder  y  =  ax^  +  ßx^Yx  (Fig.  132).  Die  Parabel 
y  =  ax^  erstreckt  sich  als  L'ÄL  rechts  und  links  von  der  Ordinaten- 
axe,  aber  die  Curve  {y  —  ux^'f 
==  ß^x^  hat  nur  die  Aeste  AM, 
AN  mit  gleichen  Ordinaten- 
entfernungeo  L3I  von  der  Parabel 
nach  oben  und  unten,  während 
auf  der  negativen  Ahscissenseite 
kein  Curvenpunkt  vorhanden  ist 
In    4  findet   ein  ßuckkehrpunkt  t  .^  la 

ziveitei  Alt  statt,  welchen  De  (rua 

gemeint  hatte  leugnen  7u  sollen  Eulei  macht  dazu  die  Bemerkung, 
der  Halbme'.spr  der  Evolute  sei  m  leneni  Punkte  vfn  endlicher 
Grosse')  El  meint  damit,  dei  Ki ummungshalbmessei  \on  (i/  —  ax^}'' 
=  ß'r''  sei  bei   1  =  ?/ =  0  %on  endlichem  Werthe,   und  m  der  That 

wird    derselbe    dort    —       lat     /  =  k  t*^  +  /J  J      "    und    w    Line   un- 

^tade,  n  eine  grade  Zthl,  damit  das  Glied  ßc  "ein  doppeltes 
Vorzeichen  besitze,  so  \erHuft  die  Cuive  immer  m  zwei  Aesten  vom 
•"  oordinatenanfangspunkte  nach  der  positiven  Abscissenseite.  Der 
Fxponent  7    übt  einen  eigenthumliehen  Einflus'i   auf  die  Gestalt  der 

'j  Histoire  de  1  Äfadcmie  de  Berlin  Annee  1749  T  V  210  La  courbe 
au  commencement  ou  x  =  0  uit  point  de  lebrowtsement  de  la  seconde  eijpece,  et  le 
layon  de  la  developpee  est  laus  ce  potnt  dune  guantiti  ftrue 
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Ciirve'),  oliiie  dass  iinf  die  Ganzzahligkeit  von  /,■,  vorausgoautzt  dass 
ea,  wenn  gebrochen,  keinen  graden  Nenner  besitzt,  also  keine  Zwei- 
deutigkeit Ton  ax^  bedingt,  Gewicht  zu  legen  wäre.  Wir  haben  ge- 
sehen, dass  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  der  zugleich  Anfangs- 
punkt der  Curve  ist,  ein'ilückkehrpunkt  stattfindet.  Er  ist,  wie  wir 
auch  schon  gesehen  haben,  erster  Art  bei  ]i  =  \.  Bei  /j  >■  2  ist 
er  zweiter  Art  und  der  Krümmungshalbmesser  unendlicbgioss.  Bei 
1  <  /,;  <  2  ist  der  Riiekkehrpunkt  wieder  zweiter  Art  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser ü.  Bei  A;  <  1  wird  die  Gurve  senkrecht  zur  Ab- 
scissenaxe  mit  einem  Rückkehrpunkte  zweiter  Art,  in  welchem  die 
Ordinatenaxe  heide  Curvenäste  berührt  und  der  Krümmungshalbmesser 
ist  0  bei  <  A;  <  1  und  oo  bei  li  <  •  Euler  geht  hier  auch  be- 
züglich des  Krümmungshalbmessers  wesentlich  über  das  hinaus,  was 
De  L'Höpital  (S.  247)  angegeben  hatte. 

Noch  1748  erschien  in  Mailand  ein  von  einer  Dame  yerfasstes 
Werk,  dessen  wir  hier  wie  der  Verfasserin,  Maria  Gaetana  Agnesi^) 
(1718 — 1799),  zu  gedenken  haben.  Eine  Hauptquelle  für  die  Kenntniss 
ihres  Lebens  ist  eine  von  Antonio  Francesco  Frisi  herrührende 
Lobrede.  Man  darf  diesen  natürlich  nicht  mit  seinem  Bruder  Paolo 
Frisi  (1728—1784),  Professor  der  Mathematik  in  Mailand  und  Ver- 
fasser verschiedener  anderer  Lobreden,  welcher  15  Jahre  vor  der 
Agnesi  starb,  verwechseln.  Maria  Agnesi  war  in  Sprachen  ausser- 
ordentlich bewandelt  und  hat  luch  der  Mathematik  erfolgrci(..hc  Be- 
mühungen zugewandt  Nicht  ah  ob  sie,  sagt  ihr  Lobredner,  eine 
tiefe  Spur  von  sieh  hinterlaö'>en  hatte,  abei  sie  nahm  einen  ehren 
vollen  Platz  unter  den  grossen  Mathematikern  des  Will  Jahrhunderts 
ein.  Im  Juni  174h  nahm  die  AkademiP  von  Bologna  sie  unter  ihre 
Mitglieder  auf,  im  gleichen  Jahre  erschienen  die  Ishtiiziom  anahtiüte 
ad  uso  della  gioventu  itahana  von  Maria  Agnesi  m  zwei  starken 
Quartbänden,  und  dieses  Werk  wurde  so  sehr  geschätzt,  dass  es  ins 
Englische,  und  wenigstens  der  zweite  Band  auch  ins  Französische 
übersetzt  wurde.  Zwei  Pariser  Akademiker,  De  Mairan  und  Mon- 
tigny,  rühmten  das  Werk  als  das  vollständigste  und  bestgearbeitete 
seiner  Art.  Unter  mancherlei  Curven,  an  welchen  die  Methoden  der 
Infinitesimalrechnung  geübt  werden,  ist  auch  eine,  mit  welcher  schon 
Fermat  bekannt  war,  der  sich  in  seiner  Abhandlung  über  die  Quadra- 

')  Histoire  de  l'Acadimie  de  Berlin.  Anaöe  1749.  T.  V,  211  —  212. 
')  J.  Boyer,  La  maüiematieienne  Agnesi  in  der  Sevtte  Calkolique  des  Eevues 
frangaises  et  etrangh-es  vom  20.  März  1897,  pag.  451— -458.  —  Gino  Loria, 
Yersiera  visiera  e  pseudo-versiera  in  der  BUHiofheca  math^matica  1897,  pag.  T 
bis  12  und  pag.  33— äi. 
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tui-eii')  mit  dor  Gleichung  i' =  (t^c -f- ^i^l  iiü<1  mit  dei  Tkche  der 
durch  diese  Gleichung  bezeichneten  Cur\e  be^ch.ittigt  Da  Fermiti; 
a  für  die  Abscissen,  c  für  die  Ordiiiaten,  h  für  ugend  eine  eonstante 
Strecke  zu  sehreiben  pflegte  (Bd.  11,  S.  H17),  so  war  jene  Curve  die 
mit  der  Gleichung  a"  =  (a^  -\-  x^)y,  aber  Fcrmat  hatte  sie  weder  ge- 
zeichnet noch  sich  eingehender  mit  ihr  beschäftigt  Er  liat  nur  gezeigt, 
dass,  wenn  man  Substitutionen  vornimmt,  welche  wir  m  die  Formeln 
»/  =  — ,  X  ^^  —  kleiden  dürfen,  die  Xreisgleichung  |^  -f-  ij^  =  «^  ent- 
stehe, dass  folglich  die  Quadratur  der  ursprünglichen  Cur^e  von  der 
des  Kreises  abhängen  müsse. 

Maria  Agneai  hat  eine  geometrische  Definition  der  Curve  aus- 
gesprochen und  hat  ihr  von  ihrer  geschwungenen  Gestalt  (Fig.  133) 
den  Namen  versicra  beigelegt^), 
den  wir  bei  der  sprachwissen- 
scbaftlicheu  Gewandtheit  seiner 
Erfinderin  mit  verterc  (wenden) 
in  Verbindung  zu  bringen  alle 
Veranlassung  haben.  Die  Defi- 
nition ist  folgende:  Ein  Kreis 
mit  seinem  Durchjnesaer  AC=a 
sei   gegeben,    ebenso   seine  Be- 

rübmngslinien  AG,  CE  an  den  Endpunkten  des  Durchmesaers ,  AG 
und  AC  sind  Theile  der  im'  Anfangspunkte  A  senkrecht  zu  einander 
stehenden  Coordinatenaxen.  Wird  BM  in  irgend  einem  Punkte  ß 
der  AC  senkrecht  errichtet  und  der  Punkt  M  dieser  Senkrechten 
mittels  der  Proportion  AB :  AC  ^  BD  :  BM  bestimmt,  so  gehört 
er  der  Curve  an.  Eine  bequeme  Construction  von  M  ist  folgende; 
Nachdem  BD  J_  AC  gezogen  ist,  verbindet  man  A  mit  D  gradlinig 
bis  zum  Durchschnitte  mit  CE  und  zieht  dann  EM  ||  AC.  Ist 
AB  =  y,  BM  =  X,  so  heiast  die  Proportion  y:a  =  yij(a  —  y)  :  x, 
und  daraus  findet  man  die  Gleichung  a'  ^  (d*  -|-  ^^)tf- 

Wenn  wir  uns  jetzt  der  im  Jahre  1750  erschienenen  Introdudiou 
ä  l'anah/sc  des  ligncs  courbes  algiJbriques  von  Gabriel  Gramer  zu- 
wenden, von  welcher  schon  im  106.  Kapitel  (S.  605  flg^.)  die  Rede 
war,  so  könnte  die  Zeit  der  Veröffentlichung  vermuthen  lassen,  das 
Werk  sei  unter  dem  ganzen  Einflüsse  von  Eulers  Introductio  verfasst, 
wenn  nicht  Gramer  dem  widerspräche,  ein  Widerspruch,  der  allerdings 
einen  fast  mehr  als  unbedingten  Glauben  an  Gramers  Wahrhaftigkeit 


')  Fermat,  OemreB  I,  279—280  und  III,  2;i3— 234.         *)  Agaesi,  Js(!f»- 
zioiii  analitiche  I,  380—381  uad  391—393. 
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von  ilem  Leser  verlangt.  Newtons  Eniimoratio,  Stirliugs  Ciirven 
3*^°  Grades,  die  Aufsätze  von  Nicole,  von  Bragelongne,  die  uns 
im  114.  Kapitel  bekannt  geworden  sind,  De  Guas  Usage  de  l'Aua- 
lyse  de  Descartes  nennt  Cramer  als  von  ihm  benutzte  Vorarbeiten, 
um  alsdann  fortzufahren^):  Ich  würde  grossen  Nutzen  aus  Eulers 
Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendüchkleinen  gezogen  haben,  wenn 
dieses  Buch  mir  früher  bekannt  geworden  wäre.  Da  sein  Gegenstand 
fast  der  gleiche  wie  der  memige  ist,  so  ist  darüber  nicht  zu  staunen, 
dass  unsere  Folgtiungen  em'^nilei  oftmals  begegnen.  Allein  der 
Unteischied  der  Methode  ist  bo  gross,  als  er  nur  bei  Bearbeitung 
des  gleichen  Gegenstindes  sein  kann  Ich  sage  das  nicht,  um  dem 
Wege,  den  ich  eingeschlagen  habe,  vor  dem  Eulers  einen  Vorzug  zu 
beanspruchen,   sondern    nui    um    den  Leser   auf   die   Verschiedenheit 

Wir  wollen  uhei  Grameis  ungemein  auaführHches  auf  680  Quart- 
seiten sich  ausdehnendes  Werk  genauer,  wenn  auch  so  kurz  als  thuu- 
lich  berichten  und  vorausschicken,  dass  Cramer  nicht  weniger  als 
33  Tafeln  sorgfältig  gezeichneter  Figuren  beigegeben  hat,  aus  welchen 
man  den  Lauf  vieler  auch  recht  absonderlicher  Curven  genau 
kennen   lernt. 

Das  1.  Kapitel,  Von  der  Natur  der  Curven  im  Allgemeinen 
und  ihren  Gleichungen,  beschränkt  zunächst  die  Untersuchung 
auf  ebene  Curven  unter  Ausschluss  derjenigen  von  doppelter  Krüm- 
mung^. Jede  Curve  kennzeichnet  sich  durch  eine  Gleichung  zwischen 
den  in  einem  beständigen  Winkel  gegen  einander  geneigten  Strecken 
X,  ij,  welche  ihre  Coordinaten  heisaen.  Die  Art  der  Gleichung  beein- 
flusst  die  Natur  der  Curven,  und  nun  tritt  die  zweite  Beschränkung 
auf  algebraische  Curven  ein^).  Zahlreiche  Beispiele  lehren  die  Ein- 
deutigkeit und  Vieldeutigkeit  der  Ordinaten,  ihre  endliche  oder  un- 
endliche Grösse,  ihr  Imaginärwerden  bei  gewissen  Abscissenwerthen 
kennen.  Man  erfährt  von  der  Vereinigung  mehrerer  Curven,  deren 
Gleichungspol jnome  mit  einander  vervielfacht  =  0  gesetzt  werden*), 
von  der  Erleichterung  beim  Aufsuchen  einzelner  Curvenpunkte,  die 
darin  liegt,  dass  man  nicht  y  als  Function  von  x,  sondern  x  und  i/ 
als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  z  darstellt"),  wie  z.  B. 
if  •\-  x^if  +  2if  —  «^  =  0,     indem     man     x  =  ys    einsetzt,     in 

y  =  ^^■~  ,  X  =  --t^-f-  übergeht.  Es  fällt  sehr  schwer,  hierbei 
nicht  an  das  zu  denken,  was   wir  (S.  702)   aus   dem  3.  Kapitel  des 

')  Gramer,  Introduction  ä  l'anahjse  des  lignes  etmrbcs.  l'rcface,  pag.  XI. 
*)  Ebenda  pag.  3.  ^  Ebenda  pag.  8.  *)  Ebenda  pag.  28.  '■j  Ebenda 

p^.  34. 
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I.  Bandes  der  Iiitroductio  beriehteteiij  insbesondere  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  Cramer  wie  Euler  bei  dieser  Parameterdarsteüung 
der  Curvengleichung,  um  einen  unserei  Zeit  angehurenden  Kunsi- 
ausdrnck  zu  gebrauchen,  an  nichts  Anderes  dachten,  als  an  die  Mög- 
lichkeit, dadurch  ohne  grosse  Mühe  behebig  viele  einzelne  Curven- 
punkte  ermitteln  zu  können.  Auf  die  Gleichung  eniei  Zusammensetzung 
von  Uaumgebilden  zurückgreifend,  bemerken  wii,  dass  C'iamer  ein 
nicht  in  Factoren  zerlegbares  Crleichungspolynom  irreductibeP) 
genannt  hat,  und  dass  er  an  einer  späteren  Stelle^  von  reductiblen 
Gleichungen  neben  den  irreductiblen  spricht,  um  die  Zerlegbarkeit 
oder  Nichtzerlegbarkeit  des  Gleiehungspolynoms  in  Factoren  an- 
zudeuten. 

Das  2.  Kapitel,  Von  den  Veränderungen,  welche  die  Glei- 
chung einer  Curve  bei  Beziehung  derselben  auf  andere 
Coordinaten  erleidet,  unterscheidet  die  Fälle  der  Verlegung  des 
Anfangspunktes,  der  Drehung  der  Ooordinatenaxen,  der  Vereinigung 
beider  Veränderungen  und  gibt  für  jeden  Einzelfall  die  ihm  ent- 
sprechenden Formeln. 

Das  3.  Kapitel,  Von  den  verschiedenen  Ordnungen  der 
algebraischen  Linien,  spricht  von  deraGfrade  derCurvengleichnngen, 
welcher  mit  der  Ordnung  der  Curven  oder  Linien  zusammenfällt^). 
Den  gleichen  Tausch  der  beiden  Wörter  gestatteten  sieh  nahezu  alle 
Schriftsteller.  Wird  eine  Co ord in aten Veränderung  von  den  x  und  y 
zu  neuen  geradhnigen  Coordinaten  s  und  u  vorgenommen,  was  mittels 
X  =  m  -\-  p^  -\-  rii ,  y  =^  n  -{-  qz  -\-  am  geschieht,  so  bleibt,  wie 
De  Gua  bemerkt  habe,  der  Grad  der  Gleichung  unverändert*).  Wir 
haben  in  der  That  auf  diesen  Satz  bei  De  Gua  (S.  798),  auf  eben 
denselben  bei  Euler  (S.  803)  hingewiesen.  Nun  folgt  die  Schilderung 
von  Newtons  Parallelogramm,  von  De  Guas  Dreieck^),  von  welcher 
(S.  605)  die  Rede  war,  und  auch  was  wir  (S.  607—608)  aus  dem 
Anhange  zu  Cramers  Werke  berichteten,  schliesst  sich  eng  an  das 
3.  Kapitel  an,  denn  nach  der  Bemerkung,  dass  die  allgemeinste  Curven- 
gleichung  «i^"  Grades  aus  iL+lH^+ll  Gliedern  mit  ^^^^^  Coeffi- 
cienton  bestehe,  und  dass  diese  Coefflcienten  aus  der  Kenntniss  eben 
so  vieler  Punkte,  welche  der  Curve  angehören  sollen,  mittels  lautev 
Gleichungen  l**"  Grades  gefunden  werden  können,  verweist  Cramer'') 
für  die  Ausfühmng  dieser  algebraischen  Aufgabe  auf  seinen  ersten 
f  und  weiter  unten')  auf  seinen  zweiten  Anhang  für  den  Beweis 


')  Ctamer,  Introduction  ä  Vanahfse  des  ligi>es  courhes  pag.  29.  *)  Eltenda 
pag,  ri3.  ^  KbenUa  pag,  53.  ^  Ebenda  pag.  54.  "^  Ebenda  pag,  di—  r>7. 
")  Kbeiida  pag.  60,        ')  Ebenda  pag,  70. 
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des  Satzes,  dass  eine  Gurve  hs'*'''  und  eine  Curve  «•*"  Grades  einander 
höchstens  ia  mn  Punkten  schneiden.  Findet  sich  eine  Ausnahme 
davon,  hat  z.  B.  die  in  fünf  Punkten  erfüllte  Gleichung  2'™  Grades 
mit  einer  Gleichung  1'™  Grades  drei  Wurzeln  gemein,  so  stellt  jene 
Gleichung  2""  Grades  keine  Curve,  sondern  zwei  Gerade  dar,  deren 
eine  durch  drei  von  den  gegebenen  Punkten,  die  andere  diirch  die 
zwei  übrigen  Punkte  geht^).  Gleichfalls  als  Paradoxon,  dessen  Lösung 
keine  Schwierigkeit  bereite,  stellt  Cramer  es  dar^),  dass  zwei  Curven 
3'^"  Grades  einander  in  neun  Punkten  schneiden,  also  beide  durch 
diese  neun  Punkte  hiadurchgehen,  während  doch  —^  =  9  Punkte 
eine  cubische  Curve  bestimmen  sollen,  ein  Paradoxon,  welches  bei 
Curven  ?;'™  Grades  noch  schärfer  hervortrete,  sobald  --■  ■■  o"  <  v^  sei. 
Der  Grund  dieser  Erscheinung  liege  darin,  dass  n  Gleichungen 
1""  Grades  zwar  im  Allgemeinen  zur  Bestimmung  von  n  Unbekannten 
ausreichen,  dass  aber  auch  Umstände  eintreten  können,  welche  eine 
Unbestimmtheit  einiger  Unbekannten  bedingen.  Das  ist  auch  {S.  819) 
von  Euler  1748  bemerkt  und  veröffentlicht  worden,  doch  acheint 
Cramer  davon  nicht  gewusst  zu  haben,  wenigstens  nennt  er  Enler 
nicht.  Die  geometrisch  merkwürdige  Thatsache  hat  unter  Benutzung 
von  Cramers  Ausdruck  den  Namen  des  Euler-Cramerschen  Para- 
doxon erhalten. 

Das  4.  Kapitel,  Einige  Bemerkungen  über  die  geometri- 
sche Construction  von  Gleichungen,  will  zeigen,  wie  die 
Durchschnittspunkte  zweier  Curven  zur  Auffindung  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  nutzbar  zu  machen  sind.  Sei 
)/  die  Unbekannte  der  aufzulösenden  Gleichung,  welche  die  Anfangs- 
gleiehung  hei  säen  mag,  so  kann  fast  nach  Belieben  eine  Curveu- 
gleichung  zwischen  j/  und  einer  Hilfsunbekannten  x  aufgestellt  und 
mit  ihrer  Hilfe  eine  llmforraung  der  Anfangsgleichung  vorgenommen 
werden,  welche  die  zweite  Curvengleichiing  erzeugt.  Die  Ordinaten 
der  Durchschnittspunkte  beider  Curven  sind  die  Wurzeln  der  An- 
fangsgleichung. Beispielsweise')  wird  ^  =  a^h  auf  y^  =  ax  in  Ver- 
bindung mit  x^  =  by  zurückgeführt.  Allerdings  hat  die  betonte  an- 
genäherte Willkür,  die  bei  der  Wahl  der  ersten  Curvengleichung 
herrscht*),  ihre  Grenzen.  Der  Schnittpunkt,  der  eine  Gleichungs- 
wurzel liefern  soll,  darf  kein  imaginärer   sein.     Man  hat  i/*+  15«'?/ 


')    Cramor,    Introductioti    ä    Vanalyse    den    lignc    courhes   pag,  77  — 7H. 
•)  Ebenda  pag.  78—79.  ")  Ebenda  pag,  80—81.  ')   Ebenda  pag.  »■^■■ 

le  choix  de  la  premiere  des  deiix  equatimu  indäerwineen  qiii  servent  ä  ciwisd"»"'^ 
une  £galite  ext  presque  arhitraire. 
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+  14o'_(,/  +  o)(,,  +  2»)(y-^+»VCri9)(,,^i^_^^l9), 

Wählt  man  nun  die  Curvengleichungea  y^  —  ax^  =  0,  yx^ -\-  16a^y 
-\-  14(t"  =  0,  welche  durch  Elimination  von  x  die  Anfangsgi eichung 
liefern,  so  zeigt  sich,  dass  unter  Voraussetzung  von  a>0  die  Curve 
?/*—  ax^=  0  nur  oberhalb  der  Absciasenaxe,  die  Curve  yx^  ~\-  15«^»/ 
■^  14a^  =  0  nur  unterhalb  der  Absciasenaxe  verläuft,  dass  also  aus- 
schliesslich imaginäre  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven  statt- 
finden, während  die  Anfangagleichung  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt*). 
Eine  andere  Schwiei-igkeit  kann  dadurch  entstehen,  dass  die  Curven 
mehr  reelle  Durchschnittspunkte  besitzen,  als  die  Anfangagleichung 
reelle  Wurzeln.  Diese  Unbequemlichkeit  erscheint,  wenn  zwei  Durch- 
schnittspunkte in  Bezug  auf  die  Hilfsunbekannte  zwar  verschieden, 
in  Bezug  auf  die  aufäiigliclie  Unbekannte  aber  in  üebcrei »Stim- 
mung sJnd^). 

Wir  erinnern  uns  hier  an  die  Abhandlung  von  Rolle  und 
De  la  Hire  aus  den  Jahren  1708,  1709,  1710  (8.  392—393).  Sehr 
verwandten  Inhaltes  war  1727  ein  Aufsatz  von  Jacob  Hermann*). 
Hier  findet  sich  die  Bemerkung,  man  solle  als  erste  Curve  eine  solche 
wählen,  deren  Ordinaten  von  0  beginnend  alle  Werthe  bia  co  (Hei'- 
mann  meint  wohl  eigentlich  bis  4-  cq)  durchlaufen,  damit  unter  ihnen 
jedenfalls  die  reellen  Wurzelwerthe  der  Änfangsgleichung,  deren  Un- 
bekannte die  Ordinate  geworden  ist,  vorkommen^).  Dann  findet  sich 
bei  Hermann  eine  zweite  KegeP).  Sei  die  Änfangsgleichung  vom 
Grade  2k,  was  entweder  thatsächlich  der  Fall  ist,  oder,  wenn  ihr 
Grad  2«  ■ — ^  1  gewesen  sein  soHte,  durch  Vervielfachung  mit  y  erzielt 
werden  kann.  Dann  gibt  es  einen  Ausdruck  y"  -\-  ^i/""'  ■-{-■■■  -\-  l', 
welcher  genau  oder  annähernd  die  Quadratwurzel  des  Gleichungs- 
polynoms der  Änfangsgleichung  darstellt,  und  dessen  Coefflcienten  man 
soviel  als  möglich  durch  Vergleichung  von  (y"  -\-  gy''~'  -\-  ■  ■  ■  -h  ^'f 
mit  dem  Gleichungspolynome  der  Änfangsgleichung  bestimmt.  Man 
soll  alsdann  die  parabolische  Curve  mx  ^  y"  -\-  gy"^'  -{-■■■-{-■};  als 
erste  Curvengleichung  wählen  und  mittels  ihrer  und  der  Anfangs- 
gleichung durch  Einsetzung  von  mx  in  letztere  die  zweite  Curven- 
gleichung sich  verschaffen. 

Cramer  eignet  sich  in  seinem  4.  Kapitel  unter  Berufung  auf 
Hermann  diesen  Vorschlag  in  der  Form  an,  man  solle  die  erste  Curve 
so  wählen,  dass  in  ihrer  Gleichung  die  Hilfsunbekannte  nur  in  erster 

')    Gramer,    Introduction  ä   Vanatyse    des    lignes  cimrhes    pag.  84  —  85, 

')  Ebenila  pi^.  85 — S6.            ')  ObservaUo  in  sehediamna  Itollii  He  constrncti'one 

neguationum.  Miscellatieit  Be^-nlhtenmit  T.  lü,  131—141).  ')  Ebemla  TU,  1.15. 
")  Ebenda  III,  142—143. 
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Potenz  auftrete,  weil  dann  sicherlieh  nur  eindeutige  reelle  Werthe 
derselben  in  Frage  kommen  können^).  Auch  eine  andere  Grenze  hat 
man  der  Wahl  der  ersten  Curvengleichung  gesteckt,  indem  man,  die 
beiden  Curven  von  so  wenig  als  möglieh  verschiedenem  Grade  zu 
erhalten  wünscht  oder  noch  andere  Zwecke  erfüllen  will,  wofä]- 
Gramer  gleichfalls  Regeln  aufstellt,  die  zwar  schon  von  Jakob  Ber- 
nouUi,  von  De  L'Höpital,  von  Stirling  ähnlich  gegeben  waren, 
die  aber  Gramer  einer  eingehenden  Prüfung  unterwirft^). 

Das  5.  Kapitel,  AVerth  des  Productea  der  zu  einer  Äbscisse 
gehörenden  Ordinaten,  gilt  einem  Satze,  der,  wie  so  Vieles  bei 
Cramer,  nicht  grade  neu  ist,  für  den  er  sich  auch  auf  Newton, 
Stirling,  De  Gua  unter  genauer  Stellenangabe  beruft,  der  aber  in 
seiner  Behandlung  durch  die  eingehendste  Ertirtei'ung  an  Bedeutung 
gewinnt.  Sei  (Fig.  134)  die  Curve  QMSLBN  vom  Grade  v.  Ihre 
Gleichung,  die  man  nach 
y  geordnet  und  auf  0  ge- 
bracht hat,  beginne  mit 

H )y''~'  ^^^  schhesse 

mit   A3?~*  -)-  JSa^""'^^ 

+  C^c'-'-ä -I .    "Qq- 

traehtetman  Kai'-j-jSa^-' 

_|_  yx^—'-  -J =  0  und 

denkt    sich    AT,    AV, 
XX  -  ■  ■    als    die    was 
schliesslich  reellen  Wur- 
zeln   dieser    Gleichung,    so   kann   man    tisf  -\-  ßa^~'  +  'yx'~^  -j-  . . . 
=  cc{x  —  AT)  (x  — ÄV)  (x  —  AX)  ■  ■■   setzen.     Ferner    geht    die 

Curvengleichung  in  )/  =  0  in  Ax'^* -\-  Bx'~'~^  -\-  Cx''~'-^~\ =  0 

über,  und  die  wieder  ausschliesslich  reellen  Wurzeln  dieser  letzteren 
Gleichung  sind  nothwendig  AQ,  AR,  A8  ■  ■  ■ ,  wenn  die  Gurve  die 
Abscissenaxe  in  Q,  B,  S  ■  •  ■   schneidet;    man   kann   daher -l./;''^' + 

Bx'-'-^  _|_  Cx'-'-^  -\ ^A(x~Aq){x  —  AB)  {x  —  AS)  ■  ■  ■ 

setzen.  Dividirt  man  die  Curvengleichung  durch  den  Coeffieienten 
von  y''~',  was  immer  gestattet  ist,  weil  man  das  Gleichungspolynoin 
nicht  mit  dem  ersten  denkbaren,  sondern  mit  dem  ersten  wirklich 
vorhandenen  öliede  hat  beginnen  lassen,  und  setzt  für  ihn  sowie 
für  das  letzte  von  y  freie  Glied  die  soeben  gefimdenen  Werthe, 
so    nimmt    die    Gurvengleiehnng    die    Gestalt    an    y''~'  +  ' '  '  "i'  „  ' 


')   Cramer,   Intmihictimi   <i   Vannlyse    des    Kgnes    courhes 
*)  Ebenda  pag.  88—108 
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(X  -  AQ)  (X  -  AH)  (X  -  ÄS)  ■  ■  ■  ^  ,  .  ....  „r  h, 
'(a:~^^ÄT')'(x"—'2vÜ'^'^A"x)~^'  ^^''^"^  "^^  jedem  Werthe  von  x 
die  zugehörigen  Ordinaten  y  liefern  muss,  z.  B.  y  =  LP,  y  =  MF, 
y  =  NF  ■  ■  -,  wenn  a:  =  j4P  gesetzt  wird.  Dadurch  erkennt  man, 
das3  XP.JlfP.JVP--  =  -^^^;J^^JJ"-^,  und  darin  besteht  der 
in  der  Ueherachrift  des  5.  Kapitels  gemeinte  Satz  von  dem  Producte 
der  Ordinaten'),  Gramer  verfolgt  seine  Bedeutung  bei  verschiedenen 
Werfchen  von  v  auch  iu  den  Fällen,  in  welchen  die  verschiedenen  in 
dem  Satze  vorkommenden  Öle  ichungs  würz  ein  nicht  sammtlieh  reell  sind. 
Das  G.  Kapitel,  Von  den  Durehmessern,  Gegendurchmessern 
und  Mittelpunkten  der  Curven,  geht  aus  von  dem  Coefficienten 
des  zweithöchsten  Gliedes  der  wie  im  b.  Kapitel  nach  1/  geordneten 
Curvengleichung   (ax'  -j-  ßx'-^  +  '  ■  O?/""'  ~i~  (0^«'+'  +  63^  -j-  ■  ■ ')  ' 

,^— (— I    I   , ,  ,  __  Q    (pelehe  auch   in   if~' -i -'-t— .--^ — -»''~'~^ 

^  . . .  =  0  umgeformt  werden  kann.  Bei  Annahme  irgend  einer  Äh- 
seisse  x,  zu  welcher  v  —  t  Ordinaten  y  gehören,  ist  —  5__^_X^?  T — 
die  Summe  aller  dieser  Ordinaten,  und  das  Gleiche  findet  statt,  wenn 
man  die  v  —  s  Ordinaten  einer  Curve  v"~'+ --%—     .  ';  +-"  _j =  0, 

welche  zur  Äbscisse  x  gehören,  negativ  zu  einer  Summe  vereinigt. 
Heissen  die  zu  x  ^AP  gehörenden  Ordinaten  der  ersten  Cui-ve  PM, 
Pni,  P/t  ■  ■  ■,   die  der  zweiten  Curve  PN,  Pn,  Pv  ■■■,   so   ist   also 

PM-\-Pm-^  P(i-\ '=PN-\-Pn-^Pv-\ .     Der  Satz  hat 

die  einfachste  Gestalt,  wenn  t  ^  s,  d.  h.  wenn  die  beiden  Curven- 
gleichungen  in  ihren  zwei  ersten  Gliedern  und  mithin  auch  in  der 
Anzahl  der  in  jeder  derselben  zu  einer  Abscisae  gehörenden  Ordi- 
naten genau  übereinstimmen.  Dann  ist  (PJlf —  PN)  +  (JP'«  —  ^") 
+  {P(i^Pv)-{ =  NM  +  M,»  -f  vfi  +  ■  ■  ■  =  0,  und  die  gegen- 
seitige Lage  der  Punkte  N  und  M,  n  und  m,  v  imd  (i  ■  -  ■  gibt  dafür 
den  Ausschlag,  welche  Strecken  positiv,  welche  negativ  sind^). 
Gramer  beschränkt  hierauf  die  Allgemeinheit  des  Satzes  weiter.  Er 
nimmt  f^O  an  und  )/"  -f  {ax  -\-  h)y'~^  als  die  AnfangsgUeder  beider 
Ourvcngleichungen,  Die  eine  Gleichung  kann  als  Vereinigung  von 
V  Geraden  gedacht  werden,  d.  h.  ihre  Gleichung  als  (j/  -\-  a^^x  -\-  h^) 
'  iy  '\'  'h^  4"  ^a)  ■  (v  -^  C'c  (  'i'  K)  =  ö,  wobei  es  genügt,  «1,0^, 
■  ■  ■  «e  und  b^ ,  ftg ,  6,  so  zu  wählen,  daas  a^^-^  a^  -{•■■■-{-  a,  =^  a, 
^i  -{-  ^a  -{-■■■  -\-  b^  =  b    weide      Es    steht    des  Weiteren   nichts   im 


')   Gramer,  Inttoävction    u  l'afuilye   def   hgnr'^  courhes  ] 
*)   Ebenda  pag.  129—131 
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Wege  «1  =  «2  =  ■  ■  ■  =  'i'i'  =  ~  j  ^1  =  f'a  =  ■■■  =  ?'(-  =^  2U  wiihion, 
so  daas  die  i' Geraden  zusammenfallend  die  Gleichung  n/+  -x-{-  ]  ^^^^ 
erhalten  um!  mit  der  Ordinate  PS,  die  zur  Abscisse  AP  gehört, 
nur  einen  Durchschnittspunkt  S  besÜKeu.  Alsdann  iat  SM  -\~  Sm 
-|"  Sft  +  ■  ■  -  ^=  0  und  die  u-faebe  Gerade  ist  ein  Durchmesser  der 
Curve  ^)  in  dem  von  Newton  diesem  Worte  beigelegten  Sinne 
(S.  422).  Da  aber  jede  Curve  v^°  Grades,  wenn  sie  nicht  von  vom 
herein  eine  Gleichung  mit  den  Anfangagiiedeiii  y'  -j-  {^'^  -\-  ^)y'~ ' 
besitzt,  durch  Drehung  der  Coordinatenaxen  zu  einer  solchen  gelangen 
kann^),  so  hat  jede  algebraische  Curve  geradlinige  Durch- 
messer. Wie  das  zweithöchste  Glied  der  Gleichung  i/"  +  {ax-\-'b)y'-~^ 
4"  (cx^-{~  äx  +  ßjy'^^  -|-  ...  =  0  durch  seinen  Coefficienten  die  ent- 
gegengesetzte Summe  der  Wurzeln  darbietet,  so  steht  der  Coeffieient 
von  y'-^  in  Beziehung  zu  der  Summe  der  Producte  der  Wurzeln  zu 
je  zweien  u.  s.  w.,  und  daraus  folgen  Sätze  über  sogenannte  krumm- 
linige Durchmesser.  Die  in  der  Ueberschrift  des  ö.  Kapitels  ge- 
nannten Gegendirrchmeaser  stellen  einen  von  Bragelongne  ein- 
geführten Begriff  dar^),  der  sich  aber  in  der  Geometrie  nicht  zu 
erhalten  wusste,  und  dessen  Erörterung  wir  unterlassen.  Als  Mittel- 
punkt*) wird  in  vollständigem  Anschluss  an  De  Gua  (S.  794)  der 
Punkt  bezeichnet,  von  dem  aus  nach  allen  Richtungen  symmetrisch 
gelegene  Curvenpunkte  zu  erkennen  sind. 

Das  7.  Kapitel,  Bestimmung  der  grössten  Glieder  einer 
Gleichung;  Grundzüge  der  Methode  der  Reihen,  soll  den 
Uebergang  zur  Beschäftigung  mit  den  uuendlichen  Aesten  der  Curven 
bilden.  In  einem  unendlich  feinen  Punkte  überwiegen  diejenigpn 
Glieder,  welche  höhere  Potenzen  einer  unendlicbgrossen  Strecke  eut 
halten,  gegen  andere,  und  diese  letzteien  duifen  vemathlassigt  weiden 
Das  ist  ungemein  einfach,  wenn  nui  eine  Grosse,  etwi  j,  unendlich 
gross  wird,  aber  wenn  zwei  \eidndeiliche  i  und  y  vorkommen  \oii 
denen  man  zum  Voraus,  namentlich  bei  vielgliedrigen  Gleuhuiigen, 
nicht  weiss,  ob  sie  beide  unendliubgrois  werden,  und,  wenn  das  doi 
Fall  sein  sollte,  welche  Oidnung  dei  Unendlichkeit  lede  en  eicht,  i*-! 
es  viel  schwieriger,  die  grössten  Glieder  des  Gleicbungt-pol} nom'-  ?ii 
ermitteln,  gegen  welche  alle  anderen  verschwinden  Klir  ist  ^oi 
ftUen  Dingen,  dass  mindesteni*  7wei  Gliedei  des  Gleiehmi^spolvnomH 
unendlichgross   von    gleicbei    üiduung   sein    raüssun  ),  weil    ein  ein 

')  Gramer,  Inlr<)ducti<m  ä  Vanaly^e  den  hgnea  courh&i  pag.  131—134, 
*)   Ebenda  pag.  134— IBfi.  ")  ELenda  pag.  141.  '1  llbpnda  iiii.^-  '44. 

°)  Ebenda  pag.  162. 
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zelnes  Unendlich  gross  es,  neben  wolehem  aile  anderen  Glieder  vernach- 
lässigt werden,  amnöglich  =  0  sein  kann.  Man  wird  also  versuchs- 
weise irgend  zwei  Glieder  als  die  von  überwiegender  Unendlichkeit 
betrachten,  daraus  das  Verhältnis*  der  Unendlichkeitsgrade  von  x  und 
y  ermessen  und  schliesslich  zu&ehen,  ob  unter  Festhaltung  dieses  Ver- 
hältnisses alle  anderen  Gleit hungsgheder  unendlichgross  von  niedri- 
gerer Ordnung  oder  gar  endlich  odei  unendlichklein  werden.  Bei 
der  Gleichung')  x^y  -f-  «»/* —  o^x  =  0  sind  drei  Möglichkeiten.  Ent- 
weder kann  x^y  zugleich  mit  ay^  überwiegend  unendlichgross  werden, 
oder  x^y  und  —  a^x,  oder  ay^  und  —  n^x.  Im  ersten  Falle  folgt  aus 
x^y  -\-  ay^  =  0,  dass  J/  =  —  -  ■  Hier  ist  x  unendlichgi-oss  erster, 
y  unendlichgross  zweiter  Ordnung,  x^y  und  ay^  sind  beide  vierter 
Ordnung,  —  a^x  nur  erster  Ordnung  und  bleibt  mit  Recht  weg.  Im 
zweiten  Falle  folgt  aus  x^y  —  a^x  =  0,  dass  xy  =  a^,  x  wird  unend- 
lichgross erster  Ordnung,  y  =  —  unendlichkleiu  erster  Ordnung,  x^y 
und  —  a^x  sind  beide  unendlichgi'oss  erster  Ordnung,  ay^  unendlich- 
klein zweiter  Ordnung  und  bleibt  mit  Recht  weg.  Im  dritten  Falle 
folgt  aus  ay^- —  tt/^x  =  0,  dass  y^=  tix,  x  wird  unendlichgross  erster 
Ordnung,  y  unendlichgi'oss  von  der  Ordnung  -■■,  ay^  und  —  a^x  sind 
beide  unendlichgross  von  der  Ordnung  1 ,  x^y  unendlichgross  von  der 
Ordnung  -  und  darf  nicht  weggelassen  werden.  Der  dritte  Fall  führt 
mithin  auf  einen  Widerspruch,  und  nur  die  beiden  ersten  sind  zur 
Annahme  gestattet.  Ganz  ahnliche  Betrachtungen  sind  anzustellen, 
wenn  die  kleinsten  Glieder  eines  Gleichungspolyucms  gesucht  werden, 
wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  bei  unendlichkleinen  Grössen  die 
höherer  Ordnung  neben  denen  niedrigerer  Ordnung  verschwinden. 
Das  Zeitraubende  einer  so  geführten  Untersuchung,  insbesondere  wenn 
das  Gieichungspolynom  aus  zahlreichen  Gliedern  besteht,  ist  ein 
wahrer  Missstand,  und  Gramer  beseitigt  ihn  durch  Anwendung  des 
analytischen  Dreiecks.  Wie  auf  demselben  allen  Gliedern  des 
Gleichungspoljnoms  Felder  entsprechen,  welche  bemerklich  gemacht 
werden,  wie  man  ein  Lineal  durch  je  zwei  solcher  Felder  zu  legen 
und  dabei  zu  beobachten  hat,  dasa  nur  diejenigen  Geraden  nähere 
Betrachtung  finden,  welche  kein  hemerklich  gemachtes  Feld  über,  be- 
ziehungsweise unter  sich  erkennen  lassen,  je  nachdem  unendlichgrosse 
oder  nn endlichkleine  Glieder  aufgesucht  werden,  das  sind  Dinge,  die 
weitläufig  bei   Cramor   beschrieben  sind.     Hat    er    unabhängig   von 
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Maclauriu,  den  er  nictt  nennt,  gearbeitet,  und  ist  er  mit  Maelauriii 
auf  gleichen  Vorarbeiten  fuasend  selbständig  zu  Ergebnissen  gelangt, 
welche  mit  dem,  was  wir  ans  Maclaurins  Algebra-  berichtet  haben 
(S.  594),  80  nahe  übereinstimmt,  dass  wir  ein  ernentes  Eingehen 
darauf  uns  ersparen  dürfen?  Wir  müssen  uns  auch  hier  auf  Cramera 
wissenachaftiiche  Redlichkeit  Terlassen.  Er  beruft  sieh  an  so  /.ahl- 
reichen Stellen  auf  Newton,  auf  Taylor,  auf  Stirling,  auf 
De  Gua  u.  a.  w.,  dass  wir  nicht  wüsaten,  warum  er  Maclaurins 
Namen  hier  hätte  übergehen  sollen,  wenn  er  dessen  Algebra  studirt 
gehabt  hätte.  Wir  haben  übrigens  zweierlei  hinzuzufügen,  das  Eine, 
dass  es  der  Gedankenübereinstimmung  zwischen  Gramer  und  Maclaurin 
keinen  Abbruch  thut,  dass  Letzterer  das  Newtonsche  Parallelogramm, 
Ersterer  De  Guas  analytisches  Dreieck  anwendet,  das  Andere,  dass 
Gramer  vielleicht  als  Erster  die  Namen  der  Zeilen  (Ji/fneH)  und 
Columnen  {coloimies)  einführte^),  um  Felder  zu  bezeichnen,  die  sich 
in  einer  wagereehien  oder  senkrechten  Linie  befinden.  Ausserdem 
müssen  wir  feststellen,  dass,  wie  es  auch  mit  Cramers  Unabhängig- 
keit von  Maclaurin  beschaffen  sein  möge,  er  unter  allen  Umständen 
wesentlich  über  diesen  seinen  Vor^nger  hinausgegangen  ist.  Gramer 
wendet  nämlich  aetne  Aufmerksamkeit  auch  dem  Falle  zu,  dass  das 
Lineal  mehr  als  zwei  mit  Marken  versehene  Felder  berühre^).  Ist 
x'^f  ein  berührtes  Feld,  so  heissen  die  anderen  längs  des  Lineals 
folgenden  Felder  vermöge  der  unmittelbar  vorausgehenden  Auseinander- 
setzung 3^+*^+',  af+^^y+äi  u,  g.  -vv.j  und  die  im  Unendlichen  übrig 
bleibenden  Gleichungsglieder  liefern  0  =  asf"y"  -{-  &ä™  +  *^''  +  '  + 
^yfH+%iya+2i  _[_  ^^+3kyn+si  -|- .  . .  ^  wo  einzelne  der  Coefficienten 
1,  h,  c,  d  ■  ■  ■  auch  0  sein  können.  Dividirt  man  diese  Gleichung 
durch  afi/"  und  setzt  dann  s^y'  =  g,  so  geht  die  Gleichung  über  in 
0  =  ((  -|-  &^  -|-  cs^  -)-  ils^  -\-  ■  ■  ■ ,  oder  nach  weiterer  Division  durch 
den  Coefficienten  der  höchsten  auftretenden  Potenz  von  s  und  darauf 
folgender  Zerlegung  des  Öleichungspolynoms  in  einfache  Pactoreii 
0  =  (^  ~  2J)  (2  —  r)  (ä  ~  e)  ■  ■  - ,  d.  h.  die  Gleichung  zerfallt  in 
s  =  c^y'  =  iJ,  x*y'  =  r,  x^y^  =  p  u.  s.  w.  Gramer  unterscheidet 
hier  zwischen  reellen  und  imaginären  Werthen  B,  r,  q  ■  ■  ■ ,  worüber 
wir  aber  zn  berichten  unterlassen.  Gramer  ist  nun  bei  dem  zweiten 
in  der  Ueberschrift  des  7.  Kapitels  genannten  Gegenstande  angelangt, 
hei  der  Methode  der  Reihen,  d.  h.  bei  der  Darstellung  von  j/  durch 
eine  nach  Potenzen  Ton  x  geordnete  Reihe  auf  Grund  einer  zwischen 
X  und  y  vorhandenen   Gleichung.     Gramer    löst   die  Aufgabe  mittels 
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des  analytischen  Dreiecks  mit  Unterscteidung  der  beiden  Fälle,  dass 
die  Iteihe  nacli  steigenden  oder  nach  fallenden  Potenzen  von  x  ge- 
ordnet sein  soll.  Die  ersteren  Reihen  nennt  er^)  wachsend,  s(hies 
croissantes,  oder  ansteigend,  s.  ascendantes,  die  zweiten  abnehmend, 
s.  de'croissantcs,  oder  absteigend,  s.  dnscendantes.  Beide  Gattungen  von 
Iteihen  sollen  conrergiren,  nicht  divergiren.  Die  Beiho  ist  con- 
vergent,  wenn  man  dem  gesuchten  Wurzelwerthe  um  so 
näher  kommt,  je  mehr  Reihenglieder  man  zusammenfasst; 
sie  würde  divergent  sein,  wenn  man  sich  von  dem  Wurzel- 
werthe um  so  mehr  entfernte,  je  mehr  Reihenglieder  man 
zusammenfasste.  Es  ist  klar,  dass  eine  divergente  Reihe  irre- 
führend oder  mindestens  nutzlos  ist^).  Wann  aber  das  Eine,  wann 
das  Andere  der  Fall  sei,  fragt  Cramer  gar  nicht,  geschweige  denn, 
dass  er  darüber  Auskimft  ertheilte.  Soll  eine  steigende  Reihe  für  y 
gesucht  werden,  so  dient  das  analytische  Dreieck  zur  Auffindung 
ihres  Änfangsgliedes  Ax''  unter  Voraussetzung  eines  unendlichkleinen 
X,  wie  die  Voraussetzung  eines  unendliohgrossen  x  zur  Auffindung 
des  Anfangsgliedes  As^  einer  fallenden  Reihe  führt.  Dann  setzt  man 
y  =  Ax^  +  u  in  die  zwischen  x  und  y  gegebene  Gleichung,  welche 
dadurch  in  eine  solche  zwischen  x  und  ii  übergeht,  die  nach  der 
gleichen  Methode  behandelt  u  =  lix* -\- ■  ■  ■ ,  also  auch  y  ^=  Ax'' 
-\-  Bx'  -|-  ■  ■  ■  mit  Kenntniss  zweier  Reihenglieder  liefert.  Bei  Fort- 
setzung des  Verfahrens  könnte  entweder  u  oder  ein  späteres  Reihen- 
glied mehr  als  nur  einen  Werth  annehmen.  Alsdann  gibt  es  mehrere 
mit  denselben  Gliedern  beginnende,  später  aber  sieh  gabelnde 
Reihen').  Die  Punkte,  wo  eine  Gabelung  eintritt,  nennt  Gramer 
unregelmässige*).  Wir  mochten  in  diesem  hochinteressanten  Ka 
pitel  nur  noch  auf  zwei  Einzelheiten  hinweisen.  Gramer  bemerkt^), 
dass,  wenn  ein  einziges  Reihenglied  imaginär  ausfalle,  die  ganze 
Reihe  imaginär  sei.  Das  ist  genau  der  Gedanke  Euleis  in  dei  Ah 
handlung  von  1749  (S.  821),  die  Gramer  kaum  noch  zu  Gesicht 
bekommen  haben  konnte.  Ferner  spricht  Gramer  von  des  Deacartes 
meihode  des  mdetermüiees^.  Das  durfte  das  erste  Vorkommen  dieses 
Kunstausdruckes  sein. 

Das  8.  Kapitel,  Von  den  unendlichen  Aesten  der  Gurven, 
ist  von  einem  Reichthume  und  einer  Langathmigkeit  des  Inhaltes'), 
welche    nur   die  Wahl   übrig   lässt,   sehr   ausführlich   oder  ungemein 

')  Gramer,  Intivdttctioyi  d  l'analyse  des  ligms  courbes  pag.  177.  *)  Ebenda 
pag.  174;  II  est  dair  iju'nne  sirie  divergente  est  trompeuse  ou  da  moins  inutüe. 
"j  Ebendii  pag.  184:    La  Serie  se  fmtrche.  ')  Ebenda  pag,  200:    tennes  irre- 

guUers.  '■)  Ebenda  pag.  184.  '')  Ebenilu  pag.  205,  ')  Ebenda  pag.  215 
bis  351. 
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knapp  zu  berichten.  Wir  ziehen  das  Letztere  viir  und  erklären, 
dass  hier  die  geometrischen  Folgerungen  aus  den  Lehren  des 
7.  Kapitels  gezogen  werden,  indem  wir  nur  wenige  allgemeine  Ge- 
danken hervorheben.  Das  Hinausröcken  eines  Punktes  in  die  Un- 
endlichkeit kann  ebenso  bei  a;  =  cü  als  bei  y  =  oo  erfolgen.  Ea 
genügt  also  niclit,  die  Reihe  1/  =  Aa^  +  Bx^  -f-  Ca^  +  ■  ■  ■  sich  zu 
verseha£Feu,  man  muss  auch,  wozu  freilich  neue  Vorschriften  nicht 
erforderlich  sind,  x  in  eine  nach  y  geordnete  Reihe  entwickeln'). 
Es  genügt  ferner  nicht,  um  einen  unendlichen  Cur\-enast  kennen  zu 
lernen,  bei  dem  ersten  Gliede  der  Entwicklung  y  ^  Äx"'  stehen  zn 
bleiben*),  Ea  war  gezeigt,  dass  man  auch  u  =  Bxf,  t  =  Ca:*  finden 
könne,  und  dass  alsdann  die  ganze  zu  a:  ==  oa  gehörende  Ordinate 
des  wirkliehen  Curvenpnnktes  y  -\-  u  -\-  i  -{-  ■  ■  ■  sei.  So  wichtig  es 
nun  ist,  dass  bei  der  Ausrechnung  das  reelle  u  gegen  i/,  das  reelle  t 
gegen  u  •  ■  ■  als  unendlichklein  vernachlässigt  werden  kann,  so  hört 
diese  Erlaubniss  auf,  wenn  M  oder  t  ■  ■  ■  imaginär  wird.  In  diesem 
Falle  wiederholt  sich  die  im  7.  Kapitel  hervorgehobene  Bemerkung, 
dass  ein  imagiimrer  Bestandtheil  der  Ordinate  sie  ganz  imaginUr 
macht,  und  dass  alsdann  der  unendliche  Äst  nicht  wirklich  vor- 
handen ist.  Aber  selbst  bei  lauter  reellen  Bestandtheil en  ist  eine 
Untersuchung  von  u,  t  ■  •  ■  erforderlich",  um  zu  wissen,  ob  keine 
Gabelung  des  unendlichen  Astes  stattfinde.  Die  unendhchen  Aeste 
sind  entweder  hyperbolische  mit  geradlinigen  Asymptoten  oder  para- 
bolische ohne  solche').  Den  Schluss  des  Kapitels  bilden  zehn  Sätze 
über  geradlinige  Asymptoten,  die  fast  insgesammt  nicht  neu  sind, 
vielmehr  als  schon  bei  Newton,  Stirling,  Nicole,  De  Gua 
vorkommend  in  Fussnoten  nachgewiesen  sind.  Die  Beweisführung 
Cramers  von  der  Methode  der  Reihen  aus  ist  jedoch  so  durchaus 
eigenartig,  dass  wir  uns  nicht  versagen  können,  wenigstens  über  die 
des  ersten  Satzes  von  dem  paarweisen  Vorkommen  unendlicher 
Aeste*)  zu  berichten.  Die  Ordinate  des  unendlichfemen  Punktes 
sei  y  =  Äx''  -\-  Br  -f-  Cj*  -f-  ,  und  diese  Reihenentwicklung  lei 
durchaus  reell,  möge  man  r  positiv  oder  negativ  wählen  In  diesem 
Falle  musa  es  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  bei  t  =  f\i  und 
bei  X  =  —  CO  einen  unendlichfemen  Punkt  gehen  der  einem  unend 
liehen  Aste  angehören  muss  Zweitens  kann  die  Entwicklung  ima 
ginär  sein,  dann  fuhit  sie  überhaupt  zu  keinem  iinendhcben  Aste 
Aber  die  Entwicklung  kann  drittens  auch  das  sein,  was  fiamei  au 
einer  früheren  Stelle^)  halbiraaginir  genannt  hat,   d  h    sie  (.nthilt 

')Cramiiv,  Introdichon  17  tftaJys'-deshqn'    courbes  ],^^g  215        *)  El  ends, 
pag,  216—217.        "^  Ebendi  ^ig   230         ')  Ebenda  pag   342— J43  )  FYeaU 

pag.  171. 


y  Google 


AnaljtiBche  GeomctriB  1748—1756.     Gramer.  835 

Potenzen    von    x    mit    gebrochenem    Exponenten    mit    gradzahligem 

Nenuer,  z.  B.  a'-"  mit  ungradom  h;,  und  wird  dadurch  bei  negativem 
X  imaginär.  Alsdann  gibt  es  freilich  nur  bei  x  =  -\-  oa  eine  reelle 
Entwickhing,  aber  sie  iwt  doppelt  vorhanden,  weil  die  Ausziehiing 
der  2«'™  Wurzel  dazu  nöthigt,  das  betreffende  Glied  in  der  Ent- 
wicklung einmal  mit  dem  Pluszeichen  und  einmal  mit  dem  Minus- 
zeichen eingehen  zu  lassen. 

Das  9.  Kapitel,  Allgemeine  Eintheilung  der  Linien  der 
fünf  ersten  Grade,  bedient  sich  schon  bei  den  Kegelschnitten  der 
unendlichen  Aeste  als  Unterscheidungsmerkmal^).  Die  im  Unend- 
lichen den  Ausschlag  gebenden  Glieder  der  Gleichung  2**^"  Grades 
a  -{-  by  -{•  ex  -\-  dx^  -\-  cxij  +  fx}  ^  0  sind  dy^  -j-  exy  -\-  fx^  und 
dieser  dreigliedrige  Ausdruck  ist  entweder  bei  c  <  2'l/rf/'  das  Product 
zweier  imaginärer  einfacher  Factoren,  oder  bei  e  >  2 "j/c^/' das  Pro- 
duct zweier  verschiedener  reeller  einfacher  Factoren,  oder  hei  e  =  2  Ydf 
das  Product  zweier  gleicher  reeller  einfacher  FactoreUj  und  diese  drei 
Möglichkeiten  entsprechen  der  Ellipse  ohne  unendlichen  Ast,  der 
Hyperbel  mit  vier  hyperbolischen  unendlichen  Aesten  und  zwei  grad- 
linigen Asymptoten,  der  ParabeL  Bei  den  Curven  3'^°  Grades  heissen 
die  im  Unendlichen  den  Ausschlag  gebenden  Glieder  yy^  -f~  hxy^ 
-\-  ix^y  -\-  Ix^  und  ihre  Zerlegung  in  einfache  Factoren  führt  zur 
Unterscheidung  von  vier  Fällen:  ein  reeller  Factor  ist  mit  zwei  ima- 
ginären Factoren  vervielfacht,  oder  alle  drei  Factoren  sind  reell  und 
von  einander  verschieden,  oder  von  den  drei  reellen  Factoren  sind 
zwei  einander  gleich  oder  alle  drei  reelle  Factoren  sind  einander 
gleich.  Diese  vier  Fälle  lassen  dann  weiter  14  Geschlechter  unter- 
scheiden^), was  mit  Newtons  Abzahlung  (S.  423)  übereinstimmt, 
Äehnlich  ist  die  Eintheilung  der  Curven  4**"  und  5*™  Grades,  welche 
letztere  Gramer  zuerst  unternahm.  Es  handelt  sich  immer  um  das 
Ileellsein  oder  Imaginärsein  der  einfachen  Factoren  der  im  Unend- 
lichen den  Ausschlag  gebenden  Glieder  des  Gleichungspolynoms  der 
betreffenden  Curve,  deren  Zerlegbarkeit  in  Factoren  vorausgesetzt  ist, 
und  wenn  diese  Factoren  reell  sind,  um  ihre  Verschiedenheit  oder 
Gleichheit,  Unterscheidungen,  welche  Gramer  allerdings  hier  in  andere 
Worte  kleidet,  indem  er  von  der  Anzahl  der  parabolischen  und  der 
hyperbolischen  Aeste  und  der  den  letzteren  zukommenden  geradlinigen 
Asymptoten  redet.  Gramer  kommt  zu  neun  Gruppen  von  Curven 
4*^"  Grades^)  und  zu  elf  Gruppen  von  Curven  5''^"  Grades*),  jede  mit 
zahllosen  Unterabtheilungen. 

')  Cramor,  Introducüon  ä  l'analyse  des  Ugnes  cottrbes  pag.  352  —  359. 
^  Ebenda  pag.  361).  *)  Ebenda  pag.  395-396.  ')  Ebenda  pag,  397— 3ü8. 
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Das  10.  Kapitel,  Von  den  singulären  Punkten,  den  viel- 
fachen Punkten,  den  Inflexionspunkten,  den  Schlängelnngs- 
piinkten,  behandelt  zuerst  diö  Inflexionspunkte  und  Schlängelungs- 
punkte,  in  welchen  eine  Berühningslinie  nicht  bloss  zwei,  sondern 
mehrere  coincidirende  Punkte '^)  mit  der  Curve  gemein  hat,  und  zwar 
2m  +  1  Punkte  in  den  Inflexionspunkten,  2m  Punkte  in  den  Schlänge- 
lungspunkten  oder  unsichtbaren  Inflexionspunkten,  welche  nur  die 
Analysis  erkennt,  deren  Auge  schärfer  ist  als  das  leibliche").  Dann 
kommen  die  vielfachen  Punkte,  deren  immer  wieder  durch  das  ana- 
lytische Dreieck  erleichterte  Auffindung  darauf  hinausläuft,  dass  man 
den  Coordinatenanfangspunkt  mittels  x  =  m  -\-  z,  y  ^n  -\-  u  verlegt. 
Lassen  sich  Werthe  von  m  und  n  bestimmen,  vermöge  deren  die 
umgeformte  Gleichung  kein  constantes  GHed  mehr  besitzt,  so  liegt 
der  neue  Coordinatenanfangspunkt  auf  der  Curve,  und  er  ist  ein  ein- 
facher, doppelter,  dreifacher  ■  ■  ■  Punkt,  je  nachdem  die  Unbekannten 
g  und  u  in  der  neuen  Gleichung  zusammengerechnet  von  der  1'™, 
2'™,  3"°  ■■■  Dimension  anfangend  vorhanden  sind^).  Gramer  zeigt 
dabei,  wie  man  sich  viele  überflüssige  Eechnung  zu  ersparen  ver- 
möge, wenn  man  die  Glieder  der  einzelnen  Dimensionen  nach  ein- 
ander berechne,  also  aufhöre,  sobald  ein  Glied  irgend  einer  Dimension 
nicht  mit  dem  Ooefficienten  0  behaftet  erscheine.  Ein  isolirter  Punkt 
tritt  in  einem  Beiapiele  hervor*).  Bei  der  Berechnung  anderer  Bei- 
spiele erscheinen  auch  Gleichungen  mit  nur  einer  Unbekannten  und 
mehrfachen  Wurzeln.  Gramer  bemerkt^),  dass  eine  von  Hudde  her- 
rührende Methode  hei  der  Aufsuchung  solcher  Wurzeln  gute  Dienste 
leiste  und  verweist  fttr  dieselbe  auf  den  dritten  Anhang. 

Das  11.  Kapitel,  Von  der  Methode  der  Tangenten.  Von  den 
Inflexionspunkten  u.  s.  w.  Von  den  grössten  und  kleinsten 
Absei  ssen  oder  Ordinaten  u.  s.  w.,  baut  auf  die  im  10.  Kapitel 
festgestellte  Tbatsaehe  weiter,  dass  die  Verlegung  des  Goordinaten- 
anfangspunktes  auf  die  Curve  selbst  die  Gurvengleiehung  in  die  Ge- 
stalt bringt,  dass  sie  nunmehr  durch  die  Dimension  ihrer  niedersten 
Glieder  die  Vielfachheit  des  zum  neuen  Anfangspunkt  gewählten 
Gurvenpunktes  anzeigt.  Wir  hätten  vielfach  auf  Parallelstellen  im 
II.  Bande  von  Enlers  Introductio  hinzuweisen  Gelegenheit  gehabt. 
Wenn  wir  es   in  der  Kegel  unterliessen,  so  wollen  wir  doch  hier  an 


')  Gramer,  Introduction  ä  FawoJj/se   des  lignes  courbes  pag.  401:    Points 
mfiniment  proches  l'un  de  l'aiitre  et  coincidents.  *)  Ebenda  pag.  403:    L'in- 

flexion  ne  parait  plm,  gwoigw'eite  eseiste  reeUement  dam  nn  espace  mßniment 
petit  et  qu'elle  soit  sensible  ä  VAnalyse,  dont  la  vue,  si  Von  ose  parier  ainsi, 
est  plus  perQante  gwe  la  nötre.  ')  Ebenda  pag.  415.  ')  Ebenda  pag.  449. 

°)  Ebenda  pag.  445. 
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das  Iß.  Kapitel  jenes  Bandes  erinnern  (S.  809 — 810).  Euler  wusste, 
dass  der  Grad  der  Vielfachheit  des  als  Anfangspunkt  gewählten 
Curvenpunktes  dem  Grade  des  niedersten  Gleiehungsgliedes  entspricht. 
Er  wusste,  dass,  wenn  nur  das  consfcante  Glied  in  der  umgewandelten 
Curvengleichiing  fehlt,  die  =  0  gesetzten  Glieder  erster  Dimension 
die  Gleichung  der  Berührungslinie  im  Coordinatenanfangspunkte  dar- 
stellen. Auch  diese  Folgerung  entging  Gramer  nicht,  aber  er  ver- 
allgemeinerte sie  noch.  Er  erbannte  in  den  =  0  gesetzten  Gleichungs- 
gliedern  niedersten  Banges  gy'  -}-  hxy'~^  -\-  ■■•  -\-l3f  die  vereinigten 
Gleichungen  der  Beriihrungslinien  an  die  im  Anfangspunkte  zu- 
sammentreffenden t  Curvenäste^);  er  sprach  beweislos  aus,  was  er  im 
9.  Kapitel  schon  vorausgesetzt  Latte,  dass  jene  Glieder  t^"'  Dimension 
in  t  einfache  Factoren  {Ay  -\-  ax)  (By  -\-  ßx)  (Cy  -\-  yx)  ■  •  ■  zerfallen, 
worin  eine  Begegnung  mit  dem  18.  Kapitel  des  II.  Bandes  von  Eulers 
Introductio  (S.  813)  zu  erkennen  ist.  Ein  maschinales  Verfahren  zur 
Bestimmung  der  Vielfachheit  des  Coordinatenanfangspunktes  und  der 
Gleichung  der  dort  vorhandenen  Beriihrungslinien^)  gestattet  das 
analytische  Dreieck.  Sei  etwa  die  Conchoide  y^x^ -}- x^  —  2axy^ 
—  'iax^  -\-  a^y^  -\-  (a^  —  h^)x^  ^  0  zu  untersuchen.  Man  legt  das 
Dreieck  mit  der  Spitze  nach  unten,  so  dass  die  Felder  von  unten 
nach  oben  im  rechten  Schenkel  1,  x,  x^,  x^,  X*  und  im  linken 
Schenkel  1,  y,  y\  y^,  if-  heissen.  Man  bezeichnet  die  Felder,  welche 
mit  vorhandenen  Gliedern  gleichnamig  sind,  durch  einen  Stern,  die 
leeren    Felder    durch     ein    Ringel  chen.      Das 

Leersein  der  beiden  unteren  Horizontalzeilen  o  o  »  o  * 
(Fig.  135)  zeigt,  dass   der  Ooordinatenanfangs-  0*0* 

punkt   (er   ist    der   Pol   derjenigen   Abart    der  >h       o       * 

Conchoide,   welche    eine    Schleife    besitzt)    ein  o       o 

zweifacher  Punkt   ist.     In  der   dritten  Zeile  o 

von  unten  tragen  die  Felder  x^  und  y^  Sterne,  i'is.  i3ä- 

also  ist  a^y^  -\-  (a*  —  b^)x^  =  0  die  Gleichung 

der  beiden  Beriihrungslinien,  welche  in  uy  -\-  Yh^  —  w'x  =  0  und 
ay  —  yh^  —  fx^x  =  0  zerfällt.  Eine  durch  die  Substitutionen  x=^ru, 
y  =  SU  bewirkte  Drehung  der  Ordinatenase  lässt  —  =  —  erscheinen 
und   verwandelt   die    Curvengleichung   a  +  {hy  -j-  ex)  +  {dy'^  +  exy 

-{■fx^)-\ ^0  in  a  +  (&s-|-cr)M  +  (ds»-i-ers +  /■»■*)»>-] 0. 

Fehlt  bei  der,  wie  gelehrt  wurde,  bewirkten  Ausbreitung  der  Glei- 
chung auf  dem  analytischen  Dreiecke    eine   gewisse  Anzahl   unterer 


')  Cramor,  Introduetion  ä  Vanalyse  des  Ugxes courbes  pag.  463,        ')  Ebeaila 
tiag.  412  und  pag.  466, 
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Horizontal  reihen,  so  zuigt  die  erste  übrigbleibende  Potenz  von  u 
durch  ihren  Exponenten  diese  Anzahl  an.  Bringt  das  VerhältnisM 
—  =  — ,  welches  ans  der  Nullsetzung  d^  CoefScienten  jener  ersten 
übrigen  Potenz  von  u  hervorgeht,  auch  den  Coefficienten  der  nächst- 
höheren Potenz  von  u  zum  Verschwinden,  so  ist  im  Anfangspunkte 
ein  Inflexionspunki  erkannt^).  Gramer  sucht  auch  die  Gleichung  der 
Berührungslinie  an  einen  ausserhalb  des  Coordinatenanfangspunktes 
liegenden  Curvenpunkt.  Sie  findet  sieh  am  Leichtesten  durch  Ver- 
legung des  Coordinatenanfangspunktes  in  den  Berührungspunkt,  und 
die  dazu  führenden  Rechnungen  entsprechen  einer  Differentiation. 
Cramer  sagt  das  zwar  nicht,  aber  die  Vorschriften,  wie  man  es 
machen  solle,  sind  in  genauer  TJebereinstimmung  mit  den  Lehren 
der  Differentialrechnung^)  und  ebenso  auch  die  Aufsuchung  der  Suh- 
tangente')  und  die  Ermittelung  eines  Inflexionspunktes  *),  in  welchem 
der  zweite  Differentialquotient  der  Ordinate  nach  der  Abscisse  ver- 
sehwinden muss.  War  bis  dahin  das  Ergebnisa  so  zu  fassen,  dass 
man  die  Gleichung,  d,  h,  die  Lage  und  Richtung  der  Berührungslinie 
an  einem  bestimmten  Curvenpunkt  finden  könne,  so  kann  man  auch 
umgekehrt  nach  den  Curvenpunkten  fragen,  in  welchen  die  Berührungs- 
linie eine  bestimmte  Richtung  besitze,  und  wählt  man  dazu  die  Rich- 
tung parallel  zur  Abscissenaxe,  so  findet  man  die  Punkte  eines 
Maximum  oder  Minimum  der  Ordinate,  es  sei  denn,  dass  ein  sicht- 
barer Inflexionspunkt  auftrete^).  Abermals  treibt  Cramer  verhüllte 
Differentialreehnung  in  umfassendster  Weise.  Auch  die  Methode  der 
Reihen  führt  zur  Kenntniss  der  in  unserem  Berichte  erwähnten  Dinge. 
Wird  die  geometrische  Eigenthnralichkeit  eines  Curvenpunktea  M 
gesucht,  so  wählt  Cramer  einen  senkrecht  unter  demselben  gelegenen 
Punkt  P  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Co ordinaten Systems, 
dessen  Ordinatenaxe  mit  MP  zusammenfällt. "  Die  Ordinaten  dieses 
Systems  heissen  w,  die  Abscissen  .s,  nnd  die  Reihenentwicklung  u  =  A 
-}-  -B^  +  Cz^  -j-  .  -  -  wird  vorgenommen,  welche  um  so  richtiger  ist, 
je  kleiner  s  gewühlt  wird.  Alsdann  ist")  A  die  Ordinate  von  M,  B 
die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Berührungslinie 
an  M  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  C  nach  Grösse  und  Vorzeichen 
der  Unterschied  zwischen  den  Ordinaten  von  unendlich  nahe  bei  M 
liegenden  Punkten  der  Curve  imd  der  Berührun^linie.  Ein  Maximum 
oder  Minimum  der  Ordinate  in  dem  Sinne,  dass  die  rechts  und  links 
befindlichen  Naehharordinaten   beide   kleiner   oder   beide  grösser   als 

')  Cramer,  Introdiiction  ä  Vanalyse  (Jcslignes courhes  pag.  407.        ')  Ebenda 
pag.  471  —  173.  ")  Ebenda  pag.  473  —  475.  ')  Ebenda   pag.  481— 48a. 

^  Ebenda  pag.  487.  «)  Ebenda  pag.  517-525. 
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die  zwischen  üineii  bofludlichc  Ordinate  sind,  findet  meistens  statt, 
wenn  die  Berührungslinie  der  Abscissenaxe  parallel  läuft,  knnii  aber 
auch  bei  dem  Parallelismua  der  Berührungslinie  mit  der  Ordinaten- 
axe  in  einem  Rücfekehrpunkte  eintreten^). 

Das  12.  Kapitel,  Von  der  Krümmung  der  Curvcn  in  ihren 
verseiiiedenen  Punkten,  bringt  die  erste  nähere  Begründung, 
warum  der  Kreis  zum  Vergleiche  mit  der  Krümmung  einer  Curve 
gewählt  wurde.  Zwar  dasa  der  Kreis  überall  gleich  gekrümmt  sei, 
haben  schon  Andere,  dasa  seine  Krümmung  um  so  grösser  sei,  je 
kleiner  der  Halbmesser  ist,  hat  auch  Euler  auageaprochen  (S.  811), 
aber  Gramer  erläutert  es.  Biegt  man,  sagt  er^),  zwei  gleiche  Strecken 
kreisförmig  zusammen,  und  zwar  so,  dass  man  aus  der  einen  Strecke 
einen  ganzen  Kreis  bildet,  aus  der  anderen  einen  Halbkreis,  ao  ist 
letzterer  zweimal  woniger  gekrümmt  als  ersterer,  und  sein  Halbmesser 
ist  zweimal  so  gross  als  der  des  ganzen  Kreises.  Stehen,  fährt  er 
fort,  die  Halbmesser  AC,  ao  zweier  Kreise  im  Verhältnisse  von  m 
KU  n,  und  ist   der  Bogen  AB  des  ersten  Kreises  genau  gleich  lang 


■j  man  dann  die  Bogen 


lit  dem  Bogen  ah  des  zweiten  Kreises,  i 
All,  ah  in  Graden,  Minuten  n.  s.  w,,  so 
verhält  sich  AS  zu  ah  wie  n  zu  m,  d,  h. 

wie  ac  zu  AC,  oder  wie  -p-,  zu  -  , 
d.  h.  die  Krümmung  gleich  langer  Kreis- 
bogen steht  im  reciproken  Verhältnisse 
ihrer  Halbmesser.  Die  Auffindung  des 
Krümmungskreisea  euier  Curve  lehrt 
Gramer  folgendermassen  ^).  Sei  (Fig-  136) 
Mm[i  die  auf  das  Coordinatensystem  der 
AI'   und  AQ   bezogene    Curve,   und   aei  rig.  lae 

AP^  X,  MF  =  y,  Pjp  =  Mn  =  z.    Im 

11.  Kapitel  war  gezeigt,  dass,  wenn  die  Reihe  A-\-Bs-\-(jZ^-\-Dz'^-\ — 
gebildet  wird,  A  die  Ordinate  y  bedeutet,  Bs  das  Stück  nO,  Cz^ -\~ 
Ds^ -]-■■■  ^^^  Stück  Om.  Nun  ist  OM  Berührungshnie  wie  an  die 
Curve   Mnin,    so    auch    an    den   Kreis  MmiJH,  und    Omi   ist   eine 

OM* 


,  also  0M^=  Om-  Oi,    Ol 

=  — li_?!_-  nebst  OM^zYi-flß. 

Bei  .3  =  0  fällt  Oi  mit  MJ  zusammen,  und  man  hat  MJ=^  — ^ 

Nun   ist  femer  AMJE'-^MnO   und   doshalb  ürr  =  tttti   MH  = 


■,ses  letzteren   Kreis 
Om        "CV  +  Ds'-f..- 


MJ  ~ 


Mn 


pag,  639, 


mer,  lntivducti(m  iV  l'a\ 
^)  Ebenda  pag.  541— f 


!  fks  Ugires  courhcs  pag,  527. 
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1  +  -B'    gyi^-B'  _  (1  +  ■B')"^ 


der  Krümmungshalbmesser 


aber  ist  MK= — -wr  ^^^  Krümmungahalbmesser  wird  oo,  die 

Krümmung  also  0,  wenn  (7=0,  und  das  ist  nur  in  Inflexiojispuukten 
oder  Schlängeln ngspunktcn,  aber  nicht  in  allen  solchen  tier  Fall,  es 
gibt  vielmehr  auch  Inflesionsp unkte,  in  denen  die  Krümmung  oo, 
der  Krümmungshalbmesser  also  0  ist^).  Die  Krümmung  einer  Curve 
in  einem  Punkte  wird  am  leichtesten  erkannt,  indem  man  den  Punkt 
zum  Coordinatenanfangspunkte  wählt  und  die  Curvengleichimg  in  die 
Form  y  =  Auf'  +  Sx'  +  Ca^  ^-  . . .  bringt,  d.  h.  sie  als  eine  parabo- 
lische Curve  betrachtet^),  womit  die  Voraussetzung  A>0  verbunden  ist. 
Innerhalb  der  positiven  Werthe  von  h  sind  alsdann  Unterscheidungen 
wie  0<A<~,  h  =  -^,  ^<Ä<1,  Ä  =  1,  1<  A  <  2,  h>2  zu 
treffen,    welchen  Folgerungen   bezüglich    der   Krümmungsgrösse    ent- 


Das  13,  Kapitel,  Von  den  verschiedenen  Arten  vielfacher 
Punkte,  welche  bei  Curven  der  sechs  ersten  Grade  vor- 
kommen, beachliesst  das  Werk.  Er  nimmt  die  ermittelten  Sätze 
noch  einmal  im  Zusammenhange  und  unter  Vorführung  zahlreicher 
Beispiele  in  Betrachtung. 

So  wenig  wir  einer  Entschuldigung  dafür  zu  bedürfen  glaubten, 
dass  wir  dem  IL  Baude  von  Eulers  Introductio  fast  das  ganze 
115.  Kapitel  widmeten,  ebensowenig  werden  wir  unser  langes  Vei- 
weilen  bei  Cramers  Einführung  in  die  Lehre  von  den  algebraischen 
Curven  besonders  rechtfertigen  müssen.  Beide  Bände,  in  Vielem  über- 
einstimmend, in  Mehrerem  einander  ergänzend,  stellen  die  ersten  wirk- 
lichen Lehrbücher  der  algebraischen  Curven  dar,  in  einer  Vollendung 
auftretend,  wie  sie  nur  als  Frucht  jahrelanger  Vorbereitung  erreicht 
werden  kann.  Grade  diese  Vortrefflichkeit  des  Cramerschen  Werkes 
kann  als  Bestätigung  seines  Ausspruches  dienen,  er  habe  die  Eulerscbe 
Introduction  allzuspät  kennen  gelernt,  um  den  Nutzen  aus  ihr  zu 
ziehen,  den  er  sonst  davon  hätte  haben  können  (S.  824).  Es  ist  nicht 
möglich,  in  noch  nicht  zwei  Jahren,  wenn  man  die  Druckzeit  von 
Cramers  dickem  Bande  von  dem  Zwischenräume  zwischen  dem  Er- 
scheinen beider  Werke  in  Abzug  bringt,  ein  Manu  Script  wie  das 
Cramersche  herzustellen,  beziehungsweise  unter  Zuhilfeziehung  eines 
neu  erschienenen  Werkes  ganz   umzuarbeiten.     Eulers   Erstlingsrecht 

')  Gramer,  IntroducHon  ä  l'analyse  des  lignes  courbes  i>ag.  5i0.  ")  Ebenda 
pag.  555. 
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auf  gern  ein  seh  aftli  eil  e  Entdeckungen  bleibt  natürlich  unangetastet, 
aber  Cramers  Unabhängigkeit  im  Allgemeinen,  abgesehen  Ton  kleinen 
Einachaltungen,  deren  Vorhandensein  die  von  Gramer  gebrauchte 
Redewendung  gar  nicht  aussehliesst,  ist  anzuerkennen. 

Wir  haben  gelegentlich  (S.  531)  ein  im  Jahre  1750  erschienenes 
Bueh  des  Abbe  De  la  Chapelle  über  Ifegelsehnitte  genannt  und 
von  dessen  rascher  Beliebtheit  gesprochen.  Wir  haben  gegenwärtig, 
wo  wir  das  Bueh  um  seines  Gegenstandes  willen  abermals  nennen 
müssen,  unserer  früheren  Kennueichnung  nichts  hinzuzufügen.  De  la 
Chapelle  unterschied  in  seiner  Vorrede  zum  Tratte  des  sections  co- 
niques  erfindende  Mathematiker  von  solchen,  die  es  verstehen,  Ei^- 
findungen  angenehm  und  leicht  vorzutragen.  Er  beansprucht  nur  einen 
Platz  unter  den  Letzteren,  und  den  darf  die  Geschichte  ihm  gönnen. 

In  gleicher  Kürze  mögen  die  hisütuUones  geometriae  suNimioris 
von  Georg  Wolfgang  Krafft  erwähnt  werden,  deren  wir  auch 
schon  (S.  505)  gedachten.  Das  als  I.  Band  bezeichnete  Buch  kündet 
in  der  vom  5.  April  1753  datirten  Vorrede  eine  Fortsetzung  an, 
welche  man  allerdings  nicht  gar  bald  erwarten  dürfe.  Wäre  diese 
erschienen,  was  bei  dem  1754  eingetretenen  Tode  des  Verfassers  un- 
jnöglich  wurde,  so  hätte  sie  vielleicht  sich  mit  höheren  Curven  be- 
schäftigt und  dem  Namen  des  Werkes  mehr  entsprochen,  als  der 
I.  Band,  der  es  nur  mit  Kegelschnitten  und  dem  Kreise  zu  thun  hat, 
und  der  ein  Interesse  fast  ausschliesslich  durch  die  zahlreichen  ge- 
schichtlichen Angaben  verdient,  um  derenwillen  wir  das  Werk  im 
101.  Kapitel  nannten.  Wir  fügen  hier  noch  bei,  dass  die  geschicht- 
lichen Angaben  bis  auf  die  Druckzeit  hinabgreifen,  und  dass  z.  B. 
mehrere  angenäherte  Ecetificationen  des  Kreises  aus  der  ersten  Hälfte 
des  XVIII.  Jahrhunderts  dort  Platz  gefunden  haben. 

Noch  rascher  müssen  wir  an  zwei  Schriften  vorübergehen,  welche 
wir  nur  aus  zweiter  Quelle  erwähnen  können.  Der  Minor itenpater 
Pran^ois  Jacquier^)  (1711 — 1788),  aus  Vitri-le-Franfais,  der  in 
Rom  lebte  und  lehrte,  gab  dort  1755  Elemente  der  Perspective  nach 
Taylors  Grundgedanken  beai-beitet  heraus.  In  Form  eines  Anhanges 
soll  dort  die  perspectivische  Erzeugung  aller  Curven  3'^°  Grades  von 
den  fünf  divergir enden  Parabeln  aus  behandelt  sein. 

Achille  Pierre  Dionis  du  Sejour  (1734 — 1794)  und  dessen 
Freund  Mathieu  Bernard  Goudin^)  (1734 — 1817),  von  denen  der 


')  Chaalea,  Apercu  hist.  140  (deutsch  112).  Poggeadorff  I,  1184—1185. 
')  Chaslea,  Äperfu  Mst.  153  (deutsch  160),  Poggendorff  I,  674—575  und  932. 
Loria  in  der  Sibliotheca  malhernaUea  1899  S.  10—12.  Vetgl.  auch  Histoire  de 
VAeadimie  des  Sciences  de  Paris  1756,  Histoire  pa.g.  79  über  die  Namen  der 
Verfasser  des  Werkea. 
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Erstero  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  angehörte,  ^hon 
175G  gemeinschaftlich,  aber  ohne  ihren  Namen  zu  nennen,  ein  Werk 
über  algebraische  Curven  heraus.  Aus  einer  Notiz  in  den  Veröffent- 
lichungen der  Pariser  Akademie  aus  dem  Erscheinungsjahre  des 
Buches  sind  die  Verfasser  bekannt.  Das  kleine  aber  inhaltsreiche 
Buch  behandelt  in  acht  Kapiteln,  denen  eine  aus  zwei  Kapiteln  be- 
stehende Einleitung  vorhergeht,  allgemeine  Curven  ei  gen  Schäften,  wie 
sie  in  den  älteren  Schriften  von  De  Gua,  von  Euler,  von  Gramer 
vorkommen,  daneben  auch  manches  Neue.  Aus  der  Einleitung  heben 
wir  den  Satz  hervor,  dass  eine  Curve,  welche  durch  ein  System 
paralleler  Geraden  in  keinem  Punkte  geschnitten  wird,  selbst  aus 
einem  System  paralleler  Geraden  bestehe,  dann  besonders  aus  dem 
3.  Kapitel  von  den  vielfachen  Punkten  den  wichtigen  Satz,  eine 
Curve  i'™  Grades  könne  nicht  mehr  als  höchstens  t^  —  t  Punkte  be- 
sitzen, in  welchen  die  Berührungslinien  einer  gegebenen  Richtung 
parallel  laufen.  Dieser  Satz  ist  erst  1818  von  Poncelet  zum  zweiten 
Male  entdeckt  worden. 


117.  Kjipitel. 

Maximal-  nnd  Minimalauf^aliiMi.     EuIiti^  Metlioilus  iiivemendi. 

Den  Arbeiten,  welche  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  in 
thunlieh  elementarster  Weise  behandeln,  schliesseu  sich  am  natür- 
lichsten solche  an,  welche  die  Mittel  der  höchsten  Mathematik  der 
damaligen  Zeit  in  den  Dienst  der  Geometrie  stellten,  und  wir  kommen 
so  zu  der  (S.  799)  für  dieses  Kapitel  in  Aussicht  gestellten  Erzählung 
der  Fortschritte,  welche  aus  dem  im  92.  und  im  100.  Kapitel  ge- 
schilderten Streit  der  Brüder  Jakob  und  Johann  Bernoulli  über 
grÖsste  und  kleinste  Werthe  hervorgingen^).  Wir  haben  (S.  244) 
gesehen,  daas  Johann  Bernoulli  zu  Ende  August  1698  die  Lehre 
von  den  kürzesten  Linien  darauf  gründen  wollte,  dass  die  Ebene 
durch  drei  consecutive  Punkte  einer  kürzesten  Linie  senkrecht  ziu- 
Berühi-ungsebene  an  die  Oberfläche  in  einem  jener  drei  Punkte  stehe, 
und  dass  er  Ende  1728  eine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  an 
Professor  Klingenstier  na  von  Upsala  mitgetheilt  haben  will,  welche 
aber   erst  1742  im  IV.  Bande   der   damals   im  Druck    erscheinenden 


')  F.  Giesel,  Geschichte  der  Variationsrechnung  I.  Theil  (Torgau  1857). 
P.  StUctel,  BemerkuDgen  zur  Geschichte  der  kürzesten  Linien  (Leipzig  1893). 
Abhandlungen  Kur  Variationsrechnung  L  Theil,  herausgegeben  von  P,  Sfäckcl 
(Ostwalds  Klassiker  der  exacten  Wissenschaften  Nr.  40,  Leipzig  189i). 
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Gesamintausga'be  von  Johann  BemouUis  Schriften  mit  anderen  vor- 
her noch  nicht  herausgegebenen  Arbeiten  in  die  Oeffentliehfeeit  ge- 
laiigte^).  Professor  Klingenstierna^)  (1698— 17G5)  gehörte  zu  den 
hervorragenden  schwedischen  Mathematikern  und  ist  auch  wohl  als 
deren  Erster  bezeichnet  worden.  Sein  handschriftiicher  Nachlass  um- 
fasst  mehr  als  200  Abhandlungen.  Unter  den  gedmcltten  Aufsätzen 
behandelt  einer  die  linearen  Differentialgleiehungen.  Er  ist  in  den 
Abhandlungen  der  schwedischen  Akademie  von  1755  veröffentlicht. 
Wir  haben  jetzt  über  die  an  Klingenstierna  gelangte  Abhandlung 
von  Johann  BernouUi  zu  berichten,  vorher  allerdings  über  Arbeiten 
Eulers  und  Clairauts,  welche  gleichfalls  höheren  Aufgaben  mis 
der  Lehre  von  den  grÖssten  und  kleinsten  Werthen  gewidmet  waren. 
Euler,  der  1727  als  zwanzigjähriger  Jüngling,  wie  wir  in  Er- 
innerung bringen  möchten,  nach  Petersburg  gekommen  war  (S.  550), 
traf  dort  Daniel  Beruoulli  (S.  90)  und  erhielt  durch  diesen^)  die  Auf- 
forderung seines  Vaters  Johann  BernouUi,  sich  mit  der  Erage  der 
kürzesten  Linien  zu  beschäftigen.  Johann  BernouUi  selbst,  wurde 
bemerkt,  besitze  die  allgemeine  Gleichung  jener  Linien.  In  einem 
Briefe  Eulers  an  diesen  vom  10.  Decemher  1728  ist  von  der  Auf- 
gabe noch  keine  llede,  dagegen  gab  Euler  in  einem  am  18.  Februar 
nachfolgenden  Briefe  die  Diiferentialgleichung  der  kürzesten  Linien 
als  neuerdings  von  ihm  aufgefunden  an.  Die  Niederschrift  der 
Eulei-schen  Abhandlung  De  linea  hrevissitna  in  superficie  qiiacungue 
duo  rjuaelibct  puneta  jungente*)  muss  daher  frühestens  im  Decemher 
1728  begonnen  worden  sein,  und  ihr  Schluss  ist  sicherlich  noch 
später  niedergeschrieben,  denn  er  bezieht  sich  auf  die  kürzesten 
Linien  auf  besonderen  Oberflächen,  auf  welche  Johann  BernouUi  erst 
in  der  Nachschrift  eines  Briefes  vom  18.  April  1729  Euler  hin- 
gewiesen hat.  Die  Ausgabe  des  Bandes  der  Petersbui^er  Veröffent- 
lichungen für  1728  und  in  ihm  des  Eulei-scben  Aufsatzes  erfolgte 
1732.  Wenn  am  liande  das  Datum  November  1728  angegeben  ist,  so 
kann  nach  den  vorerwähnten  Thatsachen  damit  unmöglich  das  Ein- 
reichungsdatum  des  Aufsatzes  gemeint  sein.  Höchst  wahrscheinlich 
war  vielmehr  November  1728  das  Datum  des  Bekannt  Werdens  Eulers 
mit  der  Aufgabe  der  kürzesten  Linien.  Wohl  köime  man,  sagt  Euler 
in  der  genannten  Abhandlung,  eine  mechanische  Auflösung  sofort 
erhalten,  wenn  man   einen  Eaden   von   einem  Punkte  der   als  convex 

')   Job.  BernouUi    Opera  T.  IV,  108  —  138.        _    =)  Enoatrom   in   der 
Bibliotheca  mathematica  1898  S.  67.  ■')  Eneetröm,  Sur  la   decomerte   de 

l'iguation   giiiiraJe  des   lignes  geodesigues  in   der  BihKo^eca  mathemaiica  1899 
S.  19—24.         ')  Üomme^arii  Acaäeiiiiae  PdropoKtanae  ad  armum  1728.     T,  III, 
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gedachten  Oberfläche  nach  einem  zweiten  Punkte  straff  anziehe,  aber 
schon  bei  einer  concaven  Oberfläche  genüge  dieses  Verfahren  nicht, 
welches  nur  eine  Sehne  der  Oberfläche  liefere,  wenn  man  den  Faden 
nicht  zwinge,  sich  überall  der  Oberflache  anzuschmiegen,  und  geo- 
metrisch sei  das  Verfahren  unter  keiner  Bedingung.  Der  Geometer 
müsse  damit  beginnen,  die  Gleichung  einer  Oberfläche  herzustellen, 
und  dazu  bedürfe  man  dreier  Coordinaten  x,  y,  z,  wie  zwei  Coordi- 
naten  in  der  Ebene  dazu  dienen,  die  Natur  der  Curve  in  eine 
Gleichung  zu  kleiden. 

Wir  schalten  hier  ein,  dass  wir  nicht  absichtslos  auf  das  Druck- 
jahr 1732  aufinerksam  gemacht  haben.  Wir  entnehmen  ihm,  dass 
Clairaut,  als  er  1730  seine  MecbercJies  sur  les  courbes  ä  double  cour- 
hure herausgab,  Eulers  Aufsatz  noch  nicht  kennen  konnte,  wie  Eulers 
Unabhängigkeit  von  Ciairanta  durch  den  Brief  yora  Februar  172!^ 
verbürgt  ist. 

Eine  Curve  auf  der  Oberfläche,  führt  Euler  fort,  könne  man, 
nachdem  die  Flächengleichung  gegeben  sei,  entweder  dadurch  be- 
stimmen, dass  man  einer  der  drei  Coordinaten  einen  festen  Werth 
gebe,  oder  dadurch,  dass  man  sich  eine  zweite  Flächengleichung  ver- 
schaffe, so  dass  die  Curve  der  Durchschnitt  der  zwei  Oberflächen 
werde.  Endlich  einen  Flächenpunkt  liefere  die  Verleihung  fester 
Werthe  an  zwei  von  den  drei  Coordinaten  der  Flachengleiehung  oder 
die  Vereinigung  dreier  Flächengleichungen.  So  läuft  die  Auffindung 
der  kürzesten  Linien  auf  einer  Oberfläche  von  gegebener 
Gleichung  darauf  hinaus,  eine  zweite  Gleichung  zwischen  x,  y,  s  zu 
ermitteln,  was  unter  Zugrundelegung  der  für  die  Auffindung  grÖsster 
und  kleinster  Werthe  giltigen  Methode  erfolge,  unter  Berücksichti- 
gung des  Satzes,  dass  die  Mini- 
maleigenschaft der  ganzen  Curve 
auch  irgendwelchen  Elementen 
der  Curve  zukommen  müsse. 

Das  war  der  Satz,  welchen 
Jakob  BernouUi  1697  aus- 
sprach (S.  235),  welchen  eben- 
derselbe 1701  wiederholt  be- 
nutzte (S.  448),  von  welchem 
auch  Johann  Bernoulli  1706 
Gebrauch  machte  (S.456), ebenso 
wie  die  Bemerkung  Eulers  über 
eine  mechanische  Lösung  der 
Aufgabe  an  Redewendungen  Johann  BemouUis  aus  dem  Jahre  1098 
(S.  243)  anknüpft. 
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Euler  sagt:  Es  mögen  (Fig.  137)  G  und  H  irgend  zwei  Punkte 
der  Oberfläche  sein,  deren  Coordiiiaten  AB,  BE{=1),  EG  {— c), 
(uid  AB{=AB+2a),  DF{^f),  FEQ^g)  heissen.  Zwischen 
ihnen  liege  der  Punkt  M  mit  den  Coordinaten  AC{==AB^a), 
CB  (=  x),  FM  (=  y).  Dann  iat  GM  =  Ya^  -\-(x  —  hf  +  (y  ~cf, 
MH  =  y«3  ^  (^  _  a-ja  _|_  (j,  _  yY     ^^^     3oii     cjy  ^  jy^  ^ 

V^-^  (^  -  '')'  -RF^?  +  y f-' +  {!'-'■>:)'+ {ff -yf  em  Mini- 
mum werden,  so  ist  die  Bedingung  dafür  das  Verschwinden  seines 
Differentials,    d   h    J^ -  '')'^^  +  (?/ -  ^)'^y .  _  J^=:?Ig£ +igziyM;/_ 

welches  sich  rechtfertigt,  indem  m  als  nnendlichnahe  bei  M  gelegen 
und  alsdann  GM -\- MH^=  Gm -\- mH  angenommen  wird.  Die 
vorhergehende  Annahme  BC  ^^  CB  ^  a  rechtfertigt  sich,  wenn  die 
Punkte  G  und  ff  selbst  unendlicbnahe  bei  M  auf  der  als  bekannt 
angesehenen  kürzesten  Linie  JK  liegen.  Alsdann  ersetzen  sich  aber 
a,  bj  c,  f,  g  durch  andere  Bezeichnungen.  Es  ist  nämlich  a  =  dty 
f=x-\-  dx,  g  =^  y  -\-  dy,  6  =  a:  —  dx  -\-  d^x,  c  =^  y  —  dy  -{-  d^y, 
wie  Euler  ohne  weitere  Begründung  hinschreibt.  Ferner  ist,  sagt 
er,  durch  die  Kenntniss  der  IK  auch  die  Kenntniss  des  Verhältnisses 
von  dx  zu  dy  im  Piinkte  M  bedingt  als  ^  =  p,  und  die  erhaltene 
Gleichung  geht,  wenn  in  den  Zählern  der  darin  vorkommenden  Brüche 
dx  und  dy  durch  Q  und  F,  wenn  sodann  a,  b,  c,  f,  g  durch  ihre  er- 
wähnten Werthe  ersetzt  werden,  über  in  — ^i-^jrz_?j± — ^_y.^^_  V}_ — 
Qdx  +  Pdif 

ist  dasjenige,  was  aus  dem  rechts  befindlichen  entsteht,  wenn  dx  um 
iPx,  dy  um  d^y  abnimmt,  wahrend  P,  ö,  dt  constant  bleiben,  d.  h, 
die    Gleichung    behauptet,    das    unter    der  Voraussetzung    constanter 

-7*,  Q,  dt  gewonnene  Dift'erential  von        V   "^  ~t 1 —  ggi  Null   oder 

ydt^  -\-  dx'  -|-  rfi/' 

(dt'  +  '?^-  +  <1>J')  (Qd'x  +  Pd'-yJ^^Jx-^-Fdy)  (dxd^x  -|-  d,jd^n)  _  ^ 
(yrf('  +  (?a:*  +  d^"')'  ' 


Neben  dieser  ersten 


Qd^x  +  Pd''y  dxd*x~\-dyd*y 

'  "'ix-\-Fdy  ~  dt'' +  dx^ -\-dy^' 
Differentialgleichung  bedarf  man  einer  zweiten,  welche  durch  Differen- 
tiation der  Flächenglei ehung  als  Fdx  =  Qdy  -f-  Rdt  gewonnen  wird. 
Dasa  in  ihr  die  Grössen  F,  Q  vorkommen  müssen,  geht  dai-aus  her- 
vor, dass,  wenn  in  dem  der  kürzesten  Linie  angehörenden  Flächen- 
punkte J!/"  das  Coordinatenstück  t  constant  geworden  ist,  rmv  Fdx  =  Qdy 
übrig  bleiben  kann,  wie  vorher  angenommen  war. 
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Will  man  Eulers  Gleichung  auf  ihre  Uebereinstimmung  mit  der 
heute  üblichen  Form  der  Gleichung  der  küi-zesten  Linie  prüfen,  welche 
F{x,  y,g)  =0  als  Flä«hengleiehung  und  -^=  P,  -k-  =  Q,  -fj-^E, 
Toraiissetzend    P(difd^z  —  dsd^y)  +  Qißzd^'x  —  dxd^£)  +  Jt{dxd^ij 

—  dyfPx)  =  0  lautet,  so  ist  zu  beachten,  dass  bei  Enler  t  steht,  wo 
wir  heute  z,  und  —  P,  wo  wir  heute  P  schreiben,  dass  er  ferner  dt 
(beziehungsweise  dz)  als  constant  betrachtet,  wodurch  d^s  =  0  wird. 
Die  heutige  Gleichung  verwandelt  sich  dadurch  in  Pdtd^y  -|-  Qdtd^x 
-{-  It(dxd^i/  —  dj/d^x)  ^  0.  Vervielfacht  man  sie  mit  dt,  so  nimmt 
sie  die  Gestalt  au  {Pd^p -}-  Qd^x)dfi -^  Edt(dx(^y  —  dyd:^x)  =  0 
oder    (Pd^y  +  Qd'x)d^  =  (Qdy  —  Pdx)  {dxd^y  —  dyd^x)  = 

—  Fd^ydx^  —  Qd^^xdy^  +  dxdy{Pd^y  +  Qd^y)  —  P^ydy^  — 

Qd^xdx^ -\- P^ydy^  +  Qd^xdx:"    oder    endlich    -o'2xpl"  = 

,.,■■.■   j  .   r-^-S  wie  bei  Euler. 
dt'  +  <•*   +  "V 

Die  weitere  Fortsetzung  des  Aufsatzes  wendet  die  bisher  all- 
gemein gehaltenen  Betrachtungen  auf  besondere  Oberflächen  an,  wie 
wir  (S.  843)  gesagt  haben. 

Von  viel  grösserer  Tragweite  waren  die  Ergebnisse  des  um  vier 
Jahre  späteren  Aufsatzes  Problematis  isqpenmetrici  in  latissimo  smsii 
accepti  sohtiio  generalis*^).  Euler  wusste  hier,  unter  dem  Titel  einer 
allgemeinen  Auflösung  des  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  gefassten 
isoperimetrischen  Problems,  alle  auf  die  Auffindung  grösster  oder 
tleinster  Werthe  gerichteten  Aufgaben  in  ein  System  von  Claasen  zu 
bringen,  welche  die  Art  ihrer  Behandlung  sofort  von  selbst  enthüllen, 

1.  Solle  eine  Curve  bestimmt  werden,  welche  eine  Eigenschaft  A 
im  grössten  oder  kleinsten  Masse  besitze,  so  müsse  man  zwei  an- 
einanderstossende  Curvenelemente  in  Betrachtung  ziehen. 

2.  Solle  eine  die  Eigenschaft  A  besitzende  Curve  bestimmt  werden, 
welche  ausserdem  die  Eigenschaft  .B  im  grössten  oder  kleinsten  Masse 
besitze,  so  müsse  man  drei  aneinanderstossende  Elemente  in  Be- 
trachtung ziehen. 

3.  Solle  eine  die  Eigenschaften  A  und  B  besitzende  Curve  be- 
stimmt werden,  welche  ausserdem  eine  Eigenschaft  C  im  grössten 
oder  kleinsten  Masse  besitze,  so  müsse  man  vier  aneinanderstossende 
Curvenelemente  in  Betrachtung  ziehen  u.  s.  w. 

4.  Solle  man  also  eine  mit  n  Eigenschaften  bereits  versehene 
Curve  so  bestimmen,  cJass  sie  eine  (»  +  1)'"  Eigenschaft  im  grössten 


')  Commentarii  Aeaäemiae  PetropoUtanae  ad   annos  1732  et  1733.    T.  VI. 
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oder  kleinsten  Masse  besitze,  so  müsse  man  n-\-2  aneinanderstossende 
Ourvenelemente  in  Betraehtung  ziehen. 

Euler  erkennt  ferner  die  Vertan schbarkeit  der  Bedingungen  in 
dem  Sinne,  dass,  wenn  von  n  -\-  \  georaetri sehen  Thatsacliea  n  der 
Curve  bereits  anhaften,  die  (n  ~\-  1)"'  im  grössten  oder  kleinsten 
Masse  erzielt  werden  soll,  jede  der  w  +  1  Eigenschaften  als  die 
(n  -\-  1)*^  gewählt  werden  darf,  ohne  den  Classencharakter  der  Anf- 
gabe  zu  verändern.  Ala  Princip  gilt  ihm'),  dass  die  Maximal-  oder 
Mininialeigenschaft  der  ganzen  Curvo  jedem  ihrer  Theile  innewohnen 
müsse.  Als  Kegel  schreibt  er  vor^),  daas  man  von  der  Curve,  welche 
bereits  als  gefunden  gedacht  werde,  zu  einer  nächsten  Lage  derselben 
fibei-gehen  und  dann  die  bedungene  Eigenschaft  als  noch  bestehend 
in  llechnung  bringen  solle.  Dann  gibt  er  genauere  Vorschriften  für 
die  Aufgaben  der  aufeinanderfolgenden  Classen,  jedem  Kenner  sein 
Studium  der  Jakob  Bernoullischen  Abhandlung  vom  Mai  1607  (S.  235, 
Fig.  41)  sofort  enthüllend. 

In  der  ersten  Aufgabenclasse  ist  {Fig.  138)  aßc  die  neue  Lage 
der  früheren  Curve  ahc,  in  welche  der  Uebergang  so  stattfindet, 
dass  das  Ourvenelement  ab  zu  aß  wird 
und  um  ßm  zunimmt,  während  das 
Curvenelement  he  zu  ßc  wird  und  um 
hii  abnimmt;  eine  Zunahme  (Abnahme) 
um  das  Stück  hß  hat  auch  hM{rN)  er- 
litten. Nun  ist  l\ßl>m  <^  haM  und 
A^/m-t(?if  und   deshalb  ßm  =  ^^^^-M 


sowie   bn  ^== 


:N .  bß 


\ 

•>•; 

^ 

\ 

i  alle  Verände- 
rungen auf  bß  zurückgeführt  erscheinen. 
Als  Beispiel  wird  die  Aufgabe")  behandelt, 

diejenige  Curve  zu  finden,  für  welche  jafds  ein  Minimum  sei.  Das 
findet  statt,  wenn  jedes  Element  des  Integrals  ein  Minimum  ist,  also 
auch  OÄ"  ■  al)  und  OB''-hc,  sowie  deren  Summe.  Der  Summe 
OA"  ■  ab  +  OB"  ■  6<;  entspricht  in  der  Neulage  OA"  ■  aß  +  OB"  ■  ßr, 
iiüd  Öleichsetzung  der  Summen  führt  zu   OA"  •  ßm  =  0&  ■  bn  oder 

OA"-  bM  ■  bß        OB"  ■  eN-bß      ,  OA"  ■  hM        OB"-  cN       T^ 

zu  — .— j._ — c  =  _„ — — _ — z  odej-  KU  -;  —  =  ~-^-, —    ■     Der 

ab  cb  ab  cb 

Ausdruck  rechts  ist  das,  was  aus  dem  Ausdrucke  links  wird,  wenn 
die  denselben  bildenden  Strecken  sich  je  um  ihr  Differential  ver- 
ändern.     Die    Gleichung    besagt    also,    dass    das    Differential    von 


')  Commentarii  Academiae  Peiropolümiae   ttd  annos  I7.t2  et  ' 
')  Ebenda  T.  TI,  lä9.        ")  Ebenda  T,  VI,  129—130. 
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——4 verschwinde,  beziehungsweise  dass  t — -  eine  Constante 

sei,  welche  man  dorch  a"  bezeichnen  darf.  Dabei  ist  OA  =  y, 
fejff  =  rfy,  ab  =  äs,  folglich  —:-■■  =  a"  die  DifFerentioIgleichung  der 
gesuchten  Curve.  Wäre  die  Bedingung  allgemeiner  die  gewesen,  es 
soll  f  Pds  ein  Minimum  sein,  wo  P  irgend  eine  Function  von  a:  be- 
zeichnet, so  hiesse  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Curve 
Pdy  =  Ads,  wo  A  eine  Con- 
stante ist. 

Bei  der  zweiten  Aufgaben - 
classe  bildet  sich  (Pig.  139)  die  neue 
Lage  aßyd  der  als  bekannt  ge- 
dachten Curve  aicd  in  der  Weise^), 
dass  OA  =  X,  Aa  =  y,  oa='  s, 
AB=BC=  CD  =  dx,bM=äy, 
ah  =  ds,  cN  =  dy  -^  d^if,  hc  =  ds 
-f  d^s,  dP=  dy  ~\-  2d^y  +  d^y, 
cd  =  ds  -4-  2fPs  +  d^s  war,  und 
dass  aß  =  ah-\-mß,  ßy^hc  — 
b[i  ~  VC,  yd  =  cd  +  j-w,  Mß  ^  Mb -{-  bß,  Ny  =  Nc~bß  —  cy 
wird,  und  auch  Pd  ist  gegen  das  frühere  Pd  um  cy  gewachsen. 
Dreieckaähnlichkeiten  fordern  ßm  =  ■  .  ■ ,  h^  =  — —r-^ ,  cv  = 
cN  ■  cy 

cb      ' 

führen  mithin  zu  zwei  Gleichungen,  in  welchen  nach  den  erforder- 
lichen Einsetzungen  bß  und  cy  im  ersten  Grade  hervortreten,  so 
dass  die  Gleichungen  die  Form  haben  P  ■  bß  —  Q  ■  cy  =  0,  R-bß 
—  S-ay  =  0.  Meiatentbeils,  fährt  Euler  fort*),  ist  dabei  Q  =  P 
+  dP,  S=  It-\-  dÜ;  haben  aber  die  Grössen  P,  Q  und  B,  S  diese 
formelle  Eigenschaft  nicht,  so  können  sie  dieselbe  immer  erhalten, 
indem  man  die  Gleichungen  mit  einem  Factor  vervielfacht  oder  durcli 
einen  Divisor  theilt*). 

Bleiben  wir  einen  Augenblick  bei  dieser  Aeusaerung  stehen.  Sie 
sagt  nichts  Anderes  als  dass  Q  —  P,  und  genau  das  Gleiche  gilt  für 
jS  —  R,  ein  vollständiges  Differential  sei,  beziehungsweise  dass  diese 
Behauptung  immer  für  M{Q  —  F)  Geltung  habe,  wo  M  irgend  einen 
Factor  bezeichnet,   der  im   einfachsten  Falle   die  Einheit  ist.     Euler 

')  Commentarii  Academim  Pelropolilanae  ad  aitnos  1732  et  1733.  'J".  v  \, 
132—134.  *)  Ebenda  T.  VI,  134.  ^)  Si  vero  huiumodi  formam  wm  habue- 
rinl  jpotemni  semper  m«lHplicanäo  vel  äimdenda  aeg^tattones  ad  takm  reduci. 
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muss  also  damals  das  Vorhandensein  des  integrirenden  Factors 
bereits  erkannt  haben,  von  welchem  allerdings  ein  ganz  besonderer 
Fall  schon  bei  Johann  Bernoulli  (S.  227)  Anwendung  fand.  Wir 
haben  (S.  760)  zum  voraus  auf  diese  Steile  verwiesen. 

Sei  nun  der  einfachste  Fall  iW=  1  als  vorhanden  gedacht,  und 
dividirt    man    die    Gleichungen     P-hß  =  (P  -\-  dF)cy ,    R-hß  = 

(Ii-^dR)c'y  durch    einander,   so   entstellt    b  =  7t4— rs  imd   daraus 

dP        dB  M-i-aii 

leicht  -p-  =  -p-,  woraus  durch  Integration  P  +  aB  =  0  folgt,  worin 
a  eine  Integrationsconstante  ist.  Die  Aufgabe  ist  aber  damit  auf  die 
der  Auffindung  der  Functionen  P  und  ü  zurückgeführt,  und  ist  diese 
gelungen,  so  ist  ein  maschinales  Hinschreiben  der  Endgleichung  er- 
möglicht. Euler  führt  specielle  Annahmen  für  die  in  der  Einleitung 
(S.  846)  als  A  und  B  bezeichneten  Eigenschaften  ein,  d.  h.  er  wählt 
gewisse  Integrale,  von  denen  das  eine  constant  bleiben,  das  andere 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werden  soll,  und  zeigt,  wie  unter 
dieser  Voraussetzung  P  und  li  ausfallen.  Soll  etwa  die  ebene  Curve 
gesucht  werden^),  welche  bei  gleichem  Umfange  die  grösste  Fläche 
umscbliesst,  so  ist  Ä  =  jydx,  B  =  jds.  Euler  findet  P  =  dx  und 
U^dq,  wo  q  eine  Abkürzung  für  -^  ist*).  Die  gesuchte  Differen- 
tialgleichung heisst  demnach  dx  =  adq  und  nach  der  Integrirung 
a:  =  «3  =  »-^  oder  dy  =  —=^-^rr,  welche  neuerdings  iutegrirt  zu 
x^  -\-  y^  =^  a^  führt. 

Bei  der  dritten  Aufgabenclasse  werden  an  einer  den  vorigen 
Figuren  im  Ganzen  ähnlichen  und  nur  durch  die  Berücksichtigung 
von  vier  Curvenelementen  von  ihnen  abweicheHden  Zeichnung  und 
mit  gleichfalls  im  Ganzen  ähnliehen  Schlüssen  drei  Gleichungen  er- 
mittelt*), deren  jede  die  Form  P  hß—  Q  ■  cy  -\-  B  ■  dS  =  0  besitzt, 
zwischen  welchen  alsdann  bß,  cy,  dS  sich  eliminiren,  so  dass  eine 
Endgleichung  P  -\-  mp  +  «^  =  0  entsteht,  innerhalb  deren  m  und  n 
willkürliche  Constanten  sind,  hervorgegangen  aus  zwei  nach  einander 
vollzogenen  Integrationen. 

Eulera  Aufsatz  war  noch  nicht  gedruckt,  da  reichte  Clairaut 
1733  der  Pariser  Akademie  eine  Arbeit  über  einige  Maximal-  und 
Minimalaufgaben,  Sur  quelques  questions  de  maxtmis  et  minimis^  ein, 
Die  Aufgaben,  welche  er  erwähnt,  sind  ungemein  sinnreich  erdacht, 
z.  B.  diejenige,  welche  verlangt,   auf  einer  gegebenen  Oberfläche   den 


■)  Commentarii  Academiae  PetropoKtanae  aä  annwn  1732  et  1733,  T.  YI, 
U3.  «)  Ebenda  T.  VI,  142,  ^  Ebenda  T.  VI,  149.  ')  Htstoire  de  l'Äca- 
dmie  des  Sciences  de  Paris.    Annce  1733  pag.  186—194. 
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Weg  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  der  Art  zu  vollziehen,  dass 
der  auf  diesem  Wege  sich  Befindende  die  geringstmögliche  Einwirkung 
von  mehreren  Kräften  empfinde,  welche  selbst  auf  der  Fläche  ihre 
Wirkungsmittelpunkte  besitzen  und  jode  von  dem  ihrigen  aus  nach 
irgend  einem  bekannten  Gesetze  sieh  äussern.  Insbesondere  behandelt 
alsdann  Clairant  die  Aufgabe:  Auf  einer  durch  ihre  Gleichung  nach 
X,  y,  s  gegebenen  Oberfläche  eine  Curve  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  f  «nd  g  zu  zeichnen,  so  dass  für  die  Ausdehnung  der  Curve 
f'Gg  das  Integral  j  Xds  einen  constanten  Werth  besitze,  das  Integral 
X^ds  dagegen  ein  Minimum  werde^).  Dabei  bedeuten  X  und  X'^ 
welche  Functionen  von  x,  y,  s,  also  X^  nicht  etwa  das 
Quadrat  von  X  Auch  Clairaut  benutzt  drei  conseeutive  Curven- 
elemente^J  GH,  HJ,  JK  und  sucht  sie  ao  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
X  und  X=  in  H  die  Werthe  7,  Y\  in  J  die  Werthe  Z,  Z^  annehmen, 
X-  G-ff+  r-HJ+^r.  JX  coDstant  und  X^  ■  GH -\- Y'' ■  HJ -{- 
Z^  -  JK  ein  Minimum  werde.  Ein  wesentlich  neuer  Gedanke  ist  zu 
dem,  was  man  schon  längere  Zeit  wusste,  nicht  hinzugetreten. 

Ausserdem  hat  Clairaut  in  dem  gleichen  Jahre  1733  einen 
wenigstens  zum  Theil  hierher  gehörenden  Aufsatz  über  die  Gestalt 
der  Erde  veröffentlicht^),  welchem  er  1739  eine  Fortsetzung  folgen 
liess').  Beide  Aufsätze  hängen  mit  den  Gradmessungen  in  Lappland 
und  in  Peru  zusammen,  an  deren  ersterer  Clairaut  theilnahm.  In 
dem  Aufsatze  von  1733  bewies  Clairaut  den  Satz,  dass  bei  jeder 
kürzesten  Linie  auf  einer  Umdrehungsfläche  das  Product  aus  dem 
Radius  des  Parallelkreises,  dem  einer  ihrer  Punkte  angehört,  in  den 
Sinus  des  Winkels,  den  ihre  ebendort  gezogene  Berührungslinie  mit 
dem  Meridiane  bildet,  einen  constanten  Werth  besitzt;  in  der  Fort- 
setzung von  1739  sind  die  kürzesten  Linien  auf  wenig  von  der 
Kugelgestalt  abweichenden  Umdrehungsellipsoiden  mit  Hilfe  von 
Reihen,  die  nach  Potenzen  der  Excentrieität  fortschreiten,  näherungs- 
weise bestimmt 

Wollen  wir  die  der  Zeitfolge  nach  sich  hier  anschliessenden 
Arbeiten  Eulers,  dessen  Interesse  an  verwiekelteren  Maximal-  und 
Mini  mal  aufgaben  1732  keineswegs  erschöpft  war,  besprechen,  so 
fordert  der  Zusammenhang,  dass  wir  rückgreifend  einen  älteren  Auf- 
satz kurz  erwähnen.     Euler  hatte  172G   in  den  A.  E.  einen  Aufsata 

')  Histoire  de  l'Äcademie  des  Sciences  de  Paris.  Ännöe  1733  pag.  188. 
')  Ebenda  pag.  189:  Soient  GH,  HJ,  JK  trois  cötes  consecutifs  de  la  cowie 
eherchee.  ")  Ebenda ;    Determination  giometrique  de   la  perpendieulmre  ä  la 

meridierme  tracee  par  M.  Cassini  avee  plitsieurs  methodes  d'en  tirer  la  grandeur 
et  la  figure  de  la  terre.  *)  Ebenda.  Äimöe  17S9:   Suite  dtt  m6m(me  de  1733, 
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über  die  Isochrone  im  widerstehenden  Mittel  veröffentlieht  und  dabei 
gelegentlich  die  Aufgabe  gestellt^):  Die  Braehystochrone  im  wider- 
stehenden Mittel  unter  der  Voraussetzung  einer  gleichmässig  wirken- 
den Schwerkraft  zu  finden.  Hermann  gab  1727  eine  Auflösung 
dieser  Aufgabe^)  in  einem  ausserdem  noch  mannigfache  mechanische 
Fragen  behandelnden  Aufsatze  und  kam  darin  auf  Irrwege,  welche 
ihn  zu  einem  anderen  Ergebnisse  führten  als  Euler  erlangt  hatte. 
Euler  machte  ihn  brieflieh  darauf  aufmerksam  und  erhielt  von  Her- 
mann die  Antwort,  er  sei  seibat  an  seiner  Untersuchung  zweifelhaft 
geworden  und  behalte  sich  vor,  diese  Frage  neuerdings  zu  prüfen. 
Bevor  ihm  dieses  möglich  war,  starb  Hermann  im  Juli  1733,  und 
nun  glaubte  Euler  es  dem  Andenken  des  verstorbenen  Freundes 
schuldig  zu  sein,  den  Sachverhalt  so,  wie  wir  es  ihm  folgend  gethan 
haben,  zu  schildern,  damit  man  Hermann  nicht  später  einmal  be- 
schuldige, Unrichtiges  veröffentlicht  zu  haben,  ohne  jemals  seinen 
Irrthum  eingesehen  zu  haben.  Zugleich  theilte  Euler  seine  eigene 
Auflösung  mit^),  und  es  kennzeichnet  die  für  die  damalige  Zeit  noch 
unbesiegbare  Schwierigkeit  der  Aufgabe,  dass  auch  Eulers  Behand- 
lung als  eine  verfehlte  bezeichnet  werden  muss,  was  Daniel  Ber- 
nouUi  in  einem  Briefe  vom  12.  September  1736*)  (also  bevor  der 
betreffende  Band  der  Petersburger  Abhandlungen  1740  in  die  Oeffent- 
lichkeit  gelangte)  Euler  selbst  gegenüber  aussprach. 

In  eben  diesem  Jahre  1736  erschien  Eulers  erstes  umfang- 
reiches Werk,  seine  Meclumica  sive  motus  scimtia  andytke  cxposita. 
Wie  wir,  um  uns  nicht  allzuweit  von  der  reinen  Mathematik  zu  ent- 
fernen, Hermanns  Phoronomie  von  171(3  nur  im  Vorübergehen 
(S.  276)  genannt  haben,  wie  wir  auch  auf  Daniel  Bernoullis 
Hydrodynamik  von  1738  keine  Bücksicht  zu  nehmen  gedenken,  so 
werden  wir  uns  versagen  müssen,  ausführlich  Über  Eulera  Mechanik 
zu  berichten.  Was  indessen  in  ihrem  II.  Theile  in  nächster  Beziehung 
zu  den  in  diesem  Kapitel  behandelten  Fragen  steht,  dürfen  wir  nicht 
übergehen. 

Schon  in  der  Vorrede  zum  II.  Theile  der  Mechanik*)  sagt  Euler: 
Ich  habe  bewiesen,  dass  ein  durch  keine  Kräfte  angetriebener  Körper 
sowohl  auf  einer  gegebenen  Linie  als  auch  auf  einer  gegebenen  Ober- 
tiäche  sich  gleichförmig  bewegen  müsse;  dass  aber  auf  der  letzteren 
der  Weg  des  Körpers  die  kürzeste  Linie  sein  werde,  welche  auf  dieser 
Oberfläche  gezogen  werden  kann. 

*)  A.  E.  1720  pag,  363.  *)  Comwentwrii  Academiae  FctropoUtaTiae  ad 

annum  1727.    T.  II,  139  sqq.  ^  Ebenda  1733  et  1734.    T.  VII,  135  —  149. 

')  üorresp.  math.  (Fuse)  II,  434.  '^)  Eulers  Mechanik  (deutseh  von  J.  Ph. 
Wolfers)  II,  3. 
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Gleich  im  1.  Kapitel   voq   der   niditfreiün   Bewegung    im  Aljge- 
meiuen  ist  der  8.  und  9.  Satz^)   dazu   bestimmt,  die  in  der  VoiTede 
ausgesprocltene  Bemerkung   zu    rechtfertigen.     Der    8.  Satz   hat   fol- 
genden Inhalt.     Sei  (Fig.  140)  auf  der  Ober- 
fläche ABC  ein  Weg  DM   durch  einen  be- 
wegten   Körper    durchlaufen.     An    und    für 
sieh  hätte   der  Körper   alsdann  die  Neigung, 
sich  in  der  Tangentialrichtung  Mn  zur  seit- 
herigen Bahn  weiter  zu  bewegen,  wenn  dem 
nicht    der    Zwang    auf    der    Oberflache    au 
bleiben,  entgegenstünde.     Um   die   thatsäch- 
liche    Bahn    der  Fortbewegung   des  Körpers 
i'iK  HO-  zu  ermitteln,  zerlegt  man  das  in  einem  Zeit- 

eleniente  zu  durchlaufende  Wegelement  Mn 
in  zwei  Componenten,  in  die  zur  Oberfläche  senkrechte  nnt  \\  MO 
und  in  die  der  Oberfläche  selbst  angehörende  Mm.  Die  Bewegung 
nm  wird  durch  den  genannten  Zwang  aufgehoben,  die  Bewegung  Mm 
wird  durch  jenen  Zwang  nicht  verändert  und  bleibt  die  eigentliche 
Bahn  des  Körpers.  Die  Ebene  Mmn  auch  nach  rückwärts  in  der 
Richtung  der  MD  fortgesetzt,  enthält  die  zur  OberÜäche  senkrechte 
nm,  ist  also  selbst  senkrecht  zu  dem  als  Ebene  aufzufassenden 
Flächenelement,  die  Bewegungshahn  hat  also  die  Eigenschaft,  daws 
die  Ebene,  in  welcher  zwei  beliebige  zusammenhängende  Elemente 
derselben  liegen,  normal  zur  Oberfläche  steht.  Das  ist  die  Eigen 
schaffe  der  kürzesten  Linie,  welche  Johann  Bernouüi  schon  1698 
kannte  {S.  244),  welche  aber,  da  dessen  Briefwechsel  mit  Leibniz 
erst  1745  im  Drucke  erschien,  1736  für  die  Oeffentlichkeit  noch  neu 
war.  Für  Euler  war  sie  allerdings  nicht  neu,  denn  Johann  Bernouüi 
hatte  sie  ihm  in  dem  (S.  843)  angeführten  Briefe  vom  18.  April  17^0 
mitgetheilt,  und  Euler  hatte  sie  nur  zu  beweisen.  Das  that  er  im 
9.  Satze.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Curve  J)Mm  liegt  in  der 
durch  zwei  zusammenhängende  Curvenelemente  bestimmten  Ebene 
und  fällt  deshalb  in  die  Richtung  der  Flächennormale  MO,  während 
er  zugleich  senkrecht  zur  Curve  DMm  ist.  Es  war  also  einestheils 
der  Krümmun^halbraesser  einer  beliebigen  Fläehencurve  im  Punkte 
M,  anderentheila  die  Flächennormale  in  ebendemselben  Punkte  M 
zu  ermitteln  und  alsdann  die  Frage  zu  beantworten,  unter  welcher 
Bedingung  beide  Richtungen  zusammenfallen.  Die  Antwort  bringt 
Euler  in  die  GEestalt  einer  Differentialgleichung,  welche  genau  eben- 
ist,   die    er   im  III.  Bande  der  Petersburger  Commentarien, 


'}  Bulers  Mechanik  (deutscli  von  J,  Ph,  Wolfers)  II,  2i~29, 
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auf  den  er  sich  ausdrücklich  bezieht,  als  Gleicliung  der  küi-zesten 
Linie  {S,  845)  gefunden  hatte.  Soweit  war  Doppeltes  erreicht:  es 
war  gezeigt,  dass  die  Bewegungsbahn  eines  zum  Verbleiben  auf  einer 
Oberfläche  genöthigten  Körpers  eine  kürzeste  Linie  sei,  es  war  die 
geometrische  Haupteigensehaffc  der  kürzesten  Linien  bewiesen. 

Ein  Zusatz  zum  8.  Satze^)  sagt:  Ein  auf  der  Oberfläche  ausge- 
spannter Faden  bezeichnet  die  kürzeste  Linie,  und  daher  wird  der- 
selbe zugleich  den  Weg  angehen,  auf  welchem  der  Körper  an  der 
Oberfläche  fortgebt.  Vieileicht  darf  man  annehmen.  Euler  sei,  als  er 
Satz  8  kennen  lernte,  alsbald  auf  diesen  Zusatz  gestossen,  der  ihn  dann 
veranlasste,  in  Satz  9  den  Nachweis  des  Besitzes  der  Eigenschaft  des 
Satzes  8  für  die  kürzesten  Linien  zu  liefern.  Hat  man  doch  auch 
für  Johann  BernouUi  die  Entdeckung  eben  jener  Eigenschaft  der 
kürzesten  Linien  mit  mechanischen  Untersuchungen,  nämlich  mit  der 
Aufsuchung  der  Kettenlinie,  in  Verbindung  zn  bringen  gewuast^). 

Im  4.  Kapitel,  von  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  ge- 
gebenen Oberfläche^),  ist  wiederholt  von  kürzesten  Linien  die  Hede, 
ist  wiederholt  auf  die  Abhandlung  von  1728  Bezug  genommen.  Wir 
begnügen  uns  damit,  dieses  zu  bemerken  und  zu  gleicher  Zeit  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  Euler  schon  hier  eine  volle  Beherrschung 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  an  den  Tag  legte,  wenn  auch 
die  im  Anhango  zum  IL  Bande  der  Introductio  zusammengestellten 
Entdeckungen  noch  fehlten,  vielleicht  auch  nur  noch  nicht  zum  Aus- 
spruche kamen,  weil  keine  Gelegenheit  dazu  vorlag. 

In  dem  Erscheinungsjahre  1736  der  Mechanik  legte  Euler  der 
Petersburger  Akademie  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel  Curvarum 
maximi  mmimive  proprietate  gauäentium  invtmtio  nova  et  fadlis*-)  vor. 
Die  Bedeutung  dieser  neuen  und  leichten  Auffindung  von  mit  Masimal- 
oder  Minimaleigenschaften  versehenen  Curven  ist  schon  aus  folgendem 
ihrer  Einleitung  entnommenen  Satze  ersichtlich:  „Ich  bin  jüngst  auf 
derartige  Fragen  gestossen,  zu  deren  Erledigung  die  früher  von  mir 
aufgestellten  Formeln  nicht  genügten,  so  dass  ich  mich  genöthigt  sah, 
neue  weitere  Aussichten  eröffnende  Formeln  zu  betrachten  und  für 
sie  zur  Auflösung  der  Aufgabe  geeignete  Werthe  zu  suchen."  Er 
will  also  die  24  früher  betrachteten  Einzelformeln  (S.  849)  zunächst 
durch  eine  einzige  ersetzen  und  dann  früher  noch  Unberücksichtigtes 
erledigen.    Euler  bedient  sieh  dabei  römischer  Zahlzeichen  als  Stellen- 

')  Bulers  Mechanik  (deutsch  toh  J.  Ph.  Wolfers)  II,  25,  Zusatz  2. 
')  P.  Stäckel,  Berichte  der  Königl.  Sächsischen  GeseliBchaft  der  Wisseasch aften 
zu  Leipzig  vom   3.  Juli  1893.     S.  447—448.  =)  Bulers   Mechanik   {deutsch 

von  J.  Ph.  Wolfers)  II,  410 — 460.  ')  Coiniiimtarii  Academiac  Petropolüanac 

ad  annum  1736.    T.  Vni,  159—100. 
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Keiger,  weiche  über  den  Buclistaben  augebraelat  andeuten  sollen,  dass 
von  einem  Raumpunbte  zu  einem  zweiten,  dritten  ii.  s,  w.  ConseeuHv- 
punkte  übei^egangen  sei,  fflr  welche  die  mit  dem  Stelleiizeiger  rer- 
sehenen   Biichstaben    das    Gleiche    bedeuten,   wio    die   nichtindicirten 

Buchstaben  für  den  ursprünglichen  Punkt.  Demnach  ist  )/  =  y-j-rfj/, 
II  I  u 

y  =  y  +  '^äij  +  (?>,    dij  =  dy  -{-  iPy,   dy  ^  dy  -\-  2dhj  +  dhj, 

(py  =  rf*y  4-  d^y,  ^  =  ^  -f  rfQ  u.  s.  w.    Femer  bedeutet  p  die  erste 

Ableitung   von   y   nach   x,    s   die   Bogenlänge,   so    dass    dy  ==  pdx, 

ds  =  "|/1  -\-  p^dx    ist,    wobei    dx    als    constant    gilt.      Stellt    nun 

I  Qdx   das  Integral  vor,  von  welchem  gewünscht  wird,  daas   es  eine 

Maximal-   oder  Minimaleigenschaft  erhalte,  und  ist  Q   eine  Function 

von  s,  y,  X,  j>,  so  wird  dQ  =^  Lds  -j-  Mdy  -{-  Ndx  +  Vdp,  oder  mit 

anderen    Worten:     es    ist    Iß^L,    P  =  M,    P-^N,    P- =  V. 
CD  '    cy  'ex  '    dp 

Das  auf  das  einzelne  Element  ah  der  gesuchten  Curve  bezügliche 
Qdx  wird   in    dem   consecutiven  Elemente  hc  zu   Qdx,  und  für  die 

beiden  Curvenelemente  ah-\-hc  zusammen  findet  Qdx -^  Qdx  statt. 
Bei  einer  benachbarten  Curve,  welche  zwischen  a  und  c  einen 
Zwischenpunkt  ß  besitzt,  bringt  der  üebergang  von  ai  nach  aß  nur 
die  Veränderung  von  p  in  p-\~ ~-  zu  Stande,  während  die  dem  Punkte 


a   entsprechenden  x,  y,  s  unverändert  bleiben,  daher  ist  hier  dQdx 
=  V-hß.     Der  Üebergang  von   6c  nach  ßc  dagegen  verlangt,   das,^ 


in  Q  die  Grössen  y,  s,  p  la  y  -{-  Iß,  s  + 


dp-bß    ^ bß 


und  dadurch  wird  dQdx  ^=lLds  -\-  Mdy  +  Ndx  +  Vdpjdx  -■= 
L-^ — ■—- — -  -\-  Mäx  -hß  —  V-  hß.  Der  Unterschied  zwischen  den 
Ausdrücken,    welche    der  Elementensumme   ah  -)-  hc    und    derjenigen 

aß  +  ßc  entsprechen,  ist  daher  W^  "^  +  -^'^^  ~  '^1  ^ß  °^*^^ 

pda^y  _|_  Mdx  ~  dv\ hß,    und    da    derselbe    ^Phß    sein    und 

F  =  0   die   Curvengleichung    darstellen   soll,   so  heisst   eben   diese ') 

Ldxdy  -\-  Mdxds  ^^  dsdV,  wo  alsdann  die  Indicirung  von  L  und 
M  weggelassen  ist.  Euler  zeigt  die  Anwendung  dieser  Formel  an 
Beispielen,  auch  an  solchen,  deren  Maximal-  beziehungsweise  Minimal- 


')  Commentarii  Academiue  PetropoUtanae   ad   ammm  1736.     T.  VIII,  164. 
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eigenschatt  ';iLh  nicht  auf  ein  eißfachea  Integrid  /  Qdx,  soudeni  auf 
ein  Doppelmtegral  f (^i}xj Rdx  bezieht'),  und  wo  das  gelehrte  Ver- 
fahren wenigei  einfache,  aber  doch  dem  Grundgedanken  nach  ganz 
ähnliche  Ergebnisse  zu  Tage  fordert. 

Wesentlich  anderer  Natur  wird  aber  die  Aufgabe,  wenn  die 
Function  ausser  x  y,  s  und  deren  erste  Differentiale  auch  zweite 
Differentiale  in  sich  schliesst^)  und  vier  Cur ven demente  der  Be- 
trachtung zu  unterziehen  sind.  Euler  ffigt  seinen  bisherigen  Be- 
zeichnungen noch  ;  fui  die  zweite  Ableitung  von  y  nach  x  bei,  setzt 
also    (^W  =  r  ■  dx^    und    d^s  =  J'—-—      und    nimmt    t^  =  TT    an. 

yi  +  p^  (■■'■ 

In  diesem  Falle  erhält  er  die  Curvengleichung^):  d^W^dV-dx 
~\- -—j- — -  -\-  M-dx^  =  0,  und  unter  den  Beispielen  für  diese  An- 
nahme ist  die  berichtigte  Herleitung  der  Brachistochrone  im  wider- 
stehenden Mittel  zu  finden*).  Im  noch  allgemeineren  Falle,  dass 
wieder  ein  Doppelintegral  in  Frage  komme,  führt  die  Darstellung 
von  P  zu  einer   äusserst  verwickelten  Exponentialgrösse''). 

Gegen  Endo  der  Abhandlung  kommt  Euter  zu  dem  wichtigsten 
Ergebnisse  von  der  Unrichtigkeit  von  Jakob  Bernoullis  Vor- 
aussetzung, von  welcher  er  selbst,  wie  alle  seine  Vorgänger,  bis 
zu  diesem  Zeitpunkte  unbedenklich  ausgegangen  war.  Wenn,  sagt 
er^,  unter  allen  die  Punkte  o  und  s  verbindenden  Curven  eine  be- 
stimmt werden  soll,  bei  welcher  die  bedingende  Function  Q  weder  s 
noch  ein  Integral  einscbliesst,  dann  wird  die  Curve  oz  die  betreffende 
Bedingung  erfüllen,  insofern  jedes  ihrer  Elemente  oa  die  gleiche 
Eigenschaft  besitzt;  hängt  dagegen  Q  von  s  oder  von  einem  Integrale 
ab,  so  kann  die  Curve  os  die  Grösse  /  Qdx  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  auch  ohne  dass  irgend  eines  ihrer  Elemente  der 
gleichen  Eigenaebaft  theilhaftig  wäre. 

Man  begreift,  dass  Tohann  Bernoulli,  luch  wenn  sein  Charakter 
ein  anderer  gewesen  wäre,  und  wenn  er  nicht  so  eifersuchtig  daniber 
gewacht  hatte,  dass  ihm  der  Ruhm  semei  unleugbai  ausseioident 
liehen  Veidien&te  nicht  loienthalten  bliebe  niii  mit  einigem  Vei 
drusse  sehen  konnte,  wie  Eulci  und,  wenn  auch  in  geringerem  Masse, 
Clairaut  die  Aufgabe  \ou  dei  kuizestcn  Linie  erledigten  ohne  dass 
seiner  andeis   gedacht  wuide  als   daduich,   diss  Eulei   ihn  1729   i!s 


')  Commentain  Acadnmat  Fehopohtame   nd   annvm  ITK      J    ^  IT!    Ic 
')  Ebenda  VIII   167  ^  Ebenda  VIU,  169  ')  EbemU  Mll    1,3— lil  un 

180—181.        =)  Lbend»  VIII,  184.        »)  Ebenda  VIII,  lö8. 
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Denjenigen  nannte,  durch  welchen  er  selbst  anf  den  Gegenstand  hin- 
gewiesen worden  sei,  und  der  sich  in  Besitz  der  allgemeinen  Lösung 
befinde  (S,  843).  BernoulU  musste  die  Gelegenheit  der  Herausgabe 
seiner  Gesammtwerke  1742  benutzen,  um  zu  veröffentlichen,  was, 
weil  schon  überholt,  in  Akademieschriften  nicht  mehr  gut  unter- 
Kubiingen  war,  und  er  fügte,  wie  schon  (S.  244)  augedeutet  wurde, 
eine  Fussnote  des  Inhaltes  bei,  die  Niederschrift  rühre  nicht  von 
ihm  selbst  her,  sondern  von  Professor  Klingenstierna  in  Upsala, 
welchem  er  Ende  1728  die  entsprechenden  Mittheilungen  gemacht 
habe,  eine  Datirung,  welche  sich  sehr  gut  damit  deckt,  dass  Euler 
gleichzeitig  oder  auch  schon  etwas  früher  die  Aufgabe  vorgelegt  er- 
hielt. Johann  Bernoulü  hat  dann  der  Xlingensti  er  naschen  Fassung 
noch  Verschiedenes  beigefügt,  Erläuterungen  und  Znsätze,  für  welche 
er  auch  die  stylistische  Verantwortung  übernahm^).  Nach  einleiten- 
den Bemerkungen  über  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
X,  y,  s,  zwischen  welchen  eine  Gleichung  als  Fläch engleichung  ge- 
dacht ist,  stellt  Johann  Bernoulli  die  Aufgabe  der  kürzesten  Linie 
und  findet  ihre  Lösung  darin  ^),  es  werde  die  Ebene,  welche  durch 
drei  einander  unendlich  nahe  liegende  Punkte  einer  kürzesten  Linie 
bestimmt  sei,  senkrecht  zur  Berührungsebene  der  Oberiläche  stehen. 
Einen  Beweis  für  diese  Behauptung  sucht  man  vergeblich.  Was 
Johann  BernoulK  gibt,  ist  eine  Gleichung,  welche  unter  der  Voraus- 
setzung des  gegenseitigen  Senkrechtstehens  jener  beiden  Ebenen  zu 
einander  erfüllt  wird,  und  welche  die  Differentialgleichung  der  kürze- 
sten Linie  ist.  Aenderfc  man  die  Buchstaben  und  einige  Annahmen, 
so  zeigt  sich  volle  Uebereinstinimung  mit  Eulers  Ergebnisse  von 
1729,  wie  in  einem  Scholium  gezeigt  wird^).  Johann  Bernoulli  hat 
bei  dieser  Gelegenheit  der  durch  drei  Conseeutivpunkte  einer  Raum- 
curve  bestimmten  Ebene  den  Namen  der  oseulirenden  Ebene, 
jilanum  osculans^),  beigelegt,  welcher  von  manchen  Schriftsteilern 
beibehalten  worden  ist,  während  andere  ihn  durch  den  der  Schmie- 
gungsebene  ersetzten.  Den  Rest  der  Abhandlung  bilden  Beispiele. 
Wir  mussten  diesen  Seitenblick  auf  die  Abhandlung  Johann 
Bornoullis  werfen  und  kehren  nun  wieder  zu  Euler  zurück.  Die 
Ergebnisse  von  1736,  mit  weichen  er  theilweise  sich  selbst  wider- 
legte, hatten  ihn  noch  fester  an  den  Gegenstand  gefesselt.  Es  war 
an  der  Zeit,  die  Summe  aller  Forschungen  zu  ziehen,  und  er  that  es 
in  einem  320  Quartseiten  starken  Bande,   der  1744  unter  dem  Titel: 


')     Joh.  Bernoulli,  Opera  IV,  111,  Fussnote:    Sehohi  hujiiS   ut  et  sequm- 
Ünm  sunt  ipsius  Attßtoris  verba.  *)  Ebenda  IV,  109  *)  Ehcnda  IV,  113. 

')  Ebenda  IV,  113  und  115. 
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MtiJtodus  invenimdi  linras  nirvas  tnaxinii  minlinive  ^oprietate  gau- 
dmtes,  sive  soluUo  pyoilemalh  isoperimetrici  lahssimo  iieiisii  aaiepti 
bei  dem  bekanntesten  Verleger  mathematischer  Schriften  in  jener 
Zeit,  bei  Bousquet  in  Lausanne  und  Genf,  erschien.  Der  lange  Titel 
wird  gemeiniglich  abgekürzt,  und  man  spricht  schlechtweg  von  Eulers 
Melhodus  invmienäi.  Der  Band  zerfällt  in  (i  Kapitel  und  2  Zusätze, 
von  welchen  Unterabtheilungen  jede  aus  Paragraphen  mit  immer  neu 
beginnender  Nummerirung  besteht. 

Kapitel  1,  Von  der  zur  Auffindung  krummer  Linien 
dienenden  Methode  der  Maxima  und  Minima  im  Allge- 
meinen, zeigt  zuerst  das  Unterscheidende  des  Aufgabe.  Nicht  eine 
Curve  sei  gegeben,  auf  welcher  Punkte  gesucht  werden,  in  denen 
gewisse  Grössen  Maxinia  oder  Minima  werden,  die  Curve  selbst  werde 
gesucht.  Die  Brüder  Bernoulli  hätten  zuerst  solcherlei  Aufgaben 
gestellt,  und  zwar  hätten  sie  die  Brach isto eh rone  erforscht.  Man  hat 
mit  Recht  darauf  aufmerksam  gemacht'),  dass  darin  eine  geschicht- 
liche Ungenauigkeit  liege.  Schon  Newton  hatte  in  der  in  seinen 
Principien  behandelten  Frage  nach  dem  Körper  des  kleinsten  Wider- 
standes (S.  291)  eine  Aufgabe  gestellt  und  gelöst,  welche  dem  gleichen 
Gebiete  angehört,  und  welche  Euler  selbst  in  §  36  des  2.  Kapitels 
seiner  Methodus  inveniendi  sieh  vorgelegt  hat.  Dass  er  weder  an 
jener  späteren  Stelle  noch  hier  bei  den  geschichtlichen  Bemerkungen 
Newton  genannt  hat,  kann  in  seiner  unleugbar  vorhandenen,  durch 
die  Art,  wie  der  Prioritätsstreit  gegen  Leibniz  geführt  worden  war, 
hervorgerufenen  Abneigung  gegen  Newton  und  dessen  nächste  An 
hänger  begründet  sei,  doch  halten  wir  auch  nicht  tur  ganz  aus 
geschlossen,  dass  Euler  die  Newtonschen  Behauptungen  im  Schohum 
zum  34.  Satze  des  7.  Abschnittes  des  2.  Buches  der  Pnncipien  nn,ht 
als  eine  Behandlung  der  eigentlichen  Frage  gelten  Hess,  wenn  er  sie 
auch  wohl  gekannt  haben  wird.  Als  Brachiatochrone,  sagt  Euki, 
bezeichne  man  nicht  etwa  eine  Curve,  auf  welcher  die  Zeit  des 
Herabfallens  die  kürzeste  wird,  denn  dann  wäre  eine  vertitale  Geiade 
die  Brachistochrone,  vielmehr  sei  nur  diejenige  Curre  gemeint,  längs 
weicher  das  Herahgleiten  von  einem  gegebenen  Punkte  nach  einem 
zweiten  in  der  kürzesten  Zeit  erfolge.  Die  Differentialgkiühung  dei 
Brachistochrone,  zu  welcher  man  gelange,  sei  zweiter  Oidnung  Deren 
Integration  führt  also  zwei  Constanten  ein,  und  diese  werden  durch 
die  zwei  Punkte  als  Anfangspunkt  und  Endpunkt  der  Bewegung  be- 
stimmt'').   Innerhalb  der  schon  als  nothwendig  gekennzeichneten  Eiii- 


')  Stäckel    in  Ostwalda  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.    Nr.  46, 
S.  139,  Anmei-kiing  18.        ^  Euler,  MethodMS  in/eenimdi,  Cap.  I,  §  I3, 
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schränkung  der  Aufgabe  ist  eiae  weitere  Unterscheidung  geboten. 
Entweder  hat  man  es  mit  der  absoluten  Methode  der  Maxima 
und  Minima  zu  thuii,  welche  lehrt^),  uoter  der  Gesaramtheit  aller 
Gurren  diejenige  au  bestimmen,  in  welcher  eine  vorgelegte  veränder- 
liche Grösse  den  grössten  oder  kleinsten  Werth  erhält,  oder  mit 
der  relativen  Methode  der  Maxima  und  Minima,  welche  das 
Gleiche  nur  fiir  diejenigen  Curven  lehrt^),  welche  überdies  eine  vor- 
geschriebene Eigenschaft  besitzen.  Mau  weiss,  dass  die  von  Euler 
den  Methoden  beigelegten  Benennungen  als  absolut  und  relativ  später 
auf  die  Maxima  und  Minima  selbst  übertragen  worden  sind.  Was 
die  Bezeichnung  betrifft,  so  schreibt  Euler  in  der  Methodus  in- 
veniendi^)  dy  ^=  pdx,  dp  =  qdx,  dq  =  rdx,  dr  =  sdx  und  w  für 
die  meistens  s  genannte  Bogenlänge*),  Formel  des  Maximum 
oder  Minimum  heisst,  und  wird  durch  W  bezeichnet^),  die  Grösse, 
welche  in  der  gesuchten  Ourve  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth 
annehmen  soll.  Ob  es  um  ein  Maximum  oder  um  ein  Minimum  sich 
handelt,  ist  für  den  Gang  der  Untersuchung  unwesentlich  und  wird 
am  sichersten  nachträglich  zur  Entscheidung  gebracht'^).  Das  er- 
wähnte W  ist  ein  Integral  mit  der  Integrationsvariabein  x  und  muss 
auf  einen  bestimmten  Absei ssen abschnitt  bezogen  werden'),  d.  h.  W 
ist  ein  bestimmtes  Integral  zwischen  Grenzen  x^  und  x^ .  In  ihm 
müssen  ausser  x  auch  noch  andere  Variable  vorkommen*),  sei  es  y 
oder  Ableitungen  von  y  nach  x,  oder  iv  oder  andere  Integrale,  in 
welchen  wiederum  x  nicht  allein  vorkommen  darf,  die  aber  wie  W 
selbst  erst  dann  bestimmbar  werden,  wenn  der  Zusammenhang  zwi- 
schen y  und  X  gefunden  ist^).  In  diesem  Sinne  heisat  W  =  j  Zdx, 
wo  Zäx  aber  nicht  integrirt  werden  kann,  ohne  daas  eine  Gleichung 
zwischen  y  und  x  festgestellt  wird^"),  und  drei  Fülle  sind  zu  unter- 
scheiden"). Erstens  kann  Z  eine  algebraische  oder  doch  eine  be- 
stimmte Function  von  x,  y,  p,  q,  r  ■  ■  ■  sein;  zweitens  können  in  Z 
ausserdem  Integrale  vorkommen;  drittens  kann  Z  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung gegeben  sein,  deren  Integration  man  nicht  zu  voll- 
ziehen weiss.  Im  ersten  Falle  waltet  das  Prineip,  dass  die  Eigen- 
schaft des  Maximum  oder  Minimum  für  jeden  noch  so  kleinen  Thei! 
der  Curve  gilt,  wenn  sie  für  die  ganze  Curve  stattfinden  soll  *^), 
während  in  den  anderen  Fällen  von   diesem  Principe   abgesehen  und 

')  Euler,  Methodus  inveniendi ,  Cap,  l,  §  7.  *)  Ebenda  Cap.  I,  §  lO, 

»)  Ebenda  Cap.  I,  §  IC.  ')  Ebenda  Cap.  I,  §  20.  ■>)  Ebenda  Cap.  T,  g  33 

und  29.  »)  Ebenda  Cap.  I,  §  33.  ')  Ebenda  Cap.  I,  §  25.  ")  Ebenda 

Cap.  1,  §  28,  ')  Ebenda  Cap.  !,  g  .^4.  ")  Ebenda  Cap.  1,  §  36.  ")  Ebenda 
Cap,  I,  §  37.         ")  Ebenda  Cap.  I,  §  38. 
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auf   die    Curve    in   ihrer    ganzen    Ausdehnung   Rücksicht   genommen 
werden  musa^).    Die  Beweisführung  für  diesen  schon  173Ö  von  Euler 


ausgesprochenen  Satz   (S.  855)   ist  folgende.     Man   will   W=Jzdx 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sage  man  etwa,  um 
Zweideutigkeiten  auazuschliessen ,  zu  einem  Maximum.  Die  Curve 
amz  werde    durch    die  Ordinate   in  m  (bei  x  =^  x,„)   in  zwei  Theile 

getheilt,   und    es   sei  ^fzdx  =  P,   fZdx^Q,   also    Tf^P+y. 

Ist  Q  unabhängig  von  P,  so  musa  allerdings,  damit  W  Maximum 
werde,  auch  P  und  Q  ein  solches  sein.  Kommt  aber  in  Z  ein  ohne 
die  Kenntniss  der  Functionalitat  von  y  ia  x  unbestimmbarer  Aus- 
druck vor,  so  findet  jene  Unabhängigkeit  zwischen  P  und  Q  nicht 
statt.  Das  CurvenstÜck  ms  konnte  ausser  von  seinem  Anfangspunkte 
m  auch  von  dem  nach  m  hinführenden  Curvenstücke  am  abhängen, 
und  in  Folge  dessen  konnte,  nachdem  das  Curvenatück  am  etwas 
geändert  wurde,  P  in  P  —  p,  Q  m  Q  -^  q,  W  tn.  P  ^  p  ■\-  Q  -\-  g^ 
übergehen.  Ist  alsdann  g  >  p,  ao  wird  W  für  die  ganze  neue  Curve 
ein  Maximum,  aber  nicht  für  deren  einzelne  Stücke.  Zur  bequemeren 
üebersicbfc  werden  weitere  Bezeichnungen  eingeführt*},  nicht  überein- 
stimmend mit  denen  von  1736  (S.  854),  aber  doch  ihnen  ähnlich. 
Statt  der  römischen  Zahlzeichen  über  den  Buchstaben  dient  eine 
rechts  oben  angebrachte  Bestrich elung,  um  den  Zustand  in  einem 
späteren  eonaecutiven  Punkte  anzudeuten,  und  eine  rechts  unten  an- 
gebrachte Bestrichelung  weist  auf  den  Zustand  in  einem  früheren 
Punkte  hin.  So  ist  z.B.  y'  =  y-{-dy,  y"  ^^y' -{- üy' =y -\- 2dy 
+  d^y,  während  y  ^  y,  -\-  dy^,  y^  =  y^^  -\-  dy^^  bezeichnet.  Auch 
irgend  eine  durch  F  dargestellte  Function  von  x  erleidet  solche  Be- 
strichelung, wie  an  F  =F^-]'  di\  und  F' ^  F -\- dF  ersichtlich 
ist.  Dem  F  als  Functionalzeichen  die  Variable  x  beiznschreiben 
inveniendi,  wiewohl  er  schon  zehn 
tchnungsweise  benutzt  hatte.  Die 
enen    hat,  um    die   Curve   zu    ent- 


unterlieas  Euler   in  der  Methodus 
Jahre    früher  (S.  736)    diese  Bezei 
Methode,   deren  mau  sich  zu  bedi 


decken,  für  welche  j  Zdx  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  an- 
nimmt, iat  die  gleiche,  deren  Enler  sich  seit  1728  bediente,  in  der 
Methodus  inveniendi  begründet  er  sie  aber^).     Jeder  Ausdruck,  sagt 


aler,  Methodus  inveniendi,  Cap.  I,  g  43. 
=)  Ebenda  Cap,  I,  §  58. 


')  Ebenda  Cap.  I,  §  4 
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er,  der  ein  Maximum  wird,  d.  h.  bis  zu  einem  gewissen  Werthe  an- 
steigt und  dann  wieder  abnimmt,  nähert  sich  dem  Maximalwerthe  in 
der  Weise,  dass  die  Zunahme,  beziehungsweise  die  Abnahme,  vor  und 
nach  dem  grÖssten  Werthe  unmerklich  ist.  In  Ausnahmefällen  sei 
freilich  die  Zu-  und  Abnahme  nahe  beim  Maximum  unendlich  gross, 
doch    dürfe    man   yon    diesen   absehen.     Sei   nun    die   Curve    amnoz 

diejenige,  für   welche  j Zdx  Maximum   (Minimum)    wird.     Bei  einer 

anderen  von  a  nach  s  sich    erstreckenden   Curve   wird  j Zdx   einen 

anderen  Werth  annehmen,  der  sich  von  dem  vorhergehenden  um  so 
mehr  unterscheidet,  je  mehr  die  Curven  von  einander  abweichen. 
Der  Unterschied  wird  nur  dann  unmerklich,  wenn  die  Abweichung 
unendlich  klein  ist.    Man  wähle  daher  einen  Punkt  v  unendlich  nahe 

bei  «,  berechne  den  Werth  von  jZdx  einmal  über  die  Curve  anmos 

und  einmal  über  die  Curve  amvos  und  setze  beide  Werthe  ein- 
ander gleich,  beziehungsweise  deren  Unterschied  gleich  Null,  so  erhält 
man  die  Bedingung  dafür,  dass  aninos  die  gewünschte  Maximal- 
oder Mini  mal  eigenschaft  besitzt,  d.  h,  die  Differentialgleichung  von 
amnoz.  Man  darf  ja  nicht  ausser  Augen  lassen,  dass  die  Aende- 
rung  der  Curve  unendlichklein  sein  muss,  es  genügt  also  z.  B.  nicht, 
den  Bogen  mno  unendliehkleiu  zu  wählen,  die  Entfernung  nv  muss 
im  Verhältnisse  zum  Bogen  mno  unendlichklcin  sein').  Der  vor- 
erwähnte Unterschied  zwischen  den  beiden  Werthen  von  j  Zdx  wird 

der  Differentialwerth  der  Formel,  vahr  differentialis  formtdae, 
genannt^). 

Kapitel  2,  Ueber  die  absolute  Methode  der  Maxima  und 
Minima  zur  Auffindung  von  Curven,  wendet  die  am  Schlüsse 
des  1.  Kapitels  gegebene  Vorschrift  auf  bestimmte  Aufgaben  an, 
welche  selbst  wieder  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreiten, 
indem  zuerst  die  Gestaltung  von  Z  im  weiteren  Siime  des  Wortes 
zur  Rede  kommt,  woran  einzelne  Beispiele  sich  anschliesaen.  Die 
erste  Aufgabe  ist  und  muss  sein,  die  Aenderungen  zu  finden,  welche 
in  einer  Curve  anis  die  einzelnen  bestimmten,  auf  die  Curve  bezüg- 
lichen Grössen  erleiden,  wenn  die  Ordinate  Nn  eines  Punktes  um 
ein    unendlich    kleines    Stück    nv    vermehrt   wird^}   (Fig.  141).     Die 


')  Euler,  Metltodus  invmienäi,  Cap.  I,  §  59,  *)  Ebenda  Cap.  I,  g  63 

')  Ebenda  Cap.  11,  §  1. 
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Ordinate  Mm  =  y,  welche  zur  Abscisse  AM  =  x  gehört,  bleibt  un- 
verändert, ebenso  Ll^=y_,  wekhea  zu  x- — dx  gehört,  und  Oo^^y", 
Fp  =  y'"  u.  s.  w.,  denen  die  Abscissen  3:  4-  '^dx,  x  4-  *5f/^  u.  s.  w. 
entsprechen.     Die    zu    x  -\-  dx    ge- 
hörende   Ordinate   Nn  =  »/'   erhält 
den  Zuwachs  nv.    Daraus  folgt  aber 
das  Uehrige.   Es  ist  z,  B.  p  ^  ^"7~ ''  > 
p'=       I  .      ■    Diß  Veränderung  von 
p   ist   folglich     .      und    die  von   p' 
ist    —  ^  -     Fei-m»r    ist    n  =  ^-^  '' 


_  y"—^y'+y 


,  dessen  Veränderung 


also  —  , 


w      Euler  stellt  in  (uiei  Lkmen  Tal  eile  dit,  Aeade- 

riingen  \on  y  jt,  p  ?,?,?,»,'  '  t  ,  1  zusammen  Ist  die 
Aenderung  eines  lua  solchen  Glossen  zusammengesetzten  Ausdruckes 
zu  eimitteluO,  so  diffeieutiiit  mau  dt,n  betieflendeu  Ausdiuefe  und 
eisetzt  die  Diffeieutiale  dei  einzelneu  triobsen  diin,h  die  ihnen  der 
Tabelle    gemäss    zukommenden   Aendciungen       Ist    z    B     ;/  j/l  -j- p^ 

zu  bthandeln,  so  sucht  man  diif  Vi  -f-i'  )  ^  dy  Vi  +  j>'  -\ ^  - 

J  1  +  P'' 
Mm  liattt  ahti  ni  als  Aenderung  von  y   und  -r~  ils  Aendeiung  von  p. 

Die  gesuchte  Aeudenmg  von  y'Yl  -\- P^  ist  mithin  nvVl  -\- p'' 
-[ — ,_ ■     Als  zweite  Aufgabe  wird  die  Curve   gesucht,   welche 

J  Zdx  zu   einem  Maximum   oder  Minimum   ma<;ht,  wiihreiid   Z   eine 

bestimmte  Function  von  x  und  y  ist'').  Tiieilt  man  das  Abscissen- 
intervall  von  x^  bis  x^  in  lauter  gleiche  Elemente  dx  von  unendlicher 

Kleinheit,  so    lässt   das  Integral    1  Zdx  sich   als  Summe   ebensovieler 

Theile  von  der  Gestalt  Zdx  betrachten,  welche  aber  in  jedem  Theil- 
punkte  der  Abscissen  ein  anderes  Z  in  sich  schliesseu,  d,  h.  man  hat 

fZdx  =  . . .  +  ZJx  +  Z^dx  +  Zdx  +  Z'dx  +  Z"dx  +  ■  -  ■ .     Der 

Differentiaiwerth  der  Formel  wird,  wenn  Nn  =  y'  um  nv  wächst, 
alle  übrigen  Ordinateii  aber  ungeändcrt  bleiben,  einzig  in  dem  Diffe- 

')  Euler,  MeOiodus  inveniendi,  Cap.  II,  8  ;i  u.  4.        *)  Ebenila  Cap,  II,  g  7, 
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rentialwertlie  von  Z't/j;  bestehen.  Ifit  dZ^ M(lx-\-  Ndy,  dZ'^M'Ox 
+  Wdy',  und  erwägt  mau,  dasa  infolge  der  unmittelbar  vorher- 
gehenden Erörterung  in  dZ'  fiir  äx  der  Werth  0  (weil  die  Abseisse 
sich  nicht  ändert),  fiir  dy'  der  Werth  nv  gesetzt  werden  muss,  so 
entsteht  als  Äenderung  von  Z'  ausschliesslich  N' -nv,  und  als  den  0 
gleich  zu  setzenden  Differential  werth  von  Z'dx  erhält  man  N'-dsc-nv 
"^^  [N -\- dN)dx  ■  nv  =^  N ■  dx  ■  nv,  weil  dN  gegen  A"  verschwindet. 
Als  gesuchte  Curvengleichung  behält  man  schliesslich  N^O.  So 
wird '■)  z.  B.  das  Integral  j{l5a-x^y  —  Iba^xy -\- 6a^y'' ^  Si/')dx 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum,  wenn  a^x^  —  a?x  -f-  a^y^  —  ?/ 
==  {ax  —  ff)  (ax  4"  ?/^  —  aF)^0  ist.  Enthält  Z  neben  x  und  y  auch 
p,    so    dass   dZ  =  Mdx  -\-  Ndy  -|-  Fdp   ist,    so   verleiht  die   Curvo 

N =—  '^O  dem  Integrale  j  Zdx  einen  Maximal-  oder  Mini  mal  we  rth  ^). 

Als  Beispiel  wird  eine  kürzeste  Linie  in  der  Ebene  gefordert,  oder 
verlangt,  dass  iyx  -\-  p^d.v  ein  Minimum  werde^).  Zunächst  wird 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Sinn  der  Aufgabe  es  mit  sich 
bringe,  dass  kein  Maximum,  sondern  nur  ein  Minimum  eintreten 
könne.     Ferner   ist   Z==y\-\-p^,    dZ^—~-. —  dp,    also    JV"=0 

yi  +  i»' 

P  = und  dp  =  0  die  verlangte  Gleichung,  welche  integi-irt 

zu    P=0,    d.h.       JL_    ^  n    «  = ^^=B   führt.     Dann    hi 

weiter  dy  =  ndi  und  ij  =  a  -\-  nx  eine  Gerade,  deren  beide  Inte- 
grationsconstauten  n  und  n  sich  bestimmen,  sobald  mau  die  beiden 
Punkte  der  Ebene  kennt,  /wischen  denen  die  kürzeste  Linie  verlangt 

wird.  Ein  anderes  Beispiel*)  fordert,  dass  f -, 
oder  Minimum  werde,  welches,  wie  Euler  sagt,  bei  der  Erage  nach 
dem  Rotationskörper  auftritt,  der  in  der  Richtung  seiner  Äxe,  in 
einer  Flüssigkeit  bewegt,  den  geringsten  Widerstand  erleidet.  Das 
ist  also  die  Newtonsehe  Aufgabe  ohne  Newtons  Namen,  wie  wir 
(S,  857)  ankündigten.  Durch  dy  —  pdx  nimmt  das  früher  TT'^  ge- 
nannte Inteifral  eine  andere  Gestalt  an.  /  ,  ?  .  ;  ,  =  1  ,  ,  .  nii'' 
^=i%^>  dZ^Mäx+Ndy-\-Pdp^-^'-,dy  +  y-fJ'^^fidp- 
Nun  hatte  Ealor  schon  etwas  früher^*)  die  Bemerkung  gemacht,  eine 


')  Enlcr,  Methodus  inveniendi,  Cap,  II,  g  18.         *)  Ebenda  Onp.  11,  §  21. 
'J  Ebenda  Cap.  II,  §  33,        *)  Ebenda  Cap.  II,  §  36.        '^)  Ebenda  Cap.  11,  §  30, 
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einmalige  Integration  der  Differentialgleichung  der  gesuchten  Curre 
vollziehe  sieh  leicht,  wenn  (wie  hier)  ilf  =  0  sei.  Die  Curven- 
•gleichuug  war  N —  —  =  0^  oder  nach  Multiplicatiün  mit  ih/  und 
Ersetzung  von  '^  durch  p  anch  Ndy  — pilV^O,  oder  N<hi-\-  Pap 
~  Pdp  —  pdP  =  0,  oder  Nthf  +  Pdp  =  P,lp  +  pdP,  ä.  h. 
ilZ=ä(J'p),  wormis  Z  -\-  a  =  Pp  folgt.  In  iniserein  Beisiiiele  heissfc 
diese     Gleichung     -^1-,  +  ^  =  '^^^    oder    ,,  =  ^-f-V. 

Nun  kann  inan  ans  »»  = -r^  den  Schluss  ziehen  dr^^'--.  x=  i  — 
=  ?'  +  r?^'j'  ,1,,]  i„  unserem  Falle  ,i^  =  "-^-'fp-  +  f^-^i^  <?i> 
=  3  .  ,  +  :,"8  +  1  +  log?)  ,  so  dass  die  Cnrve  ermittelt  oder 
wenigstens  coiistniiii  werden  kann.  Der  weitere  allgemein  gelialteiie 
Fortschritt   liisNt   auNHer   x.  y,  p   anch   <]  in  Z  vorkommen,   wo   das.f 

tIZ  -=  Mdx  +  N<lii  -\-  Pilp  +  Q(I<1  ist.  Dann  wird  fz<lx  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  für  die  Curve^)  iV  — ■  - — |-  -^  =^  0.  Kommen 
aher  in  Z  ausser  3"  und  1/   beUehig  hohe  Ableitungen  von  »/  nach  ,r 

vor,  so  dnss  <IZ  =  Mdx  +  JV(/)/  +  Pdp  +  (>f77  +  PiJr  -\ wird, 

dann  ist  0  =  .A^  ^  '      +  'i  .  —  '(■+■■■  «l'e  Gleichung  der  Ourve, 

weldi     dem  Inte^fnle  j/äi   einen  Mi\imil    odei   Muumalwtith  \l\ 

leiht*)  Wii  gehen  in  den  Beispielen  fui  die  beiden  letzteiwahuten 
Fälle,  an  dm  Bemei knngen  ilhei  die  vollständige  odei  ramde^steus 
theilweise  Intcginbiikeit  dei  Gkii,hung  fui  den  bishei  allgemeinsten 
Fall  vornbei 

Kapitel  3  Ufbei  die  Auffindung  von  mit  Maximal  odei 
Minimaleigenacliafton  versehenen  ('urven,  wenu  in  der 
Formel  des  Maximum  oder  Minimum  unbestimmte  Grössen 
vorkommen.  Eiilor  versteht  unter  unbestimmten  Grössen,  welche  in 
Z  vorkommen  sollen,  ein  unbestimmbares  Integral  W  ^=^  jyZ^dx,  wo 
\Z\  eine  Function  von  .r,  y,  p,  q,r  ■■■  beKeichnet  und  <l\Z\  =  YM^<)x 
+  r^l<??/+  \P\<h>  +  \<i\'^'J-V  \I(\<h- -\- ■  ■  ■  ist.  Euler  zeigt  nun^), 
dafs,  wenn  [J?j  etwa  a  aufeinanderfolgende  Aljleitungeu  von  y  nach  x 

')  Euler.  Methoihis  muenieuili,  Cap.  11,  §  40.  ^  Ebenda  Cap.  II,  §  56. 

^)  Ebenda  Cap.  III,  §  1. 
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enthält  (er  wühlt  «  =  Ti,  d.  h.  er  läset  f),  q,  r,  s,  t  vorkommen),  man 
TT  für  zwei  Curvenpunkte  mehr  mit  nm  gleiche  Stückchen  (fx  zu- 
nehmenden Abscissen,  alao  TT,  TT',  TT",  ■  -  ■  TTf^+i*  beachten  müsse, 
deren  Veränderung  in  Folge  der  Zunahme  einer  Ordinate  um  das 
Element  nv  zu  suchen  ist.  Für  noch  spätere  Punkte  sind  die  Aende- 
rungen  des  entsprechenden  TT  dieselben,  wie  die  zuletzt  gefundene, 
d.  h.  rfnc+il  =  dU"+^^  =  (mi"+ä)  =  ■  ■  . .  Dieser  Satz  dient  als 
Grundlage  zur  Auflösung  von  Aufgaben,  bei  welchen  j  Zäx  ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  während  in  Z  ausser  TT  mehr 
und  mehr  andere  Tcränderliche  Grössen  vorkommen.  Zuletzt  ist  vor- 
ausgesetzt 1),  es  sei  dZ  =  LdT\  +  Mdx  -\-  Ndy  +  Pdp  +  Qdg , 
neben  T[==l\Z]dx.  Die  Allgemeinheit  erstreckt  sich  bezüglich  des  TT 
ao  weit,  dass  dasselbe  sogar  nur  durch  eine  Differentialgleichung 
dT]  =  [Z]dx  gegeben  zu  sein  braucht,  während  TT  selbst  innerhalb 
[Z]  vorkommt^). 

Kapitel  4,  Von  der  Anwendung  der  bisher  gelehrten  Me- 
thode auf  die  Auflösung  verschiedener  Aufgaben,  fügt  den 
schon  unmittelbar  an  die  gegebenen  Vorschriften  sich  anschliessenden 
Beispielen  noch  weitere  hinzu.  Da  begegnen  wir,  um  nur  weDige 
Einzelheiten  zu  erwähnen,  der  Aufgabe,  die  ebene  Curve  von  ge- 
ringster Bogenlänge  zu  finden,  welche  über  einer  gegebenen  Strecke 
mit  Hilfe  zweier  der  Lage  nach  gegebenen  Endordinaten  einen  ge- 
gebenen Flächenraum  bilde,  nebst  ihrer  Auflösung  den  Kreis^).  Da 
finden  wir  die  Aufgabe,  auf  irgend  einer  nach  aussen  oder  nach  innen 
gewölbten  Oberfläche  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  zu  ermitteln*),  welche  zu  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung    führt.     Ein    andermal    soll    das   Produet    zweier    Integrale 

j  Zdx  ■  I  Ydx  bei  x  =^  a   ein  Maximum   oder  Minimum  werden  und 

die  Curve  gesucht  sein,  bei  welcher  dieses  stattfindet'').  Euler  nimmt 
die  Curvengleichung  zwischen  x  und  y  als  bereits  gefunden  an,  wo- 
durch J Zdx  ^=  Ä,  I  Ydx  =  B  sich  ergibt  und  A  und  B  Constante 

0  ö 

sind.  Nimmt  y  um  nv  zu,  so  wird  A  in  A  -\-  dA,  B  m  B  ~\-  dB, 
AB  in  AB  +  AdB  +  BdA  +  dA  ■  dB  übergehen.  Die  Verände- 
rung von  AB  ist  also,  da  dA  ■  ÜB  gegen  die  anderen  Glieder  ver- 
schwindet, AdB  -\-  BdA,  welches  =  0  gesetzt  werden  muss.    Allei- 


')  Kuler,  Methodm  immiendi,  Cap.  IIT,  §  31.        ^  Rben<!a  Cap.  m,  g  SH. 
>)  Ebenda  Cap.  IV,  §  H.         ')  Ebenda  Cap.  IV,  §  11,        ^  Ebenda  Cap,  IV,  §  i^ 
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diiigs  dürfe  man,  fährt  Eiiler  fort,  von  dieser  Gfleichung  aus  nicht 
weitor  schfieasen  0  ^  AdJi -{- BäA  =  d(AB),  also  ^B=Const,, 
denn  dÄ  und  dB  seien  nur  uneigentlicli  ao  geachrieben  und  bedeuten 

die  Differontialwerthe  von  /  Zdx  und  f  Tdx,  aus  welchen  die  Con- 
stanten A  und  B  mittels  x  =  ?i  hervorgingen^). 

Kapitel  5,  Methode  unter  allen  mit  der  gleichen  Eigen- 
schaft ausgestatteten  Curven  diejenige  zu  finden,  welche 
überdies  ein  Maximum  oder  Minimum  hervorbringt,  geht 
zur  relativen  Methode  über  und  beginnt  nach  Schilderung  dessen, 
was  gemeinschaftliche  Eigenschaft  von  beliebig  vielen  Curven  heisse 
mit  der  Behauptung^),  dass,  wenn  eine  Curve  unter  der  Gfesammtheit 
aller  zu  derselben  Abscisse  gehörenden  eine  vorgeschriebene  Eigen- 
schaft im  höchsten  oder  geringsten  Grade  besitze,  sie  zugleich  diese 
Eigenschaft  ira  höchsten  oder  geringsten  Grade  unter  denjenigen 
Curven  besitzen  naüsse,  welche  mit  ihr  irgend  eine  Eigenschaft  ge- 
meinsam haben.  Der  allgemeine  Gang  bei  Behandlung  der  Aufgabe^), 
unter  allen  Curven  mit  der  Eigenschaft  B  diejenige  zu  ermitteln, 
welche  eine  andere  Eigenschaft  A  im  höchsten  oder  im  geringsten 
Grade  besitze,  wird  folgender  sein. 
Curve  (ts  (Fig.  142)  wird,  weil  es  u 
von  A  sich  handelt,  diesem  A 
den  gleichen  Werth  bewahren, 
nachdem  eine  unendlich  kleine 
Aenderung  vorgenommen  wurde, 
welche  aber  die  gemeinsame 
Eigenschaft  B  nicht  stören 
darf.  Zwei  Bedingungen  — 
Unveränderlichfceit  von  A  und 
von  B  —  können  unmöglich 
durch  Beachtung  einer  einzigen 
der  Veränderung  unterworfenen 

Ordinate  in  Rechnung  gezogen  worden.  Der  Anzahl  der  Bedingungen 
entsprechend  müssen  vielmehr  bei  der  abweichenden  Gestalt  der  Curve 
zwei  Ordinaten  Nn  und  Oo  sich  um  Elemente  uv  und  ora  verändert 
haben.  Darauf  werden  beide  Bedingungen  gesondert  berücksichtigt. 
Man  setzt  den  Differentialwerth  von  B  für  sieh  =  0  und  ebenso 
den  von  A,  so  weit  beide  durch  die  Verschiebung  von  n  und  o 
nach   V   und    ki    zu   Stande   kommen.     Beide   Gleichungen  haben   die 


Die    der   Aufgabe    genügende 
Maximum  oder  Minimum 


i,  jfsv  öpQns  r 

Flg.  liS. 


')  Kuler,  Methodus  ineeniendi,  Cap.  IV, 
°)  Ebenda  Cai».  V,  §  14. 


§  18,         ')  Ebendll  Ciit).  V,  §   I 
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Form  S-nv-{-  T ■  oa  =  0  mit  S  im<l  T  ak  sutf  die  Curve  bezüg- 
lichen Grössen.  Sie  gestatten  die  Elimination  von  nv  und  om,  und 
deren  Ergebnisa  ist  die  gesuchte  Differentialgleichung  der  fr^Uchcu 
Curve.  Die  beiden  Ausdrücke  Ä  und  B  werden  ganz  gleichmiissig 
behandelt,  und  es  kommt  nicht  in  Betracht,  welcher  von  ihnen  die 
gemeinsame  Eigenschaft,  und  welcher  das  Maximum  oder  Minimum 
bezeichnet. "  Beide  können  daher  unter  einander  vertauscht  werden^). 
Da  die  ganze  Rechnung  auf  die  Bildung  der  beiden  Gleichnngeu 
S  -nv  -{-  T  ■  oia  =  0  Iiinausliiuft,  d.  h.  auf  die  Bildung  der  Diffe- 
rentialwerthe  von  B  und  von  A,  so  ist  die  grundlegende  Aufgabe 
die,  den  Differentiaiwerth  irgend  eines  unbestimmten  auf  ein  ge- 
gebenes Stück  der  Abseissenaxe  sich  beziehenden  Ausdruckes  zu 
finden,  welche  aus  der  Verschiebung  der  beiden  Curvenpunkte  n  und 
0  nach  v  und  m  hervorgeht*).  Eine  die  Aenderungen  der  Ordinaten 
y  und  ihrer  drei  ersten  Ableitungen  p,  q,  r  für  fünf  aufeinander- 
folgende Curvenpunkte  enthaltende  Tabelle  lässt  als  Differentialwerth 
jedes  unbestimmten  Ausdruckes  ein  I  ■  nv -\- K  ■  oa  erkennen,  in 
welchem  K  =  1',  d.  h,  gleich  dem  Wertho  voji  I  im  nächstfolgenden 
Curvenpunkte.  Mit  anderen  Worten:  hat  ein  Ausdruck  V  unter  der 
Voraussetzung  alleiniger  Zunahme  von  Nn  um  nv  nach  den  Kegelu 
der  früheren  Kapitel  den  Differentialwerth  I-nv,  so  ist  sein  Diffe- 
rentialwerth hei  gleichzeitiger  Zunahme  von  Nn  um  nv  und  von 
Oo  um  ora  durch  I  •  nv  -\-  I'  ■  oa  gegeben.  Zu  den  gleichen  Folge- 
rungen führt  folgende  Betrachtung'}.  Der  aus  den  beiden  Ordinateu- 
zuwächsen  nv,  oa  hervorgehende  Differentialwerth  I ■  nv -\- K  ■  oo 
eines  Ausdruckes  geht  bei  ora  =  0  in  den  einzig  nv  enthaltenden 
Theil  1  ■  nv  über,  bei  nv  f=  0  dagegen  in  den  einzig  oto  enthaltenden 
Theil,  welcher,  weil  der  Zuwachs  oa  einer  nachfolgenden  Ordinate 
angehört,  1' ■  om  heissen  musa.  Werden  beide  Zuwächse  nv  und  ora 
zusammen  betrachtet,  so  muss  der  Differentialwerth  J-nv-^J'oo 
sein  (vervielfacht  mit  dem  in  unserer  ganzen  Darstellung  weg- 
gelassenen gemeinschaftlichen  Factor  da.),  denn  bei  der  Ilechnung 
beeinflussen  die  Stückchen  nv  und  ora  einander  nicht.  Ebenso  leicht 
wie  die  Gleichungen,  welche  oben  S  ■  nv  -\-  2"  ■  ow  =  0  hiessen,  sich 
beschaffen  lassen,  ist  auch  die  Elimination  von  nv  und  og)  zwischen 
denselben  auszuführen.  Soll  nämlich  die  Curve  gesucht  werden,  für 
welche  W  mit  anderen  über  einem  gegebenen  Stücke  der  Abseissen- 
axe gezeichneten  Curven  gemeinschaftlich  und  zugleich  V  am  grössteu 
oder  am  kleinsten  ist,  und  ist  dA  ■  nv -\- ilA' ■  oa  der  Differentiat- 

')  Euler,  Meüiodua  incenkndi,  Cap.  V,  §  l'J,  *)  Ebenda  Gap.  V,  g  "i-i. 

ä)  Ebenda  Cap.  V,  §  2ti. 
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worth  von  V,  nebst  dB-  nv-{-dB'-  om  der  Differentialwertli  von  W, 
eo  vervielfache  man  die  der  Null  gleichgesetzten  DilFerontialwerthe 
mit  zwei  Faetoren  k  und  ß,  so  daas  man  erhält: 
a-  dA-nv  -\-  a-  dA'  ■  oa  =  0 
ß-dB-nv-^ß-dB'-oa  =  t). 
Dann  setzt  man  ec  ■  dA  +  ß  ■  dB  =  i)  und  a  ■  dA'  -\-  ß  dB'  =  0, 
woraus  a  und  ß  proportionale  Werthe  sich  bestimmen  lassen  müssen. 
Ist  aber  a  ■  dA  +  ß  ■  dB=^0,  so  muss  auch  «'■  dA' -\-  ß' --dB'  =  0, 
d.  h.  beim  Vergleich  mit  tcdA'  -\-  ßdB'  ^=0  unter  Berücksichtigung 
des  Umstandes,  dass  a  sieh  von  k  nicht  um  ein  Endliches  unter- 
scheiden kaun^),  muss  k  =  «'  und  zugleich  ß  ^  ß'  sein.  Der  Sinn 
dieser  Gleichungen  «  =  «',  ß  =  ß'  ist  der,  dass  «  und  ß  constant 
sind,  und  zwar  willkürliche  Constanto,  und  die  mit  diesen  Constanten 
behaftete  Gleichung  udA  -\-  ßdB^O  ist  die  Differentialgleichung 
der  gesuchten  Curve^).  Mit  Herstellung  dieser  Gleichiing  hat  aber 
Euler  die  Aufgabe,  welche  er  sich  vorlegte,  so  weit  bewältigt,  dass 
der  ganze  übrige  Theil  des  Kapitels,  so  lesenswerth  er  ist,  gewisser- 
massen  als  Folgening  oder  als  Anhänfiing  von  Beispielen  zu  dem  in 
unserem  Berichte  Enthaltenen  aufgefasst  werden  kann. 

Kapitel  6,  Methode  unter  allen  Onrven,  welchen  mehrere 
Eigenschaften  gemeinschaftlich  sind,  diejenige  zu  bestim- 
men, hei  der  ein  grösster  oder  ein  kleinster  Werth  auftritt, 
erweitert  nur  die  im  Vorhergehenden  benutzten  Methoden,  ohne  sie, 
abgesehen  von  der  Anzahl  der  in  der  Schlussgleichung  auftretenden 
willkürlichen  Constanten,  wesentlich  zu  verändern.  Auch  über  die 
beiden  Anhänge,  Von  den  elastischen  Curven  und  Von  der 
nach  der  Methode  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  zu 
behandelnden  Bewegung  geworfener  Körper  im  widerstand- 
losen Mittel,  eilen  wir  schweigend  hinweg. 

Dagegen  müssen  wir  hei  2wei  Eulerschen  Abhandlungen  von 
1753  kurz  verweilen  von  welchen  schon  (S  ößO-— 561)  in  einem  ganz 
aadcien  Zusimmenhange  die  Rede  war  In  der  ersten  Abhandlmg 
Prinupes  de  la  Uvjonomänc  sphtiique  t»  b  de  la  m  Ihidc  deb  phtt, 
grands  et  des  pltis  pefitb")  schickt  Euki  g,ewissermassen  eine  Ent 
schuldigling  voraus  Grundzuge  der  sph  irischen  Ti  ignnometriL  auf 
die  Lehre  von  den  kürzesten  Linien  stützen  zu  wollen  *scheme  eine 
Anwendimg   allzuhoher   Mitttl   zu   niedugeien    Zwecken     wenn   man 

')  Auf  dir  n  H  WC  d  gl.  in  d  Vetho  1 1  imen  -i-nrft  fehl  nde  E  g  nz  ngh 
bemoik  ing  J  at  P  '^tickel  in  senior  UeliTSPt  mg  (Ostwal  Ib  Klas'^  k  Nr  46 
S.  1«    Note  28)  hmgewi    cn  *)  f  aloi    MeOiodus  iticnpith    Cai    \     § 

*)  Hiitoi^e  de  l  Äcademie  da  Berlin     Annco  1  j3     T  IX   i^ä—  57 
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nicht  betlenke,  (lasa  damit  der  Weg  zur  Trigonoraetrie  IcürKester 
Linien  überhaupt  auf  jeder  Oberfläche  gezeigt  sei.  Sei  (Fig.  14S) 
0  der  Pol  einer  Kugel,  AS  der  Aequator,  M  ein  beliebiger  Punkt 
mit  der  Breite  MP  und  der  Länge  AP,  AM  die  kürzeste  Linie 
von  A  nach  M;  aei  ferner  AM  um  das  Element  Mm  bis  zum 
Durchschnitte  mit  dorn  Meridiane  Op  verlängert  und  Mit  senkrecht 
zu  Op.  Ealer  führt  dabei  folgende  abkilruende  Bezeichnnugen  ein: 
AF=x,  PM=y,  Pp  =  dx,  mn  =  dy,  AM=^s,  Mm  =  ds, 
iAMF  =  &,  LPAM^^i,.  Der  Kveishalbmesser  ist  als  Einheit 
gewählt.  Euler  nimmt  ferner  als  bekannt  an,  dass  Mn  und  Pp 
im  Verhältnisse  von  sin  OM  und  sin  OP  stehen,  d.  h,  Mn  :  dx  = 
sin  (90"  —  y)  :  sin  90"   und    Mn  =  cos  y  ■  dx.     In   dem   bei  w   recht- 


winkligen Dreteckchen  Mnm  ist  mithin  ds^  =  dy^  -}-  coBy^dx^,  oder 
unter  Einsetzimg  von  dy  =  pdx  auch  rfs  =  (?:c]/ji^ -f- cosy^,  be 
ziehungBweise  s  =  j dxYp^  -}-  cos  y^.  Damit  AM  eine  kürzeste  Linie 
sei,  muss  also  j  dxl/p^  -{-  cos  y^  ein  Minimum  werden.  Euler  beruft 
sich  jetzt  auf  seine  froheren  Arbeiten.  Er  setzt  "j/p^  -|-  cos  y^  =  Z, 
er  erinnert  daran,  dass  dZ  =^  Mdx -\- Ndy -\- Pdp  zu  suchen  sei, 
dasa,  wenn  x  in  2^  nicht  unmittelbar  vorkomme,  wenn  also  Jli"=0  sei, 
die  Curvengleiehung  Ndx  —  dP  =  0  in  Ndy  —  pdF  =  0  übergehe, 
wodurch  dZ  =^i)dP -\- Pdp  =  d(Fp)  sich  ergebe,  beziehungsweise 
Z  =  Pp  +  C    (S.  863),      Auf    das   hier   vorliegende   Z    augewandt 

führt     die     Vorschrift     zu     «  =  -^  =  'i?f^^^!'_—  ^^^     y^^ 

'  dx  C 

dx=    "■■y. ■■-■-=,    sowie   zu   f?s=  ■■■■^^^ Nun    soll    die 

coB  i/"j/eos  y^  —  C"  y  coa  y'  —  C 

Integrationsconstante  C  bestimmt  werden.  Im  Dreieckchen  3Inin 
ist  L  Mmn  =  &  und  tng  ©■  =  — ■  =  — ,- — ^  =  — ^  =  ~^=.-^=--^- , 
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woraus   weiter   yin  0- =^ folgt.     C  ist  als  GiE'itj.ute  ujiabh<iiigig 

von  der  Lage  von  M,  man  kann  also  31  auch  luf  1  fiiHen  hssen 
In  diesem  Augenblicke  wird  y  =  0,  co8»/=l,  mu  S- ^  cos  ^  also 
C==cosg.  Die  beiden  gefundenen  Differeutial{,[tichuiigen  gehen  iKi 
über  in 


äx  ^= 


•Hdv_ 


'syV'cosi/=-cosJ^ 


neben  welchen  die  endliche  Gleichung 


besteht.  Die  Integration  jener  Differentialgleichungen,  weiche  keine 
neue  Integrationscoustante  erfordert,  weil  im  Punkte  A  sowohl  .r, 
als    )/      als    5    verschwindet,    führt    zu    a;  =  aresin  -■  ■■    — ^-^    und 


=  -  cos  J' 


= r--*-  nnd   cos  s  ^ 


,a£' 


immer  wieder  neben  sin  9  ^= ■     Mit  Hilfe  die 


drei  Gleichungen  lassen  sich  aber  alle  möglichen  Beziehungen  zwischen 
je  vier  von  den  sechs  Grössen  x,  y,  s,  9,  g  und  90"  =  LAMf  her- 
stellen, d.  b.  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  für  das  recht- 
winklige Dreieck  sind  gefunden,  ohne  dass  die  eigentliche  Natur  der 
kürzesten  Linien  auf  der  Kugelober  Hache  sich  hätte  wahrnehmen 
lassen  müssen.  Da  es  nur  in  unserer  Absicht  1^  anzudeuten,  welchen 
Weg  Euler  einschlug,  so  dürfen  wir  uns  damit  begnügen  zu  bemerken, 
dass  nach  dem  rechtwinkligen  auch  das  belieb  ig  winklige  sphärische 
Dreieck  untersucht  wird,  und  dass  alle  dafür  geltenden  Gleichungen 
mit  Einschluss  der  Flächenformel  hergeleitet  werden. 

Mit  noch  grösserer  Kürze  gehen  wir  über  die  zweite  jener  ersten 
sich  nrnnittelbar  anschliessenden  Abhandlung  Eulers:  Elements  de 
trlgonomiitrie  spliiroidviuc  tires  de  la  mcthode  des  plus  grands  et  des 
plus  petits^)  hinweg.  Sie  bringt  in  Ausführung,  was  in  der  Einleitung 
zur  ersten  Abhandlung  angekündigt  war:  eine  Trigonometrie  kürzester 
Linien  auf  einer  von  der  Kugel  verschiedenen  Oberfläche,  nämlich 
auf  dem  Sphäroid,  d.  h.  dem  Umdrehungsellipsoid. 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.    Annte  1753.     T.  IX,  238— 
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Wir  haben  im  109.,  im  110.,  im  117.  Kapitel  bestimmte  Iii- 
tegi'Lilc  iiuftrcten  sehen  und  uns  überzeugen  können,  dass  Euler  in 
den  Jahren  1730  bis  1733  mehrfach  von  solchen  Ausdrücken  um- 
zugehen hatte  imd  umzugehen  wusste.  Euler  war  es  auch,  der  1743 
den  ersten  Aufsatz  veröffentlichte,  der  seiner  üeberschrift  De  mve}i- 
liom  inkyralium  si  post  inteyratimem  variahili  quantitati  dekrminatm 
vnhr  tribtiaktr^)  nach  den  bestimmten  Integralen  gewidmet  war  oder, 
mit  Euler  zu  reden,  der  Auffindung  von  Integralen,  wenn  nach  voll- 
zogener Integration  der  veränderlichen  Grosse  ein  beatimmtor  Wertli 
beigelegt  wird.  Es  ist  der  gleiche  Aufsatz,  von  welchem  (S.  680) 
als  wichtig  für  die  Lehre  von  den  Reihen  die  Rede  war.  Allerdings 
kommen  nur  solche  bestimmte  Integrale  vor,  deren  Integration  auch 
unbestimmt  vollzogen  werden  kann,  und  wo  das  eigentlich  Fesselnde 
erst  bei  Einsetzung  des  bestimmten  Werthes  der  Veränderlieben  sich 
benierklich  macht. 

Schon  ein  Jahr  früher  (1742)  war  Maolaurins  Treatise  of  fluximis 
erschienen,  jenes  hervorragende  Werk,  das  uns  im  110,  und  im 
112.  Kapitel  beschäftigte,  das  jetzt  abermals  unsere  Aufmerksamkeit 
in  Anspruch  nimmt.  Wir  meinen  nicht  wegen  solcher  bestimmten 
Integrale,  wie  sie  in  der  Eulerscheii  von  Maclaurin  nach  erfundenen 
Summenformel  vorkommen,  darüber  hat  das  110.  Kapitel  uns  Auf- 
sühluss  gegeben,  wir  meinen  Maclaurins  Behandlung  der  elliptischen 
Integrale. 

Ganz  neu  war  auch  dieser  Gegenstand  nicht.  Wir  haben  im 
100.  Kapitel  (S.  482)  die  Anfänge  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen  entstehen  sehen.  Wir  könnten  eine  Abhaudlung  Eulers 
Solutio  prohletnatum  recUficationem  eUipsis  rcquirentium^)  von  173*> 
nennen,  in  welcher  Aufgaben  gelöst  sind,  welche  mit  der  ßecti- 
fieation  von  Ellipsen  zusammenhängen,  d.  h.  die  Aufgabe  auf  Ellipsen, 
welche  über  einer  uud  derselben  Axe  2«  mit  veränderlicher  zweiter 
Ase  26  beschrieben  sind,  von  dem  Endpunkte  Ä  der  gemeinschaft- 
lichen Axe  aus  gleiche  Bogenlängen  abzuschneiden,  beziehungsweise 
die  Curve  anzugeben,  welche  von  der  unendlichen  Schar  solcher 
Ellipsen  je  gleiche  Bögen,  alle  von  dem  gemeinsamen  Anfangspunkte  A 
aus  gemessen,  abschneidet.     Gleichwohl  sind  diese  Ergebnisse  für  die 

')  MisceUama  BeroUnettsia  VII,  12«— 171  (iJevIin  1743).  'j  Coiimentaiii 
Academiae  Fetropolitanae  ad  annum  1736.     T.  VIII,  86—98. 
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.ypättie   Entwicklung   der  Wisseuschaft   iiiclit  von   soIcIilt  Tragweite 
gewesen  wie  die  TJntersuchniigen  Maelauriiia. 

Maclaiirin')  hat  sich  dabei,  wie  in  seinem  ganzen  Trmtisc  of 
ßiixions,  geometriaclier  Methoden  bedient,  welche  auf  gewisse  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,  insbesondere  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
deren  Gflcichung  x^  —  y^  =  a^  heisst,  sich  stützen.  Sei  (Fig-  144) 
EAE'  eine  solche  gleichseitige  Hyperbel  mit  A  als  Scheitelpunkt, 
S  als  Mittelpunkt,  SA  als  Axc.  Der  Hyperbelpunkt  E  hat  die  Coordi- 
naten  SG=^^,  EG  =  i],  die  Beröhruugs- 
tiiiie  EI'  hat  die  Gleicliung  %x — ijy  =  a^. 
Im  Durch  seh  nittsp  unkte  C  der  EP  mit 
der  Abscissenasc  ist  a;  =  SC  =  -.  , 
mithin  0  (?  =  I  —  ~  =  ^J  =  1?  -  tngi'.S'  G . 
Im  Dreiecke  CEG  ist  C'tr  =  j;- tng6'/v'6'. 
Folglich  ist  tng  CEG- =  tag  ESG  und 
/.  J.JSG  =  CEG  =  CSF,  wenn  SP  die 
von  S  auf  die  BerUlirungslinie  EP  ge- 
fällte Senkrechte  ist,  oder  die  Axe  der 
gleichKeitigon  Hyperbel  halbirt  den  Win- 
kel, welchen  der  Leitstrahl  *■  vom  Mittel- 
punkte jS  an  einen  Hyperbelpunkt  E  mit  der  Senkreuhtou  S 1-'  von 
iS  au  die  Beriihrungslinie  in  E  bildet.  Den  Winkel  «  =  PSG  =  GSE 
trägt  mLiu  zum  dritten  Male  als  ESM  auf,  su  dass  M  der  Durch- 
schnitt seines  Sehenkels  SM  mit  der  Seheitelberührenden  A3I  ist. 
Man  hat  zunächst  |  =  S£-coaK,  r^  =  SE-s'ma,  a^=  SA^  =  ^^ — ^  >j- 
=  SE'  (cos  «ä  —  sin  a^)  =  SE"  ■  cos  2«  =  SE'-  cos  MSA  =  SE'  ■  |^j 
und  SA^=SE^-  ^fj  gestattet  die  Folgerung  SE^=SA  ■  SM,  d.  k 
SE  =  r  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  SA  =  a  und  SM, 
welche  letztere  Strecke  m  heissen  soll,  so  dass  die  gefundene  Gleichung 
auch  r^  =  am  geschrieben  werden  kann.  Ist  ferner  AN .L  SM,  so 
soll  SN^n,  AM  =11,  AN=v,  EP=t,  SP=^q  geschrieben 
werden,  wo  die  Beziehungen  fi  =  ym^—>i^,  v=\i^ — w^,  (  =  'l/r^  — p^ 
auf  der  Hand  liegen.  Da  2k  =  ASM  =  USA  =  PSE,  so  sind  die 
durch  dieselben  drei  Buchstaben  benannten  rechtwinkligen  Dreiecke 
einander  ähnlieh    und  es  ist      =     ,       =     ,    ,  ^      neben  r^^atn. 


')  Felix  Müller,  Studien  Über 
clliptiaelier  IntogRiie.  Osterprogi-itmm 
schule  und  Elis&beLhschulo  in  Berlin, 


riuK    fteonietriaeho    DarsleUung 
die  Königl.  Ilciilschnle ,  Vor- 
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woraus  sich  p^  =  —  ergibt.  Auch  eine  Differential bezieliuiig  zwischen 
dem  Hyperbelbogen  s  =  ÄE  und  dem  Leitstrahlo  r  weiss  Maelniiriii 
sich  zu  verschaffen,  nämlich  3-  =  —  =  --^-_-=^_-  ■    Aus  r*=  am  folet 

zrdr  ^^  ndm,  dr  =  ■ ^ ^^  -^ — ' 


=7^  dm.    Wird  a  =  1  gesetzt  und  der  Anfang  des  Hyperbel- 
,  wie  oben  schon  angedeutet  ist,  im  Scheitel  A  angenommen, 

auch  m  =  «  =  l  wird,  so   ist  a  =  / — -.-~~dm.     Dieses 

Integral  für  den  Hyperbelbogen  ist  mit  Hilfe  der  vorher  geometrisch 
gewonnenen  Beziehungen  in  andere  Formen  zu  bringen.  Es  war 
(t  =  ]/m^  —  a^  =  ]/m^  —  1 .      Mithin     ist    m  =  "[/l  -f-  jt^,     dm  = 


Andererseits  war  -    =    - ,  und  bei 
/  -   -   — -  -  -  —  ■    Die  Gleichunif 


V  =  l/w" —  #  =  yi  —  n^  liefert  n  ^='\ 

s  ^  I  -■■-  ■— u.  s.  w.    Der  wesentliche  Grundzue  aller  dieser  Um- 

formungen  ist  ein  geometrischer.  Maclaurin  vertauscht  nicht  eine 
Veränderliche  mit  einer  anderen  Veränderlichen,  zwischen  welcher 
und  der  ersten  eine  algebraische  Gleichung  stattfindet,  er  bringt  viel- 
mehr den  Zuwachs  des  Hyperbelbogens  in  Verhältniss  zu  dem  Zu- 
wachse einer  bestimmten  Strecke,  welche  in  der  Figur  hervortritt 
und  in  Folge  geometrischer  Sätze  von  einer  anderen  Strecke  abhängt. 
Neben  dem  Hyperbelbogen  ist  auch  der  EUipsenbogen  und  der 
Lemniscatenbogen  durch  mehrfach  ungewandelte  Integrale  dargestellt 
und  nicht  minder  der  Unterschied  zwischen  CurvenhÖgen  und  der 
Länge  von  Berührenden^). 

Genau  den  entgegengesetzten  Gedanken  hat  D'Alembert  ver- 
folgt. Ihm  sind  die  Umformungen,  welchen  er  bestimmte  Integrale 
unterwirft,  durchaus  analytische  Verfahren.  Geometrische  Bedeutung 
als  Mass  eines  Hyperbel-  oder  EUipsenbogens  hat  für  ihn  nur  das 
einfachste  zur  Ausführung  der  Ilectification  jener  Curven  1 


')  Haclaurin,  Treatise  of  ßm 
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Integral  und  allenfalls  die  analytiselie  Umwandlung  anderer  Integral- 
formen  auf  diese,  in  so  weit  als  dieselbe  eine  ZurÜekfiilirang  auf  die 
Reetifieafcion  der  Ellipae  und  Hyperbel  genannt  wird.  D'Alemberts 
französisch  geschriebene  Abhandlung  Jiecherches  sm-  le  caicul  integral''-) 
ist  von  ihm  1746  der  Berliner  Akademie  zugeschickt  worden.  Die 
Untersuchungen  zur  Integralrechnung  aerfallen  in  zwei  Abthoilungen, 
deren  erste  den  besonderen  Titel  Integration  rationaler  Brüche^)  führt. 
Hie  beginnt")  mit  dem  (S.  585)  von  uns  besprochenen  Versuche  eines 
Beweises  des  algebraischen  Fundamen talsatzes  von  der  Zerfällbarkeit 
jeder  ganzen  algebraischen  Function  einer  Veränderlichen  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades,  und  daran  schUessen  sich  Be- 
merkungen über  die  Integration  rationaler  Brüche  nach  ihrer  Zer- 
legung in  Partialbrüche  mit  Nennern  ersten  oder  zweiten  Grades. 
Die  zweite  Abtheilung*),  von  den  Differentialen,  welche  sich  auf  die 
lleetification  der  Hyperbel  oder  der  Ellipse  beziehen,  ist  es  eigentlich, 
um  derenwillen  die  Abhandlung  uns  in  diesem  Kapitel  beschäftigt. 
Nachdem  D'Alembert  ausdrücklich  Maclaurins  Treatise  of  fluxions 
als  das  Werk  genannt  hat,  in  welchem  zuerst  Untersuchungen  über 
auf  die  Uectification  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  zurückfühi-bare 
Differentiale  vorkommen,   gibt   er  das  Differential  des  Ellipsenbogens 

als  ds  =  — -—..—--.^zr.  —  dx,  wo  )/  den  Pai-ameter  der  EUiiise,  d.  h. 
die  Doppelordinate  im  Brennpunkte  bedeutet  oder  p  =  -  ist,  wenn 
(t  die  grosse,  h  die  kleine  Haibase  bezeichnet,  die  Mittelpunkts- 
gleichung der  Ellipse  also  i^x^  -\-  2a'if  =  a^p  oder  iß=  -^  («^  —  x') 
geschrieben  werden  kann.     Eine  Umwandlung  erfolgt  mittels  ^=17 


und  a^-\-  (q  —  V)x^=  as.    Dadurch  wird  ds  =  -    _     

Setzt  man  3»  -\-  a{='  —  j  ==  ^  und  qa^{~  W)  ==  »7^,  so  heisst  die 
Gleichuni?  ds  =  — r-  ■-  — i  und  das  Differential  rechts  vom  Gleich- 

heitszeichen  beruht  auf  der  Rectiflcation  einer  Ellipse  von  den  Halb- 
axen,^  und  r,  wo  fr  —  r^^^fj^,  beziehungsweise  r=  '  +  1/t — .9^  '^*'- 
Darnach  darf,  wenn  die  Elhpse.  nicht  imaginär  sein   solP), /*^  <  4^ 


')  UidfiireAcVAcaAiw.ieA&'Re'rli'n.  Annee  1146.  T.  11, 182— 224.       =}  F.benda 
T.  11,  182—300,  »)  Ebenda  T.  IT,  182—191.  ')  EWnda  T.  II,  200  —  224, 

')  Ebenda  T,  II,  201 :  VEMjm  sermt  imaginaire  aimsi. 


y  Google 


874  118.  Kapitel, 

nicht  stiitfcfindeii.  Wäre  dieses  doch  der  Fall,  so  sähe  man  aus 
fs  —  Z' — (;^==  „^3_  {  — ,  gj  ^  (lass  Jer  Ausdruck  yfz  —  s^- — ij~ 
imaginär  würde  und  mit  üim  zugleich  (7s,  welelies  fol{;;licIi  kein  i-ecllos 
Integra]   besitzen  bonnto.    In  oiuer  Hy^ierhel')  '■,-  —    -^  ^=\,  in  deren 

,;.y' +  "",..-«■ 

Grleichnng  man  ivieder  j>  ==         einfüljrt    ist  üx  = — 

Setzt  man  g -  ==  5  nehst  (5  -{■  l).r-  —  a^  =  ns ,  so  wird  tis  = 
— ' ■■     Auch    hier    bringt    die    neue    Bezeichnung 


qn^(=  h^  =  g'    und    a  ~  qa  1  =  -—  — j  ^  +  /'    die    neue    Form 

ds  =  — jz — —   hervor  und   zeigt,    dass    ein    solches  Differential 

auf  der  llectification  einer  Hyperbel  mit  den  Halbaxen  g  und  r  be- 
mht,  wo  r^  —  fl^^:\-fi'  ist^).  Die  beiden  gewonnenen  Differentiale 
des  Ellipsen-  und  Hyperbelbogens  bilden  die  oben  erwähnte  geometrisch 

entstandene  Grundlage  aller  weiteren  Heclmnng.   Ist  z.  ß.   /     _      

zn  ermitteln^),  so  setzt  D'Alembert  ä=  und  erhält  /  — — — -^— _■=:■— 
__2yn^±rn-b^         rVuJ,.  Znrückführung    auf 

den   Hyperbelbogcn.     Als   zweites  Beispiel   ist    I  - — -—= ^^   -  gp- 

wählt^).  Der  Ausdruck  h^  ^fz  —  z^  ist  immer  durch  Multiplieatioti 
zweier  reeller  Factoren  {\/h^  -j-  ^'  _+  ^  _[.  s V  ("j/^ya  +  ^  jji  |  _  ^^ 
entstanden,  kann  also  =  {a  ^  d)(m  -\-  s)  gesetzt  werden.  Dann  aber 
ist  weiter  (   ,    ,     '-^  -=  ( — ^1    ,  -™+_^^— —       ^^ _} 

rdsVm  +  z  /'  dnVz  ^  .,      ,.  ,    ., 

=  1       ,  -      —  —  i  — 7^ — -_ — — —  ■    Das  zweite  dieser  Iteiden  neuen 

Integrale  ist  das  im  ersten  Beispiele  auf  die  ßectilication  einer  Hy- 
perbel zurückgeführte.    Im  ersten  bringt  w  -(-  ^  =  m.  die  Umformung 

I — -—-"--..^-^  -  — hervor,  welches   einem  Ellipsenbogen 

entspricht.  Diese  beiden  Beispiele,  setzt  D'Alembert  hinzu,  sind  die 
einzigen,   deren  Untwandlung  Maclaurin  gelang.     In   ihnen    ist   unter 

')  Rhtoire  de  VAcademie  rfc  Berlhi.     Annee  1746,    T,  II,  Wl.  ")  libenda 

T,  II,  203  1)  Ebenda  T.  U,  203.        •)  ELenda  T,  !I,  204. 
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dem  Integralzeichen  y^  bald  im  Zähler,  bald  im  Nenner  und  ausser- 
dem im  Nenner  die  Quadratwurzel  l/t'  +  f^  —  s^..  Man  sieht  aofoi^t, 
wie  reichhaltige  Äbäudemngea  möglich  sind.  Inuerhall)  des  Trinonia 
li^^fß  —  2"    kann    den   einaelnen   Gliedern   bald    das  positive,   bald 

das  negative  Vorzeichen   beigelegt  werden;    "[/ä  kann  zu  s-   mit  un- 

gradem  j),  sowie  Ya  -{-hs-}-  cs^  zu  {a  -j-  7;g  +  cs^)'^  mit  imgi-adem  n 
erweitert  werden.  Alle  diese  Einzelfälle  behandelt  D'Alembert,  d.  h. 
er  fiährt  so  gestaltete  Integrale  auf  elliptische  Integrale  zurück.  Auch 
l)ei  ihnen  bleibt  er  nicht  stehen.     Seine   neunte  Aufgabe')  vorlangt 

die  Umformung  des  Integrals  \ä'x[ax  +  Vf{f-\-  tjx  +  lix^  +  x^)~  * 
mit  ganzzalilig  positivem  p  und  ganzzahlig  ungradem  «.  Seine  zwölfte 
Aufgabe  bezieht  sieh  auf    f  -—.-^--=^:^:^-,.. — 

Der  ereten  Abhandlung  von  1746  liess  D'Alembert  am  13.  April 
1747  eine  zweite  wieder  aus  zwei  Abtheilungen  bestehende  folgen^). 
Diese  beginnt  aber  unter  fortgesetzter  Zählung  der  Abschnitte  mit 
der  dritten  Abtheilung  von  den  Differentialen,  welche  sich  auf  die 
Quadratur  von  Curven  dritten  Grades  beziehen.  Einfache  Differen- 
tiation     führt     zu     ^(/« +  6^+ ^+g')  _  _^- 

-|-  3/'«"*+'].      Ist     mm    q=\,     so     erkennt     man    leicht,    dass 

_|_  / — _  _  »t  % I     /   ,  -  ;■    Das  erste  der  vier 

rechta  vom  Gleichheitszeichen  vorkommenden  Integrale  ist  dadurch 
in  Abhängigkeit  von  den  drei  anderen  gebracht.  Die  beiden  letzten 
(das  dritte  und  das  viei-te  Integral)  sind  in  Folge  der  neunten  Auf- 
gabe der  zweiton  Abtheilung  von  1746  auf  liectificationen  von  Kegel- 
schnitten zurückzuführen.  Eine  Zurückführung  von  /  — ;; — — — _ — r.^jr-i 

J  .TV'(i+6fl-+ea"'-h/.r' 

auf  KegelachnittbÖgen   fehle,  und    doch  führe  auf  dieses  Integral   in 

ei'n   jedes 


letzter  Linie*")    nicht   bloss    / — -— 


+  hx  Jr  c-r-'  +  !>■' 
mit  ganzzahlig  positivem  n.     In   besondei 


Jx"ya+~bx  +  cx''  +  fw> 

Fällen,  welche   mit  ziemlichen  Aufwände  von  llechnung  namhaft  ge- 


')  Hixtmre  de  VAcndimie  de  Berlin.     Aiinec  174«.    T.  TT,  219.        ^  Ebenda 
T.  IT,  222.         s)  Ebenda  Annee  174«,  T.  IV,  249—291.  *)  Elienda  T.  IV,  250. 


y  Google 


macht  werden,   erfolgt  das  Zurückführen  von    / r^—. — 

Jx-ya  +  hx  +  c^^  +  f^-' 
auf  Kegelsehiiittbögeii ,  im  Allgemeinen  aber,  gestellt  D'Alembert  in 
einer  Anmerkung')  zw,  sei  ihm  solches  nicht  gelungeu.  Alsdann  hilft 
er  sich  durch  die  Einsetzung  von  x  ==     ,  welche  /  ^— 


Das    neue   Integral    hangt 


ZLisainmen.     Letzteres 


fyjc-^  In  +  «*«'  +  „«'  '^ 

,    ,  _    _    _  '^-zZT  ^^-4::^^=   und  das  zweite  der  i-eehts  vom  Gleieh- 

1  ]/«  .  \/k  -\-lu-\-  tau*  -f  HU» 

heitfizeichen  befindlichen  Integrale  weiss  D'AIerahert  durch  Kegelachnitt- 
högen  darzustellen^),  folglich  gelangt  man  von    /  — L-.X-^-il^ — T 


'I-. 


, ' -■■   oder  umgekehrt,  welches  von   beidei 


vorziehen    möge.      Das    Integral    /  '—'  -^  —t' — X?. '     stallt    die 

Quadratur  der  Curve  dritten  Grades  fiu  ^=h  -\-  lu  -\-  mv?  -\-  nu^  dar, 
und  somit  ist  erzielt,  was  die  Ueberschrift  der  dritten  Abtheilung 
erwarten  liess,  eine  Znriickfiihrung  von  mit  Irrationalitäten  behafteten 
Integralen  auf  durch  Curven  dritten  Grades  begrenzte  Fläehenrüume, 
insofern  Kegelschnittbögen  zur  Auswerthung  nicht  ausreichen,  wahrend 
allerdings  das  Hauptgewicht  auf  die  Ermittelung  solcher  Beziehungen 
zwischen  den  innerhalb  der  Irrationalgrösse  vorkommenden  Coeffi- 
cienten  gelegt  ist,  welche  von  jenen  Quadraturen  abzusehen  gestatten 
und  ausschliesslich  von  Kegelschnittbogen  Gebrauch  machen.  D'Alem- 
bert hat  unter  dem  21.  Juni  1752  noch  eine  dritte  Abhandlung  über 
Integralrechnung  veröffentlicht*),  welche  bezüglich  der  Auswerthung 
mit  Irrationalitäten  behafteter  Integrale  mittels  Kegelschnittbögen  nur 
einen  Irrthum  verbessert,  der  sich  in  den  vorhergehenden  Aiifsatz 
eingeschlichen  hatte.  Auf  die  vierte  Äbtheilung,  beziehungsweise  die 
zweite  von  1748,  kommen  wir  weiter  unten  zurück. 

Schon  im  vorigen  Abschnitte  envies  sich  die  Noth wendigkeit, 
das  100.  Kapitel  fiir  die  Differentialgleichungen  in  Anspruch  zu 
nehmen,  d.  h.  die  Mathematiker  begnügten  sieh  nicht  mehr  damit, 
Differentialgleichungen,  zu  welchen  die  Behandlung  irgend  einer  Auf- 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.    Annes  1748.    T.  IV,  2ü7,  Remarque  II. 
')  Ebenda  T.  IV,  2B4— aC5.        =)  Ebenda  Annee  1750,     T.  VT,  3111—378. 
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gäbe  geführt  hatte,  um  der  betreffenden  Aufgabe  willeu  zu  iiitegriren, 
das  Integriren  der  Differentialgleichungen  wurde  ihnen  allmählich  an 
und  für  sich  erforschungs würdig,  und  die  frühere  Hauptaufgabe  sank 
zum  Range  eines  Beispiels  herab,  bei  welchem  eine  Differential- 
gleichung von  einer  vorbestimmten  Form  auftrat.  Diese  Verschiebung 
wurde  nachgerade  zu  einer  bleibenden,  und  gleich  im  L  Bande  der 
Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  für  1726  finden  sich 
Abhandlungen  von  Jacob  Hermann,  Johann  BernouUi,  Chri- 
stian öoldbach,  Niclaus  II  BernouUi  in  unmittelbarer  Folge, 
welche  der  Wahrheit  unserer  Behauptung  als  Stüt/.e  dienen. 

Jacob  Hermann  reichte  im  Mai  1726  eine  Abhandlung  De 
caleulo  inteffraW-)  ein.  Nicht  jedes  Differential,  sagt  er,  besitze  ein 
algebraisches  Integral,  weit  häufiger  trete  ein  transcendentes  Integral 
auf,  dessen  Werth  sich  nur  mittels  der  Quadratur  einer  Curve  ergebe. 
Daher  sei  es  die  eigentliche  Aufgabe  der  Integralrechnung,  Mittel  an 
die  Hand  zu  geben,  welche  sicher  entscheiden  lassen,  ob  eine  vor- 
gelegte Differentialgleichung  iutegrirbar  sei  oder  nicht,  und  wenn 
integrirbar,  ob  algebraisch  oder  nur  durch  eine  Quadratur,  beziehungs- 
weise welche  Curve  alsdann  die  einfachste  sei,  deren  Quadratur  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  hinreiche.  Hermann  schlägt  vor, 
jede  Differentialgleichung  auf  eine  canonische  Gleichung^)  zurück- 
zuführen, eine  Benennung,  weiche  er  Harriot  (Bd.  II,  S.  791)  nach- 
gebildet haben  dürfte.  Ist  z.  B.  du  =  E'dK,  wo  E,  K,  aber  auch 
in  anderen  Aufgaben  etwa  erscheinende  Ausdrücke  S,  T  u.  s.  w.  Func- 
tionen beliebig  vieler  VeränderlicIieD  darstellen,  so  möge  u  =  ilfR^+' 
das  gesuchte  Integral  sein.  Dessen  Differentiation  führt  zu  du  = 
(A  +  l)MmdR  +  B?-^'dM  und  die  Vergleichung  mit  du  =  M^dK 
zu  dK==  {X-\- \)MdR -{- EdM,  welches  die  canonische  Gleichung 
ist.  Ganz  entsprechend  wird  als  Integral  von  du=  R^SfdK  die 
u^ME'  +  K9'+^,  als  Integral  von  du  =  E^S^T^dK  die  m  = 
MR^+^a''  +  '-T"+'-  angenommen,  und  die  entsprechenden  canonischen 
Gleichungen  sind  dK=  (A  +  l)MSdE  -f  (/t  +  l)MEdS  +  ESdM 
und  rfÄ  =  (A  +  l)MSTdE  +  (^  -|-  l)METdS  -\- (v -{-  l)MR3dT 
~\-  RSTdM.  Alsdann  wird  folgende  aligemeine  Vorschrift^)  gegeben: 
Man  solle  in  dem  Elemente  dR  irgend  ein  Glied  auslesen,  welches 
bezüglich  der  Veränderliehen  von  höherer  Dimension  als  die  übrigen 
Glieder  sei,  und  mit  diesem  Gliede  in  alle  Glieder  des  Elementes  dK 
dividiren,  bei  welchen  die  Division  möglich  sei;  Vorzeichen  und 
Zahlencoefficienten  der  Quotientenglieder  solle  man  durch  unbestimmte 

')  Commenfarii  Academiae  PetropoUtanae  ud  aiinum  1721),  T,  I,  149 — IGT. 
')   Ebenda  I,   151.         ^  Ebenda  I,  163. 

CiHTQB,  Üaachichle  der  Mmhemsllk.  III.  3,   ä.  Aufl.  BT 
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Coefficienten  Ä,  B,  C,  I>  ■  ■  ■  ersetzen  und  für  die  Sumnie  der  ao 
veränderten  Quotientenglieder  Z,  ferner  M  ^=  Z -{- N' aohreihea;  die 
Substitution  dieses  Werthes  von  M  in  die  canonische  Gleichung  und 
die  Vergleichung  der  so  entstehenden  Glieder  mit  den  homologen 
Bestandtheilen  des  Elementes  dK  gestatte  die  Bestimmung  von  A, 
B,  C,  D  ■  ■  ■;  -was  aber  von  dB  gesagt  sei,  gelte  ähnhch  für  SdM, 
für  STdR  u.  s.  w.  Nach  mehreren  Beispielen,  in  welchen  nur  eine 
Veränderliche  vorkommt,  so  dass  die  Frage  ausschliesslich  auf  die 
Auswerthung  eines  Integrals  gerichtet  ist,  legt  sich  Hermann  die 
Differentialgleichung    vor'):    du  =  Sa^y^dp  —  Qa^x^ydy  ~\-  ?iax^äy 

—  Qa'xy^dx  -\-  l^ax^ydx  —  ^x^dx  =  (da^x-^y^dy  —  Ga^x-^ydy 
+  Bax-^dy  —  (>a^x~*y^dx  +  I2ax~^ydx  ^  Gdx)x^  =  dK-  EK  Er 
nimmt  folglich  B  =  x,  A  ==  5  und  dE^Sa^x-^y^dy — Ga^x~^ydy 
-j-  Sax^^dy  —  Ga^sr-^y^dx  -\-  12ax~^ydx  ■—  Gdx.  Die  canonische 
Gleichung  ist:  dK  =^  QMdx  -\-  xdM.  Die  in  dem  für  dK  ange- 
nommenen Ausdrucke  mit  dx  behafteten  Glieder  heissen  ( —  Qa^x~*y^ 
-f-  \2ax~^y  —  &)dx.  Ersetzung  der  Vorzeichen  und  Zahlencoef fiele nten 
durch  A,  B,  C  bringt  Ax~''y^  -\-  Bx~^y  -\-  C  hervor  und  M  = 
Ax-~*y^  -j-  Bx~^y  -^  C-\-  W  nebst  dM^=  —  AAx—''y^dx  —  2Bx-^ydx 
■^2Aar~*ydy  -i-  Bx~^dy-\--dN,  und  die  canonische  Gleichung  wird: 
^a^x~^y^dy  —  Qa^x~^ydy  -|~  Zax~^dy  —  Qa^x~*y^dx  -\-  l'^ax^^ydx 

—  6dx  =  2Ax-~^ydy  +  Bx-'dy  -{-  2Ax-*y^dx  -f-  ABar^^ydx  + 
QCdx  -\-  6Ndx  -^  xdN.  Homologe  und  folglich  einander  gleich  zu 
setzende  Glieder  sind  —  Ga''ar-*y^dx  ==  2Ax-*y^dx,  12ax^'^ydx  = 
iBay-^ydx,  —Qdx  =  6Gdx,  woraus  A  =  — 3«^,  B=3«,  C  =  — 1 
folgt.  Setzt  man  diese  Werthe  von  A,  B,  C  in  die  umgewandelte 
canonische  Gleichung  ein  und  streicht  Identisches  auf  beiden  Seiten 
des  Gleichheitszeichens  weg,  so  bleibt  '^a^x~^y'dy  =  GNdx  -j-  xdN. 
Muitiplication  mit  x^  führt  zu  Za^y^dy  ==  61fx^dy-\-x^dN,  und  das 
Integral  dieser  letzten  Gleichung  ist  a^i/^  =  Nx^,  beziehungsweise 
N=  rt^ar-«?/*.  Nun  folgt  weiter  M=  Ax-*y^  -\-  Bx-^y  +  C  + 
N ^  —  da^x~*y^ -}-  3ax-^y — 1  ~\-a^x~''y'*  und  u  =  M  ■  B'-+^  =  Mx" 
=  —  Sd^x^y^  +  ^(ix*y  —  a;*  +  a^y^  =  {ay  -—  x^y.  In  weiteren  Bei- 
spielen treten  bald  drei  Veränderliche  x,  y,  s  neben  m  auf,  bald 
zweite  Differentiale. 

Johann  BernouUi  brachte  im  Juni  1726  seine  Abhandlung: 
De  integrationibus  oequaMonunt  differmtialmm,  «?>*  tradUur  methotli 
alicuim  spedmen  integrandi  dne  praevia  separatione  imieterminatarum% 
von  der  Integration  der  Differentialgleichungen,  wo  ein  Muster  einer 

')  ComtnentarÜ  Acadewiae  PetropoUianae  ad  annum  1726.  T.  I,  16;i--ie4. 
»)  Ebenda  I,  167—184.    (Vergl,  JoK  Bernoulli  Opera  HI,  108— I2i.) 
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Integrationsmethode  oboe  vorherige  Trennung  der  Veränderlichen 
mitgetheilt  wird.  Es  ist  die  Abhandlung,  von  welcher  (S.  479)  vor- 
ankündigend die  Rede  war,  in  welcher  der  Kunataaadruek  der  homo- 
genen Differentialgleichung  eingeführt')  und  deren  Integration 
durch  die  Annahme  y  =  xz,  dy  =  xdz  -\-  zäx  gelehrt  wurde,  indem 
letztere  Annahme  die  Trennung  der  Veränderlichen  in  der  umgewan- 
delten Differentialgleichung  leicht  gestatte.  Auch  Johann  Bernoulli 
spricht  dabei  von  eanonischen  Gleichungen^),  versteht  aber 
darunter  ganz  Anderes  als  Hermann,  nämlich  diejenigen  homogenen 
Gleichungen  von  aufeinanderfolgenden  Dimensionen,  welche  alle  über- 
haupt mögUche  ganze  Glieder  enthalten,  also  (ax  -f-  hy)dx  -\- 
{cx  +  ey)dy  =  0,  {ax^  +  hxy  +  cy^)dx  +  {ex^  +  fxy  +  gf)dy  =  0, 
{aaf'  +  hx^y  +  cxy^  +  ey^)dx  +  {fx^  +  gx^y  +  hxy^  +  iy^)dy  =  0 
u.  s.  w.  Die  canonische  Form  der  homogenen  Differentialgleichung 
gestattet  aber  die  Integration  ohne  vorhergegangene  Trennung  der 
Veränderlichen*).  Ist  sowohl  dx  als  dy  mit  einer  homogenen  ganzen 
Function  m'^"  Grades,  die  aus  n  -|-  1  Gliedern  besteht,  vervielfacht,  so 
kommen  in  der  homogenen  Differentialgleichung  2n  -\-  2  Constante 
vor.  Ebensoviele  enthält  das  Product  von  «  4*  1  Factoren  von  der 
Gestalt  (x  -\-  ccy)",  und  setzt  man  dieses  n  -\-  \-  factorjge  Product 
=  C  und  differentiirt  nach  vorhergehender  Logarithmirung,  so  er- 
scheint eine  homogene  Differentialgleichung  von  Art  der  vorgelegten. 
Man  erhält  so  noth  wendiger  weise  die  genügende  Anzahl  der  Be- 
dingiingsgleichungen  zur  Bestimmung  der  Constanten  a,  a  u.  s.  w. 
Sei  z.  B,  n  =  1,  also  [x  +  ay)"  ■  {x  -{■  ßy)'  =  C  das  vorausgesetzte 
Integral  von  {nx  -f-  hy)dx  4-  {ex  -\-  ey)dy  =  0.  Logarithmirung 
liefert  Jt  log  (x  +  ay)  +  r  log  {x  ~\-  ßy)  =  c.  Differentiirung  bringt 
,  ndx -\- aTcilv    ,    tdx -\-  ßtäy         r,      .  ,,,,-,, 

^'>-'  --;-T-^--  +  --i4i»        "  '"'"°''  "''"  i('  +  ')'  + 

tf »  +  „r),)dx  +  ((.I  +  ßt)x  +  («/)»  +  aßt)s)dy  -  0.  Die  Ver- 
gleichung  mit  der  canonischen  Form  erfolgt  mittels  a  -\~  r  '^  a, 
ßx~\-aT  =  b,  ait-\-ßi^e,  ccß^  -\-  aßt  =  e ,  d.  h,  man  erhält 
K  =  6  +  c  —  VF"+"267+T''=T(i"e      „  ^  6  +  e  +  yP+  tbc  -)-  c'  -  lae 

^  ab—ac  -|- ayb' +3^c+cj-^4äe       ^  —  "6  +  ae-\-ayb'^''ibc-f?'~'iae 

^Yb' -f  2bc  -\-'c^—~iae         '  2yi>'-|- 2iiTf  "c*— ~4ae 

Ist,    setzt  Johann   Bernoulli   hinzu,    [x  -\~  ccy)"  ■  (x  -|-  ßyY    mit   con- 

stantem     Werthe     versehen,     so      muss      das     Gleiche     auch     für 

{2ax  -\-  2aay)"  ■  (2ax  -\-  2aßy)"  gelten,  und  das   gesuchte  Integral 

')    Commetitarii    Academiae    PetropolttaHoe    ad    antiwn    1726.      T.   I,    175, 
')  Ebenda  I,  175— 17G.  =)  Ebenda  I,  178—180, 
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läsat  sich  unter  An wenduug  der  Abbürzimg  yb^-\-2bc-^c^ — iae  =  m 
auch  schreiben  {2ax-\-{b-{-c — m)yf-''+^-{2ax-\-{h-{-c-{-m)y)'-''+^^C. 
Bemoulü  geht  Auf  beachtenswerthe  Einzelfälle  ein  und  schliesst  mit 
der  Bemerkung,  bei  höherer  Dimension  der  mit  dx  nnd  mit  äy  ver- 
vielfachten ganzen  homogenen  Function  sei  die  Arbeit  mühseliger, 
aber  nicht  schwieriger. 

Christian  Goldbach  schrieb')  über  die  der  Riccatischen  Diffe- 
rentialgleichung (S.  476 — 481)  unter  Einfügung  eines  weiteren  Gliedes 
ähnlich  gestaltete  Gleichungsform  ax"'dx  -\-  hyx^dx  -f-  cy^dx  ^  dy 
und  deren  Integrirbarkeit,  sowie  eiuen  zweiten  kleinen  Aufsatz*) 
Über  einige  besondere  Differentialgleichungen.  Er  zeigte  in  diesem 
letzteren  die  Ueberführung  von  {ax" -\-}>z''ii^~'^-\- <:s^^x"~^ -\----)dx 
-\-  [mx"^^^  -\-  nx''~^z^'—^  -\-  ox"~^0^''~^  -\ — -^ds  =  0  durch  ?'  =  ?/ 
in  eine  homogene  Differentialgleichung,  zeigte  auch  wie  ebendasselbe 
für   die  Gleichung   (a  -\-  ex  -\-  fy)dx  -\-  (h  -^  ex  -\-  gy)dy  =  0  durch 

a;  =  s  -J 5      M  =  M  -1 erzielt    werde.     Er   gab   ohne 

weitere   Herleitung   das   Integral    der   Gleichung   dy  =  dx{ay  -{-  hx" 

4"  CiC"-^  +  ea^-' +  ■■■)    '"   der    Gest&lt   y  =  ~'x'"-\ ^^x"-' 

,     (n—l)B~e    „    a    ,    (n—2)G—f    ,     ,    ,  ,      t,    fi 

4-  ■ 3;"-*  +  ^^ i——^x''-^-i .,    wo    A,li,V--- 

die    Coefficienten    der    jeweils    unmittelbar    vorbergehönden    Glieder 


Zwischen  Goldbachs  beiden  Aufsätzen  steht  ein  solcher  von 
Nielaus  II  Bernoulli*),  die  letzte  Arbeit  des  im  JuÜ  1726  ver- 
storbenen geistvollen  jungen  Gelehrten.  Ihren  Hauptinhalt  bildet  die 
Riccatische  Gleichung  und  deren  Integrabilitätsbedingungen,  in  der 
Einleitung  aber  stehen  einige  andere  Bemerkungen,  welche  der  Ver- 
gessenheit entrissen  zu  werden  verdienen.  Wir  haben  (S.  232 — 233) 
von  einem  Aufsätze  von  Johann  BernouUi  von  1697  gesprochen,  in 
welchem  ady  =  ypdx-\-h'^qdx,  wo  p  und  q  irgend  welche  Functionen 
von  X  bedeuten,  durch  die  Substitution  y  ^  ms,  d.  h.  y  gleich  einem 
Producte  zweier  Functionen  von  x,  integrirt  wird.  Wir  haben  ge- 
sagt, dass  diese  Methode  sich  bei  der  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  erhalten  habe.  Wir  hätten  dort  auch 
hervorheben  können,  dass  Johann  Bemoulli  den  TJebergang  jener  so- 
genannten BernouUischen  Differentialgleichung  in  die  lineare 
Differentialgleichung    -^-dv  ==  vpdx -{- hqdx  mittels    der  Substitu- 


')  Commentarii  Academiae  PetropoUfanae  ad  «««Mi»  1726.     T.  I,  185^ — 191. 
')  Ebenda  I,  307—209  ')  Ebeada       198—207, 
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tion  y^~"^  V  bemerkt  hat^).  Auf  diese  Dinge  bezieht  eich  die  Ein- 
leitung des  Aufsatzes  von  Niciaus  II  Beraoulli  von  1726.  Ist  eine 
Gleichung  ax"'y''dX'\-b3fy^dx  =  dif  gegeben,  und  aetzt  man  3f+^=^u, 

so  geht  sie  in  —^-  m'c+i  ff  du  -\ r:^  y^du  =  dy  und  nach  Division 

durch   y"  in   ^^—iiP-\-i(iu-\~—j-r^if-~'^dii^=y-''dy  über.     Nun   eei 

j/'~"  =  u,   also   y~"dy  ^^  Y~— ,   so   entsteht    dv  =^  -mf+^  du 

-\ r-^r-vi~''du  oder,  wenn  u  und  v  wieder  durch  x  und  y,  ferner 

^T+r '  p+\  '  ^  +  1 '  ^:r-S  '^"'^^  «-  ^'  ^>  1  ^'■^^*^*  werden,  die 
einfachere  Gleiehungsgestalt  ax'^dx  -\-  btfidx  =  äy.  Diese  sei  aber 
unter  der  Voraussetzung  j  =  1  auch  dann  noch  integrirbar,  wenn 
an  Stelle  von  aii"'  irgend  eine  Function  X  von  x  trete,  das  habe 
Johannes  Bernoulli  gezeigt.  Man  sieht  also,  dasa  Niciaus  II  Ber- 
noulli  hier  gleichfalls  die  Integrirbarkeit  der  linearen  Differential- 
gleichung Xdx  4"  bydx  =  dy  betont,  einen  Namen  hat  er  ihr  noch 
nicht  beigelegt.  Die  von  ihm  vorgeschlagene  Integrationamethode 
weicht  von  der  seines  Vaters  ab.  Sein  Verfahren  ist  folgendes,  wo- 
bei wir  uns  die  einzige  Aenderuog  gestatten,  die  Basis  des  natür- 
lichen Logarithmensystemes  durch  den  erst  1737  dafür  eingeführten 
(S,  667)  Buchstaben  e  zu  bezeichnen,  wahrend  Niciaus  II  Bernoulli 
1726  dafür  c  schrieb.  Man  setze  y  allerdings  als  ein  Product,  aber 
nicht  als  ein  solches  zunächst  ganz  unbestimmter  Factoren  m  und  ä, 
sondern  y  =  ^"^  ■  z.  Alsdann  ist  dy  ==  be'"'sdx  +  e**rfs,  und  die 
Gleichung  Xdx  -\-  hydx  =  dy  geht  über  in  Xdx  -\-  he'"^sdx  = 
h^''sdx  -\-  (i'^dz,  beziehungsweise  in  ds  =  e~'"^Xdx  mit  getrennten 
Veränderlichen. 

Bainbrechend  nach  den  verschiedensten  Richtungen  waren  zwei 
zusammenhängende  Abhandlungen  Eulers:  De  infinitis  curvis  ejusdem 
genetis^)  und  Ädditamentum  ad  dissertaiioHem  de  infinitis  ciiruis  ejtfsdem 
generis^.  Da  finden  wir  zum  ersten  Male  den  Satz,  der  in  modemer 
Bezeichnung  -ffr—^  =  f, — b^  lautet^),  und  der  in  dem  7.  Kapitel  der 
Eulerschen  Differentialrechnung  von  1755  auch  auf  höhere  Diffe- 
rentialquotienten ausgedehnt  ei'scheint  (S.  759).  Der  partielle  Diffe- 
rentialquotient   wird    schon   im    Aufsätze   von   1734   als   ein    solcher 

')  Joh.  BemoulU  Opera  I,  175.  *)  Oommerttarii  Aeademiae  Petro- 

poUtanae  ad  annos  1734  et  1730.  T  VIl,  174—183.  Diese  Abhandlung  füllt 
nicht  a,  sondern  19  Seiten,  da  die  Paginaüon  hinter  189  nochmals  mit  180 
beginnt.  ^)  Ebenda  Vli,  184—200.  *)  Ebenda  VII,  177. 
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definirt,  der  beispielsweise  sich  bilde,  indem  t  als  veränderlich,  u  da- 
gegen als  constant  betrachtet,  beziehungsweise  behandelt  werde. 
Eulers  damaliger  Beweis  für  den  Satz  von  der  Vertauschbarkeit 
der  partiellen  Differenti3tionsfolge  ist  in  moderner  Bezeich- 
nung folgender.  Sei  F{t,  li)  eine  Function  von  (  und  u.  Ihr  Diffe- 
rential nach  t  ist  Fit  ^  dt,ti)  —  F{t,ii).  Das  nach  m  genommene 
Differential  dieses  Ausdrucks  ist  {F{t  +  <?(,«  +  <hi)  —  Fit,  u  +  du)) 

—  (ir((  _|_  dt,  m)  —  Fit,  u))  =  F(t  +  dt,  u  -I-  dii)  —  F(t,  u  -f-  du) 

—  F(t  +  dt,  u)  +  F(t,  u)  -=  F(i  -\-  dt,u~\-  du)  ~  F{t  4-  dt,  «) 
~  F{t,  u-\-du)  +  F^t,  u)  =  {F{t  +  dt,  u  4-  du)  —  F(t  -f  dt,  u)) 

—  {F(t,  ti  -j-  du)  —  F(t,  u))  und  die  zuletzt  geschriebene  Form  ist 
das  zweite  zuerst  nach  u  und  dann  nach  t  genommene  Differential. 
Da  finden  wir  gleichfalls  zum  ersten  Male  ausgeführt,  wovon  wir  eine 
Andeutung  in  einem  Aufsatze  des  vorhergehenden  VI.  Bandes  der 
Petersburger  Veröffentlichungen  erkannt  haben  (S.  849),  nämlich  die 

Benutzung  eines  integrirenden  Factors.    Euler  sagt^)  dx— 

werde  durch  Vervielfachung  mit   -    integrirbar,   und  das  Integral  sei 

-f-  c,  wo  c  eine  constante  von  a  unabhängige  Grösse  bedeute.  Er 
sagt  ferner^),  dx  — ■ werde  durch  Vervielfachung  mit  —  integrir- 
bar,   und    das    Integral   sei   -^   u.  s.  w.     Da   finden   wir    zum    ersten 

Male  die  Bezeichnung  einer  Function  durch  den  Buch- 
staben f,  hinter  welchem  in  Klammern  die  Grösse  angegeben 
ist,  welche  der  Function  zu  Grunde  liegt^),  die  eine  der  (S.  736) 
angekündigten  Stellen. 

Man  darf  nie  ausser  Äugen  lassen,  dass  der  Druck  der  akade- 
mischen Veröffentlichungen  im  18.  Jahrhunderte  längere  Zeit  in  An- 
spruch nahm,  und  dass  die  Zeit  der  Einreichung  einer  Abhandlung 
zwar  das  Erfinderrecht  ihres  Verfassers  ausser  Zweifel,  die  Unab- 
hängigkeit eines  Nacherfinders  jedoch  durch  ihr  Datum  allein  keines- 
wegs in  Frage  stellt.  So  ist  der  VII.  Band  der  Petersburger  Ver 
offen tl ich ungen  für  die  Jahre  1734  und  1735  erst  1740  erschienen  und 
zuverlässig  ohne  Einfiuss  auf  Abhandlungen  gewesen,  welche  Fontaine, 
welche  Clairaut  am  4.  März  1739   der  Pariser  Akademie   vorlegten. 

')  Commentarii  Academiae  VetropMtanae  ad  armos  1734  et  1735.  T.  Vll, 
186  (zweiter  Zählung).         *)  Ebenda  TR,  187  (zweiter  Zählung).  ")  Ebenda 

Vir,  187  (Kwoiter  Zählung);   Si  f  [     -f-  cl  denolet  funclionem  guanicwnqae  ipsius 
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Fontaines  AbhantJlung  war  die  frühere.  Sie  kam  vermuthlich 
durch  Schuld  des  Verfassers,  der  sie  nicht  rechtzeitig  zum  Drucke 
fertig  gestaltete,  in  den  Veröffentlich ungen  der  Pariser  Akademie 
überhaupt  nie  zum  Abdrucke,  sondern  bildet  einen  Bestandtheii  der 
1764  besonders  herausgegebenen  Memoires  de  madtcjnatigues  recueiUis 
et  puUies  (wec  quelques  pieces  inedites  von  Fontaine  (S.  588),  so  dasa 
wir  berechtigt  sind,  die  Abhandlung  dem  Verfasser  eines  etwaigen 
IV.  Bandes  dieser  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  zum 
Berichte  zu  überlasseu,  eine  Berechtigung,  von  welcher  wir  insbeson- 
dere mit  Rücksicht  anf  den  Umstand  Gebranch  machen,  dass  Fontaines 
sehr  seltener  Band  von  1764  uns  nicht  zugänglich  war, 

Clairauts  Abhandlung  Keclierdies  gmerales  sur  fe  calcul  intiSgral^) 
zeigt,  dass  der  Satz  von  der  Vertäu schbarkeit  der  partiellen  Differen- 
tiationsfolge  bei  Functionen  ^on  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
( lanaut  ebensowenig  als  Eulei  entgangen  war.  Clairaut  beweist  ihn 
dadurch,  dass  tr  9agt,  jede  solche  Function  müsse,  wenn  sie  in  eine 
Reihe  entwickelt  weide,  au^i  Gliedern  r^'i/^'p'  bestehen,  wo  p  einen 
Parametfi  der  Function  bedeute.  Für  jedes  einzelne  dieser  Glieder 
hnde  augenscheinlich  dei  betreffende  Satz  statt,  also  auch  für  deren 
Gesammtheit  Abei  auch  der  Gedanke  des  integrirenden  Factors  war 
in  riaiiaut«  Geiste  auigetaucht  Die  Gleichung  Mdx  -\-  Ndy  ^  0 
ist,  sagt  er,  integiubai  und  liefert,  so  oft  der  partielle  Differeu- 
tialquotient  von  1?  nach  (/  dem  von  N  nach  x  gleich  ist 
(was  Clairaut  in  das  Symbol  ,-  =  -j^  kleidet),  als  Integral  eine 
einer  Constanten  gleich  zu  setzende  Function  von  x  and  y,  welche 
er  tp  nennt.  Finde  aber  die  Bedingungsgleichung  nicht  statt, 
so  könne  man  sie  durch  Vervielfachung  der  Differential- 
gleichung Mdx  4-  Ndij  =  0  mit  einem  Factor  /^  herbeiführen, 
welcher     -    "     =^  -  -^  —    hervorbringen    mü^e,    oder,   was    auf   das 

dM   ,    „dit  dN 


Gleiche  herauskomme,  welcher  die  Gleichung  /i 


dy 


■^  ^  -r-  =  0    befriedige.      Ist    jtMdx  -\-  jiNdy  ^  dtp    und    dividirt 

man  durch  das  Integral  tp,  so  entsteht ^ — ~=^~  =  dlogtp, 

wobei  ß=  ■  Nun  sei,  setzt  Clairaut  hinzu,  dlogip  als  Difi'erential 
eines  Logarithmen  von  der  Dimension  —  1.  Gleicher  Dimension 
müsse  sein,  d.  h.  It  sei  von  einer  um  eine  Einheit  höheren  Dimen- 
sion als  M.     Weiter  aber  sei  log  tp  selbst  eine  Function   oder  mit 

')  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris.    Aunee  1739,  pag.  4a5 — 436. 
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Rückaicht  darauf  Z"  das  vollständige  Integral  einer  Function, 

mithia  -  ein  ■  integrirender  Factor,  der  gefunden  werde,  indem  man 
für  B  die  allgemeine  ganze  Function  von  x  und  p  setze,  deren  Di- 
mension die  von  M  um  eine  Einheit  übertreffe.  Als  Beispiel  wird 
die  Integration  von  (ix  +  lcy)dT  +  {h  -f-  '«»/  +  npj'h)  =  0  ver- 
sucht, in  welcher  Differentialgleichung  da&  Fehlen  eines  consfcanten 
Bestandtheiles  Jip  in  dem  Factor  von  di  die  Allgemeinheit  nicht  be- 
einträchtige, da  es  keiner  Schwierigkeit  unterworfen  sei,  einen  solchen, 
wenn  er  vorkomme,  durch  eine  einfache  Umformung  zu  beseitigen. 
Hierauf  wird,  da  M  vom  ersten  Grade  ist,  R  vom  zweiten  Grade 
,  d.  h.  ü  =  3:^ -f-  hxij  -\-  rpx  -\~  ey^  -\-  fpy  -\-  gp^  gesetzt.    Ist 


weise  „1  der  partielle  Differentialquotient  der  Integi-a!- 
function  nach  x  (nach  1/),  so  muss,  indem  wir  von  hier  an  Clairauts 

Schreibweise    durch    die   heutige   ersetzen,   — =—  =  -^ —   sein,   oder 

„SM         ,,pE         „dN    ,     „SB        n      j    \.  .        -IT--       j. 

M  -= M-K M-^  -j-  Jy  -H--  =  U,    d.  fi.    unter   Einsetzung   von 

Jy  =  *'  3^  =  ^'  e^  =  ^^  +  ''^  +  ^P>  g^  =  öa:  +  2ei;  +  fp,  ea 
muss  sein:  (k  -^l  —  6i)a:^  -}-  2(m  —  ei)xy  +  (kc  —  fi~\-  2n)px  + 
(6»»  —  ek  —  el)  y^  -\-  (bn  -f  cm  —  fl)py  +  (yk  —  yl  -\-  nc)p^  =  0. 
Aus  den  sechs  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  jeder  Coefficient 
für  sich  =  0  gesetzt  wird,  findet  Clairaut  die  mit  einigen  Rechen- 
oder Druckfehlern  behafteten  Werthe  von  h,  c,  e,  /',  g,  mithin  R, 
und  dann  ergibt  sich  ihm  die  vollständige  Differentialgleichung  und 
deren  Integral.  Will  man  Clairauts  Gedanken  verstehen,  so  inuss 
man  offenbar  davon  ausgehen,  dass  er  —  wenn  er  es  auch  nicht 
ausdrücklich  ausspricht  —  M  und  N  als  ganze  Functionen  von  x 
und  »/  betrachtet,  die  überdies  unter  Zuziehung  dea  constanten  Para- 
meters p  beide  homogen  von  der  gleichen  Dimension  sind. 

Im  darauf  folgenden  Jahrgange  hat  Clairaut  abermals  eine 
Abhandlung:  Sur  Vintegration  ou  la  construction  des  equaMons  äi/feren- 
HHles  du  Premier  ordre^)  der  Oeffentlichkeit  übergeben.  Ihr  erster 
Abschnitt  stimmt  in  der  Hauptsache  mit  der  Arbeit  von  1739  über- 
ein, deren  F'orm  nur  noch  klarer  und  durchsichtiger  geworden  ist. 
So  ist  z.  B.  der  Satz  von  der  Vertauschbarkeit  der  partiellen  Diffe- 
rentiationsfolge in  ein  viel  helleres  Licht  gesetzt.  Clairaut  erörtert 
die  Sache  jetzt  folgendermassen,  wobei   wir  uns   wieder    als   einzige 

')  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris.    Ännße  1740,  pag,  293^323. 
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Aenderuug  den  Gebrauch  der  geschwungenen  d  zum  Zeichen  par- 
tieller Differentiation  gestatten.  Sei  Adx  -\-  Bdy  das  vollständige 
Differential  einer  Function,  so  muss  diese  gefunden  werden,  indem 
man  Adx  ausschliesslich  nach  x,  oder  Bdy  ausschliesslich  nach  y 
integrirt,  das  erste  Mal  aber  die  In tegrationscon staute  durch  Y  be- 
zeichnet, weil  sie,  nur  nach  x  constanfc,  y  enthalten  wird,  und  das 
andere  Mal  aus  ähnlichem  Grunde  die  Integrationsconstantc  durch  X 
bezeichnet.  Man  hat  also  j Adx-\-  T=  j Sdy-\-  X.  Diese  Gleichung 
partiell  nach  y  differentiirt  gibt    /  ^—  dx  +  -^  =  B  und  differentiirt 

man  neuerdings  partiell  nach  x,  so  entsteht  %-  =  -^r  was  bewiesen 
werden  sollte.  Glairaut  erklärt  in  einer  Fussnote,  auch  Fontaine 
sei,  wie  er  sich  aus  einem  Manuscripte  habe  überzeugen  können,  im 

Besitz   des    Satzes   -^  = -^    gewesen,   und    das    Gleiche    gelte    für 

Euler,  dessen  hierher  gehörige  Abhandlung  in  den  Veröffentlichungen 
der  Petersburger  Akademie  sich  zur  Zeit  unter  der  Presse  befinde. 
Er  selbst  habe  1739  noch  in  keiner  Verbindung  mit  Euler  gestanden 
und  erst  ziemlich  viel  später  von  seinem  geistigen  Zusammentreffen 
mit  jenem  hervorragenden  Mathematiker  Kenntniss  erhalten.    In  Clai- 

rauts  Beweise  hatte    sich   als  Zwischenergebniss    /  ^^--  dx  -f-  -^  =  B 

oder   -— =  B —  j-^-dx  herausgestellt,    und   diese   Gleichung   wird 

dann  zur  Auffindung  von  Y  benutzt,  so  dass  damit  die  Integration 
der  vollständigen  Differentialgleichung  erledigt  ist.  Glairaut 
geht  hierauf  zui  Autsuchung  des  integrirenden  Factors  ji  für  den 
Fall,  da&s  die  gegebene  Differentialgleichung  keine  vollständige  ist, 
über  und  benutzt  das  gleiche  Beispiel  wie  1739  mit  der  kleinen 
Veränderung,  dass  p  ^  1  gewählt  ist,  dass  also  (ix  +  iy)dx 
-\- {}  L -\- mtf -\-n)dii  =^0  integrirt  werden  soll.  Die  Rechnung  ist 
diesmal  richtig  geführt  oder  gedruckt. 

Ein  zweiter  seibat  in  drei  Kapitel  zerfallender  Abschnitt  ist  den 
Differentialgleichungen  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen  gewidmet. 
Das  1.  Kapitel  nimmt  drei  Veränderliche  x,  y,  s  an  oder  eine  Differen- 
tialgleichung M.äx  -|-  l^dy  -\-  Bds  =  0.    Damit  diese  vollständig  sei, 

müssen    die  Bedingungen    ^—  =  ,— ,     .5  -  =  ^5— ,     0  -  =  ^—   erfüllt 

werden.  Die  Integration  verlangt  alsdann  JMdx  unter  ausschliess- 
licher Betrachtung  von  x  als  veränderlich  zu  berechnen,  die  hinzu- 
tretende Integrationscon staute  K  wird  y  und  s    enthalten.     Nun  ist 
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rückwärts  die  Gleichung  f  3Idx -{- K  ^  ron'it  naeli  j/  und  nach  2 
zu  differentiiren,  und  so  gewinnt  man  Mittel,  die  fiiosse  K  iiaeh  den 
im  ersten  Abschnitte  gelehrten  Regeln  aufzufinden  Auch  hier  kann 
ein  integrirender  Factor  fi  die  unToJlstandige  Diflerentialgleichung 
Mdx  -\-  Ndy  -\-  Fds  =  0  in  eine  vollständige  verwandeln,  und  dieses 
(i  wird  alsdann  drei  partielle  Differentialgleichungen  erfüllen  müssen, 
aber  ee  gibt  auch  Differentialgleichungen  mit  drei  Veränderlichen, 
welche  der  Integration  überhaupt  widerstrehen,  und  bei  welchen  also 
der  Vei^ucL  ft  aufzufinden  ein  vergeblicher  sein  muss.  Eliminirt 
man,  sagt  Clairaut,  zwischen  den  drei  partiellen  Differentialgleichiingen 

die  Grössen   -J-,  -^ ,  -J^.  so  fällt  li  von  selbst  mit  heraus,  und  es 

Ox'   dy  '    dz'  ^  ' 


bleibt    nur   N-^ 


}+M- 


^N". 


■  +  P^  -  M-.^  . 


■0, 


welche  Gleichung  mithin  für  sich  erfällt  sein  muss,  wenn  die  In- 
tegration von  Mdx  -f-  Ndy  -{-  Pds  =  0  möglich  sein  soll  Die 
Meinung  ist  die,  dass  die  mehrerwähnten  drei  partiellen  Dilferential- 


■NV- 


wenn  man  die  erste  mit  F,  die  zweite  mit  N,  die  dritte  mit  M  ver- 
vielfacht und  dann  addirt,  als  Summe 

'^L      8x  dx     '  oe  de     '         dy  dyA 

liefern,  womit  wir  aber  keineswegs  behauptet  haben  wollen,  Clairaut 
habe  sich  gerade  dieses  Eliminationsverfahrens  bedient.  Was  er  ana- 
lytisch gezeigt  oder  doch  behauptet  hatte,  bestätigt  er  alsdann 
geometrisch.  Sei  {Fig.  145)  ver- 
sucht, die  Oberfläche  herzustellen, 
welche  der  Differentialgleichung 
ils  =  adx  +  ^dfi  genügt,  und 
dabei  zu  ermitteln,  ob  es  immer 
eine  solche  geben  könne.  Man 
legt  durch  die  Oberfläche  zwei 
benachbarte  Schnitte  FNv  und 
pnl  senkrecht  zur  x  -  Axe  und 
zwei  andere  gleichfalls  benach- 
barte   Schnitte   QNn,   qvl   senk- 


/ 
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recht  zur  ij-Axe.  Ausgehend  von  der  Oberfläche nglp.iohung  erkennt 
man,  dass  QN  die  Gleichung  de  =  adx  und  PA""  die  Gleichung 
de  =  d-dy  besitzen  muss.  Nun  sei  NM  ^=  z  eine  Ordinate  der 
Curve  PNv.  Die  Nachbar  Ordinate  v^i  ist  s  -{-  (J.s  =  ?  -]-  9dij. 
Geht  man  von  n  auf  der  Cnrve  pnl  nach  l,  so  findet  sich  Ik,  indem 
vorher  NM  durch  nm  =  s  -\-  ladx  ersetzt  wird  und  dann  9  durch 
das,  was  es  wird,  wenn  x  in  x  -\-  dx  und  z  \a  z  -\-  mdx  übergeht, 
d,  h.  durch  9-  -\-  ~^  dx  -{-  -^-  i^dx.  Man  hat  also  llc  =  i:  -\-  lodx 
-\r  ^dy  -\~  r—ßxdy  -{-  -^adxdy.  Andererseits  kann  man  auch  auf 
qvl  nach  /  gelangen,  Das  geschieht,  indem  man  erst  NM  durch 
vfi  ^  Ä  -]-  d-dy  ersetzt  und  dann  mit  ra  die  Veränderung  vornimmt, 
welche  auf  dem  Uebergange  von  y  m  ij  -\-  dy,  von  z  m  z  -\-  Q-dy 
beruht.  Man  erhält  Ik  ^=  s  -\-  %-dy  +  mdx  +  —dydx  -\-  ~&dydx. 
Damit  beide  Werthe  von  Ik  übereinstimmen,  was  nothwendig  der 
Fall  sein  muss,  wenn  eine  Oberfläche  überhaupt  vorbanden  sein  soll, 

ist  erforderlich,  dass  -= 1-  „-  .  w  =  ^^ L  .__ .  g-  gei,  eine  Bediiiguns, 

von  welcher  nach  einer  Fussnote  Clairauts  auch  Fontaine  Keunt- 
niss  gehabt  haben  muss.  Früher  .war  Mdx  -}-  Ndy  -j-  Pde  =  0  die 
Form  der  gegebenen  Differentialgleichung,  welche  auch  dz  =^  —  ^  dx 

p  dy  geschrieben  werden  kann,  d.  h.  die  Beziehungen  cj  = p , 

„  N     „    ,  ...  X.  .      diu         M  SP  1    SM 

#  =  —  ^     finden    statt,    nebst    a  -  =  -„,  -^ -n  --:  -    u-   s.   w. 

P  '  dy  F'  dy  F    dy 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  nimmt  aber  die  Bedingungsgleichung 

die    frahere    iorm    itf^—  —  P- 1-  M  ^-   —  N-~.     +  P  .-  — 

dx  ex    'de  cz     '         dy 

Jlf-Ä— =  0    an.     Das    2.  Kapitel  behandelt  die   Gleichung   mit    noch 

mehr  Veränderlichen  0  =  Mdx  +  Ndy  -f  Fdz  +  Qdu  +  Rds  -j . 

Clairaut  zeigt,  dass  hier,  wenn  die  Integration  möglich  sein  soll, 
je  drei  Veränderliche  das  Dasein  einer  Bedingungsgleichung  nöthig 
machen,  n  Veränderliche  also  zunächst  so  viele,  als  Dreiergruppen  aus 

ihnen   gebildet    werden    können,    d.  h.    — ~ Aber    diese 

Bedingungsgleichungen  sind  nicht  alle  von  einander  unabhängig, 
die  Noth wendigkeit   einiger  derselben   fällt  somit  weg,  und  schhess- 

{n  -  1)  ()i  - 


lieh    müsaeli   bei   «  Veränderlichen   noch 

gleichungen  nach   dem  Wegfall  von   deren ~ — ^ — übrig 

bleiben.     Das    3.  Kapitel    behandelt   die    Differentialgleichungen    von 


y  Google 


888  US.  Kapitel. 

der  Gestalt  o  =  Mdx  +  Ndy  -f  Fds  -f für   den  Fall,  daas  3f, 

N,  P  ■  ■  ■   keine  Constanten   in   sieh  scliliessen.     Hier  sind   Clairauts 

Worte  in   gleicher  Weise  zu  deuten,  wie  eine  Aeusserung  in  seinem 

Aufsatze  von  1739   (S.  883).     Er   meint  M,  N,  P  ■    ■,  welche   von 

vornherein  als  homogen  gelten,  so  dass  ihre  Dimensionen  theils  durch 

Veränderliche  x,  i),  s  ■  ■  ■,  theils  durch  einen  constanten  Parameter  p 

hergestellt  werden,  enthalten  diesen  Parameter  überhaupt  nicht,  sind 

also   homogene  Functionen  von   x,  y,  z  ■  ■  ■ .     Beschränken    sich    die 

Veränderliehen  aiif  x,  y,  s  und  setzt  man  y  =  xii,  s  =  xi,  ist  ferner 

m    der    Grad    der    Homogenität,    so    dass    M  =  x'"'F,    y  =  x^G, 

P  =  «"'i?  wird,  wo  F,  G,  H  nur  t  und  u  enthalten,   erwägt  man 

endlich  dy  =  xdu  +  iidx,   dB  ='  xdt  -\-  tdx,   so   geht  Mdx  +  Ndy 

+  Fdz  =  0      über     in     x"'<lx{F  +  Gu  +  Et)  +  x"'+^Gdv.  + 

.^j_i  TTTi        (1     1      ■  1                ■       ■      dx    ,      Gdti  -{-  Hdt  „ 

,r'"T-'/i«[  =  U,   beziehuuffs weise  in  ■ \~  t^-t-f,     ,-,,.=0   mit  ao- 

X       '      J<  -\-  trli  -|-  Ml 

weit  getrennten  Veränderlichen,  daaa  die  Integration  bezüglich  x 
sofort  vollzogen  werden  kann,  ohne  dass  es  eines  weiteren  integriren- 
den  Factors  bedürfte.  Dabei  bleibt  aber  Clairaut  nicht  stehen.  Er 
fragt,  welcher  integrirende  Factor  jt  es  war,  der  die  Umwandlung 
von    Mdx  +  miy  +  Prf^  =  0   in   ^  +  ^^.1^+-^.^^  =  0   bewirkt 

habe?    Unmittelbar  zeigt  sieh  u  =  — r; Aber  dafür 

lässt     sich     auch     schreiben     u= = 

X  ■  x"'F  -\-xu  ■  x"'G  ^-  xt-  x-'H 

~%f  4- '  "jyX~p  ^^^^  ^^^  neue  keines  integrirenden  Factors  mehr  be- 
dürftige Differentialgleichung  ist    "   „T^  n^~^P ='^-     Clairaut 

ist  damit  der  Erfinder  der  in  spätere  Lehrbücher  übergegangenen 
Methode,  die  Integration  der  homogenen  Differential- 
gleichungen als  ein  Beispiel  für  die  Benutzung  eines  Inte- 
grirenden Factors  zu  behandeln.  Clairaut  zieht  noch  eine  let/.te 
Folgerung.     Wenn    x'"dx{F ^-  Gu  +  Ht)  +  x"'+'-Gdu  -\-  x"+'Hdt 

=  0  integrirbar  sein  soll,  so  musa  — -r--{F -^  Gu -\- Ht)  =  aonst. 
das  Integral  sein,  ohne  dass  weitere  Functionen  von  (  und  w  hinzu- 
träten, weil  sonst  bei  rückwärts  vollzogener  Differentiation  in  der 
Differentialgleichung  Glieder  vorkommen  naüssten,  welche  keinerlei 
Factor  x  enthielten.  Wird  sowohl  in  der  Differentialgleichung  als 
in  ihrem  Integrale  m=  ■  ,  i=  -  u.  s.  w.  gesetzt,  so  zeigt  sich 
---  ji_  ST-,  __  fp  j^jg  Jntegral  von  Mdx  -j-  Ndif  -\-  Pdz  =  0,  in- 
sofern M,  JV,  P  homogene  Functionen  m*™  Grades  von  x,  y,  z  sind. 
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tp  also  ebenfails  homogene  Function  vom  Grade  m  -j-  1  ist.  Ist  aber 
Mdx -\- Ndy -\- 1^(10=^  d<p,    so    bedeutet    dieses,    es   sei    M  =  ^, 

oy'  tit'  m+1  )H  4-  1  ^ 

mitliin  {m  -i^  V)tp  ,=  x-^ -\- y^^- -^  s~--  Das  ist  aber  Eulers 
Satz  von  den  homogenen  Functionen,  Clairaut  erkennt,  wie 
wir  (8.  759)  gesagt  haben,  in  einer  Fussnote  Eulera  Erfinderrechte 
offen  an,  betont  aber  zugleich,  auch  Fontaine  habe  unabhängig  von 
Euler,  dessen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  er  nicht  kennen 
konnte,  den  Satz  entdeckt. 

Wir  müssen,  nachdem  wir  der  Entwicklung  der  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  so  weit  nachgegangen  sind, 
auf  einen  mehrere  Jahre  älteren  Aufsatz  Clairauts  von  1734  zurück- 
greifen, auf  die  Solution  de  plusiewrs  ^probUmes,  m  il  s'agit  de  trouver 
des  courbes  dont  la  pi-oprieie  consisie  dans  une  certaine  relaUon  enire 
leurs  brancfies,  exprimec  par  v/ne  e^ptation  donnee^).  In  ihm  ist  näm- 
lich gan?.  gelegentlich  gezeigt,  wie  man  die  singulare  Lösung  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mittels  wiederholter  Differentiation 
erhalte^),  und  wie  die  so  erzielte  Lösung  in  der  That  durch  keinen 
der  willkürlichen  Constanten  beigelegten  besonderen  Werth  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  hervorgehe.  Eines  der  von  Clairaut  gewählten 
Beispiele  ist  dy"  ■ — (x -^  l)dydx -\- ydx^  =  0,  dessen  allgemeines 
Integral  eine  gerade  Linie  bedeutet,  während  die  singulare  Lösung 
die  Gleichung  einer  Parabel  liefert,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn 
man  'das  Ergebniss  wiederholter  Differentiation  in  der  Form 
\2-i-  —  ^  — 1):j-^^0  schreibt  und  entweder  aus  ^  =  0  durch 
Integration  die  Folgerung  ~  =  a,  oder  aus  2-t^  —  x^l  =  0 
ohne  Integration  die  Folgerung  ^-_  =  "T-  zieht.  In  diesem  Auf- 
sätze Ciairauts  von  1734  befindet  sich  die  zweite  (S.  736) 
digte  Stelle:  eine  Function  der  Veränderlichen 
bezeichnet,  jedenfalls  in  gegenseitiger  Unabhängigkei 
/'(-  -|-  cj  (S.  882),  da  beide  Abhandlungen  gleichzeiti 
beide  auch  nicht  sofort  gedruckt  wurden. 

In    einer    deutschen    Zeitschrift    finden    wir    eine    Diiferential- 
gleichung  mit   singulärer  Lösung  zuerst  1752   von  Heinrich  Wil- 


lst durch  Till 
It  von  Eulers 
ig  geschrieben. 


')  Hisftnre  de  VAcademie  des  Sciences  de  Paris.    AnniJe  1734,  pag.  Iü6 — 215. 
=}  Ebenda  pag.  s(i9— 213. 
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heim  Clemm')  behandeit.  Clemm  (1726 — 1775)  war  württemberger 
Theologe  und  Mathematiker,  in  letzterer  Eigenschaft  Schüler  von 
&.  W.  Krafft  seit  dessen  Anstellung  in  Tübingen  1744.  Von  17Ö0 
bis  1752  war  Clemm  ßepetent  in  Tübingen.  Er  ging  hierauf  auf 
B.eisen  und  wechselte  dann  in  seiner  Heimath  mit  bald  matbemati- 
acher,  bald  theologischer  Thätigkeit  ab.  Zuletzt  war  er  seit  1707 
Professor  der  Theologie  in  Tübingen.  -Wir  haben  es  mit  einem  Auf- 
sätze von  1752  zu  thun,  der  die  Differentialgleichung 

y-'t-xV^  +  m 

behandelt").     Differentiation  derselben  liefert: 


",   1^'  +  ©" 


Aus  der  Multiplication  der  ursprünglichen  Gleichung  mit  der  aus  ihr 
abgeleiteten  geht  nach  leichter  Umformung 


((x.-.')g-.,)g  =  0 


hervor   imd   daraus   entweder   -^  =  -j'^--,    oder     r^  ==  0   mit   der 
Folge    .==  ß.     Die  erstere  Annahme  bringt  die  singulare  Lösung 

hervor,  die  zweite  das  allgemeine  Integral 

y  —  ex  ^  a}/!  -{-  (^ . 

Wir  wenden  uns  zu  den  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  Man  war  wiederholt  au  solchen  gekommen  und  hatte 
bald  diesen,  bald  jenen  Kunstgriff  zu  Hilfe  gezogen,  um  yie  zt 
integriren.  Euler  war  der  Erste,  welcher  1728  in  dei  Abhandlung 
Nova  methodus  innumerabües  aeqttationes  differentiahs  »ectindt  i/radus 
reducendi  ad  aequationes  differenliales  primi  gradus^)  die  Zurück 
fQhrung  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung*)  auf  die  eiite 
Ordnung  sich  als  eigentliche  Aufgabe  stellte,  und  welcher  all  Mittel 
zur  Lösung  dieser  Aufgabe  die  ffinführung  neuer  Veränderlichen  in 
der  Art  erkannte,    dass    er,   wenn  x   die   unabhängige  Veranderliehe, 

')  Allgemeine   deutache    Biographie  IV,  321—323.  ")  Hamburgiaohp' 

Magazin    X ,    63T    (1752).  ^)    üommentarii   Academiae    l'eti  opotitanae    a  l 

amtitm  1727.    T.  III,  124  —  137.  ■")  gradus  ist  liier  luit  Ordnung  /u  uhT 
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d.  h.  dx  constant  war,  x^^ff"  und  y  =  e^t  setzte^).  So  wurde 
dx^^  ae''^dv,  dy  ^  e'{dt -\- tdv),  d^x  =  ae'"'{d^v -\- adv^),  d^y  ^= 
^i^t -\-2dtdv -\- td^v -{- tdv^).  Aber  wegen  der  Annahme  dx  sei 
conatant,  musate  d'^x  =  0,  d.  h.  d^v  ^  —  adv^  genommen  werden, 
und  so  ging  der  Werth  von  d^y  in  die  Form  Über  d'^y  =  e'{d^t -{- 
2dtdv  -j-  (1  —  tt)tdv^.  Diese  Einsetzungen  erfüllen  z.  B.  ihren 
Zweck  bei  der  Gleichung  ax"'d3^  =^  ■ifdy^~^d^y.  Sie  verwandeln 
dieselbe  in 

ae'"<^-+p)ci''dvP^e'"+p-^l''f-(di+tdvy-^dH-^2dtdv-j-(l  —  a)tdv% 

Die     Exponentialgrösse     hebt     sich     durch     Division     weg,     wenn 


Kv(m  +  p)  =  (w  -f-  P  —  T-)"?  d.  h.  «  =  -    Mit  anderen  Wor- 

ten,  die  Einsetzung  von   x  =  e    ™+*'    ,    y  =^  c"  bringt 
a  (^if-ZpiydvP  =  ^{dt  +  tdvY"'-  {<iH  +  2dtdv  +  '^^^^--  tdv^) 

hervor,  eine  Gleichung,  welche  der  ursprünglichen  gegenüber  so  weit 
vereinfacht  ist,  dass  v  selbst  nicht  mehr  in  ihr  vorkommt,  sondern 
nur  dv.  Sei  nun  neuerdings  dv  =  zdt  oder  v=^jzdt.  Wir  hatten 
oben  iPv  =  tcdv^  erkannt,  welches  jetzt  zu  d^v  =  —  as^dt^  wird. 
Andererseits  führt  die  Differentiation  von  dv  =  zdt  zu  ^v  =  zd^t 
-{-dsdt,  und  da  beide  Werthe  von  d^v  übereinstimmen 
also   —  az^dt^  =  sd't  -\-  dBdt  sieh    zeigt,    so  ist   nothwendiger 

d'^t  ^  —       1 ■       oidf,    und    nus    der   Differentia^leichung 

zweiter  Ordnung  zwischen  v  und  t  ist  mittels  v  =  1  sdt  eine  Differen- 
tialgleichung ei'ster  Ordnung  zwiaehen  z  und  (  hervoi^egangen.  Ist 
a  =  m  =  n  =  p=l,  also  xdxdy  =  yd^y  gegeben,  und  vollzieht 
man  die  nothwendigen  Einsetzungen  auf  einen  Schlag,  so  werden  sie 
X  ^  (y""^  y=^ff''  't  heissen  müssen.  Aehnlich  werden  gewisse 
andere  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  behandelt.  Das  Ge- 
meinsame des  Verfahrens  liegt  wesentlich  in  der  Einfuhrung  einer 
Esponentialgrösse  für  die  eine,  einer  mit  einer  Veränderlichen  ver- 
vielfachten ExponentialgrÖsse  für  die  andere  Veränderliche.  Zum 
Schluss  der  Abhandlung  gestattete  Euler  einen  Ausblick  auf  künftige 
Untersuchungen,  indem  er  bemerkte,  eine  Benutzung  von  Exponential- 
grössen  führe  auch  in  zahlreichen  Differentialgleichungen  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  zur  Integration. 

')  Buler   nannte  1727   die  Grundzahl   dee   natürlichen  EsponeutialsjsteniB 
noch  nicht  e,  sondern  c.     Wir  geatatten  luja  die  kleine  Ahänderuag. 
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Es  dauerte  W  Jahre,  bis  Euler  seine  dahin  gerichteten  Arbeiten 
herausgab  und  unvermuthet  die  Lehre  von  den  linearen  Dit'feren- 
tiaigleichungeu  beliebig  hoher  Ordnung  als  einen  Gegenstand 
des  Nachdenkens  von   bisher  nicht   geahnter  Fruchtbarkeit   enthüllte. 

Im  Stillen  war  Euler  schon  früher  dahin  gelaugt.  Wir  entnehmen 
einen  in  der  Bibliothek  der  Stockholmer  Akademie  aufbewahrten  und 
wenigstens  zum  Theil  yeröffentlichten  ^)  Briefe  Eulers  an  Johann 
BernouUi  vom  15.  September  1739,  dass  Ersterer  damals  schon  mit 
der  Integration  der  Differentialgleichung  0  ^  ij  -{-  n  -,--  -{- h  j-\ 
+  Cj^s  -j-  ä  fK  +  ö  j-^  +  ötc-f  also  mit  der  Integration  der  unvoll- 
atändigen  linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten 
im  Reinen  war,  und  dass  er  dieselbe  in  Beziehung  zu  der  algebrai- 
schen Gleichung  1  —  ap  -\-  hj^  —  cp^  -\-  rfj>*  —  ep^  -\-  etc.  =0  zu 
setzen  wusste.  Aus  Johann  BernouUis  Antworten^)  vom  9.  De- 
cember  1739  und  vom  14.  April  1740  ist  zu  entnehmen,  dass  dieser 
Eulera  Methode  aus  dessen  Andeutung  nicht  ganz  vollständig  zu  er- 
rathen  vermochte,  sowie  dass  er  schon  vor  1700  die  Integration  einer 
anderen  linearen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  zu  vollziehen 
wusste,  nämlich  die  von  0  =  m  +  «a:-,  +  hx^  -.— _  +  cx^^-^  4-  etc. 
BernouUi  versprach  Euler  die  Mittheilung  seines  Verfahrens  auf 
einem  besonderen  Blatte,  und  auch  dieses  ist  in  Stockholm  aufge- 
funden worden.  Nach  dem  über  dessen  Inhalt  Veröffentlichten*) 
ging  Bemoulli  folgendermassen  zu  Wege.  Er  vervielfachte  seine 
Gleichung  mit  af,  so  dass  diese  zu  0  =  x^y  +  »3*+' -.-^  +  hx^+^  -.-^ 

_j_  p-^+3   _^  ^_  gtc_  ^vTii-de.     Nun   setzte   er  .s  =      ^-  "   "  '^  ^'''^  "^" 

f+i  If  o^«^  «^"^'  Ji  ^  <P  +  1)^  -  <i'  +  l)^''^'-  Fortgesetzte 
DiffeTBntiation  ftihrt  zu  6a^+«^  =  —  2b(p  +  1)^'  +  b(p  +  1)  r  ''' 
-f-  b{p  -^  l)  (p  -{-  2)  i"  /  u  w  Die  Gle  chung  i  mmt  foigl  ch  1 
Gestalt  an  0  =  «  f  /  +  t  2  +  ft  ,  +  c^  -^  etc  nd  erstre  kt 
sich  zu  einer  um  die  E  nhe  t  n  edr  geren  Ord  ung  als  d  e  Ursprung 
liehe   Gleichung     Ausserde       kommt  j    i     k  vor    ind   kann   so  ge 


')  Eneatröm     5        la    deeo-  »er  e     h    I    U  g  ale     o  pl  te 
differentielles   lineare  coeffc     l     coist    its      Bbl   Oeca        Ot 

pag.  43—50.  rcp         tf      in        11      M— 2       n  l  3l> 

I.  0.  pag.  49  Note  1 
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wählt  werden,  dass  ß  ^=  0  wird.  Dann  ist  die  Form  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  unter  Erniedrigung  ihrer  Ordnung  wieder  vollständig 
vorhanden,  und  man  kann  das  einmal  erprobte  Verfahren  abermals 
anwenden,  so  oft  es  nöthig  ist. 

Wir  kommen  zu  Enlers  Aufsatz:  De  integratione  aequationuni 
differentialium  alUorum  graduum^),  über  die  Integratioo  von  Differen- 
tialgleichungen höherer  Ordnung,  in  welchem  er  1743  durch  den 
Druck  bekannt  machte,  worüber  er  1739  nur  gegen  Johann  Ber- 
uoulli  sich  geäussert  hatte,  die  Integration  der  unvollständigen 
linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffieienten, 
Er  schrieb  sie  in  der  Form  0  _  ^j  +  ^''?  +  5^?  +  */-/ + 
—j—r  -\-  j-ir  4"  * '  ■  >  "°<1  ^^^  ^^^  wohl  die  Wahl  dieser  unbedingt 
weit  durchsieh  tigeren  Form,  als  es  die  sonst  im  Drucke  übliche  unter 
Anwendung  von  Differentialen  war,  als  einen  Fortschritt  bezeichnen. 
Wesentlicher  sind  folgende  neue  Wahrheiten,  welche  im  Drucke  zum 
ersten  Male  ausgesprochen  wurden.  Bei  der  Integration  der  Differential- 
gleichung k"'  Ordnung  müssen  n  willkürliche  Constanten  auftreten^), 
denn  jede  Integration,  welche  eine  Constante  mit  sich  führt,  er- 
niedrigt die  Ordnung  der  Differentialgleichung  um  eine  Einheit  und 
n  solcher  Integrationen  sind  folglieh  erforderlich.  Ist  j/  =  j}  ein 
T  i         1  n  II    Ball    ,    Cd^y    ,    Dd'y    ,  ■  ,  i 

Integral    von   "  ^ -^2' +  "j"     +  ~^'i     r  "j  "3    -v  •  -  - 1    so    '^t    auch 

y  =  ap  ein  Integral,  wenn  a  eine  Constante  bedeutet').  Man  suche 
daher  n  partikuläre  Integrale*)  y=p,  j/^2  etc.,  vervielfache  jedes 
mit  einer  Constanten  u,  ß  ■  ■■  und  bilde  deren  Summe,  so  ist  y  =  ap 
-{-  ßi  -\-  ■■•  die  gesuchte  vollständige  Integralgleichung.  Nach- 
dem diese  Sätze  vorausgeschickt  sind,  nimmt  Euler  die  Substitution 
y  =  e-'^  ^  vor''),  durch  welche,  nachdem  p  als  conatant  angenommen, 
mithin  jpdx=px  gesetzt  ist,  die  gegebene  Gleichung  0  =  Äy  -\- 
^  +  V  +  -'-+J^  sieh  verwandelt  in  0  -  Ä  +  Bp  +  üp' 
-j-  ■  ■  ■  +  Np"-  Sei  nun  pz  —  q  ein  Factor  von  Ä  -}-  ßz  -\-  Cz^ 
+  ■  ■  ■  +  iV^"  oder  ^  =  -    eine  Wurzel  der  Gleichung  0  =  ^1  -j-  -ß« 

+  Cz^  _|_  . . .  _|-  JV^^,  so  muss  y  =  ae''  ein  partikuläres  Integral  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  sein.  Der  Zusammenhang  zwischen 
der  Differentialgleichung 

')  Miscdlama  Berolineneia  T.  VII,  193—212.  ^)  Ebenda  VH,  134— 1U&, 
=)  Ebenda  VII,  198.  ')  Ebenda  VII,  200:   vahres  purticulares  im  Gegeußat/. 

zur  aeqxiatio  integralis  eompUta.  °)  Ebenda  VII,  301. 

Cisioa,  OsBctiicIita  der  MatliemBtik.   III.  3.    S  AuA.  58 
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O.A,  +  ^-^-l  +  'fl  +  ...  +  '^ 
und  der  algebraischen  Gleichung 

Q  ==  A  +  Bz  -^  Cz^  -\ '^N^ 

ist  also  folgender'):  Erfüllt  die  Wurzel  z  =  ~  der  algebraischen 
Gleichung  q  — ps  =  0  die  genannte  algebraische  Gleichung  w**"  Grades, 
so  erfüllt  1/ =  aeP  als  Integral  der  Differentialgleichung  qy  —  p-j^ 
=  0  die  gegebene  Differentialgleiehuag  «'*■■  Ordnung,  und  ebensoviele 

Ton  einander  verschiedene  reelle  Factoren  A  +  Bz  -j-  Cz^  -f" \~  ^^ 

besitzt,    ebensoviele    partikuläre    Integrale    der    Differentialgleich  an  g 

Schwierigkeit  besteht  in  dem  Auftreten  mehrfacher  Wurzeln  der 
Gleichung  in  z.  In  solchem  Falle  schreibt  Buler  Tor^),  die  Sub- 
stitution y^=e^u  in  die  Differentialgleichung  vorzunehmen,  und  er 
findet  mittels  derselben,  dass  dem  ft-fachen  Factor  (5  —  jj^)'  das  mit 

h  Constanten  behaftete  partikuläre  Integral  y  ^^  e"  (a -\- ßx -\~  yx'' 
-\-  ■•■  -\-  xx^"'-)  entspricht.  Eine  zvreite  Schwierigkeit  besteht  in  dem 
paarweisen  Auftreten  complexer  Wurzeln^)  der  Gleichung  in  s.  Ein 
solches  Paar  complexer  Wurzeln  vereinigt  sich  zu  p  -\-  qs  -\-  rs^  oder 

zu    p  —  2eyprcos(p  A-  r^^   mit   cos  (p  =  —  —,    und   diesem  Factor 
2ypr 

entspricht  die  Differentialgleichung  0=j?y —  2)/ßrco3gj-T^ -j- r^-^, 
zu  deren  Integration  die  Substitution  y  =^  ef^™'"fii  führt.  Auch  das 
wiederholte  Auftreten  eines  Factors  p  —  2^  +  ''^^  weiss  Euler  zu 
bewältigen*).  Elf  Aufgaben  zur  Einübung  dei  allgemein  geschilderten 
Methode  beschliessen  die  Abhandlung, 

Euler  kam  1750  in  dem  Aufsätze  MetJwdm  aequahones  dif- 
ferentiales  altiorum  graäuum  integrandi  uUerms  ptontota^)  auf  die 
Untersuchung  zurück  und  zeigte  hier  zunächst,  wie  man  die  Sache 
nicht  machen  solle,  d.  h.  er  zeigte,  zu  welchen  fast  unüberwindlichen 
Rechnungsschwierigkeiten  es  führe,  wenn  man  auch  nur  bei  der  un- 
vollständigen linearen  Differentialgleichung  mit  Constanten  Coefficienten 
versuchte  von  dem  1743  gezeigten  Wege  abzuweichen.    Dann  vollzog 

')  Miscellama  BeroUnemia  T.  VII,  203—204.  ')  Ebenda  VII,  204—206. 
^)  Ebenda  VH,  206—207.  *)  Ebenda  VII,  203—210.         ")  Novi  Conimenfarii 

Äcademiae  Feti-opoUtanae  ad  annum  1760  et  1751.     T.  lU,  3—35. 
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er  aber  den  Uebergang  zur  volhtändigen  linearen  Differential- 
gleichung mit  Constanten  Coefficienten  ^)  X=  J.j/  -j — -r^ 
_|_  -^— j  -\-  ■  ■  ■ .  Die  von  Euler  benutzte  Methode  besteht  darin,  dass 
die  Differential gleichung  mit  e'"'dx  yervielfacht  und  dann  integrlrt 
wird,  so  dass  man  erhält  je'"'Xdx  =  j[e"''Aydx  -\-  e^^Bdy  -\- 
e"'C-^ -j- ■  ■  ■].  Die  versuchsweise  anzusetzende  Form  des  rechts 
vom  Gleiehheitazeichen  sich  befindenden  Integrals  möge  (wenn  wir 
annehmen,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  sei  zweiter  Ordnung, 
schliesse  also  mit  -j-f  ab)  etwa  e'''''{Ä'y-\ — ^-^1  heissen.  Durch 
Differentiation  der  angenommenen  Gleichung  j  le^^'Aydx  -\-  e"''JBdp 
+  '"'^ji]  -  ""'{^'y  +  i^f")  ^^l^^"«"^  ^>^=  e^^(Ap<ix  i-  Bdy  + 
C^)  =  e"^{aA'ydx-\-{A'-\-i:cB')dy-YB'^)  und  daraus:  B'=C, 
A'  ^  B  —  aC  ^  —,  mithin  A  —  Bk-\-  Ck^  =  0,  woraus  u  und  dann 
A'  und  B'  sich  finden,  d,  h.  man  hat  jifXdx  =  e''^{A'y  -\ — -j-^  , 
Jieziehungs weise  e~'"'te'"^Xdx  =  A'y-\ — 3-  ,  und  das  ist  eine  Dif- 
ferentialgleichung von  ganz  ähnlicher  Gestalt  wie  die  ursprünglich 
gegebene,  nur  von  einer  um  die  Einheit  erniedrigten  Ordnung.  Mau 
vervielfache  sie  weiter  mit  el^'^dx  u.  s.  f.  Dabei  zeigt  sich  a-\-ß^=  ,  , 
d.  h.  a  und  ß  sind  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
A  —  Ba  -j-  Ca^  =  0.  Bei  der  Differentialgleichung  k'^''  Ordnung 
treten  w  solcher  Exponentialgi-össen  e"-'  auf,  in  welchen  jedes  a  eine 
der  Wuraeln  einer  algebraischen  Gleichung  w""  Grades  ist.  Auch 
hier  treten  die  Schwierigkeiten  gleicher  reeller  Wurzein  und  com- 
plexer  Wurzeln  der  betreffenden  algebraischen  Gleichung  auf,  und 
Euler  weiss  sich  mit  ihnen  abzufinden. 

Wir  haben  (S.  728—729)  von  einem  Aufsatze  Eulers  über  Reihen; 
De  sen'en*»»  deiwminatione  sen  nova  metkodus  inveniendi  tenninos 
gmerales  serkruut^),  gesprochen,  der  fast  ebensosehr  der  Lehre  von 
den  Differentialgleichungen,  als  der  von  den  Reihen  angehöre.  Er 
schliesst  sich  unmittelbar  an  den  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  constanten  Coeffieienten  an,  über  welchen  wir  soeben  berichtet 
haben.     Wir  haben  bei  seiner   ersten   Erwähnung   nicht  mehr  zuge- 


')  Novi  Cömmentorii  Acadetiiiae  Petropolitanae  ad   annuni   1750    ei  i 
T.  m,  13.        ")  Ebenda  IJI,  36—85, 
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sagt,  als  dass  wir  iii  Kürze  darauf  zurückkommen  würden,  und  dem 
eutsprechend  werden  wir  uns  damit  begnügen,  an  einer  Aufgabe  den 
Zusammenhang  zwischen  Reihenlehre  und  Differentialgleichungen  auf- 
zudecken. Euler  verlangt^),  das  allgemeine  Glied  einer  mit  1  be- 
ginnenden Reihe  aus  der  Bedingung  zu  ermittein,  dass  jedes  Glied 
demjenigen,  dessen  Stellenzeiger  um  die  Einheit  grösser  ist,  gleich 
sein  solle,  möge  man  den  Stellenzeiger  ganzzahlig  wählen  oder  nicht. 
Gehört  also  das  Glied  y  zum  Stellenzeiger  x,  das  Glied  y'  zum  Stellen- 
zeiger X  -{•!,  so  soll  y'  =  y  sein.  Weil  y'  das  ist,  was  aus  y  wird, 
wenn  x  in  x -\- X  übergeht,  so  rauss  {nach  Taylors  Reihe)  ?/'  =  _)/ 
+  ;— j — h  ..,,.,  -|-  :; — „   „    i  .-  4-  ■  -  •  sein,  und  in  Verbindung  mit 

m'  =  M    erhalten   wir    0  =  :; — -, 1-  ,  -^  -,—i  -)-  ,-- .— „■— r^  _|_  . .  .    als 

Differentialgleichung  des  allgemeinen  Gliedes  der  betreffenden  Reihe, 
Sie  ist  von  unendlich  hoher  Ordnung,  und  die  ihr  nach  den  Vor- 
schriften von  1743  enteprechende  algebraische  Gleichung  wird  un- 
endlichen Grades  sein,  nämlich  0  :=  ---  -(-  t-—,  +  ,    .,   ■^~\ ^^  <^'  — ■  1 

^  (1  -|-  -  J  ~  1"   unter   der  Voraussetzung  w  =  ot>.     Aber  a"  —  b" 
ist   durch    «^  —  2ah  cos         -j-  /**  ttieilbar,   wo   k   irgend   eine   ganze 
Zahl   bedeutet.     Bedenkt    man   nun    erstens,    dass  s   ein   Factor   von 
-j-  -(-  - — ^— r  -\-  ■  .  ■   ist,  und  zweitens  dass,  wenn  «  =  1  -j-  ,   . 

b=l  ist,  a^  — 2a6cos"^"-f  ?J^=  (l -f  ^V— 2(1+  ^Wos^^" 
+  1  =  L'  (1  +  ,:)  (1  -  cos  ii''-)  +  5  =  2  (1  -  1  ''/)■ 
/l -t"      +  91   \i    wird,    und    daas    wegen    cos      ^^1 

Y~r   ebensowohl  211^  cos — )^~ — r-   als   2n"ll  —  cos- — ! 

=  4ft^3r*  wird,  so  nimmt  jener  allgemeine  Factor  die  Gestalt 
i^'  (1  _(_  .^-  _|^  _^_)  =  ij  (4F;rä  +  t^%  +  5^)  an.    Des  Weiteren 

ist  --j  sowohl  von  z  als  von  fe  unabhängig  und  braucht  deshalb  bei 
der  Ermittelung  der  Faetoren  von  e'  —  1  nicht  beachtet  zu  werden, 
und  man  hat  als  solche  s  enthaltende  Faetoren  nur  s  selbst  und 
Ak^%^  -] ; — s  -\-  s^  mit  ganzzahligem  k.     Der  Factor  z  bringt  das 


'j  Nooi  Cuminentarü  Academiae  Petro^/'Aitanae   ad   annum  1750    et  17j1. 
.'.  m,  43. 
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partikuläre  Integral   y^C   hervor.     Das   aus   Ah^%^  •] a -\- s^ 

entstehende  partikuläre  Integral  heisst  e  "  {tts\a2'k%x-\-%c,os2-'k%x). 
Es  geht  durch  m  ^  cx>  in  a  sin  2k^x  -\-  %  cos  2kxx  Ober,  Das  all- 
gemeine Glieil  der  Reihe  heisst  also,  indem  k  alte  ganzzahligen  Werthe 
von  /.;  =  1  an  annimmt  und  die  Bedingung  zu  bcriicksicLtigen  ist, 
dass  y  '^  1  sein  muss,  wenn  a;  =  0  ist: 

j/  =  1  -f-  «sin  Sita:  +  ^8in4jt«  -{-  ysinGzx  -\-  ■•• 

+  SI(cos 2:tx~l)  +  SS(cos 4^x  —  1)  +  ©(cos 6jr3;  -  1)  +  ■  ■  ■, 

wo  c,  31,  |3,  S,  y,  6.  ■  -  ■  ganz  beliebige  consfcante  Werthe  besitzen. 
Zwischen  die  Abhandlungen  Eulers  von  1743  und  1750,  welche 
wir  ihres  inneren  Zusammenhanges  wegen  nicht  trennen  wollten,  fallen 
Untersuchungen  von  D'Älembert.  Sie  bilden  den  vora  13.  April 
1747  datirten  4.  Abschnitt  seines  Aufsatzes  über  Integralrechnung^), 
dessen  Besprechung  wir  uns  (S.  876)  aufgespart  haben.  Ungleich  mit 
unseren  Berichten  über  andere  Schriftsteller  halten  wir  uns  nicht  an 
die  Bezeichnungen    des  Verfassers.     Er   benutzt   nicht   x,    sondern   y 

als   unabhängise  Veränderliche,  er  setzt  -r- =  ^,   :r-i  =  «*,   ^—i  =  k. 
s  e  )  dy  '    dy'  '    dy"  ' 

er  benutzt  neben  tp  auch  A  als  Functionalzeichen  und  klammert  das 

Ai^ment  der  Function  nicht  ein,  lauter  ungewohnte  Dinge,  welche 

das  Yerständniss  nur  erschweren  und   deshalb  von  uns   in  die  heute 

übliche  Schreibweise  umgewandelt  werden.   Sei  y  =  xip  (j^\  -j-  F(^] 

zur  Integi'ation  vorgelegt.     D'Älembert   sagt,  aus  jeder  solchen  Glei- 

chvmc   lasse   sich    durch    Differentiation    -^  ^  ipi,--\ -\~  xrp' l  ,]' ,-4. 
"  dx       ^  \dxl    '      ^  \ux/  dx' 

-}-  F'  (-j^\  j-^  finden  und  behauptet,  ohne  an  einem  Beispiele  seine 
Behauptung  zu  bestätigen,  es  sei  leicht,  nunmehr  x  durch  ^  aus- 
zudrücken; ebenso  könne  auch  y=  f  i  ''■*  alsdann  durch  -3—  aus- 
gedrückt werden.  In  einem  Zusätze  ist  erklärt,  genau  das  gleiche 
Verfahren  führe  zur  Integration  von  — -  =  xwi     — ,  ^ )  +  i^(    -  ^  )■ 


erörtert.     Aus  dieser  Gleichung  gehe  \^~\'^'wiVl)jZi='^  hervor, 
und   diese  wieder  führe   entweder  mittels    , -^  =  0   zu  einer  Geraden, 

')  Histoire  de  l'Academk  de  Berlin.    Ännöe  174Ö.     T.  IV,  275—231. 
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oder  mittels  x-\-F'i-^j^O  zu  einer  Curve.  Eine  Einwirkung 
von  Clairauts  Abhandlung  von  1734  (S.  889)  ist  hier  ersichtlich. 
In  anderen  in  dieser  Veröffentlichung  von  1748  enthaltenen  Auf- 
gaben') sind  n  Differentialgleichungen  zwischen  n -f- 1  Veränder- 
lichen, von  denen  eine  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wird, 
gegeben,  und  D'AIembert  verbindet  ein  Eliminationsprobleni  mit 
dem  der  Integration.  Daa  Erstere  führt  ihn  dazu,  die  vorgelegten 
Gleichungen  zu  addiren,  nachdem  jede  derselben  mit  Ausnahme  der 
ersten  mit  einem  zunächst  unbestimmten  Factor  vervielfacht  ist, 
während  die  Factoren  nachher  so  gewählt  werden,  dass  gewisse  Be- 
dingungen zur  Erfüllung  kommen,  ein  Gedanke,  der  wenige  Jahr- 
zehnte später  sich  in  der  Lehre  von  den  algebraischen  Gleichungen 
als  ungemein  fruchtbar  erwies.  In  zweiter  Beziehung  ist  D'AIembert 
hier  als  Begründer  der  Lehre  von  den  simultanen  Differential- 
gleichungen aufgetreten.  Ein  allerdings  ziemlich  dunkel  gehaltener 
Zusatz^)  macht  auf  die  Möglichkeit  der  Zurückführung  einer  Diffe- 
rentialgleichung höherer  Ordnung  auf  mehrere  von  niedrigerer  Ord- 
nung aufmerksam. 

D'AIembert  ist  in  dem  zwei  Jahre  später  gedruckten  Schlüsse 
der  Abhandlung^)  darauf  zurückgekommen^  und  zwar  mit  Bezug  auf 
die  lineare  Differentialgleichung  w*"  Ordnung  mit  constanfcen  Coeffi- 
cienten.  Damals  war  der  VII.  Band  der  Miscellanea  Berolinensia 
längst  gedruckt,  der  III.  Band  der  Novi  Commentarii  Academiae  Pe- 
tropolitanae  kaum  geschrieben.  D'AIembert  kannte  also  nur  Eulers 
Behandlung  der  unvollständigen  linearen  Differentialgleichung,  und 
wenn  er  seine  Methode  auf  die  vollständigen  linearen  Differential- 
gleichungen anwandte,  so  war  das  ein  Fortschritt,  von  dem  er  noch 
nicht  wissen  konnte,  dass  Euler  ihn  gleichzeitig  ebenfalls  vollzog. 

Doch  wir  müssen  zu  den  simultanen  Gleichungen  des  Bandes 
für  das  Jahr  1748  zurückkehren,  welche,  wie  es  vielfach  bei  den  An- 
fängen einer  Lehre  sich  zeigt,  von  besonders  einfacher  Gestalt  sind. 
Zuerst*)  behandelt  D'AIembert  die  zwei  Gleichungen 

dx  +  (Cx  +  Dy)dt  =  0 
dy -^  (Kx -\-  Ly)dt  =  0 , 

wo  t  als  die  unabhängige  Veränderliche  gilt.  Multiplication  der  zweiten 
Gleichung  mit  v  und  darauf  folgende  Addition  zur  ersten  liefert  die 


')  Histoire  de  l'Academie  de  Berlin.  Ann^e  1748.  T.  IV,  283  [Probleme  V) 
und  IV,  286  (Probleme  VI,  wofiir  durch  einen  Druckfehler  Probleme  IV  steht). 
')  Ebenda  T.  IV,  389,  Nr.  LIH,  ^  Ebenda  Annöe  1750,    T.  VI,  36Ö— 374. 

')  Ebenda  Ann^e  1748.    T.  IV,  283. 
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combinirfce  Gleichung  dx  -\-  vdp-\-  {{C -\-  Kv)x -^(I)  +  Lv)y)dt  =  0 
D'Alembert  will,  dasa  (C  -{-  Kv)x  +  (i*  +  Lv)y  ein  Vielfaches  von 
X  -\-  vy  sei,  mit  anderen  Worten,  er  will,  dasa  C  +  Kv  =  — - — ^ 
sei,  uud  er  erkennt,  dass  dieses  der  Fall,  wenn  v  =  —^^^  i 
-^"|/(L  —  6'/  -f-  4D-ff  ist,  zwei  Werthe  von  v,  welche  er  p  nnd  p' 

nennt.  Nun  setzt  er  x-{-vy=^u,  dx -\- vdy  =  du,  {G -\- Kv)x 
+  (D  +  Lv)y  =  (C  4-  Kv)  (x  +  vy)  =  (0 -\-  Ev)u  und  erlwlt  für 
die  eombinirte  Gleichung  die  nene  Gestalt  du -\- (G  ■\- Kv)uät  ==  0 , 
welche  sich  durch  «  =  ^e— ('^4-'^"']'  integrirt.  In  diesem  Integrale  ist 
g  eine  willkürliche  Constante,  während  eine  andere  willkürliche  Con- 
stante,  welche  wir  sogleich  auftreten  sehen  werden,  g'  heisst.  Setzen 
wir  nämheh  für  v  einmal  j9  und  einmal  p',  schreiben  x-^py  =  u  und 

I  '  '  u—u'  pu'—p'it      r    T.  i_      , 

X  -\-  p  y  =  u  ,  wo  aus  m  = 7 ,  x  =  — — -^—  loJfft,  so  hat  man 

i     j:    J  I  "^  p   ^~  P  P  — P 

für  u  und  w'  die  beiden  Gleichungen  )(  =  ^e~''^+^i''',  u' = g' e~(''~^^f')' . 
Die  Constanten  g  und  g'  werden  vermöge  der  Werthe  bestimmt, 
welche  x  und  y  hei  t  ^  0  annehmen.  Eine  weitere  Aufgabe  be- 
handelt^) die  drei  Gleichungen 

dx -\- {ax -\- by  +  «■s)rfi=0 

dy  +  {ex  +fy-\-g^)dt  =  0 

dz  +  (hx  +  w»/  +  ns)dt  =  0. 
D'Alembert  multiplicirt  die  zweite  Gleichung  mit  v,  die  dritte  mit  fi 
und   addirt   dann    zur    ersten.     Er    erhält   die    eombinirte   Gleichung 
dx  -\-  vdy  +  (idz  +  ((«  -\-ev-\-  h(>,)x  -\-  {p  -\-  fv  -\-  mn)y  -\-  {c-\-gv 
+  nii)g)dt=Q.   Dann  wird  a  +  er  +  A^^  ?^+i^*"''  =  *-+C!l±_11!: 

gesetzt,  damit  unter  der  weiteren  Abkürzung  x  -\-  vy  -\-  (iz  ^=  u  die 
eombinirte  Gleichung  die  Gestalt  du  -\-  {a  -\-  cv  -\-  hii)udt  annehme, 
welche  durch  x  -\-  vy  -\-  /iz  =  ^6-1=+"+*/')'  integrirt  wird*).  Es 
handelt  sich  darum,  die  zweckentsprechenden  Werthe  von  (i  und  v  zu 
linden.  Aus  a-\-ev-\-h!t=         v-i-mji  ^^.^^^^^^  g^^.^^  (i  =  --  TAL7?J^~^-  ^ 

und  setzt  man  diesen  Werth  von   ft  in  a  ■-\'  ev  -{-  h/i  =  —  ■  ■ 

ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  v,  welche  dadurch  vom  4*™ 
auf  den  3'™  Grad  sich  erniedrigt,  dass  1/*  in  ihr  den  Coefficienten 
e^h  —  e'A  =  0    erhält.     Es   gibt   also   drei  Werthe  von  v,  zu  deren 

')  Uüiowe   de   VAcademie   de  Berlin.     Annöe  1748,     T.  IV,  268.  ')  Bei 

D'Alembert  steht  g  statt  Ä.  Wir  haben  k  vorgezogen,  weil  g  schon  innerhalb 
der  zweiten  sijnultanen  Differentialgleichung  eine  beetiramte  Bedeutung  hatte. 
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jedem  ein  Werth  von  (t  gekört,  mithin  drei  Wertiiepaare  v^=p, 
ft  =  »;;  v'=p',  (*  =  )m';  v=f",  fi  =  m.".  Die  eioe  Integralgleichung 
liefert  demnach  deren  drei,  und  aus  ihnen  lässt  sich  x,  y,  z  jede8 
einzeln  als  Function  von  (  darstellen.  D'Älembert  übersieht  keines- 
wegs die  Schwierigkeiten,  welche  durch  das  Auftreten  gleicher  oder 
eompleser  Wurzeln  in  den  algebraischen  Hilfsgleichungen  entstehen, 
wir  wollen  indessen  hier  auf  diese  Ergänzungsbemerkungen  nicht 
näher  eingehen. 

Haben  wir  D'Älembert  als  denjenigen  Mitthematiker  kennen 
gelernt,  der  sieh  zuerst  mit  simultanen  Differentialgleichungen  be- 
schäftigte, so  ist  sein  Verdienst  um  die  Lehre  von  den  partiellen 
Differentialgleichungen  kaum  geringer').  Die  Aufgabe  von  der 
schwingenden  Saite  war  erstmalig  von  Brook  Taylor  (S.  384) 
in  Angriff  genommen  worden.  Er  hatte  sie  sich  in  dem  Sinne  gestellt, 
dass  er  durch  mathematische  Erwägung  die  Geschwindigkeit  jedes 
einzelnen  Punktes  der  Saite  und  hierauf  die  Anzahl  der  Schwingungen 
innerhalb  einer  gegebenen  Zeit  zu  finden  beabsichtigte.  Johann 
EernouUi  lenkte  dann  1727  in  einem  im  IL  Bande  der  Commen- 
tarien  der  Petersburger  Akademie  veröffentlichten^)  Briefe  an  seinen 
Sohn  Daniel  Bernoulli  dessen  Aufmerksamkeit  auf  den  Gegenstand 
und  brachte  selbst  im  III.  Bande  jener  Veröffentlichungen  einen  Auf- 
satz 7)e  chordis  vibrantibus^  von  den  schwingenden  Saiten.  Johann 
Bernoulli  ging  ebenso  wie  Taylor  von  der  Voraussetzung  aus,  dass 
alle  Punkte  der  Saite  gleichzeitig  ihre  Gleichgewichtslage  verlassen, 
oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  Saite  stets  als  Ganzes  schwinge. 
Von  dieser  unrichtigen,  weil  zu  engen  Annahme  aas  kam  Johann 
Bernoulli  für  die  Gestalt  der  Saite,  welche  sich  durch  ihre  Schwingung 
ergebe,  zu  der  gleichen  Meinung,  welche  auch  Taylor  schon  besass, 
sie  sei  die  einer  compagne  de  la  cyctoide,  d.  h.  also  (Bd.  II,  S.  878  bis 
879)  einer  Sinuslinie.  D'Älembert  Hess  in  dem  Aufsatze  Sur  la 
courbe  que  forme  une  diorde  tendue  mise  en  Vibration*')  jene  einengende 
Annahme  fallen  und  ersetzte  sie  durch  die  folgenden,  welche  in  der 
That  mit  de  Vorgängen  der  Natur  in  sehr  angenäherter  Ueberein- 
stimmimg  sieh  befinden.  Erstens  sollen  die  Schwingungen  unendlich 
klein  sein,  so  dass,  wenn  ein  Punkt  P  aus  seiner  Ruhelage  um  ein 
Stückchen  PM  =  y  entfernt  und  dadurch  nach  dem  senkrecht  über 

')  Einen  vorzüglichen  Ueberblick  aber  die  hier  in  Frage  kommenden  Ab- 
handlungea  von  D'Alemhert,  Euler  und  Daniel  Bernoulli  gab  Eiemann 
in  der  Einleitung  zu  seiner  beruhmtea  Habilitationaechrift  von  1854;  Ueber  die 
DarsteUbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  iteihe.  •)  Johann 
Bernoulli,  Opera  HI,  125.  ')  Ebenda,  III,  198— älO.  *)  Histoire  äe  l'Acu- 
demie  de  Berlin.     Annöe  1747.    T.  IE,  pag,  214—219. 
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P  befindlieben  Punkte  M  gebracht  wird  und  Ä  der  eine  Befestigungs- 
punkt der  Saite  ist,  die  Gleichung  AM  =  AF  =:  s  gerechtfertigt 
erscheine.  Zweitens  soll  die  Saite  überall  gleich  dick  sein.  Drittens 
soll  die  spannende  Kraft  F  dem  Gewichte  der  Saite  proportional  oder 
F^mpl  sein,  wo  l  die  Länge  der  Seite,  p  das  Gewicht  ihrer  Längen- 
einheit, m  einen  Proporti onalitätsfactor  bedeutet.  Viertens  endlich 
soll  die  Beschleunigung  des  Punktes  M  in  der  Richtung  MF  sich 
durch  -j-  -F  j-f  ausdrücken,  wo  das  Vorzeichen  davon  abhängt,  ob 
die  durch  die  Saite  gebildete  Curve  in  M  gegen  die  Ruhelage  coneav 
oder  convex  ist.  D'Älembert  kommt')  von  diesen  Annahmen  aus 
durch  der  Mechanik  angehörende  Betrachtungen  zu  einer  Gleichung 
a^^,  welche  wir  in  die  gegenwärtig  gebräuchliche  Form  umsetaen 
müssen.  Wenn  D'Älembert  AM  =^  AF=  s  schreibt  und  dabei  an 
den  Bogen  AM  denkt,  so  konnte  er  ebenso  gut  die  Abscisse  AF 
als  namengebend  betrachten  und  x  schreiben.  Alsdann  ist  y^=fp(t,x), 
und  die  übrigen  bei  D'Älembert  auftretenden  Buchstaben  bedeuten: 
j,  _  ||,  j  _  I»  ,  „  _  f J,  „  _     «!|_,  ß  _  |!»,   und  die  erwähnle 

Differentialgleichung  «  = /3  helsst  ^-i^tJ^,  unterscheidet  sich  also 
von  der  heute  gfwohnhthen  Schreibart  ^~  =  a*~  nur  durch  das 
Fehlen  des  positiven  Coeffiuenten  a*  Wenn  y,  mithin  eine  Strecke, 
zu  der  Strecke  i  und  zugleich  zui  Zeit  t  in  einem  Abhängigkeits- 
verhältnisse steht  so  wird  die  darin  enthaltene  begriffliche  Schwierig- 
keit dadurch  gehoben  dass  auch  die  Zeit  durch  eine  Strecke  versinn- 
licht  wird^l  Sei  a  lei  Raum  welcher  von  einem  unter  dem  Einflüsse 
des  Gewichtes  p  stehenden  Korpeis  in  einer  Zeit  0  durchlaufen  wird, 
und  lässt  man  0  d  iruh  eine  an  sich  beliebig  lange  Strecke  dar- 
stellen, 80  muss  auch  jedes  t  als  Strecke  gezeichnet  werden.  Nach 
der  oben  erlauteiten  den  einzelnen  Buchstaben  beigelegten  Bedeutung 
ist  dp  =  adf  -|-  j  (7jr  rfg  =  vdt  -\-  ßdx  =  vdt  +  adx,  mithin 
dp -\- dq  =  ia -i- i)  idt -\- dl)  und  dp  —  dq  ^  (a  —  v)  (dt  ~  dx). 
D'Alembeit  zieht  daraus  den  Schluss^),  r  +  "  müsse  eine  Function 
von  t  -\-  r  a  —  v  eine  Function  von  t  —  x  sein.  Er  begründet  ihn 
nicht  nähei  meint  aber  offenbar  nur  wenn  die  in  seinem  Schlüsse 
ausgesprochenen  Abhingigke  ten  stattfinden,  sei  eine  Integration  der 
beiden  Difleiential^leichungeu  lusfuhrbar.  Dann  folgt  aber  weiter 
hei  Vollziehung  der  Integiation  da  s  p  -|-  j  eine  Function  von  (  -\-z 
und  p—~q  eine  Function  von  t  —  j,  sein  muss,  etws,  p -{-q^ip{t-^x), 

'-)  Bistoire  de  VÄcadimie  de  Berlin.    Annöe  1747.   T.  III,  216,        »)  Ebenda 
T.  ni,  215—216.        »)  Ebenda  T.  III,  216. 
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...           .                  q,it-^x)  +  A(t  —  x)                 ^tß  ^  3:)  —  A{t  —  x) 
p  —  q  =  A(t  —  x),    p^^"-^    '^^ '-,    g  =  ^'  ^       3 [■ 

Ferner  soll  y  =  j(pdt  -{-  qdx)  sein,  oder  j/  =  j  ip(t  -\-  x}d{t  -]-  x) 
+  ^fA{t~x)d(t  —  x)  =  'V{t-\-w)  +  r(t  —  x),  wo  ¥  uBd  T  zu- 
nächst ganz  unbestimmte  Function alzeichen  sind  Der  Natur  der 
Aufgabe  innewohnende  Bedingungen  lehren  Einiges  ubtr  sie.  Bei 
(  =  0  ist  die  Ruhelage  noch  nicht  gestört,  mithin  y  =  <'  Ebenso 
ist  j/  =  0  in  den  beiden  Befestiguugspunkten  der  Saite,  bei  a:  =  0 
und  bei  x  =  L     Man  weiss  also 

1.  'V(x)^V(--x)=0 

2.  y(;)  +  r(0  =  o 

Aus  2.  folgt  r(0  =  —  ¥(0,  also  auch  r{t  ~  x)  == —  'V{t  —  x), 
und  man  ist  schon  berechtigt  y  =  1'((  +  a^)  —  Vt^  —  x)  zu  schreiben. 
Durch  r((  ~  a:)  =  —  ^(C  —  ic)  geht  aber  1.  über  in  ^(x) — 
Y( — 3;)  =  0  oder  in  W(x)  =  ''V(— x).  Die  Y-Function  rausa  also, 
damit  sie  bei  Ersetzung  ihres  Argumentes  durch  den  entgegengesetzten 
Werth  ungeUjidert  bleibe,  eine  solche  sein,  welche,  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt, nur  grade  Potenzen  des  Argumentes  enthält^),  oder,  wie  es 
etwas  später  heisst*),  i/'(a;)  muss  eine  grade  Function  von  x  sein. 
Dazu  kommt  noch  mit  Rücksicht  auf  3.  die  Bedingnng  ^{t  -\- 1) 
=  M'((  —  l),  wodurch  nachgewiesen  ist,  dass  die  Function  V  ihren 
Werth  unverändert  wiedererhält,  wenn  das  Argument  sich  um  die 
Constante  21  vergrössert,  oder  dass  W  (s)  =  W  (^ -\- 21)  sein  muss. 
Wird  y  nach  t  partiell  differentiirt,  so   entsteht  die  Geschwindigkeit 

des    betreffenden    Punktes    der    schwingenden    Saite   -^  = — 

■  ■■-.  —  ,  welche,  wenn  (  =  0  gesetzt  wird,  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit ist  und  eine  ungrade  Function  sein  muss,  wenn 
die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  solP). 

Unmittelbar  hinter  diesem  an  den  fruchtbarsten  neuen  Wahr- 
heiten überreichen  Aufsatze  ist  eine  zweite  weit  umfangreichere,  auch 
inhaltlich  sich  anschliessende  und  deshalb  durch  Ziffern,  welche  die 
Paragraphennummerirung  der  ersten  Veröffentlichung  einfach  fort- 
setzen, in  kleinere  Absätze  abgetheilte  Arbeit  D'Alemberts  ge- 
druckt*).    Sie   will  der  eigentlichen   Gestalt   der  schwingenden   Saite 

')  Histoire  de  l'Äcademte  de  Berlin.  Ann^e  1747.  T.  III,  217.  =)  Ebenda 
T.  III,  218;    ^(8)  doit  etre  tme  fottction  paire  de  s.  ')  Ebenda  T.  III,  219: 

st  io  fonclioft  de  s,  qui  exprime  cette  vitesse  initiale,  n'etait  pas  une  fondion 
impaire  de  s,  le  probUme  serait  in^ossible.        *)  Ebenda  T.  III,  220—349. 
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näher  kommen  und  bedient  sicli  zu  diesem  Zwecke  einer  e 
Curve,  courbe  generairice ,  OTK  (Fig.  146).  Ihre  Definition  liegt  ia 
der  Gleichung  y  =  ^(x).  Aus  den  ermittelten  Eigenschaften  der 
Function  V  folgt,  dass  der  zu  0  symmetrisch  liegende  Punkt  K  von 
0  um  21  entfernt  sein  muss,  und  dass  OS  ^  l,  wenn  T  der  senk- 
recht Über  (S*  gelegene  Höhepunkt  der  Curve  ist.  Die  unter  einander 
parallelen  Geraden  QP,  JF,  BÄ  sind  so  gezeichnet,  dass  die  erst«re 
mit  QN  einen  Winkel  von  45"  bildet,  dann  wird,  wenn  ^jV  als  Mass 
von  t  gewählt  ist,  auch  PN  =  (  sein.  Q  ist  der  Anfangspunkt  der 
Saite,  welche  zugleich  auch  Abscissenaxe  ist,  QG  ^=  ^<j  =  x  und 
QN-\-QG^PN-\-  NÄ^QB^l^x  nebst  QN—Qg  =  NP 
—'NF=QJ^t  —  X,  Wegen  der  Gleichung  der  erzeugenden 
Curve  ist  demnach  BD  =  ¥(;  -^  x),  JE  ^  V{t  —  x)  und  V(t  +  x) 
~W(t  —  x)=BD  —  JE=GI>  —  DE.     Wird  diese   Differenz  als 


Gy  gezeichnet,  so  ist  y  der  Ort,  nach  welchem  der  Punkt  G  der 
Saite  in  einer  Schwingung  gelangt.  D'Alembert  nennt  nun  ßdt  den 
Weg,  welchen  jeder  Punkt  der  Saite  im  ersten  Augenblicke  der 
■   (also   bei  i  ^  0)   zurückzulegen   das  Bestreben    hat.     Als- 


^V{x)  +  'V(—  x)  =J6dx.      Ferner 
lithin    ist    Y(:c)  =  JJ^rfa;  +  Const., 


war  ^(x)  —  'V{—x)  =  0. 
und  rückwärts  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  ö  jedes  Punktes  der 
Saite  proportional  —5 — -,  d.  h.  proportional  den  Differenzen  von  Ordi- 
naten  der  erzeugenden  Curve,  getheilt  durch  die  Differenzen  der  zu- 
gehörigen Abscissen.  Ganz  frei  ist  aber  die  Wahl  der  betreffenden 
Function  V(a;)  nicht.  Diese  muss  den  Gesetzen  gehorchen,  welche 
in  Bezug  auf  Gradheit  oder  Ungradheit  der  Functionen  im  ersten 
Aufsatze  bekannt  geworden  waren.  Dabei  verändern  sich,  wenn  als 
Anfangslage  der  Saite  nicht  eine  Gerade,  sondern  eine  Curve  an- 
genommen wird,  die  Function albe dingungen   so   sehr,  dass  in  diesem 
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Falle  ^(x)  als  eine  ungrade  i'unetioü  erscheint^),  und  unter  ihrer 
Voraussetzung  werden    betreffende  Functionen    zu   ermitteln   gesucht. 

Die  Behauptung  D'Alemberts  von  den  die  freie  Wahl  von  '\'(x) 
hemmenden  Beschränkungen  sollte  einen  Streitpunkt  zwischen  ihm 
und  Euler  bilden.  Man  kann,  sagte  Euler  in  einer  im  nächstfolgenden 
Bande  der  Veröifentlichungen  der  Berliner  Akademie  abgedruckten 
Abhandlung  Sur  la  Vibration  des  cordes^)  eine  Saite  von  gegebener 
Länge,  gegebenem  Gewichte  und  gegebener  Spannung  in  irgend  eine 
von  der  graden  Gestalt  nur  unendlich  wenig  abweichende,  sonst  aber 
ganz  beliebige  Form  bringen  und  sich  alsdann  die  Aufgabe  stellen, 
die  Schwingungen  der  plötzlich  losgelassenen  Saite  zu  bestimmen, 
welche  auch  durch  eine  geometrische  Construction  lösbar  wird.  Er 
erhielt  als  eine  Gleichung  der  Curve,  welche  die  Saite  bildet,  und 
welche  für  sich  allein  genüge,  die  ganzen  Bewegungserscheiimngen 
zu  begreifen,  dass  y  gleich  der  Summe  einer  endlichen  oder  unend- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  sein  müsse,  deren  jedes  aus  einem  mit 
einem  Goefficienten  vervielfachten  Sinus  bestehe^),  also  «/ =  «  sin  — 
-f-  ß  ein  —  +  y  sin  —  +  ' '  ■  ■ 

Nun  nahm  nach  weiteren  zwei  Jahren  D'Alembert  wieder  das 
Wort*).  Ber  wesentliche  Punkt  seiner  Entgegnung  ist  darin  erkannt 
worden^),  dass  D'Alembert,  an  den  functionalen  Bedingungen  seiner 
früheren  Untersuchung  festhaltend,  verlangte,  dass  y  sich  durch  t 
und  X  derart  darstelle,  dass  die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die 
sehwiugeade  Saite  zu  erhalten  vermöge,  sich  aus  einer  und  derselben 
Gleichung  herauslesen  lassen.  Neben  dieser  Verschiedenheit  zwischen 
den  Anschauungen  von  D'Alembert  und  Euler,  dass  Ersterer  eine  ana- 
lytisch erfassbare,  Letzterer  irgend  eine  empirisch  herzustellende  An- 
fangsveränderung der  schwingenden  Saite  beanspruchte,  blieb  zwischen 
Beiden  und  Taylor  der  Streitpunkt,  ob  eine  nicht  in  allen  Theilen 
regelmässige  Curve  oder  ausschliesslich  eine  einfache  Sinnslinie  die 
Schwingungseurve  bilde, 

Daniel  Bernoulli  suchte  in  zwei  zusammenhängenden  Abhand- 
lungen*) Klarheit  darüber  zu  verbreiten.  Er  begann  mit  physikali- 
schen Betrachtungen,  aus  welchen  wir  nur  hervorheben,  dass  die 
Gehörsempfindung  der  sogenannten  Obertöne  als  eine  solche  bezeichnet 
wird,  über  welche  alle  Musiker  einig  seien'),  und  in  der  That  gehört 


')   Ei$toire   de    l'Äcademie   ds   Berlin.     Ann^e    1747.      T,    III,   230  —  231. 
■)  Ebenda  Annöe  1748.    T.  IV,  G9— 85.  ")  Ebenda  T.  IV,  86,  *)  Ebenda 

Annöe  1750.    T,  VI,  3j5— 360.        *)  Eiemann  1.  e.        ■)  Eistoire  de  l'Äcademie 
de  Berlin.   Anniie  1753.    T.  IX,  147—172  und  173—195.        ')  Ebenda  T.  IX,  153. 
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die  Entdeckung  der  Obertöne  schon  dem  Pater  Mersenne  an  (S.  384), 
deren  Bestätigung  zahlreicheo  Physikern  und  Praktikern.  Wenn  aber 
eine  angestrichene  Saite  mehrere  Töne  gleichzeitig  vernehmen  lässt, 
wenn  jeder  Einzelton  einer  in  einer  Sinuslinie  gekrümmten  Saite  ent- 
stammt, so  muss  bei  dem  Entstehen  mehrerer  Tone  die  Saite  gleich- 
zeitig in  mehreren  Sinnslinien  schwingen,  und  eine  Darstellung  von 
deren  Vereinigung  muss  geometrisch  möglich  sein.  Bernoulli  meint 
das  so  (Fig.  147).  Wenn  ein  Ton,  der  der  Curve  AinanB  entspricht, 
sich  mit  einem  Tone  ver- 
einigt, dessen  ebenfalls  ganz  i-'^r'~~~~~—~~s^ 
regelmässig     ausschauende          /T^t    "^   ~  P^~"'~'^~^  f'^"- 

Curve   ihre  Axe   ausser  in     -■^^^^--— -l—j,.    " j^^ g'~~~— -^~  ^ ,  j; 

J.  und  B  auch  in  der  Mitte  ~ '" ^ -^T"""'"'-.^  "l--'",^-^ 

zwischen      die.sen     beiden  ^ — '— — ^r 

Punkten  schneidet,  so  kann  v\g.  u; 

bei  der   uiiendlieh  kleineu 

Weite  der  Schwingungen  die  AmanB  selbst  als  geradlinige  Axe 
gedacht  werden,  um  welche  sich  die  zweite  Toncuvve  schlängelt,  und 
so  entsteht  die  Curve  ApaqB,  welche  den  beiden  gemeinschaftlich 
vernehmbaren  Tönen  entspricht,  und  welche  zugleich  den  Bedingungen 
der  Symmetrie  und  der  Periodieität  genügt,  welche  für  solche  Gurren 
gefordert  werden  müssen,  Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  noch  mehr 
Töne  gleichzeitig  vernommen  werden.  Die  allgemeinste  Gleichung 
der  Curve  ist  J/  =  ß  sin  -- — \-  ß  sin 1-  y  sin  -  -  -|-  .  . .  ^  also  ge- 
nau dieselbe  Gleichungsform,  welche  Euler  1748  erhalten  hatte ^). 
Bernoulli  knüpfte  an  diese  synthetische  und  geometrische  Behandlung 
der  Aufgabe  auch  noch  analytische  Betrachtungen,  über  welche  wir 
ebenso  hinweggehen,  wie  über  den  ganzen  zweiten  Aufsatz,  dessen 
Hauptinhalt  dahin  zusammengefasst  worden  ist^,  dass  Daniel  Bernoulli 
in  ihm  die  Schwingungen  eines  masselosen  gespannten  Fadens  unter- 
suchte, der  in  einzelnen  Punkten  mit  endlieben  Massen  beschwert  ist, 
und  dabei  zeigte,  dass  die  Schwingungen  desselben  stets  in  eine  der 
Zahl  der  beschwerten  Punkte  gleiche  Anzahl  von  solchen  Schwingungen 
zerlegt  werden  kann,  deren  jede  für  alle  Massen  gleich  lange  dauert. 
An  den  zweiten  Aufsatz  Daniel  Bernoullis  schliesst  im  Drucke 
unmittelbar  eine  letzte  von  uns  zu  berücksichtigende  Abhandlung 
Eulers  an:  Bewarques  siir  les  mcinoires  de  Daniel  BemoulU^).  Euler 
drückt  seine  Bewunderung  über  Bernoulhs  theils  physikaUsche,  theils 
geometrisch  comhinirende  Auffassung  der  Aufgabe  aus  und  würde  ihr 


')  Bisloire  de  VAcademü  de  Berlin.    AnnÖB  n&3.    T.  IX,  157.         »)  Rie 
n  1.  c.        ')  HisUnre  de  l'Academie  de  Berlin.    Anntie  1753,   T.  IX,  190—22! 
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einen  weit  höheren  Bang  zuweisen,  als  D'Älemberts  und  seine  eigenen 
Bemühungen  beanspruchen  dürften,  wenn  BemouUia  ÄufiÖaung  in  der 
That  die  allgemeine  wäre,  was  aber  von  der  Gfleichung  j/  =  «  sin  — 
-f-  ß  sin  - — -  -|-  y  sin  - — -  +  ■  ■  ■  nicht  behauptet  werden  könne.  Denke 
man  sich  etwa  die  Coefficienten  a,  ß,  y  ■  ■  •  als  eine  unendliche  geo- 
metrische Reihe  bildend,  so  könne  die  reclits  vom  GHeichheitszeicheo 
stehende   Reihe    summirt   werden,    und   man    gelange    zur   Gleichung 

y  = ■     Letztere   sei  unbedingt  viel  durchsichtiger   als  die 

erste  Form,  und  man  würde  sich  sehr  uneigentUch  ausdrücken*), 
wollte  mau  sagen,  die  Curve  mit  dieser  Gleichung  sei  aus  unendlich 
vielen  Sinuslinien  combinirt.    Er  selbst  habe  seiner  Zeit  die  Gleichung 

^  =  ß  sin  —  -|-  /J  sin h  ?  ^^'^ 1-  . .  -    nur   als    die    in    einem 

besonderen  Falle  zutreffende  aufgestellt,  und  die  Hauptfrage,  ob  alle 
durch  schwingende  Saiten  gebildete  Curven  in  jener  Gleichung  ent- 
halten seien  oder  nicht,  bleibe  zu  erörtern^}.  Euler  leugnet  die  Mög- 
lichkeit. Es  sei  doch  sicher,  dass  man  zu  Anfang  die  Saite  in  irgend 
eine  Gestalt  bringen  könne,  bevor  sie  losgelassen  ihre  Schwingungen 
beginne,  und  daaa,  selbst  wenn  man  behaupten  wolle,  die  Gestalt  der 
Saite  werde  allgemach  in  eine  aus  Sinuslinien  combinirte  übergehen, 
dieses  doch  immer  eine  grössere  Zeit  beanspruchen  müsse,  und  dass 
die  Änfangsschwingungen  sich  keiner  solchen  Combination  unterordnen 
würden.  Bestimmte  Eigenschaften  von  sin  — - — ,  z.  B.  diejenige,  zu- 
gleich mit  X  in  den  entgegengesetzten  Werth  überzugehen,  bei  Zu- 
nahme des  X  um  a  eine  Periodicität  an  den  Tag  zu  legen,  müssen 
sich  auf  y  übertragen,  und  keine  Curve,  welcher  derartige  Eigen- 
schaften abgehen,  z.  B.  keine  algebraische  Curve,  könne  in  der  mehr- 
erwähnten Gleich ungsform  enthalten  sein').  Nur  soviel  sei  an  der 
Berno uliischen  Darstellung  zweifellos,  dass,  wenn  P,  Q,  Tt  Functionen 
von  X  und  t  seien,  welche  ^  =  P,  y  =  §,  «^  =  B  als  Integrale  von 
grf  =  2^  =-1  erscheinen  lassen,  auch  y  =  aP  -\-  ßQ  -\-  fü  ein  In- 
tegral sein  müsse*). 

')  Hisloire  de  l'Academie  de  Berlin.    Ann^e  1763,  T.  IS,  197:  ce  serait parier 
fort  inproprement.  *)  Ebenda  T.  IX,  198 :    La  question  principah  g^ie  j'ai  ä 

dioeloper  est  donc  si  foutes  les  coitrbes  d'une  eorde  mise  en  mmtvemenf  sont  com- 
prises  dans   l'eguation  rapportee,   ou   non?  ^   Ebenda  T.  IX,    200 — 301. 

*)  Ebenda  T.  IS,  208—209. 
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Man  sieht  hier  die  Frage  nach  der  Darstellbarkeit  irgend 
eines  Werthes,  z.  B,  einer  algebraischen  Function,  durch 
eine  Sinusreihe  verstohlen  auftauchen,  aber  nur  um  so  rascher 
wieder  zu  verschwinden.  Die  Zeit  ihrer  Beantwortung  war  noch  nicht 
gekommen.  Fourier,  der  Mathematiker,  welcher  in  überraschender 
Weise  leisten  sollte,  was  Euler,  ohne  Widerspruch  zu  befürchten,  für 
unmöglich  erklärte,  war  noch  nicht  geboren,  Lagrange,  den  man 
freilich  irrigerweise  ehedem  als  Vorgänger  Fouriei-s  auf  diesem  Ge- 
biete zu  rühmen  liebte,  sehrieb  erst  an  seiner  ersten  Abhandlung, 
welche  1759  in  einer  neaen  Abhandlungasammlung,  in  den  Turiner 
Veröffentlichungen,  erscheinen  sollte. 
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